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Analytische  Geometrie, 

bearbeitet  von 

Dr.  Richard  Heger, 

Gymnasiallehrer  u.  a.  o.  Hon.-Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


I.  TheiL     Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

§  1.    Coordinaten  des  Punktes. 

1.  Die  analytische  Geometrie  stellt  sich  die  Aufgabe,  geometrische  Sätze 
aus  den  Resultaten  algebraischer  (analytischer)  Operationen  abzuleiten. 

Sie  geht  dabei  von  folgender  für  sie  charakteristischen  Gedankenreihe  aus: 
Zwei  unbestimmte  Zahlen  x  und  y  seien  durch  eine  Gleichung  mit  einander 
verbunden.  Reducirt  man  diese  Gleichung  auf  Null,  so  steht  rechts  die  Null 
und  auf  der  linken  Seite  steht  ein  Ausdruck,  der  ausser  x  und  y  noch  gegebene 
Zahlen  enthalten  kann.  Dieser  Ausdruck  werde  abkürzend  mit /(jr,_y)  bezeichnet; 
dann  ist  die  Gleichung 

Durch  diese  Gleichung  sind  x  und  y  noch  nicht  bestimmt,  aber  es  ist  doch 
jede  der  beiden  Grössen  an  die  andere  gebunden.  Denn  giebt  man  der  Unbe- 
stimmten X  einen  bestimmten  Werth  Xq,  so  ist  nun  y  nicht  mehr  unbestimmt, 
sondern  der  zu  Xq  gehörige  Werth  (bez.  die  zugehörigen  Werthe)  von  y  ergiebt 
sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 

rücksichtlich  der  Unbekannten  y.  Diese  Gleichung  kann  eine  oder  mehr  als 
eine  reale  Wurzel  haben;  wir  wollen  jetzt  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  sie 
habe  nur  eine  reale  Wurzelig.    Diese  beiden  y 

zusammengehörigen  Werthe  x^y^  kann  man 
geometrisch  anschaulich  machen. 

Man  nimmt  zwei  zu  einander  senkrechte  P 

Gerade  OX  und  OY  an,  deren  positive 
Richtungen  OX  und  OV  sein  mögen,  und 
trägt  auf  denselben,  indem  man  eine  beliebige 


Strecke  als  Maasseinheit  zu  Grunde  legt,  zwei  JT' 
Strecken  OJ^  und  OF"  auf,  die  die  Längen 
x^  und  _yQ  haben.  Der  Punkt,  der  OP*  und 
OP"  zu  Normalprojectionen  auf  OX  und  O  V 
hat,  veranschaulicht  die  beiden  zusammen- 
gehörigen Werthe  x^  und  yQ, 
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2  Analytische  Geometrie. 

In  der  Figur  sind  P  und  -P"  positiv  angenommen.  Ist  (?/*"  positiv  und 
OP  negativ,  so  liegt  P  in  dem  Winkel  yOX'\  sind  OP  und  OP'  beide 
negativ,  so  liegt  P  \m  Winkel  X^OY\  ist  OP  positiv  und  OP''  negativ,  so 
liegt  P  im  Winkel  Y'OX,  Durch  absoluten  Werth  und  Vorzeichen  von  x  und  y 
ist  also  die  Lage  des  Punktes  P  und  umgekehrt,  durch  einen  Punkt  P  der 
Ebene  sind  die  Grössen  OP  =x  und  OP*  ==y  eindeutig  bestimmt. 

Giebt  man  der  Unbestimmten  x  andere  Werthe,  und  lässt  x  alle  realen 
Werthe  von  Xq  wachsend  bis  -+-  oo  und  abnehmend  bis  —  oo  durchlaufen,  so 
gehört  zu  jedem  Werthe  der  Veränderlichen  x  gemäss  der  Gleichung /(ji:,j') 
==  0  ein  bestimmter  W^erth  von  y.  Diese  Werthe  von  y  sind  im  Allgemeinen  von 
einander  verschieden  und  es  erscheint  somit  auch  ^  als  veränderliche  Grösse, 
deren  Werthe  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x  abhängen. 

Construirt  man  zu  jedem  Paare  zusammengehörender  Werthe  x  und  y  den 
zugehörigen  Punkt  P,  so  wird,  während  x  die  Werthe  von  —  oo  bis  H-  oo  durch- 
läuft, vom  Punkte  P  eine  bestimmte  Linie  beschrieben. 

Die  Abhängigkeit  realer  Werthe  von  .v  und  y  ist  nun  auf  zweierlei  Weise 
ausgedrückt:  arithmetisch  durch  die  Gleichung  /(.v,  y)  =  0  und  geometrisch  durch 
die  von  P  beschriebene  Linie.  Alle  Sätze,  welche  durch  algebraische  Operationen 
für  die  Gleichung  /{x,  y)  =  0  abgeleitet  werden  können,  erscheinen  nun  zugleich 
als  geometrische  Sätze  für  die  von  P  beschriebene  Linie;  und  alle  Sätze,  welche 
sich  durch  geometrische  Schlüsse  für  diese  Linie  ergeben,  sind  zugleich  alge- 
braische Sätze  für  die  Gleichung  /(.r,  y)  =  0. 

Die  von  P  beschriebene  Linie  heisst  die  zur  Gleichung /(a:,j')  =  0  ge- 
hörige Linie;  die  Strecken  x{==OP)  und>'(=(9/^')  oder  die  parallelen  und 
gleichen  Strecken  jP"/* und  jP/'heissen  die  Coordinaten  des  Punktest,  OXund 
6?  y  heisscn  die  Coordinatenachsen;  insbesondere  nennt  man  auch  OP  die  Ab- 
scissc,  PF'*  die  Ordinate  von  /)  und  demgemäss  Ö-Ydie  Abscissenachse, 
OY  diQ.  Ordinatenachse. 

Alle  Punkte,  welche  die  Abscisse  OP'  haben,  liegen  auf  der  durch  P 
gehenden  Parallelen  zu  0Y\  alle  Punkte,  welche  die  Ordinaten  OP'  haben, 
liegen  auf  der  durch  F"  gehenden  Parallelen  zu  OX.  Für  alle  Punkte  der 
Ordinatenachse  ist  die  Abscisse  gleich  Null;  für  alle  Punkte  der  Abscissenachse 
ist  die  Ordinate  gleich  Null. 

Der  Schnittpunkt  Ö  der  beiden  Achsen  heisst  Coordinatenanfangspunkt 
oder  Nullpunkt.     Für  den  Nullpunkt  ist  a:  =  0  und  ^' =  0. 

2.  Der  methodische  Gang  in  der  analytischen  Geometrie  ist  der,  dass  zu- 
nächst die  Linien  untersucht  werden,  in  deren  Gleichung /(;r,  j»)  =  0  die  linke 
Seite  eine  algebraische  rationale  ganze  Function  ersten  Grades  für  x  und  y  ist; 
hierauf  folgen  die  Curven,  für  welche  /(x,y)  vom  zweiten,  dritten  und 
vierten  Grade  ist.  Für  diese  Linien  ersten,  zweiten,  dritten  und  zum  Theil  auch 
für  die  des  vierten  Grades  ist  eine  grosse  Fülle  ins  Einzelne  gehender  Sätze 
durch  algebraische  Operationen  aufgefunden  worden ;  für  die  Curven  des  fünften 
Grades  und  höherer  Grade  giebt  es  eine  Reihe  wichtiger  allgemeiner  Sätze;  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften,  welche  Curven  eines  bestimmten  Grades  vor 
denen  anderer  Grade  auszeichnen,  wird  mit  dem  wachsenden  Grad  der  Gleichung 
schwieriger. 

Für  solche  Curven,  bei  denen  die  Function  /(.v,  y)  nicht  mehr  algebraisch 
für   X   und  y,    sondern   transcendent   ist,    lehren   die  Differentialrechnung    und 


i 
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Integralrechnung  eine  Reihe  von  Eigenschaften  analytisch  abzuleiten.  Diese 
Curven  werden  daher  im  gegenwärtigen  Lehrgange  unberücksichtigt  bleiben  und  in 
besonderen  Abschnitten  der  Differential-  und  der  Integralrechnung  behandelt  werden. 
Vor  der  Discussion  der  Curven  ersten,  zweiten  etc.  Grades  erscheint  es 
zweckmässig,  die  Grundbegriffe  dadurch  einzuüben,  dass  wir  zu  geometrisch 
definirten  Curven  die  Gleichung  aufsuchen  und  durch  einfachste  Operationen  an 
diesen  Gleichungen  nahe  liegende  Eigenschaften  der  Curven  ableiten ;  wir  wählen 
dabei  solche  Beispiele,  welche  bereits  aus  der  darstellenden  Geometrie  bekannt 
sind.  An  diese  Entwicklungen  wird  sich  dann  zunächst  eine  sehr  wichtige  Er- 
weiterung der  Grundbegriffe  anschliessen. 
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§  2.    Die  Gerade. 

1.  Für  die  Punkte,  deren  Abstände  von  der  Abscissen-  und  der  Ordinaten- 
achse  ein  gegebenes  Verhältniss  ;//  haben,  gilt  die 
Gleichung  JP'F:  OjP'  =  m,  d.  i. 

y  =  mXf  oder  mx  — y  =  0, 
diese  Punkte    liegen   auf  einer  Geraden  T,    die 
durch    den  Nullpunkt  O   geht,    und    für   welche 
tang  XOT=  m. 

Die  Gleichung  mx — ^  =  0  ist  daher  die 
Gleichung  einer  durch  den  Nullpunkt 
gehenden  Geraden. 

Ist  m  positiv,  so  haben  /*'/*  und  ö/*'  das- 
selbe Zeichen,  die  Gerade  geht  daher  durch  den 
Winkel  XO  Y  und  seinen  Scheitelwinkel ;    ist  in  (M.  347.) 

negativ,  so  haben  PF  und  OP  ungleiche  Zeichen,  und  die  Gerade  geht  durch 
die  beiden  andern  von  den  Achsen  begrenzten  Winkel. 

2.  Für  die  beiden  Geraden  7\  und  7o,  deren  Gleichungen  sind 

y  =:  mx  und  ^'  =  —  ?nx 

ist   tangXO  T^  =7n=^^  fang  XO  T^,    folglich  XO  7\  ==  180°  -  AT (9  7\.     Diese 

beiden  Geraden  liegen  daher  symmetrisch  zu  den  Achsen. 

Bilden   zwei   durch   O  gehende  Gerade  T^  und  T^  rechte    Winkel,    so   ist 

XO  T^  =XOT^-^  90^  mithin 

tangXOT^  =  —  cotXOT^  =  —  1  :  tätig  XO  T^, 

Ist^=  mx  die  Gleichung  von  T^p  so  ist  daher  die  von  T^ 

1 

y  = X, 

•^  m 

Die  beiden  durch  den  Nullpunkt 

gehenden  Geraden 

y  =  mXy      y  =  nx 

stehen   also  auf  einander  senkrecht, 

wenn  mn  =  —  1. 

Für  jeden  Punkt  der  Geraden,  welche 

O     mit    dem    Punkte    P^    verbindet,     ist 

OF'  :  PP^  OP^'  :  P^P^ ,     oder,     wenn 

r,  y^  die  Coordinaten  von  /\  sind, 

x:y  =  Xi  ly^'y  also  ist 

y^x-^x^y==0 
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Analytische  Geometrie. 


die  Gleichung  der  Geraden  Tj,  welche  durch  den  Nullpunkt  und  den 
Punkt  -Pj  geht 

Die  Gerade  T,,  welche  durch  O  und  den  Punkt  /*,  geht,  dessen  Coordinaten 

x^  und  ^2  ^^^^>  ^^^  ^^^  Gleichung 

y^x  —  x^y  =  0. 
Schreibt  man  beide  Gleichungen  in  der  Form 


^  =  f«., 


so  sieht  man:     Die  Geraden,  welche  die  Punkte  jP^  und  P^  mit  O  ver- 
binden, stehen  aufeinder  senkrecht,  wenn 


x, 


Li  ,Zx  ^  ^  l^  (j.  i. :  wenn  x^x^  H- J'iJ'a  =  0. 
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3.  Für  die  Punkte,  deren  Abstand 

von    einer    Parallelen    S^A    zur    X- 

Achse  zum  Abstände  von  der  K-Achse 

ein  gegebenes  Verhältniss  m  hat,  ist 

BP:  S^B  =  m.    Nun  ist  aber  BP  = 

FP—  FB  ^  PP—  OSi=y  —  d, 

wenn  die  Strecke  O  S2  mit  d  bezeichnet 

wird;    femer   ist   S^B  =  OF  =  x; 

also  hat  man  die  Gleichung 

(y  —  d):x=^m,  d.  i. 

y  =  mx  -+■  d,  oder  mx  — y  h-  ^  =  0. 

Die  Punkte  P  der  bezeichneten 

Art  liegen  aber  auf  einer  Geraden,  die  durch  S^  geht  und  mit  der  -Y-Achse  einen 

Winkel    einschliesst,    dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  dem  Verhältniss 

BP:  S^B,  also  gleich  m  ist.     Wir  haben  daher: 

Die  Geraden  T,  welche  von  der  Ordinatenachse  das  Stück  OS^ 

=  3  abschneidet  und  für  welche  tang{X,  T^-=^m  ist,  hat  die  Gleichung: 

y  =  mx  4-  hy  oder  mx  — y  --H  ^  =  0. 

Die  Strecke  OS^  ist  die  Abscisse  desjenigen  Punktes  der  Geraden,  dessen 

Ordinate  =  0  ist;  die  Werthe  x^=^OS^  und  ^  =  0  genügen  also  der  Gleichung 

der  Geraden;  man  hat  daher 

0  =  m*  OS^  -\-b,  also:  OS^  =:  ^b:m. 

Bezeichnet  man  OS^  mit  ä,  so  folgt  /«  =  —  b:a,  und  daher  die  Gleichung 

der  Geraden  T: 

b 
X  —y  4-3  =  0, 


(M.8500 


oder  nach  Division  aller  Glieder  durch  ( —  b)\ 

a       0 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Ge- 
raden, welche  von  den  Achsen  die 
Strecken  OS^  =  a  und  OS^  =  b  ab- 
schneidet. 

4  Wir  legen  durch  O  eine  Gerade  v  nor- 
mal zu  7  und  verfügen  über  den  positiven  Sinn 
von  T  und  v  so,  dass  77  =  90°.  Ist  N  der 
Schnittpunkt  von  T  und  v,  so  haben  wir 
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OS^  ==  ON:  sin  TX,     OS^  =  ONi  sin  TY. 
Nun  ist  rA'=rv  — A'v,  ry==  Tv  —  yv,  mithin  sin  TX=^C0sX^,  sinTY 
=  cos^Y^=^€os{XY — X^)  =  sinX^,     Bezeichnen   wir   ON,   den  Abstand   der 
Geraden   vom  Ursprünge,    mit   d,   und  -ATv   mit  9,    so  ist  OS^^=a=^dicos^, 
OS2  =  d  =  disin  9. 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  der  Geraden  ein,  und  multiplicirt  alle 
Glieder  mit  d^  so  erhält  die  Gleichung  der  Geraden  die  Form 

r^x  9  •  jc  H-  xm  9  -^  —  //  =  0. 

Man  nennt  dies  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden. 

5.  Um  den  Abstand  /  eines  Punktes  P^  von  einer  Geraden  T  aus  den 
Coordinaten  x^y^  des  Punktes  und  der  Gleichung  cosr^  •  x  H-  sin^^  -y  —  </=  0  der 
Geraden  zu  erhalten,  legen 
wir  durch  P^  eine  Gerade 
T^  parallel  zu  71  Der 
Abstand  der  Geraden  7\ 
und  T  ist  dem  absoluten 
Werthe  nach  dem  Abstände 
p  gleich.  Um  rücksichtlich 
der  Vorzeichen  alle  Zwei- 
deutigkeiten zu  vermeiden, 
wollen  wir  festsetzen,  dass 
bei  parallelen  Geraden  die 
positiven  Richtungen  stets 
übereinstimmend  (nicht 
entgegengesetzt)  sein 
sollen.    Ist  ferner  N^  der  ^  351.) 

Fusspunkt   des   von    O   auf  T^j    gefällten  Lothes,    und  ON^^d^,   so   ist  die 
Gleichung  der  Geraden  T^: 

cos^  '  X  -4-  sin^  -y  —  ^1  =  0. 

Da  nun  die  Gerade  T^  durch  P^  geht,  so  genügen  die  Coordinaten  von 
P^  der  Gleichung  von  7\,  es  ist  also  cos^  *  x^-^-  sin^  ^y^ — ^j  =  0,  wo]:aus 
folgt: 

d^  =  cos^  '  x^  4-  ««9  «^j. 

Ist  A  der  Fusspunkt  des  von  P^  auf  T  gefällten  Lothes,  und  definiren  wir 
den  Abstand  /j  des  Punktes  P^  von  der  Geraden  T  als  die  Strecke  P^A  (nicht 
als  AP^),  so  haben  wir 

p^  =  P^A  =  J\r^J\r=:^  ON—  ON^,  folglich 
— p^  =z  cos(f  •  x^  -+-  j/«9  -^1  —  d. 

Hieraus  ergiebt  sich:  Ist  9  der  Winkel,  den  die  A"- Achse  mit  der 
Normalen  einer  Geraden  T  bildet,  und  d  der  Abstand  dieser  Geraden 
vom  Nullpunkte,  sind  ferner  x,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes /*,  so 
ist  das  Trinom  cos^-x-^sin^  —  d  dem  Abstände  des  Punktes  P  von 
der  Geraden  T  entgegengesetzt  gleich;  das  Verschwinden  des  Trinoms, 
d.  i.  die  Gleichung 

cosr^  '  X  4-  sin^  •y  —  //=  0 

ist  die  Bedingung  daflir,    dass  P  von  T  einen  verschwindenden  Abstand   hat, 
d.  i.  dass  P  auf  T  liegt. 
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6.  Aus  den  Coordinaten  x^y^,  x^^ 
zweier  Punkte  P^  und  /j  lassen  sich  die 
Coordinaten  jedes  Punktes  P  der  Geraden 
/'j/'g  bestimmen.  Ist  nämlich  n^in^  das 
Verhältniss,  in  welchem  die  Strecke  PiPf 
durch  den  Punkt  P  getheilt  wird,  ist  also 
P^P:  PP2  ^n^  :  n^  (wobei  ein  positives 
Theilverhältniss  den  Punkten  zwischen 
P^  und  P^j,  ein  negatives  den  übrigen 
Punkten  der  Geraden  PiP^  zukommt),  so 
hat  man 

folglich 


Nun  ist  aber        S^P  —  S^P^'  =  P^'P  =  OP'  -^  OP^' =  x  —x^, 


folglich: 
woraus  folgt 


S^P^j'  —  S^P    =PP2'  =  0P,/^0P'  =x, 
S^P—S^P^'.S^P^  —  S^P^P^P'.PP^^n^ 

{x  —  x^)',  (x^  —  jr)  =  «2  •  ^1' 


o;. 


// 


1» 


«j  -h  «2 


In  gleicher  Weise  findet  sich  durch  Benutzung  der  Vertikalspur  S^'- 


y  = 


n 


//. 


1  ^  "2 

Für  den  Mittelpunkt  der  Strecke  PxP^^   ist  «^  =  «2*,   die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  von  PxP'i  sind  also 


X. 


X, 


X  = 


y=' 


y^ 


2      '        -^  2 

7.    Die  Entfernung  ä  zweier  Punkte  P  und  11  lässt  sich  aus  den  Coordinaten 

Y  xy    und    Erj    derselben   berechnen.      Ist   9   der   Winkel 

der  A!'- Achse  mit  der  Geraden  PH,   so  ist 

mithin  durch  Addition  /^'H'«  +  /^"O"«  =  /^n«. 

Nun  ist  ^  II'  =  J  —  X,      F'Vi "  =  t|  —  j^,      /»II  =  d, 
also  ist  ^  =  (5  —  xy  H-  (t)  —  j')2. 

8.  Als  eine  Anwendung  der  gewonnenen  Anschauungen 
^   suchen  wir  den  Ort  der  Punkte  auf,   die  von  zwei 
geriebenen  Punkten  P^  und  /g  gleiche  Abstände 
haben. 

Die  Quadrate  der  Abstände  eines  Punktes  P  von  P^^ 
und  P.^  sind 

d\  =  (A-i  -xy-  +  (y^  -y)\     dl  =  {x^  -xy  -h  0-,  -y)K 
Nun  soll  </f  =  </|  sein;  also  hat  man  für  x  und  ^  die  Gleichung 

{x^  —  ^)^  -f-  (y^  — J')^  =  (-^2  —  '^)*  +  O's  — .^)^»  o^^r  entwickelt 


7»'  .r 
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0:2  _  2a^Jc  +  .v2  -h^'f  __  2^.^j,  H-_y2  =  xq  —  Ix^x  +  jc^  ^-^'.J  __  9 


1  — ^  -"-^i 
woraus  sich  ergiebt 

1.  2(a-2-:rJa'  +  2O2->',b'-G^|-^^?)~0'|->'i')  =  0. 


2>'o>'+>'' 


Dividirt  man  alle  Glieder  durch  (.r j  —  .v 


2 


v^  — j'f),  und  setzt 


und 


{xl  —  ^j5?  _^y^  _j, j»)  .  2(.r3  —  x^  =  Ä 

(^1  ~  ^l  ^yl  -ro :  2O2  ~>'i)  =  ^. 


\ 
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so  ergiebt  sich  —-1-^—1=0: 

a       0 

der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Gerade,  welche  von  den  Achsen  die  Strecken  a 
und  b  abschneidet 

Die  Gleichung  1.  wird  identisch,  wenn  man  für  x  und  y  die  Werthe 
(jfi-H^a)  •  2  und  O'i-f-j'2) :  2  setzt;  der  Punkt,  der  diese  Werthe  zu  Coordinaten 
hat,  der  Mittelpunkt  der  Strecke  P^^^i  Hegt  also  auf  der  Geraden. 
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§  3.    Ellipse,  Hyperbel,  Parabel. 

I.    Wir    suchen    die  Gleichung   des  Ortes   der  Punkte,   deren  Ent- 
fernungen   von   zwei  gegebenen 
Punkten  eine  constante  Summe 
2<7  haben. 

Nehmen  wir  die  Gerade,  auf  der 
die  gegebenen  Punkte  F^  und  F^^ 
liegen,  zur  A"- Achse,  und  den  Mittel- 
punkt der  Strecke  F^F^  zum  Null- 
punkt  und  setzen  F^F^  =  2r,  so  ist 

F^F  =  Or  —  OF^  =  X  —  r, 

F^P'  =  F^O  -^OF  =  c-vx, 
mithin    F^F^  =  {x^cY  —y^y 
F^P^  =  {x-{-cy-{-yK 
Da  nun  F^P-\-  F^P^=2a  sein  soll, 
so  folgt  die  Gleichung: 

y{x  —  cy-^y^  -f-  y(x  -h  cy  -hy^  =  2a. 

Quadriren   wir,   nachdem  y(x  —  cy  -h  y^  auf  die   rechte  Seite  gestellt  worden 
ist,  so  folgt 

(x  -H  r)2  -h  ^3  =  4^2  —  ^a^/Xx  —  cy-^y^  +  («^  —  ^)^  -^y^ 
Hieraus  folgt,  indem  man  x^  -h  c^  -hy^  von  beiden  Seiten  subtrahirt  und  den 
Rest  durch  4  theilt: 

a^—^cx  =  a y{x—cy  -i-y^ 
Quadrirt  man  nochmals,  so  entsteht: 

a*  —  2a^cx  -+•  c^x^  =  a^x^  —  2a^cx  -h  a^c^  -^  a^y'^, 
woraus  hervorgeht: 
1.  (ä«— ^2);c2-h«2^2_^a(^2_^2)=,o. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung.  Die  Curve  fuhrt  den  Namen  Ellipse.  Die 
Punktet,  in  welchen  die  Ellipse  die  A"- Achse  schneidet,  haben  x^=^  OA,y^=0. 
Setzt  man  dies  in  1.  ein,  so  folgt 

(«2  —  ^2)  (9^2  =  ^2  (^2  _  ^2)^     OA^  =  a^,     OA=±a, 

Die  Ellipse  schneidet  also  die  Abscissenachse  in  zwei  Punkten  A^  und  A^, 
welche  symmetrisch  zum  Nullpunkte  liegen  und  von  einander  den  Abstand  2a  haben. 

Um  den  Schnitt  B  der  Ellipse  mit  der  Ordinatenachse  zu  erhalten,  setzen 
wir  x  =  0,  y=  OB  in  die  Gleichung  1.  und  erhalten 

«2  .  02^2  =  ^2  (^2  _  ^2)^  0B2  =  ö2  _  ^2. 

Die  Ellipse  schneidet  somit  die  Ordinatenachse  in  zwei  symmetrisch  zum  Null- 
punkte gelegenen  Punkten  B^  und  B2,  deren  Abstände  vom  Nullpunkte  gleich 
Ya^  —  ^2  sind. 
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Bezeichnet  man  die  positive  Wurzel  aus  a^  —  c^  mit  d,  so  kann  man  nach 
Division  durch  a^d^  aus  1.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  Gestalt  erhalten 


2. 


Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Gleichung  durch  reale  Werthe  von  x  und  y 
nur  genügt  werden  kann,  wenn^^^^-,  und  x^'^a^.  Die  Ellipse  ist  also 
zwischen  den  beiden  Parallelen  zur  K-Achse  enthalten,  die  von  ihr  die  Abstände 
dza  haben  und  zwischen  den  Parallelen  zur  y- Achse,  die  von  ihr  um  dzd  ent- 
fernt sind. 

Die  Punkte  F^  und  F.j  heisscn  die  Brennpunkte,  die  Strecke  c  die  Ex- 
centricität,  die  Strecken  2a  und  2^  die  grosse  und  die  kleine  Achse  der 
Ellipse. 

Der  Werth  von  y,  der  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  x  gehört,  folgt  aus 
der  Gleichung  2.  zu 

y  =  --  i/a^  —  x^ » 

-^        a  ^ 

diese  Formel  giebt  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  y.     Der  Werth  von 
jp,  der  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  y  gehört,  ergiebt  sich  zu 

diese  Formel  liefert  zwei  entgegen  gesetzt  gleiche  Werthe  flir  x. 

Aus  diesen  beiden  Bemerkungen  folgt:  Die  Ellipse  ist  doppelt  symme- 
trisch; die  grosse  und  die  kleine  Achse  sind  Symmetrieachsen. 

2.  Ist  P  ein  Punkt  der  Ellipse,  so  kann 
man  immer  x  =  a  cos  r^  setzen,  da  für  alle 
Ellipsenpunkte  x  <.a  ist.  Setzt  man  dies  in 
die  Gleichung  der  Ellipse 


"2  -^ 


b^ 


—  1=0 


d 


ein,  so  folgt  y  =  b  sin^. 

Hieraus    ergiebt    sich    folgende    einfache 

(M.  355.)  Construction  der  Ellipse:     Man  construirt  um 

O  Kreise  mit  den  Radien  a  und  ^,  zieht  durch  O  eine  Gerade  OR^  und  macht 

QF\\OAy,    RP\\OB^.     Dann   i^t  OF'  =acos^    und    FF^- Q'Q  ^  b sin^, 

Y  mithin  F  ein  Punkt  der  Ellipse,  welche  OA^  und 

OB^  zu  Halbachsen  hat. 

3.  Bewegt  sich  eine  Strecke  AB  von  unver- 
änderlicher Länge  so,  dass  ihre  Enden  auf  den 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  gleiten,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  F  der  Strecke  eine  Curve,  deren 
Gleichung  sich  leicht  ergiebt. 
^X  Setzt  man  AF=b,  FB  =  a,  so  hat  man  zu- 

^  nächst 

1.  AO^-hOB^  =  AB'K 

Nun  ist  AO  :  OF'  =  AB  :  BF, 

^M-  ^-^  OB :  OF"  =  AB  :  AF 

Ersetzt  man  hier  AF,  FB,  OF,  OF"  durch  b,  a,  x,  y,  so  erhält  man 


M 


AO^  =  AB^  .  %,     OB^  =  AB^  .|ä» 


a 


2» 


und  dies  in  X-  eingesetzt  fuhrt  zu 
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^+^-1=0. 

Der  Punkt  F  beschreibt  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b. 
Man  erhält  hieraus  folgende  mechanische  Construction  der  Ellipse:  Auf 
ein  Stück  durchsichtiges  (Oel-)  Papier  trage  man  auf  einer  Geraden  die  Strecken 
AP  gleich  der  halben  kleinen  und  FB  gleich  der  halben  grossen  Achse  einer 
zu  entwerfenden  Ellipse  ab;  die  Enden  A  und  B  markirt  man  am  besten  durch 
kurze  scharfe  quer  durch  AB  geführte  Striche.  Hierauf  legt  man  A  und  B  auf 
die  Schenkel  eines  gezeichneten  rechten  Winkels  und  sticht  mit  einer  Copimadel 
den  Punkt  F  durch.  Durch  geeignete  Wiederholung  findet  man  soviel  Punkte 
der  Ellipse,  als  man  nöthig  hat. 

4.  Um  die  Glei- 
chung des  Orts  der 
Punkte  zu  finden,  de- 
ren Abstände  von 
zwei  gegebenen 
Punkten  F^  und  F^ 
eine  gegebene  Diffe- 
renz Schaben,  nehmen 
wir  die  Gerade  F^F^  zur 
Abscissenachse,  die  Senk- 
rechthalbirende  dersel- 
ben zur  Ordinatenachse; 
bleibt  die  Bezeichnung 
so  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte, so  hat  man  die 
Gleichung 


(M.  857.) 


Hieraus  folgt 

x^  -^"ücx-k-c^  -k-y^  =  4^2  _|-  4ö  ^x  —  c^  -\-y^  -^  x^ —  2cx -{- c^  -hy^, 
und  nach  Substraction  von  x^  -+-  c^  -hy^  und  nachheriger  Division  durch  4a: 

cx  —  a^=  ay(x  —  cy-hy^, 

und  hieraus:     c^x^  —  2a^cx  h-  a*  =  a^x^  —  2a^cx  -+-  a^c^  -h  a^y^; 

woraus  hervorgeht: 

1.  (r2  —  a^)x^  —  a^y^  —  a^  (c^  —  a^)  =  0. 

Es  ergiebt  sich  ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte,  dass  die  Curve  von  der 
Abscissenachse  Strecken  OA^  und  OA^  abschneidet,  die  gleich  zha  sind. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  d  für  die  positive  Wurzel  aus  c^  —  a^,  und  dividirt 
man  die  Gleichung  1.  durch  a^d^,  so  erhält  man 


r2 


x"      y 

1=0 


Diese  Curve  heisst  Hyperbel.  Die  Gleichung  2.  lehrt,  dass  reale  Werthe 
von  j^  nur  dann  der  Gleichung  entsprechen,  wenn  x^^a^]  zwischen  den  beiden 
Geraden,  welche  im  Abstände  =b  a  parallel  zur  Ordinatenachse  gezogen  sind, 
liegt  also  kein  Punkt  der  Hyperbel.  Ist  jc  =  zt  a,  so  folgt  ^  =  0.  Wächst  x,  so 
wächst  auch  der  zugehörige  Werth  von  y,  und  wird  x  unendlich  gross,  so  wird 
auch  y  unendlich  gross. 

Berechnet  man  aus  2.  x  und  y,  so  folgen  die  Formeln 
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Zu  jedem  gegebenen  Werthe  von  x,  bez.  y,  ergeben  sich  also  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe  von  y,  bez.  von  x.  Hieraus  folgt,  dass  die  Hyperbel 
doppelt  symmetrisch  ist. 

Die  Punkte  /^j,  F^  und  die  Strecke  01^^  heissen  wie  bei  der  Ellipse  die 
Brennpunkte  und  die  Excentricität;  die  Strecke  A^A^  heisst  die  Haupt- 
achse, die  Gerade  6>K  heisst  Nebenachse.  Die  Haupt-  und  die  Nebenachse 
der  Hyperbel  sind  also  Symmetrieachsen  derselben. 

5.  Das  Verhältniss  der  Ordinate  eines  Hyperbelpunktes  zur  Abscisse  ist 
nach  3. 


X       a  '  x^ 


Wird  nun  x  unendlich  gross,  so  erreicht  das  Verhältniss  die  beiden  Grenz- 
werthe  dz(d:a);  sie  entsprechen  den  beiden  zu  derselben  Abscisse  gehörigen 
Hyperbelpunkten. 

Zieht  man  im  Scheitel  A^  der  Hyperbel  eine  Parallele  zur  Nebenachse 
und  macht  auf  derselben  B^A^  ,=:AyB=^by  und  sind  rj  und  rj^  die  Ordinalen 
der  Punkte  11  und  W^  der  Geraden  OB^  bez.  OBy,  welche  zur  Abscisse  x  ge- 
hören, so  ist  Tj  =  —  or,  Tji  = X,  Sind  P  und  F^  die  zu  x  gehörigen  Hyperbel- 
punkte, so  ist 

wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird.     Mithin  hat  man 

FW  =  rn  —  F'F=  -  ^— y=  -  (jc  —  y^äZT^-ä) 

und   n^F^  =  W^F  —  F^F  =  —  FW^  -+-  F'F^  =  —  ^i  -\-yi  =  ^  — ^  =  /^n. 
Wird  in  der  Gleichung 

*    ^  a 

sowol  der  Zähler  als  der  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  mit  x  -+-  ^x^  —  a^ 
multiplicirt,  so  entsteht 

bei  unendlich  wachsenden  x  wird  der  Nenner  unendlich  gross,  während  der 
Zähler  constant  bleibt,  mithin  nähert  sich  der  Quotient  und  ebenso  FW  =  /'j  Fl , 
der  Grenze  Null,  also  fallen  die  zu  einer  unendlich  grossen  Abscisse  gehörigen 
Hyperbelpunkte  F  und  /\  mit  den  zugehörigen  Punkten  11  und  11  ^  zusammen. 
Jede  der  Geraden  OB  und  OB^  trifft  somit  die  Hyperbel  in  zwei  (in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  liegenden)  unendlich  fernen  Punkten. 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  Geraden  OB  und  OBi  Asymptoten 
der  Hyperbel.     Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  also  die  beiden  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden,  deren  mit  der  Hauptachse  gebildete  Winkel  die. 
trigonometrische  Tangente  diz  b\  a  haben. 

X^  1/2 

6.  Die  Gleichung   der  Hyperbel  -^  — -^  =  1   kann   man  auch  schreiben: 


1. 
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II 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist 


und  femer 


^  -H^  =  T|  -HJ'  =  —  T|,  -h j'  =  Hji"  +  FP^  W^P. 


Dies  in  1.  eingeführt  ergiebt 

Daher  der  Satz:  Jede  zur  Hauptachse  der  Hyperbel  normale 
zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Strecke  wird  von  der  Hyperbel 
sogetheilt,  dass  das  Produkt  der  Theile  constant  ist. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man:  Jede  zur  Hauptachse  der  Hyperbel 
parallele  zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Strecke  wird  von  der 
Hyperbel  aussen  so  getheilt,  dass  das  Produkt  der  Theile  constant 
gleich  dem  Quadrate 
der  halben  Haupt- 
achse ist. 

Zieht  man  zwischen 
den  Asymptoten    durch 
den  Hyperbelpunkt  Pdie 
Gerade  AB\n  gegebener 
Richtimgy  so  ist 
(lP\PA^sin^\cos^ 
RP\  PB  ==  sin  Y  :  cos  a, 
ziso/^P'PQiBP'PA 
=  sin  ß  sin  7  :  cos^  a. 
Da  nun  RP-  PQ=^h\ 
so  folgt: 

BPPA=^    ,   .    . 

stn  p  stn  7 

Das  Produkt- J?/*- jP^  hängt  also  nur  von  der  Richtung  der  Geraden  AB 
ab;  der  obige  Satz  gilt  daher  nicht  bloss  von  den  zu  einer  Achse  parallelen, 
sondern  von  parallelen  zwischen  den  Asymptoten  enthaltenen  Strecken 
überhaupt,  wobei  fiir  jede  anders  gerichtete  Schaar  von  Parallelen  das  Produkt 
AP'  PB  im  Allgemeinen  einen  andern  Werth  hat. 

Sind  P  und  P^  die  Punkte,  in  denen  eine  zwischen  den  Asymptoten  ent- 
haltene Strecke  von  der  Hyperbel  geschnitten  wird,  so  \%\.  BP*  PA  =  BP^  •  P^A. 
Hieraus  folgt  BP^  =  PA,  und  P^A  =  BP  Jede  zwischen  den  Asymptoten 
enthaltene  Strecke  wird  also  von  der  Hyperbel  in  drei  Theile  zer- 
legt, von  denen  die  an  den  Asymptoten  anliegenden  einander  gleich 
sind. 

Dieser  Satz  lehrt  eine  leichte  Construction  von  Hyperbelpunkten,  wenn  die 
Asymptoten  und  ein  Punkt  der  Hyperbel  bekannt  sind. 

7.  Wie  bei  der  Ellipse,  so  können  auch  die  Coordinaten  jedes  Hyperbel- 
punktes mit  Hülfe  der  Strecken  a  und  d  und  von  Functionen  eines  Hülfswinkels 
f  ausgedrückt  werden.    Denn  setzt  man 
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x  =  asec(f,      y  =  ötangr^, 
so  genügen  x  und  y  der  Hyperbelgleichung 


»2 


a' 


-^,-1  =  0, 


sind  also  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Hyperbel. 

Hieraus  folgt  eine  einfache  Con- 
struction  der  Coordinaten  von  Hyperbel- 
punkten mit  Hülfe  zweier  Kreise,  die 
um  O  mit  den  Radien  a  und  b  con- 
struirt  werden.  Zieht  man  an  diese 
Kreise  Tangenten  normal  zur  Haupt- 
achse, legt  durch  O  einen  Strahl,  der 
mit  der  Hauptachse  den  Winkel  ^ 
bildet,  und  sind  C  und  D  die  Schnitt- 
punkte dieses  Strahles  mit  den  beiden 
Tangenten,  sowie  A  und  B  die  Schnitt- 
punkte der  letzteren  mit  der  Haupt- 
achse, so  ist 
^•^•^  OC=asecff,      BD^btangf^, 

also  sind  OC  und  BD  Abscisse  und  Ordinate  eines  Hyperbelpunktes. 

8.  Wir  suchen  nun  die  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  auf,  deren  Ab- 
stand von  einem  festen  Punkte  zum  Abstände  von  einer  festen  Geraden 
ein  gegebenes  Verhältniss  e  hat;  wir  setzen  dies  Verhältni^s  zuerst  kleiner, 
dann  grösser  und  schliesslich  gleich  der  Einheit  voraus. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Curve  in  allen  drei  Fällen  gegen  die 
Gerade  symmetrisch  ist,  die  normal  zu  der  gegebenen  Geraden  durch  den 
gegebenen  Punkt  geht. 

Wir  wählen  daher  diese  Gerade  zur  Abscissenachse. 

Der    gegebene    Punkt    F  wird    Brennpunkt,    die    gegebene  Gerade  AA 

Directrix  genannt    FD  sei  nor- 
mal zur  Directrix. 

Ist  P  ein  Punkt  unserer 
Curve,  n  seine  Normalprojection 
auf  die  Directrix,  so  ist  also 
FF  \  FW  =^  e.  Zwei  Punkte 
•^  der  Curve  liegen  auf  der  Sym- 
metrieachse; ist  e  <  1,  so  liegt 
innerhalb  DF,  der  andere  A^ 
in  dem  an  F  liegenden  un- 
begrenzten Theile  der  Achse, 
und  es  ist 
FA^  :A^D^A^F\A^D  =  t, 


(M.  360.) 


*  1  -+-  e 


d, 


A,D  = 


1 


1 


d. 


Um  für  den  Fall  vorgesehen  zu  sein,  dass  die  Curve  noch  eine  zweite 
Symmetrieachse  normal  zur  ersten  besitzt,  wählen  wir  den  Mittelpunkt  O  der 
Strecke  A^A^  zum  Nullpunkt  und  haben  daher: 
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e                                 s 
femer  ist  FA^  =  ;— ; — d,      A^F=:^  ^ d. 


OF 


-OD^FD^(^,^l)d=.^,d, 


und  pn  =  (9z>  —  or  =  7-i-ä  //—  X, 

1 —  e^ 
i^-p»  =  PF^  -4-  P'PS  =  {pF—  OPy  -^rr^  =  (t~?  ^  —  a:]  -^y^; 
setzen  wir  diese  Werthe  in  FF\  FW  =  e  ein,  so  erhalten  wir: 

hieraus  folgt:  (1  —  e») ^2  H-  j^»  —  p— ^  //«  =  0. 


8« 


Durch  Division  mit 0  ^  bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 


1— e» 


X^  y2 


wobei  a  und  ^  die  Werthe  haben 

a  =  y-^d=^OAy\     b^    ,-! d=ya^-^OF^. 

Unsere  Curve  ist  daher  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  «und^; 
der  Punkt  F  ist  ein  Brennpunkt  derselben. 

Aus  den  bekannten  Symmetrie  Verhältnissen  der  Ellipse  folgt,  dass  es  noch 
eine  zweite  Directrix  giebt,  die  parallel  zu  OY\m  Abstände  D^O^=^OD  liegt. 
Ist  F^  der  zweite  Brennpunkt  der  Ellipse,   und  11  ^  die  Normalprojection  von  F 
auf  die  zweite  Directrix,  so  ist  auch  F^F\W^F=  t. 

Die  Abstände  ODf  FD^  A^D,  A^D  lassen  sich  durch  die  Strecken  a,  b, 

r  =yfl*  —  b^  ausdrücken;  denn  da 

s  e  e' 

a  =  :; n  df      b  =    j  df      r  = 0  d, 

1  —  e»  yi  — e»  1  —  e»    ' 

1  a^  b^ 

so  hat  man  0D  =  - 5^=—;      FD  =  d=-'\ 

1  —  e^  c  c  ^ 

A^D  =  OD  —  OA^  =  -^^ ^;     A^I>  =  A^O  -4-  OD  ==  -^—^-^. 

Aus  /?'/'=  t'U^F  und  i^i/'=  e-PIl  folgt  durch  Addition  FF-hF^F  = 
t'{U^F-hFn)==t'n^n  =  2E'OD  =  2a,  also  die  Eigenschaft  der  Ellipse,  durch 
welche  wir  sie  in  No.  1  charakterisirt  haben. 

9.  Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  FF:  0^^=  e,  e  >  1,  hat  mit  der  Geraden 

DF  zwei  Punkte  A^,  A^  gemein,  für  welche 

e                                 s 
A^F= -d,      A^F^=^ d. 

Daher  ist  0F=^  ^  (^2^-^  ^1^)  =  ^äTin[  ^' 
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1 
2 

e 


d 


""e»  — 1 
OD^OF'-DF 


c 


d—d^ 


£»  —  1 


^. 


Setzt  man  dies  in  FP\llP^=z  ein,  so  entsteht 


e»  — 1 
Ferner  ist 

=  {OF'  —  OF)*-hJP'J» 


oder 


^ 


a 


2e2 


.2 


>£2  £4  2t^  £2 


1. 


Hieraus  folgt  weiter: 


»2  _ 


£»—  1 


//>=0. 


Dividirt    man    durch 


e»-  1 


d^    und   setzt  ö  = 


e 


e»  — 1 


^,      ^  = 


e 


so  wird  aus  1. 
2. 


y^älTl 


^3        ^2 


—  1  =  0. 


ö2       ^a 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
zum  Abstände  von  einer  festen  Geraden  ein  constantes  Verhältniss 
>  1  hat,  ist  also  eine  Hyperbel.     Da 


^2  = 


.d^  =  OF^—a^, 


e2  — 1 
so  folgt,  dass  F  ein  Brennpunkt  der  Hyperbel  ist. 

Aus  den  bekannten  Symmetrieverhältnissen  der  Hjrperbel  ergiebt  sich,  dass 
noch  eine  Dircctrix  ÄjÄi  vorhanden  ist,  und  dass  die  beiden  Directrix  symme- 
trisch zur  Nebenachse  OY  liegen.  Ist  11  ^  die  Projection  von  /*  auf  ÄjÄ^  und 
Fl  der  zweite  Brennpunkt  der  Hyperbel,  so  ist  auch  F^F :  11  ^F ^=  t. 

Aus    /^iP=  e-riiPund    FF  =  t  -  UF  folgt   F^F— FF=  t(niF  --UF) 

2e 
«=  s  •  nill  =  2e  •  O D  =  -f-;^-!  d  =  2a,    also    die    Eigenschaft    der    Hyi^erbel, 

von  welcher  wir  in  No.  4  ausgegangen  sind. 

Die  Strecken  0Z>,  DF,  DA^  und  D^A^  lassen  sich  durch  a,  b  und  r=ydr*-H^* 
ausdrücken;  wir  erhalten  aus 


a  = 


£»—  1 


d,       ^  = 


>/^^"=^l 


zz=d,      ^  = 


;2-l 


d. 


die  Werthe 


1  fl2  ^2 

e*  —  1  f  ^ ' 
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DA 


d 


D,A,= 


a{a-\-  c) 


10.  Der  Ort  der  Punkte,  für 
welche  FFi  WP=  1,  geht  durch 
die  Mitte  der  Strecke  DF\  wir 
wählen  dieselbe  zum  Anfangs- 
punkt und  haben  daher,  wenn 
wir  diesmal  DF  mit  p  be- 
zeichnen : 

nP=  MF'  4-  FF=^ \^^^ 

FP^  ^[PP  —  OF)^  -4-  PP^ 


=(f-')'- 


r2 


somit  erhalten  wir  die  Gleichung 


(M.362.) 


oder  ^-r^  px-^-  x^  -\-y^  =  —  -h  px-^  x^. 

Durch  Subtraction  von  -~r-\-x^  auf  beiden  Seiten  folgt: 

y'^  =  "ipx. 

Diese  Curve  wird  Parabel  genannt;  die  Strecke  p  heisst  der  Parameter. 
Die  Parabel  hat  nur  eine  Symmetrieachse,  die  ^- Achse  unseres  Coordinaten- 
systems. 

Bezeichnet  Q  den  unendlich  fernen  Punkt  der  -Y-Achse,  so  ist  fiir  denselben 
FQ\OQ=\,  Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Parabel  mit  der  Symmetrie- 
achse (die  kurzweg  als  »Achse  der  Parabel«  bezeichnet  wird)  ausser  dem  Scheitel 
O  noch  den  unendlich  fernen  Punkt  gemein  hat. 

11.  Bezeichnet  man  in  den  Figuren  9  und  12  statt  der  Strecken  OP  die 
Strecken  A^F  mit  x^  denkt  man  sich  also  die  Ordinatenachse  durch  A^  statt 
durch  O  gelegt,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel 

^  =  -l/«a  — (7i^2^  bez.  y=  -yOP^  —  a^ 

zu  setzen  OP  =a  —  x^  bez.  OP'  =  a-\-  x, 

erhält  also  y^=~  y2ax  —  x^  bez.  y  =  —  y2ax-\-  x^. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  die  Ordinatenachse  durch  einen  Scheitel 
der  Curve  {A^)  geführt  ist,  bezeichnen  wir  diese  Gleichungen  als  die  Scheitel- 
gleichungen der  Ellipse  und  Hyperbel. 

12.  Ist  der  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  gleich  einer  gegebenen 

Strecke    q,    so    ist    für    die    Ellipse    a  —  c  =  qt    c^=a  —  q,    also  b  =  ^a^  —  ^2 

=  y^aq  —  ^2j   und  für  die  Hyperbel  c  —  a^=qy  c  =  q  -^  a,   also  b  =  |/r2  —  «2 

=  y^aq  4-  ^2.     Setzen  wir  diese  Werthe  für  b  in  die  Scheitelgleichungen  ein, 
so  entsteht: 

für  die  Ellipse:  y 


_  y^fi .  Y^'i 
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für  die  Hyperbel:  y  =  |/2f  -h  —  •  y2x  -+-  ~. 

Wächst  nun  a  über  alle  Grenzen,  so  nähern  sich  die  Brüche  ^^ ;  a  und  *2 :  a 
der  Grenze  Null,   und   die  Gleichungen  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  gehen 

über  in   die  Gleichung  y  =  Y^gx,  oder  y^  =  4gx, 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Parameter  /  =  2f .  Hier- 
aus gewinnen  wir  die  werth volle  Anschauung: 

Die  Parabel  kann  als  eine  Ellipse  oder  als  eine  Hyperbel  ange- 
sehen werden,  deren  Hauptachse  unendlich  gross  wird,  während  der 
Abstand  des  Scheitels  vom  nächst  gelegenen  Brennpunkte  einen 
gegebenen  Werth  g  behält. 

13.  Wir  imtersuchen  nun  die  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Parabel, 
Ellipse  und  Hyperbel. 

Bezeichnen  wir  die  Reciproken  der  Achsenabschnitte  einer  Geraden  T  mit 
u  und  V,  setzen  also 

1  1 

so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  T 

ux  -\-vy  —  1=0. 
Die  Werthe  von  x  und  y,  welche  den  Gleichungen 

1.  ux-\-vy  —  1=0, 

2.  y^  =  "Ipx 

zugleich  genügen,  sind  Coordinaten  von  Punkten,  welche  sowol  auf  der  Geraden 
T  als  auf  der  Parabel  y-^  =  <2.px  liegen,  sind  also  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes bez.  der  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Parabel. 

Um  dieselben  zu  erhalten,  substituiren  wir  den  aus  1.  folgenden  Werth 
ux^=\  —  vy  in  die  Gleichung  2.  und  erhalten: 

^2  =  2^  — 2^->', 

3.  ^2-l-2^y  — 2^  =  0. 
Diese  quadratische  Gleichung  hat  die  Wurzeln: 

y  =  -  (—  /z;  —  y2/«H-/»7/2), 

die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Die  zugehörigen  Werthe  von  x  folgen  aus  1.  zu 

^'  =  -j  («^  -\-pv^  —  vY'^pu  4- /*?'*), 

5.  \  ^ 

x''  =  -j  («  -^pv^  4-  v^lpu  -^p^v^). 

Eine  Gerade  hat  daher  mit  der  Parabel  zwei,  einen  oder  keinen 
(realen)  Punkt  gemein,  je  nachdem 

'^      < 

14.  Aus  der  Gleichung  3.  oder  aus  den  Lösungen  4.  folgt 
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Die  Strecke  i(y' -{-y)  ist  die  Ordinate  der  Mitte  der  Strecke  zwischen 
den  Punkten  jP'  und  F",  in  denen  die  Gerade  die  Parabel  schneidet.  Nach 
der  Formel  6.  ist  diese  Strecke  nur  abhängig  von  dem  Verhältniss  v :  u,  ist  also 
unTcränderlich  für  alle  Gerade,  welche  dasselbe  Verhältniss  v:u  haben;  da 
dieses  Verhältniss  gleich  dem  Verhältniss  der  Achsenabschnitte  ö  :  ^  ist,  so 
folgt,  dass  diese  Geraden  parallel  sind.  Für  parallele  Sehnen  liegt  also  die  Mitte 
in  gleichem  Abstände  von  der  Abscissenachse,  oder: 

Die  Mitten  paralleler  Parabelsehnen  liegen  auf  einer  zur  Achse 
parallelen  Geraden. 

14.  Ist  2 Ä  -4-/7^^  positiv,  so  schneidet  die  Gerade  die  Parabel  in  zwei 
Punkten  7"  und  jP".  Aendert  man  nun  die  Lage  der  Geraden  so,  dass 
^pu-^p^v^  kleiner  wird,  so  nehmen  die  absoluten  Werthe  der  Unterschiede  der 
Abscisien  x'  —  x'*  und  der  Ordinaten  y  — y  ab,  es  nimmt  also  auch  der  Ab- 
stand F'jP"  ab,  da  F'F''  =  y{x" —  x')'^ -h'(y"  —y')^,  die  Punkte  jT  und  F" 
rücken  also  näher  an  einander. 

Wenn  2///  -\-/>^v^  verschwindet,  so  wird  auch  der  Abstand  /^jP"  ver- 
schwindend klein,  und  die  Gerade  schneidet  die  Parabel  in  zwei  unendlich  nahe 
benachbarten  Punkten. 

Eine  Gerade,  die  eine  Curve  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  schneidet, 
heisst  Tangente  der  Curve.     Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gerade   T 
die  Parabel  berührt,  ist  also 
1.  ,  ^u-^-pv^^O. 

Die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  ergeben  sich  nun  aus  den  Formeln 
No.  13,  4.  und  5.  zu 

o  r         U-i-pV*^  ,  pV 

%  x'  = ^ — ,      y  = . 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  u  und  v  berechnen,  und  findet  zunächst 

1     pv"^      1     y2 


u   '    u^        u  '    p 
Da  nun  P  auf  der  Parabel  liegt,  so  ist  y"^  =  ^px\  mithin 

3.  ;c'  =  -  -f  1x\     -  =  —  ^'. 

//  // 

Da  1  :  w  der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  -Y-Achse  ist,  so  folgt:  Jede 
Parabeltangente  schneidet  von  derA^-Achse  eine  Strecke  ab,  die  der 
Abscisse  ihres  Berührungspunktes  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Femer  folgt  y  =  — pv\u  -=pvx\  oder  da  px^  =  \y^ : 

V       2 

Die  Strecke,  welche  eine  Parabeltangente  auf  der  Ordinaten- 
acbse  abschneidet,  ist  gleich  der  halben  Ordinate  des  Berührungs- 
punktes. 

Um  im  Punkte  P  (Fig.  362)  eine  Tangente  an  die  Parabel  zu  construiren, 
mache  man  also  S^O  =  OP\  dann  ist  S^P  die  gesuchte  Tangente. 

Da  X>(9  =  OF  und  OS^  =  S.^P\  so  schneiden  sich  117^  und  S^P  in  S^, 
und  es  ist  FS^  =  S^^.  Da  nun  FPU  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ist,  so  folgt 
der  Satz: 

Tangente  und  Normale  der  Parabel  halbiren  die  Winkel  des 
Radius  vector  und  einer  Parallelen  zur  Parabelachse  —  wenn  wir  als 
Normale  die   Gerade  bezeichnen,    die   normal   zur  Tangente   durch   den  Be- 
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/       /  ."> 

^       f  ,iinkt  gezogen  wird,    und   mit  Radius  vector  die    Strecke,    die   den 

/  ankt  mit  einem  Parabel-  (bez.  Ellipsen-,  Hyperbel-)  punkte  verbindet 

>ie  Gleichung  der  Parabeltangente  im  Punkte  F  erhält  man,  wenn 

.  ^jdifti    die    gefundenen    Werthe    für    u    und   v   in   die    Gleichung   der   Geraden 

ux-Wy  —  1  =  0  einfuhrt,  zunächst  in  der  Form 

X        y 
Hierfür  kann  man  setzen 

ya      y  "~  y»  ""   * 

nach  Multiplication  mit  J[_)^'2  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Tangente  zu: 

pix-^  x')  —y'y  =  0. 
15.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  welche  eine  Gerade  Z  und  eine  Ellipse 
gemein  haben,  sind  die  Werthe  von  x  und  y,  welche  die  Gleichungen 

1.  der  Geraden:  ux  -i-rjy  —  1=0 

x^        y* 

2.  und  der  Ellipse:     "ä" "+" /2  —  1=0 

zugleich  befriedigen.     Aus  der  Gleichung  1.  folgt 

3.  y  = X. 

-^        V        V 
Dies  in  2.  eingesetzt,  ergiebt 


(1      JfL\    2-1^  1 

ya^  "^  ^2z,2j  ^  l,2z;2^-^  l^2z,2  —  l  =' 0, 


und  nach  Multiplication  mit  cßW'V^  :  {(ßu^  -h  U^v^^ 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  für  y  die  quadratische  Gleichung 

Sind  a:',  :r"  die  Wurzeln  von  4.,  sowie  y\  ^"  die  von  5.,  so  gehört  nach 
Gleichung  1.  zu  jeder  der  beiden  Wurzeln  x^  a:"  eine  bestimmte  Wurzel  von  5.; 
die  zusammengehörigen  Werthe  mögen  x^  und  y\  x^^  und  ^"  sein. 

Die  Gleichungen  4.  und  5.  lehren:  Eine  Gerade  hat  mit  einer  Ellipse 
nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein. 

Sind  P  und  -P"  die  zu  den  Coordinaten  jv'y  und  ^c"^'"  gehörenden  Punkte, 
so  ist  nach  4.  und  5. 

1  ,        „  cßu  1     ,        ,,  U^v 

2  (^''  "^  ^"^  ^  d^u'^-^bHfi' '      '^^  -^y)^  a^u"^  _|_  ^2^2  • 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Coordinaten  \  tj  der  Mitte 
von  FP^^\  man  hat  also 

woraus  folgt: 

Für  alle  Ellipsensehnen,  welche  dasselbe  Verhältniss  v\u  haben,  haben 
also  auch  die  Coordinaten  der  Sehnenmitte  ein  constantes  Verhältniss,  d.  i.: 

Die  Mitten  paralleler  Sehnen  einer  Ellipse  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, die  durch  den  Schnittpunkt  O  der  Symmetrieachsen  geht. 

Hieraus  folgt  noch,    dass  alle  Ellipsensehnen,    die  durch  O  gehen,    in  O 
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halbirt  werden.  Man  bezeichnet  daher  O  als  das  Centrum  der  Ellipse,  und 
V  die  durch  O  gehenden  Sehnen  als  Diameter. 
Ist  A  der  zur  Geraden  T  parallele  Dia. 
meter,  und  ist  für  T  das  Verhältniss  v  :  u  gleich 
dem  gegebenen  Werthe  7,  so  ist  für  jeden  Punkt 
von  A  P'F:  OP'  =  OS^ :  S^O  = 

1         1  1 

v'       u  7* 

Die  Gleichung   von   A    ist  daher 
y  \  X  =  —  1:7,  oder 
7.  j:  -I-  7^  =  0. 

Die  Gleichung  des  Diameters  A',  auf  dem 
die  Mitten  der  zu  T  parallelen  Sehnen  liegen, 
ist  nach  6.  ^  :  :r  =  ^27  :  a^^  oder 

fl2 


(M.  363.) 


8. 


^-^•>'  =  o. 


Für  die  Ellipsensehnen,  welche  parallel  dem  Diameter  A'  sind,  liegen  daher 
die  Mitten  auf  dem  Diameter 

X 7 :r^  •  ^  =  0,    d.   i.  ^  -h  7J^  =  0, 


^2 


l       ^27) 


mithin  auf  dem  Diameter  A. 

Enthält  also  A'  die  Mitten  der  Sehnen,  welche  parallel  A  sind,  so  enthält 
A  die  Mitten  der  zu  A'  parallelen  Sehnen.  Die  Beziehung  der  beiden  Diameter 
A  und  A'  ist  daher  reciprok.  Zwei  solche  Diameter  heissen  conjugirte  Dia- 
meter der  Ellipse. 

Setzt  man  7  =  0,  so  wird  die  Gleichung  des  Diameters  A  zu  ;t  =  0,  A  fällt 
also  jetzt  mit  der  K-Achse  zusammen. 

Die  Gleichung  des  conjugirten  Diameters 

X  (ß 

y^  ""^ 
wird  jetzt   zu   ^  :^  =  co,    also    zu  ^  =  0,    A'  wird   identisch  mit  der  X-Achse. 
Die  Achsen  der  Ellipse  sind  daher  conjugirte  Diameter. 

16.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  eines  Diameters,  der  die  Gleichung 
X  —  7^  =  0  hat,  bestimmen  sich  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Ellipsen- 
gleichung.    Man  erhält 

02^2^2  ^  ö2^2 


JV2  = 


;2  = 


1. 


^^Ißf^      ^    —  ö2  4-^2^2  • 

Das  Quadrat  der  Länge  des  halben  Diameters  folgt  hieraus  zu 

fl2^2(l4.^2) 
«2  4-  ^2^2 

Der  conjugirte  Diameter  habe  die  Gleichung  x  —  7[y  =  0.    Dann  gilt  für  ihn 

^,2  _  an\\  4-  7'2) 


a2  4-  ^2^'2 


Nun  ist  aber  7'  =  —  d:2  ,•  ^2^ ,    mithin 

^72-f.ö4 


H-  7'2  = 


^72 


fl2 


^2t'2  =  1^2  («' 


2. 


•'2  = 


a^ 


^72 


^272)  ;   daher  ist 


«2  -h  ^72  ' 
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Durch  Addition  der  Formeln  1.  und  2.  folgt 

r2  -h  r'2  =  ^^\^  2  (^'^^^  ^-  '^^^^T^  -^  ö^  4-  ^T^)  ==  «2  4.  ^2 

Also:     Die  Summe   der  Quadrate  zweier  conjugirten  Radien  der 

£llipse  ist  constant. 

Sind  9  und  (p^  die  Winkel  der  -Y-Achse  mit  A  und  A^,  so  ist 

«2 
tang  (p  =  —  7 ,  tang  9'  =  ^  ,    mithm 

7  1 

sin  9  =     .        —  ,     .      cos  ^=^  — 


stn  9  ==  —r=r===  f     cos  9  = 


2 


Bezeichnet  man  den  Winkel  der  beiden  conjugirten  Diameter  A  und  A'  mit 
(D,  so  ist  (0  =  9'  —  9,  mithin 

3.  stn  ü)  =  —7-        7  =•  . 

■j/l  _|_  yi  .  y^  _,_  ^yi 

Nun  ist  nach  1.  und  2. 

«2  -f-  ^2^2 

Folglich;  nach  Multiplication  von  3.  und  4. 
5.  rr'  sin  ta=^  ab. 

Die  beiden  Ellipsentangenten  an  den  Endpunkten  eines  Diameters  können 
(in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  des  nächsten  Abschnittes),  als  ver- 
schwindend kleine  vom  Diameter  halbirte  Sehnen  betrachtet  werden,  sind  also 
dem  conjugirten  Diameter  parallel.  Die  vier  Tangenten,  welche  in  den  End- 
punkten zweier  conjugirter  Diameter  A  und  A'  construirt  sind,  bilden  daher  ein 
der  Ellipse  umschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Seiten  paarweis  den  con- 
jugirten Diametern  parallel  und  gleich  sind. 

Wir  haben  nun  nach  5.  den  Satz: 

Die  einer  Ellipse  in  den  Enden  je  zweier  conjugirten  Diameter 
umschriebenen  Parallelogramme  haben  constante  Fläche,  sind  näm- 
lieh  gleich  dem  Rechteck  der  beiden  Achsen  der  Ellipse. 

17.  Wir  lösen  nun  die  quadratischen  Gleichungen   No.    15,  4.   und   5.   auf 

und  erhalten  für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  JP  und  /*'  nach  einfachen 

Reductionen: 

1  , 

x'  und  a:"  =    0  o -i.  ^2  2  (^^^  ^  abv^a^u^-^-bh/^—l) 


wobei  die  oberen  und  die  unteren  Zeichen  in  beiden  Zeilen  zusammengehören. 

Diese   Formeln    lehren:     Eine  Gerade    hat   mit  der  Ellipse  zwei  ge- 
trennte   reale   Punkte,    oder    nur    einen    Punkt,    oder   keinen    realen 
Tunkt  gemein,  je  nachdem  cfi u^ -\- b'^v'^  —  \  positiv,  gleich  Null,  oder 
negativ  ist. 

18.  Aendert  man  die  Lage  einer  Geraden  T,  welche  die  Ellipse  schneidet, 
so,  dass  a^u^  4-  b'^v^  —  1  =  i?  immer  kleiner  wird  und  dem  Grenzwerthe  Null  sich 
nähert,  so  nähern  sich  auch  die  Differenzen 

,         „ ^abv         ^_  ,         „  ^  2abu         ^- 
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sowie  der  Abstand  /\/^  =  y(a!'  —  x'f  4-  (/'  —y^  der  Grenze  Null.    Ist 

1.  ö2«2  4.  ^2^,2  —1  =  0, 

so  wird  die  Gerade   T  zur  Tangente  der  Ellipse.     Die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes folgen  mit  Hülfe  der  Gleichung  1.  aus  den  Formeln  vonNo.  17: 

, ä*-u  , d^v 

Da  a^u^  ■+-  Ißv^  =  1,  so  ist  einfacher 

2.  x'  =  d^u,      y  =  U^v. 
Hieraus  folgen  die  Werthe 

durch  Substitution  in  «jc -h  zy/ — -  1  =  0  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Ge- 
raden, welche  die  Ellipse  im  Punkte    P  berührt: 


4. 


cCl  ^  ^2        ^  —  ^- 


^ 

] 

r 

1 
1/^^'^^ 

^^ 

^ 

V'      " 

/       ''' 

"  r     1 

B              ä7^-^ 

(M.  364.) 

Sind  51^2  die  Spuren  der  Tangente  auf  den  Achsen,   so  ist  OSi=^l:u 
=  ö-  :x',  mithin 


FS^  =  OS^—OF= 


r2    


cx' 


X 


F^S^  ^F^O-hOS^  = 


ex' 


X 


FP=z'Pn 


--ex') 


Nun  ist,  wenn  A  und  Aj  die  Directricen  sind: 


Hieraus  folgt  die  Proportion: 

FS^  iF^S^  =FF:F^P 

Die  Gerade,  welche  durch  die  Spitze  eines  Dreiecks  (F^FF)  geht  und  die 
Basis  (F^F)  aussen  im  Verhältniss  der  an  der  Spitze  liegenden  Seiten  theilt, 
halbirt  den  Aussenwinkel  an  der  Spitze.  Berücksichtigen  wir  dazu  noch,  dass 
die  Halbirungslinien  der  vier  von  zwei  Geraden  gebildeten  Winkel  normal  sind, 
so  folgt  der  Satz: 

Die  Tangente  und  Normale,  die  zu  einer  Ellipse  in  einem  Punkte 
derselben  construirt  sind,  halbiren  die  Winkel  der  Geraden,  welche 
den  Punkt  mit  den  Brennpunkten  verbinden. 

19.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  T  mit  einer  Hyperbel 
genügen  den  Gleichungen 
1.  der  Geraden     ux  -^vy  —  1  =  0, 
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2.  und  der  Hyperbel     -^  —  t^  —  1  =  0. 

Substituirt  man  den  für  y  bez.  x  aus  1.  folgenden  Werth  in  2.,  so  erhält  man 
für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  die  quadratischen  Gleichungen: 

Zu  jeder  der  beider  Wurzeln  x^  und  ;c"  der  3.  Gleichung  gehört  gemäss 
der  Gleichung  1.  eine  bestimmte  Wurzel  y  bez.  y"  der  Gleichung  4.  Man 
sieht  daher:  Eine  Gerade  und  eine  Hyperbel  haben  nicht  mehr  als 
zwei  Punkte  gemein. 

Die  Coordinaten  5,  >)  der  Mitte  der  auf  T  liegenden  Hyperbelsehne  sind 

mithin  nach  3.  und  4. 

^'  «  —  ^2^2  __  ^2^2  '         ^  —  —  ^2;^2  _  ^2^,2  »    ^^^^^   ^^t 

1]  b^     V 

Parallele  Hyperbelsehnen  haben  dasselbe  Verhältniss  v :  u^  also  ihre  Mitten 
dasselbe  Verhältniss  t\ :  \,     Daher  der  Satz: 

Die  Mitten  paralleler  Hyperbelsehnen  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  Symmetrieachsen  geht. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  jede  durch  den  Punkt  O  gehende  Hyperbelsehne 
in  O  halbirt  wird.  Man  bezeichnet  daher  O  als  Centrum,  und  jede  durch  O 
gehende  Gerade  als  Diameter  der  Hyperbel. 

Ist  filr  eine  Schaar  paralleler  Hyperbelsehnen  z/ :  /^  =  7,  so  ist  die  Gleichung 
des  zur  Schaar  gehörenden  (mit  den  Sehnen  der  Schaar  parallelen)  Diameters  A 

nach  No.  15,  7. 

7.  ^  H-  Y>'  =  0. 

Die  Gleichung  des  Diameters  A^,  der  die  Mitten  der  Sehnen  dieser  Schaar 
enthält,  ist  nach  6. 

8.  x-^  j^y  ==  0. 

Der  Diameter,  auf  dem  die  Mitten  der  zu  Aj  parallelen  Sehnen  liegen,  ist 
nach  7.  und  8. 

X  H 2"  -y  =  0,  d.  i.  x-h^y  =  0, 

es  ist  dies  der  Diameter  A. 

Enthält  also  ein  Diameter  A'  die  Mitten  der  zum  Diameter  A 
parallelen  Sehnen,  so  enthält  auch  A  die  Mitten  der  zu  A'  parallelen 
Sehnen.  Die  Beziehung  zweier  solcher  Diameter  ist  daher  reciprok.  Man 
bezeichnet  zwei  solche  Diameter,  deren  jeder  die  Mitten  der  zum  andern  paral- 
lelen Sehnen  enthält,  als  conjugirte  Diameter  der  Hyperbel. 

liässt  man  A  der  Reihe  nach  mit  den  Jf-Achsen  und  den  beiden  Asymptoten 
zusammenfallen,  so  erhält  7  die  Werthe  0,  a  :  b,  —  a:  b,  also  wird  die  Gleichung 

des  conjugirten  Diameters 

^  a  ,  a 

y  =  0  bez.  X  -}-  -,  y  =  0,    bez.  x  —  -ry  =  0, 

und  man  sieht  daher: 
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Die  Symmetrieachsen  der  Hyperbel  sind  conjugirt;  jede  Asymp- 
tote ist  sich  selbst  conjugirt. 

20.  Die  Auflösung  der  Gleichimgen  3.  und  4.  des  vorigen  Abschnittes 
ergiebt  nach  leichter  Reduction: 


x'  und  x"  = 


und 


y = a^u^-d^v'  (-  ^'^  =p  '^6»yi-^''*'+^'v')- 


Eine    Gerade    hat   also    mit   einer   Hyperbel    zwei   reale   Punkte, 
einen     Punkt     oder     keinen     realen     Punkt     gemein,     je      nachdem 


a^u^ 


Ifiy^  —  1  negativ,  gleich  Null,  oder  positiv  ist. 


21.  Ist  a^u^  —  bH^ 
—  1=0,  so  fallen  die 
Schnittpunkte  der  Geraden 
und  der  Hyperbel  in  einen 
Punkt  zusammen  und  die 
Gerade  wird  zur  Tan- 
gente der  Hyperbel. 

Die  Coordinaten  x^  y' 
des  Berührungspunktes  P 
ergeben  sich  aus  den  For- 
meln der  vorigen  Num- 
mer zu: 
1.     ar'  =  ö2»,     y'^  —  b^v,    ^ 

Die  Gleichung  der  '     ^  CM.365.) 

Tangente,  welche  die  Hyperbel  in  dem  gegebenen  Punkte  P  berührt,  ergiebt 
sich  nach  Einsetzung  der  aus  1.  folgenden  Werthe  von  u  und  v  in  die  Gleichung 
ux  -^vy  —  1  =  0  der  Geraden  zu: 


2. 


x^x      fy 


a' 


b^ 


1=0. 


Ist  PS^  Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  P,  so  ist 


1 


a 


a 


Folglich  ist 


3. 


OS.  =-  =  — . 

^        u        X 


a^      ex 


ü' 


a 


2 


S.F=^  OF  —  OS.  =c r  = 

1  ^  X 


X 

ex*  —  a^ 


X 


1 


ex 


a' 


4. 


ex'  —  a^ 


Femer  ist 

F^P^  e  .  niP=  e(Z>i<9-f-  OP')  =  e  ( ^  -H  ^' j  =  1 

FP^  e  .  n/^  =  e  ipP'  —  OD)  =  e  T^v'  —  ^ W  1 

Hieraus  folgt:  F^P:  FP=^  F^S^  :  S^F;  dies  lehrt  den  Satz:  Die  Tan- 
gente und  Normale  einer  Hyperbel  in  einem  Punkte  derselben 
halbiren  die  Winkel  der  Geraden,  die  den  Punkt  mit  den  Brenn- 
punkten der  Hyperbel  verbinden. 

22.   Unter   den   Hyperbeln   wird   die,    bei   welcher   ^  =  «   ist,    mit   einem 
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besonderen  Namen  ausgezeichnet;  sie  heisst  gleichseitig.     Die  Gleichung  der 
gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachsen  ist: 

Die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  mit  der  Hauptachse 
Winkel,  deren  trigonometrische  Tangente  gleich  der  Einheit  ist;  hieraus  folgt, 
dass  sie  miteinander  rechte  Winkel  bilden. 

Die  Gleichung  des  zu  der  Geraden  A  =  jc  H-  y^  =  0  conjugirten  Durch- 
messers ist  (No.  19)  bei  der  gleichseitigen  Hyi)erbel 

A' =  — 7Jt -+->'  =  0. 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Winkel  der  Geraden  A  mit  der  AT-Achse  gleich 
dem  Winkel  der  Geraden  A'  mit  der  K- Achse  ist,  und  daher  folgt  weiter: 
Die  vier  Winkel  je  zweier  conjugirten  Diameter  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  werden  von  den  Asymptoten  halbirt 


23.  Polarcoordinateh.  Die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  kann  man 
statt  durch  seine  Projectionen  auf  die  Coordinatenachsen  auch  durch  die  Strecke 
OjP  (Fig.  347)  und  durch  den  Winkel  bestimmen,  den  die  Gerade  OX  mit  der 
Geraden  Ol*  einschliesst.  Die  Strecke  OjP  wird  in  diesem  Sinne  als  Radius 
vector,  r,  der  Winkel  als  Anomalie,  rp,  des  Punktes  I^  bezeichnet. 

Man  hat  den  Begriff  >Coordinaten  eines  Punktes«  dahin  ausgedehnt,  dass 
man  danmter  überhaupt  solche  Data  versteht,  welche  die  Lage  eines  Punktes, 
zunächst  in  der  Ebene,  bestimmen. 

Die  bisher  gebrauchten  Coordinaten  01^  und  OP''  nennt  man  dann  insbe- 
sondere Orthogonal-Coordinaten,  oder  nach  dem  Erfinder  der  Coordi- 
naten-Geometrie    Des    Cartes    (1596 — ^JG50)    Cartesische    Coordinaten. 

Die    Coordinaten  r  und  9    führen    den  Namen   Polarcoordinaten.     Aus 
den  Formeln  O jP' =^  O  F cos  ^,      PP^=OPsin^  folgen  für  den  Zusammenhang 
von  orthogonalen  und  Polarcoordinaten  die  Formeln 
L  X  =^  r  cos  ^f      y  =^  r  sin  «p, 

y  X  y 

Den  Punkt  O  bezeichnet  man  als  Pol  der  Polarcoordinaten,  die  Gerade 
OX^  von  welcher  aus  die  Anomalien  gezählt  werden,  als  Nulluni e  (der  Ano- 
malien). 

Die  Formeln  L  und  2.  lehren  also  die  Beziehungen  der  orthogonalen  und 
Polarcoordinaten  für  den  Fall,  dass  der  Pol  und  die  Nulllinie  mit  dem  Ursprung 
und  der  Abscissenachse  der  orthogonalen  Coordinaten  zusammenfallen. 

24.  Aus  der  Gleichung  einer  Curve  in  Orthogonalcoordinaten  erhält  man 
die  Gleichung  in  Polarcoordinaten,  welche  den  Nullpunkt  zum  Pol  und  die 
-Y-Achse  zur  Nulllinie  haben,  indem  man  in  der  Gleichung  der  Curve  die 
Coordinaten  x  und  y  durch  die  Werthe  r  cos  9,  r  sin  9  ersetzt 

Man  erhält  so  die  Polargleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel  für  das 
Centrum  als  Pol  und  die  Hauptachse  als  Nulllinie : 

(COS'  9      sin^  cp\ 
— 2     ~^  ~~J2     )  —  1  =  0, 

(COS"^  9        si'n^  ©\ 

Hieraus  folgt 
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l*.  für  die  Ellipse:        r*  =    «   .  ^ — v^ «—  , 

2*.  für  die  Hyperbel:     r^  =        .    7^ — -—  . 

'*^  a^stn^^  —  b^  cos^  ^ 

Nimmt  man  einen  Brennpunkt  zum  Pol  und  die  Hauptachse  zur  Nulllinie 

und  rechnet  die  Richtung  nach  dem  nächst  gelegenen  Scheitel  der  Ellipse  bez. 

Hyperbel  als  positiv,  so  hat  man  für  die  Ellipse  (Fig.  364): 

r  =  FP=^  e  .  y^n  =  e  {FD  —  FF)  =  t(~  —  r  cosA 

Daher  ist  die  Polargleichung  der  Ellipse  fiir  dieses  System: 

e^2 

0.  r  =  —TZ r. 

^  (1  -h  e  cos  9) 
Für  die  Hyperbel  ergiebt  sich  aus  Fig.  365: 

r  =  FP=  e  .  nF=  e  (FD  —  FF)  =  e  (^  —  rcos^\ 
und  hieraus  die  Polargleichung  der  Hyperbel: 

4.  r  =  —r, ^  • 

r  (1  -4-  zcos^) 

Setzt  man  9  =  90°,  so  resultirt  aus  3.  und  4.  r  =  zb-  :  c.  Diese  Strecke, 
die  Ordinate  der  Curve  im  Brennpunkte,  nennt  man  den  Parameter  derselben 
und  bezeichnet  ihn  mit  /. 

Man  kann  nun  statt  3.  und  4.  schreiben 

Für  die  Parabel  findet  man  aus  Fig.  362: 

r  =^  FP  ^  PW^  FD  —  FF  ^  p  —  r  cos  ^,  also 

Die  Gleichung 

P 


r  = 


\  -\-  zcos^ 

ist  also  die  Gleichung  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nach- 
dem £  kleiner,  grösser  oder  gleich  der  Einheit  ist;  der  Pol  des 
Coordinatensystems  ist  ein  Brennpunkt  der  Curve  und  die  Nulllinie 
ist  die  Hauptachse,  und  zwar  mit  der  positiven  Seite  dem  nächster 
Scheitel  zugewandt  (wobei  man  bei  der  Parabel  noch  den  unendlich  ferne 
Punkt  der  Achse  als  Scheitel  gelten  lassen  kann). 

§  4.    Liniencoordinaten. 

1.  Einer  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  haben  wir  dadurch  eine 
geometrische  Bedeutung  abgewonnen,  dass  wir  die  beiden  Veränderlichen  als 
die  Coordinaten  eines  Punktes  ansahen  und  die  Gesammtheit  aller  der  Punkte 
betrachteten,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen. 

Man  kann  aber  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  auch  auf 
wesentlich  anderem  Wege  geometrisch  bedeutsam  machen. 

Wie  der  Punkt,  so  ist  auch  die  Gerade  durch  zwei  Data  bestimmt. 
Denken  wir  uns  eine  Gerade  durch  ihre  Abschnitte  OS^  und  OS,^  auf  den 
Coordinatenachsen,    oder  lieber   im  Zusammenhange    mit   den  gegebenen  Ent- 
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Wicklungen  durch  die  mit  u  und  v  bezeichneten  reciproken  Werthe  der  Längen-  ' 
zahlen  dieser  Strecken  bestimmt,  so  kann  man  :twei  durch  eine  Gleichung  ver- 
bundene Veränderliche  auch  als  diese  Bestimmimgsstücke  einer  Geraden  denken. 
So  wie  man  die  Besdmmungsstücke  eines  Punktes  als  die  Coordinaten 
des  Punktes  bezeichnet,  so  nennt  man  die  Grössen  »  und  !>  Coordinaten  der 
Geraden,  oder  kurzweg  Liniencoordinaten. 
Liegt  nun  eine  Gleichung 

/(a,  ;-)  =  0 
vor  und  giebt  man  darin  der  Veränderlichen  u  eine  Reihe  aufeinander  folgender 
Werthe  «„  »^  «3  u^  u^  . . ,,  und  bestimmt  die  gemäss  der  Gleichung/(»,  w)  =  0 

zugehörigen  Werthe   i»,)  »|  »a  ^s  ^« s'* 

bilden  die  Geraden  7'g  Ty  7",  T^T^  .  .  ., 
welche  a,,  v^,  Hj  w,,  «^  v^,  u^  v^,  u^v^,  . .  . . 
zu  Coordinaten  haben,  in  dieser  Aufein- 
anderfolge einen  gewissen  polygonalen  Zug 
/"i  ^j  /"a  /"^  .  .  .,  dessen  Eckpunkte  die 
Schnittpunkte  zweier  auf  einander  folgenden 
Geraden  der  Reihe  T^  T,  T^  T^  T^  .  .  . 
sind. 

Denkt  man  sich  nun  die  Unterschiede 
»j— «fl,    »2 — Uj,    «j  —  Uj   .  .   .  immer 
kleiner,    so   werden   auch  die  zugehörigen 
»a  »,  jij  .  .  .  immer   dichter  auf  einander 
'^'  *** '  folgen,  und  die  Anzahl  der  Geraden  T,  die 

auf  ein  gewisses  Intervall  der  Coordinaten  kommen,  wird  immer  grösser.  Geht 
man  zur  Grenze  über  und  lasst  u  stetig  wachsen,  so  ändert  sich  {im  Altge- 
meinen) auch  V  stetig,  die  Gerade  7'(tjidert  ihre  Lage  stetig;  die  Punkte 
/*!  /*g  .fj  /*,  .  . .  haben  verschwindend  kleine  Abstände  von  einander  und  bilden 
daher  eine  Curve,  während  die  Geraden  T,  deren  jede  zwei  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  verbindet,  Tangenten  dieser  Curve  werden. 
ä  Die  Geraden,    deren  Coordinaten  u,  v  einer  Gleichung /(b,  I')  =  0 

genügen,  umhüllen  (d.  i.  berühren)  eine  Curve. 

Die  Gleichung  /(a,  ii)  =  0  bezeichnet  man  als  die  Gleichung  der  Curve 
^^i'a  Liniencoordinaten. 

maliej       pj^  Gerade,  deren  Coordinaten  a  =  0  und  v  =  ( 

iC  Abscissenachse  ist  k^oo;  für  die  Ordinatenachse 

FoLarCjjjj.]^    den  Ursprung    gehenden  Geraden    ist  « ^  00,    v^  eo,    doch  kann 

'"'°  ^ese  Geraden  noch  insofern  von  einander  durch  ihre  Coordinaten  unterscheiden, 

das  Verhältniss  v  :  u  eine  für  jede  dieser  Geraden  eindeutig  bestimmte  Zahl  ist. 

2.  Die  Gleichung  ux-hvy — 1  :=  0  sagt  aus,   dass  der  Punkt,  dessen  Coor- 

'iinaten  x,  y  sind,  auf  der  Geraden  liegt,  die  die  Coordinaten  w,  v  hat.    Diese 

^"T^Gleichung  enthält  vier  unbestimmte  Grössen  u,  v,  x,  y.     Bisher  dachten  wir  uns 

/   die  beiden  Grössen  u,  v  gegeben;  dann  blieben  x  und  y  als  Unbestimmte  übrig 

und  die  Gleichung  war  die  Bedingung  dafür,  dass  der  veränderliche  Punkt  {x,y^ 

auf   der   Geraden   {w,  v)    liegt,    d.    i.    die   Formel   ux-^vy — 1^0,    war   die 

Gleichung  der  Geraden  [u,  v).     Denken  wir  uns  jetzt  für  x  und  ^  gegebene 

Werthe  \  und  t^,  dagegen  a  und  v  als  unbestimmt,  und  schreiben  die  Gleichung 

£  «  +  ^j,  —  l  =  0, 
so  erscheint  sie  als  die  Bedingungsgleichung,  welche  die  Coordinaten  der  unend- 


ist  unendlich  fem;   fUr 
w  =  00 ;  für  alle  übrigen 


die  G 
X-Ac! 
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lieh  vielen  Geraden  7  erflillen  müssen,  die  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehen.  Die  Gleichung  E«-4-r)e/ — 1=0  ist  daher  die  Gleichung  des 
Punktes  E,  tj  in  Liniencoordinaten. 

Die  Gleichung  a  « —  1=0  wird  von  allen  Geraden  erfüllt,  für  «  =  1  :  a, 
während  z/,  das  in  der  Gleichung  nicht  vorkommt,  unbestimmt  bleibt;  sie  ist  also 
die  Gleichung  des  Punktes  S^  der  Abscissenachse,  für  welchen  OS^  =  a;  ebenso 
ist  ersichtlich,  dass  ßz/  —  1=0  die  Gleichung  eines  Punktes  der  Ordinatenachse 
ist,  und  zwar  des  Punktes  S^t  für  welchen  OS^-=f^. 

Die  Gleichung  au  -hf^v  =  0  sagt  aus,  dass  das  Verhältniss  v :  u  den  ge- 
gebenen Werth  —  a :  ß  hat.  Alle  Geraden,  deren  Coordinaten  ein  gegebenes 
Verhältniss  haben,  sind  parallel.  Man  kann  von  ihnen  sagen,  dass  sie  durch 
einen  und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  der  durch  die  Richtung 
einer  Geraden  bestimmt  ist,  auf  der  er  liegt. 

Die  Gleichung  a//-i-ßz^  =  0  ist  also  die  Gleichung  eines  in  be- 
stimmter Richtung  liegenden  unendlich  fernen  Punktes. 

3.  In  §  3,  No.  18  und  21  haben  wir  die  Gleichungen  a^u^  -t-  öH^  —  1=0, 
und  a^u^  —  b^v^  —  1  =  0  als  Bedingungen  für  die  Coordinaten  einer  Geraden 
gefunden,  welche  eine  Ellipse,  bez.  Hyperbel  berührt  Wir  können  dies  nun 
so  ausdrücken: 

Die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel  in  Liniencoordinaten, 
bezogen  auf  die  Symmetrieachsen  als  Coordinatenachsen,  sind: 

1.  für  die  Ellipse:        a^u^  H-  bH^  —1  =  0, 

2.  für  die  Hyperbel:     a^u^  —  bH^  —  1  =  0. 

Ebenso  folgt  aus  §  3,  14  die  Gleichung  der  Parabel  in  Linien- 
coordinaten, bezogen  auf  die  Symmetrieachse  und  die  Scheiteltangente  als 
Coordinatenachsen : 

3.  2«  4-/2/2=0. 

4.  Wir  haben  aus  der  Gleichung  einer  Geraden  T  und  aus  der  Gleichung 
einer  Ellipse  in  Punktcoordinaten  die  Coordinaten  der  Punkte  bestimmt,  welche 
die  Gerade  und  die  Ellipse  gemein  haben.  Für  Untersuchungen  in  Linien- 
coordinaten haben  wir  die  analoge  Aufgabe:    Aus  der  Gleichung  eines  Punktes  P 

1.  E«4-7)t/— 1  =  0 
und  der  Gleichung  einer  Ellipse  in  Liniencoordinaten 

2.  a^u^  -\-bH^  —1=0 

die  Coordinaten  der  Geraden  zu  bestimmen,  die  durch  den  Punkt  F  gehen  und 
die  Ellipse  berühren. 

Diese  Coordinaten  genügen  den  Gleichungen  1.  und  2.,  sind  also  die 
Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen. 

Aus  der  ersten  entnehmen  wir  v  =  {\  —  S«) :  t),  u  =  {\  —  tjz/)  :  ?,  sub- 
stituiren  dies  in  2.  und  erhalten  nach  einfachen  Reductionen  quadratische 
Gleichungen  für  u  und  v\ 

b^l  7j2_^2 

^         ^bK^-^a^-r{^    ^       ^252  _^  ^2^2  —  ^' 

^         ^  ^«52  ^  ^2^2  •  ^      ^2{2  4.  ^2^3  -  ^• 
Die  Gleichungen  ergeben  die  Lösungen 


3-  «'  und  «"  =  ^,g4aV  (**^  ^  '"" ^l^S  +  S-0 

nebst  den  der  Reihe  nach  zugehörigen 
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4.  v'  und  v"  =  ^aga  ^  ^^^^  («>>)  T  'J*  S}/^  +  |f  "  l)' 

Durch    einen  Punkt  jP  gehen   also    zwei,    eine   oder   keine  (reale) 
Tangente  an  eine  Ellipse,  je  nachdem 


^-.^t-x%^. 


Die  Bedingung  "2  "+*  tV  —  1  =  0  sagt  aus,  dass  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse 

liegt  und  bestätigt  so  den  Satz,  dass  sich  durch  einen  auf  der  Ellipse  liegenden 
Punkt  nur  eine  Tangente  an  die  Ellipse  legen  lässt. 

Mit  Rücksicht  auf  ^  -+-  ^  —  1  =  0,  oder  b^^K?  4-  ö't)»  =  a^b^  ergeben  sich 

aus  3.  und  4.  die  Coordinaten  der  im  Punkte  P  die  Ellipse  berührenden  Tan- 
gente zu 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Gerade  «'  v^  die  Ellipse 
berührt,  sind  daher  i  =  a^u\      ri  =  b^v'  in  Uebereinstimmung  mit  §  3,  18. 

Die  Gleichung  des  Ellipsenpunktes,  der  auf  der  Tangente  u'  v' 
liegt,  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  des  Punktes 
E«-+-7)z; —  1  =  0  zu 

a^u'u  +  b^v'v  —1  =  0. 

5.  Die  Coordinaten  der  Tangenten,  die  sich  von  einem  Punkte,  dessen 
Gleichung 

1.  E«  4-7)2^—1=0 

ist,  an  die  Hyperbel  legen  lassen,  die  in  Liniencoordinaten  die  Gleichung  hat: 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen   1.   und  2.,    bestimmen  sich  daher  aus  den 
Gleichungen,  die  sich  durch  Elimination  von  v  und  u  aus  1.  und  2.  ergeben: 

b^i  T)2-4-^3 

^'  U^  —  2  ^2£2__^2^2  «  +  ^252__tf2^2  =  ^ 

2  g»7)  V  —  a^ 

*•  ^    -+-  2  ^2{2  _  a^r^ii  ^  -^  ^252  _  ^2^2  -  0 

zu: 


5-  «'  und  «"  =  pgn^ (^^e ± «-^ ^1/1+^-S) 

nebst  den  dazu  gehörigen  Werthen 


6.  7/  und  v"  =  ^agal^.^a  (-  «»r)  zp  «^  5]/n-  ^^  _  -^j. 

Durch    einen  Punkt   lassen    sich    also    zwei,    oder   eine,    oder   keine  reale 
Tangente  an  eine  Hyperbel  legen,  je  nachdem 

a^        ^2        A>"' 

Ist  -^  —  -j-2  —1=0,  so  liegt  der  Punkt  (5,  tj)  auf  der  Hyperbel;  durch  einen 

Hyperbelpunkt  lässt  sich  also  nur  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  legen. 
Die  Coordinaten  dieser  Tangente  folgen  aus  5.  und  6.  zu 

«'  =  ?:a*^      z/'  =  — 7j:^2; 

die  Coordinaten  des  auf  der  Tangente  u'  v'  liegenden  Hyperbelpunktes  sind  daher 
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Hieraus  folgt  die  Gleichung  des  auf  der  Tangente  w'  v'  liegenden 

Hyperbelpunktes  zu 

a^u^u  —  b'^v^v  —  1=0. 

Für  die  Punkte  der  Ebene,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen 
^^6*  —  d^t^  =  0,  verschwindet  in  den  quadratischen  Gleichungen,  in  welche  3. 
und  4.  durch  Multiplication  mit  b^\^  — a^r^  übergehen,  das  quadratische  Glied; 
von  einer  quadratischen  Gleichung,  deren  quadratisches  Glied  verschwindend 
klein  gegen  die  anderen  beiden  Glieder  ist,  wird  die  eine  Wurzel  unendlich  gross, 
während  die  andere  endlich  bleibt  und  sich  als  Wurzel  der  Gleichung  ersten 
Grades  ergiebt,  welche  nach  Wegfall  des  quadratischen  Gliedes  noch  übrig  bleibt 

Die  Punkte,  fiir  welche  ^252  —  ^a^^a  —=  q^  haben  das  Coordinatcnverhältniss 
7):6=±^:/z,  liegen  also  (§  3,  5)  auf  den  Asymptoten.  Von  einem  Punkte 
einer  Asymptote  aus  lässt  sich  daher  (ausser  der  Asymptote,  deren 
Coordinaten  unendliche  Werthe  haben)  nur  eine  Tangente  an  die  Hyperbel 
legen. 

6.  Die  Coordinaten  der  Tangenten,  welche  sich  von  dem  Punkte 

1.  ?«4-t)Z/— 1  =  0 

an  die  Parabel  legen  lassen,  deren  Gleichung  in  Liniencoordinaten  ist 

2.  2«-+-/z^^=0, 

ergeben  sich  als  Wurzeln  von  1.  und  2.,  also  aus  den  Gleichungen 

3.  ^3_2A^e,+  ^  =  0, 

4.  «2  +  2^^^^«+ -^  =  0 
zu: 

5.  «'  und  w"  =  T^y  (—  r)2  4-  /?  ±  Y)  )/7)2  —  2/  5) 

6.  z/'  und  v''  =  J-g  (7)2  rp  j/tj^  —  2/8). 

Von  einem  Punkte  aus  lassen  sich  also  zwei,  eine  oder  keine 
reale  Tangente  an  die  Parabel  legen,  je  nachdem  r^  —  2/5  positiv, 
gleich  Null,  oder  negativ  ist. 

Ist  1)*  —  2/5=0,  so  liegt  der  Punkt  auf  der  Parabel.  Die  durch  ihn 
gehende  Tangente  hat  die  Coordinaten 

u  =-^j3-  =  --^  ,      z,  =  --  =  -  (§  3, 14). 

Die  Gleichung  des  auf  der  Tangente  «'  v^  liegenden  Parabel- 
punktes ergiebt  sich  hieraus  zu 

u        1v       ^       ^ 

— j-  -h  1  =  0. 

u  V 
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1.   Jede   Gleichung    ersten   Grades    in   Punktcoordinaten   ist   die 
Gleichung  einer  Geraden. 

Die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades  ist 

1.  Ax-\'By-^C=^, 
Ist  C=0,  so  lautet  die  Gleichung 

2.  Ax-^  By  —  0, 

sie  sagt  aus,  dass^:;c  =  —  A:B,    ist   also  die  Gleichung   einer   durch    den 
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Nullpunkt  gehenden  Geraden,  deren  Winkel  mit  der  Abscissenachse  sich  aus 
der  Gleichung  bestimmt 

tang^  =  —  A\  B, 

Ist  A  =  0  oder  ^  =  0,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  über  in 
3.  j5>-f-C=0,         bez.  4.     Ax-hC=0, 

woraus  folgt  j/  =  —  C:  B,  x  =  —  C:  A, 

Die  Gleichungen  By  -h  C=0  bez.  Ax  -4-  C=  0  sind  also  die  Gleichungen 
einer  Parallelen  zur  A^- Achse,  bez.  zur  F- Achse,  die  von  der  K- Achse,  bez.  der 
A'- Achse,  die  Strecke  —  C:  Bf  bez.  —  C:  A  abschneidet. 

Ist  keiner  der  Coefficienten  A,  B,  C  gleich  Null,  so  kann  man  die  Gleichung 
durch  ( —  C)  dividiren  und  erhält 

5.  —  r  "^ '  "^ T*-^  —1=0. 

Der  Vergleich  mit  der  Gleichung  der  Geraden,  die  die  Achsenabschnitte  a 

und  b  hat 

X      y 

--h^  — 1=0 
a       0 

lehrt,    dass    5.  die  Gleichung  einer  Geraden  ist,    welche  von  den  Achsen  die 

Strecken  abschneidet 

tf  =  — C:^,     b  =  ^C:B. 

2.  Ist  n  der  Coefficient,    mit   dem  man   die  Gleichung    einer  Geraden  T 
Ax-}-  By  -h  C=0  multipliciren  muss,  um  die  Normalform  (§2,4)  zu  erhalten, 
so  ist  identisch 

nAx  -h  nBy  -H  nC'^  cos^  •  x  -f-  sin^  »y  —  d. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

fiA  =  cost^f     fiB  =  sitK^f     n  Ca=  —  //, 
aus  welchen  sich  ergiebt,  indem  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  quadrirt 
und  addirt: 

1  A  .  B  _  C       . 

i/A^  -\-B^  ^      YA^-^B^  ^      YA^  -h  B^  YÄ^B^ 

Für  die  Wurzel  ist  dabei  das  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  der  Abstand  d 
das  richtige,  dem  positiven  Sinne  der  Normalen  zu  T  entsprechende  Vorzeichen 
erhält. 

Der  Abstand  /  eines  Punktes  P,  dessen  Coordinaten  xy  sind,  von  der  Ge- 
raden T  ist  daher  (§  2,  5) 

/  = r====  (Ax -{- By  -  C). 

^  YA^  -4-  B^  ^  ^         ^ 

3.  Soll  die  Gerade  T  durch  zwei  gegebene  Punkte  jPj  und  P^  gehen,  so 
muss  die  Gleichung  Ax -\-  By  -\- C^=^  von  den  Coordinaten  x^y^^  ^^y^  der 
Punkte  P^  und  P^  erfüllt  werden;  es  gelten  also  die  drei  Gleichungen 

Ax   -{-By   4-C=0 

1.  Ax^-{-By^-{-C^O 

Ax^-hBy^  -4-C=0. 

Man  kann  die  Coefficienten  A,  B,  C  darin  als  Unbekannte  ansehen;  das 
Bestehen  dieser  Gleichungen  für  Werthe  von  Aj  B,  C,  die  nicht  sämmtlich  Null 
sind,  fordert  dann  das  Verschwinden  der  Determinante 

X    y      l 

2.  x^   y^    l     =0. 

x^  y^    1 
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Dies  ist  die  Bedingung,  welche  x  und  y  erfüllen  müssen,  damit  die 
Gleichungen  1.  zusammen  bestehen  können,  —  also  die  Gleichung  dafür,  dass  P 
auf  der  Geraden  /\  P2  ^^^8^  ^^so  die  Gleichung  der  Geraden  P1P2' 

Subtrahirt  man  von  der  zweiten  und  dritten  Zeile  in  2.  die  erste,  so  er- 
hält man: 


X 


y 

1  yx 

2  y^ 


1 
1 
1 


X  y  \ 

x^—xy^—y    0 

^2  —  «^  y^i  -^y  0 


=  (^1  —  ^)  {y^  —y)  —  (-^2  —  ^)  (^'i  —y)' 


Die  Gleichung  der  Geraden  jPj  P^  nimmt  daher  auch  die  Gestalt  an: 


3. 


X —  X 


X —  X 


2 


y—yi     y  —  y^ 

Durch  direkte  Entwicklung  der  Determinante  2.  oder  aus  3.  erhält  man  die 
Gleichung  in  der  Form: 
4.  (y^  ^y^)x^{x^  —X2)y-^{x^y2  —  ^2;'i)  =  0. 

Um  die  Gleichung  der  Geraden  P^  P^  in  Normalform  zu  erhalten,  hat  man 

sie  nach  2.  durch  y{x^  — -^2)^  "^  (j'i — ^^2)^  ^^  dividiren.  Der  absolute  Werth 
dieser  Wurzel  stimmt  mit  dem  absoluten  Werthe  der  Strecke  P^  P^  überein; 
bezeichnet  man  dieselbe  mit  g^^t  ^^^  ^^t  e  die  positive  oder  negative  Einheit, 
so  ist  also  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden  P^  P^ 

X     y     \ 

x^  y^    \     =  0. 

^2  y%  1 


5. 


e 


^12 


Dabei  ist  e  so  zu  wählen,  dass 

g(^i^2~-^2;^i) 

auch  im  Vorzeichen  mit  dem  Abstände  der  Geraden  P^  P^  vom  Ursprünge 
(§  2,  4)  übereinstimmt. 

4.  Der  Abstand  eines  Punktes  Pq  von  der  Geraden  P^  P^  ist  (nach  §  2,  5) 
dem  Werthe  entgegengesetzt  gleich,  den  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Ge- 
raden X  in  Normalform  annimmt,  wenn  man  darin  die  Coordinaten  Xy  y  durch 
die  Coordinaten  ^oJ'o  ^^^  Punktes  Pq  ersetzt. 

Ist  also  hQ  der  Abstand  der  Geraden  P^  P^  von  jPq,  so  ist 

^0  yo  1 


>^o  = 


s 


^12 


Folglich  ist 


^1  yi 

x^  y^ 


1 
1 


/^0^12  =  e 


*0 

yo 

1 

*1 

yi 

1 

*2 

y» 

1 

Der  absolute  Werth  des  Produkts  ^0^12  ^^^  ^'^  doppelte  Flächenzahl  des 
Dreiecks  P^P^P^.    Wir  finden  daher:     Die  Determinante 


A  = 


X, 


X 


yo 
yi 
2  y^ 


1 
1 
1 


stimmt   dem  absoluten  Werthe  nach   mit  der  doppelten  Fläche  der 
Dreiecks  Pq  i\  /g  überein. 

5.  Um  auch  dem  Vorzeichen  der  Determinante  A  eine  geometrische  Be- 
deutung abzugewinnen,  fügen  wir  einige  Bemerkungen  über  die  Unterscheidung 
des  Vorzeichens  fiir  ebene  Flächen,  zunächst  für  Dreiecke,  ein. 
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Durchläuft  man  den  Perimeter  eines  Dreiecks  ABC  so,  dass  man  von  A 
über  B  nach  C  geht,  so  hat  man  die  Fläche  des  Dreiecks  entweder  zur  Linken 
oder  zur  Rechten.  Im  ersten  Falle  soll  die  Fläche  des  Dreiecks  ABC  als 
positiv,  im  letzten  als  negativ  gerechnet  werden. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Flächen  ABC=BCA=^CAB\  sowie 
dass  BAC=ACB=  CBA\  und  dass  ABC=  —  BAa 

Sind  AB,  CZ>,  EF,  ....  Strecken  auf  derselben  Geraden,  und  ist  h  der 
Abstand  dieser  Geraden  von  einem  Punkte  O,  so  haben  die  Produkte  AB  *  h, 
CD  *  h\  EF'hf  ....  gleiche  oder  ungleiche  Zeichen,  je  nachdem  AB, 
CDf  EF  .  .  .  gleiche  Zeichen  haben  oder  nicht;  unter  derselben  Bedingung 
haben  aber  auch  die  Dreiecksflächen  OAB,  OCD,  OEF,  .  .  .,  die  mit 
den  halben  Produkten  AB  -  h,  CD*h,  EF'h  .  ..rücksichtlich  des  absoluten 
Werthes  übereinstimmen,  gleiche  Zeichen  oder  nicht.  Wir  sehen  daher:  Die 
Hälften  der  Produkte  AB-  h,  CD  -  h,  EF*h  .  .  .  sind  der  Reihe  nach  alle 
gleich  oder  alle  entgegengesetzt  gleich  den  Dreiecken  O  AB,  OED,  OCFm,  s.  w. 

Für  Punkte  einer  Geraden  gilt  die  Beziehung 

AB-^BC-hCA^Q, 

Multiplicirt  man  links  mit  dem  Abstände  h  eines  Punktes  O  von  der  Geraden 
AB,  so  entsteht 

AB^h-^BC'h-^  CA-/i  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  das  so  eben  Entwickelte  folgt  hieraus: 

1.  OAB'hOBC-hOCA  =  0, 
woraus  die  weiteren  Beziehungen  hervorgehen: 

2.  OAB^OBC=OAC 

3.  OBC==OAC^OAB. 

6.  Setzt  man,  wie  es  in  den  Figuren  bisher  immer  geschehen  ist,  voraus, 
dass  der  positive  Drehungssinn  für  Winkel  mit  dem  Drehungssinn  übereinstimmt, 
in  dem  man  sich  dreht,  wenn  man  den  Perimeter  ABC  einer  positiven  Fläche 
(immer  in  der  Ordnung  A,  B,  C,  in  welcher  die  Eckpunkte  bei  der  Bezeichnung 
des  Dreiecks  sich  folgen)  durchläuft,  und  ist  S^  ein  Punkt  der  Abscissenachse, 
P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  das  Drei- 
eck OS^F  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Strecken  OS^  und  F^ F 
gleiche  oder  ungleiche  Zeichen  haben.  Daher  ist  auch  rücksichtlich  des  Vor- 
zeichens: 

1.  2'0S^F=0S^'F'F 

Nun  ist  nach  No.  5,  3,  wenn  S^  die  Spur  von  F1F2  ist, 

OF^F^  =  OS^  F^  —  OSj^  F^ , 
also  nach  1. 

2.  2  .  OF^  F^  =  OS^  .  F^'F^  -  OS^  •  F^'F^  =  OS,  (j^  -  j/,), 

wenn  man  die  Coordinaten  von  F^  und  /j  wie  immer  mit  x^y^,     ^2J'2  ^^" 
zeichnet. 

Femer  ist  ftir  jede  Lage  der  Punkte  /\  und  F^ 

F,  o  1  :  /j  Oj  =  F,  F^  \  F2  F^'j 
oder,  da  F^'S^  =  OS^  —  O F,'  =  OS,  —x\, 

F^'S^  =  6>5i  —  OF^'  ==  OS^—x^, 

•^i'^i  =J'i>        A'-^2  =y2»  so  folgt: 

(Ö5i  —  x^) :  (OS^  —  x^)  =y,  :y^ 

Daher  3.  OS,^  ^^y^-^^yx 

^        y%  —y\ 
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0     0 

1 

-*2^1 

— 

•^1  yx 

1 

x^  y^ 

1 

X     y 

1 

•*i  y\ 

1 

*s  y^ 

1 

Führt  man  dies  in  2.  ein,  so  folgt: 
7.    Der  Ausdruck 


hat  für  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  F  der  Ebene  einen  bestimmten, 
für  zwei  verschiedene  Punkte  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe;  den  Werth 
Null  hat  er  nur  für  die  Punkte  der  Geraden  F^  F^, 

Geht  man  von  einem  Punkte  der  Ebene  geradlinig  zu  einem  andern 
Punkte,  so  kann  der  Ausdruck  D  bei  diesem  Uebergange  sein  Zeichen  nur  dann 
ändern,  wenn  er  für  wenigstens  einen  Punkt  des  Weges  den  Werth  Null 
hat,  also  nur  dann,  wenn  der  geradlinig  zurückgelegte  Weg  die  Gerade  F^  F^ 
schneidet.     Wir  schliessen  daher: 

Der  Ausdruck  D  hat  für  alle  Punkte,  die  auf  derselben  Seite  F^  F^  liegen, 
dasselbe  Zeichen,  für  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  entgegengesetzte  Zeichen. 

Nun  sind  aber  auch  die  Dreiecke  F^  /\  F^  für  zwei  Punkte  F^  von  gleichen 
oder  ungleichen  Zeichen,  je  nachdem  die  beiden  Punkte  F^  auf  derselben  Seite 
von  /j  F^  liegen  oder  nicht.  Nehmen  wir  hinzu,  dass  der  Ausdruck  D  für  die 
Coordmaten  des  Ursprungs  den  Werth 

0     0      1 

^1  yx    1 

^2  y%  1 

annimmt,   also  auch  rücksichtlich  des  Zeichens  mit  der  doppelten  Fläche   des 
Dreiecks  OF^  F^  übereinstimmt,  so  finden  wir:     Durch  die  Determinante 

^n  yQ    1 

1 

I 


A  = 


0 

1 


X.   y^ 


x^  y^ 


ist  die    doppelte  Fläche    des  Dreiecks  F^  /\  F^    auch   rücksichtlich 
des  Vorzeichens  ausgedrückt. 

8.    Den  Winkel  ö  zweier  Geraden  T^y  T'g,  der  gleich  dem  Winkel  ihrer 
Normalen  N-^^  N^  ist,  kann  man  aus  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen 

A^x-^  B^y  '\-  Cj  =0,       A^x-^  B^y-\-  6*2  =  0 
finden.     Denn  man  hat 

l  =  N^N^  =±  XN^  —  XN^  =  cpj  —  <Pj  , 
und  nach  No.  2: 


COSffi 


cos  93  = 


mithin 

1.      cos  d  = 


^Al  ^Bl 


A^A^  -h  B^B^ 


sm  9i  = 


,     sm  «pa  = 


sin  ö  = 


A^B^—A^B^ 


YÄf^B?  ■  yAi  ■+-  Bi  ' 


yA>  +  B^YA.»  -4-  B.f 

9.  Sind  die  Geraden  parallel,  so  ist  sin  $  ^  0,  sind  sie  normal,  so  ist  cos  3  =  ü. 

Die  Bedingungen  für  parallele  und  normale  Lage  der  beiden  Geraden 

AiX  ■+■  BiJ>  +  C,  =  0  und  A^x-h  B^y  +  C^  =  0 
sind  daher 


HmilbTh  «br  Ma  iieiiuuik.    Bd.  n. 


.fcft.. 
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• 

1.  fiir  parallele  Lage      ^i-ß^  —  -^2-^1  =  Ö,  oder  -<4,  :  ^^  =  ^2  •  ^2» 

2.  fiir  normale  Lage:      -^1^2  "*"  ^1^2  =  Ö»  oder  A2  :  B^  =  —  B^  :  -<4i. 
Die  Gleichung  jeder  zu  ^a:  H- ^>' -h  C  =  0  parallelen,    bez.   normalen 

Geraden  hat  somit  bei  willkürlichen  m,  n  und  C^  die  Form: 

Parallele:    mAx  -h  mBy  -f-  Cj  =  0,    oder  3.  Ax  -h  ^^  -+-  r  =  0, 
Normale:     «^9^  —  nAy  4-  C^  =  0,    oder  4.  j^jc  —  Ay  -^-(=^0, 
wo  nun  r  und  7  willkürliche  Constanten  sind. 

Aus  der  Gleichung  einer  Geraden  wird  also  die  Gleichung  einer  Parallelen 
erhalten,  indem  man  das  von  Coordinaten  freie  dritte  Glied  durch  eine  willkür- 
liche Zahl  ersetzt;  die  Gleichung  einer  Normalen  wird  erhalten,  indem  man  A 
durch  Bf  B  durch  —  Af  und  C  durch  eine  willkürliche  Constante  ersetzt 

Sollen  die  Parallele  und  Normale  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^,  y^  gehen, 
so  müssen  3.  und  4.  von  den  Coordinaten  x^f  y^  erfüllt  werden;  man  hat  daher 

Ax^  -h  By^  -h  r  =  0,  bez.  Bx^  —  Ay^  4-7  =  0, 
woraus  folgt: 

r  =  —  Ax^  —  By^,      7  =  —  Bx^  4-  Ay^. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  3.   und  4.  ein,  so  folgen  die  Gleichungen 
der  Parallelen:     5.    A{x  —  Xi)-^B(y  —yi)  =  0, 
der  Normalen:     6.    B(x  —  x^)  —  A(y — ^j)  =  0. 
10.   Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  T^,  T^  sind 
die  Werthe,    welche   den  Gleichungen   der   beiden  Geraden  zugleich  genügen. 
Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen 

A^X'\'  B^y  =  —  C| 

A^x  -h  B^y  =  —  C2 
der  Reihe  nach  erst  mit  B2  und  — B^\  dann  mit  — A^  und  A^\  und  addirt, 
so  erhält  man  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zu 

•^  \  t/A  "~~*  ■^^  2      1  2      1    "^^        12 

""^A.B^-A^B,'      ■^  =  Z;^2-^2^i' 
Diese  Coordinaten  werden  unendlich  gross,  wenn  A^B^ — -^^j^j  =  0,   d.  i. 
wenn  die  Geraden  parallel  sind  (No.  9). 

Wenn  zugleich  die  Zähler  verschwinden  B^C2  —  B^C^  =  A^Cy^  —  A^C^^^  0, 
so  werden  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  unbestimmt;  das  Verschwinden 
der  Zähler  und  des  gemeinsamen  Nenners  der  Lösungen  x  und  y  ist  aber,  wie 
man  sofort  sieht,  gleichbedeutend  mit  der  Proportion  A^  :  B^:  C^  =  A^  :  B2  :  Cg; 
ist  diese  erfüllt,  so  sind  die  Geraden  T^  und  T^  identisch. 

IL  Drei  Gerade  T^,  T^,  7\  gehen  durch  einen  Punkt,  wenn  es  ein 
Werthepaar  x,  y  giebt,  durch  welches  den  drei  Gleichungen  der  Geraden: 

^i^4-^,j^4-Ci  =  0 
L  ^2^ -h  ^jJ' -<- ^2  =  0 

^3-^  H-  ^aJ'  +  ^3  =  0 
zugleich  genügt  wird.     Sollen  diese  Gleichungen  bestehen,  so  muss  ihre  Deter- 
minante verschwinden: 


2.  ^  = 


^1 

B, 

c. 

A, 

R* 

Q 

A» 

Bz 

C, 

=  0. 


Man  kann  dieser  Bedingung  aber  noch  eine  andere  bemerkenswerthe  Form 
geben.  Das  Verschwinden  der  Determinante  R  zeigt,  dass  drei  Zahlen  wij,  wij,  Wj 
vorhanden  sind,  für  welche  die  drei  Gleichungen  bestehen: 
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tn^A^  -4-  m^A^  -f-  ^'3^3  =  0 

ftt  2  Cj  -^  ffi^  C^  ~i~  '^  3  ^3  ^^^  0. 
Multiplicirt  man  die  erste  mit  einer  willkürlichen  Zahl  x^    die  zweite  mit 
einer  andern  y  und  addirt  dann  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man 

Diese  Gleichung  ist  eine  identische,  sie  gilt  für  alle  möglichen  Werthe  der 
Unbestimmten  x  und  y]  und  umgekehrt:  wenn  es  drei  Zahlen  m^,  ;/?2»  ^3  ^^^^ 
durch  welche  die  Gleichung  4.  laentisch  erftillt  wird,  so  gelten  die  Gleichungen 
3.,  also  verschwindet  die  Determinante  Ä,  und  die  drei  Geraden  T'j,  T2,  T^  gehen 
durch  einen  Punkt 

Sollen  also  die  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  so  muss  es  drei 

Zahlen  «r^,  «Tj»  ^3  geben,  welche  die  Gleichung  4.  zu  einer  identischen  machen. 

Eine  lineare  Function  der  Coordinaten  eines  Punktes  Ax  -h  By  -h  C  wollen 

wir  künftig  gewöhnlich  mit  dem  Buchstaben  T  bezeichnen,  setzen  also  (unter 

Anwendung  des  Identitätszeichens  ^) 

T^  Ax-hBy-h  C 
Die  Gerade,    deren  Gleichung    7^=0  ist,    soll   im   Texte  als  die  Gerade 
r=  0,   oder  kurzweg  im  Texte  und  in  der  Figur  als  die  Gerade  T  bezeichnet 
werden.    Verschiedene  lineare  Functionen  der  Coordinaten  (also  auch  verschiedene 
Gerade)  unterscheiden  wir  durch  untere  oder  obere  Indices  an  den  Coeflficienten 
der  Functionen  und  geben  dem  Zeichen  T' denselben  Index,  setzen  also 
r,  s  A^x  -h  B^y  -f-  C„      T'  =  A'x  -^By-^C  u.  s.  w. 
Nun  können  wir  die  oben  entwickelte  Bedingung  4.  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen:    Gehen   drei   Gerade    7\  =  0,     7^2  =  0,     7^3=0    durch    einen 
Punkt,  so  giebt  es  drei  Zahlen  »ij,  m^^  m^  für  welche  identisch 
5.  iw,  T^  -^tn^T^-^-  W3  7^3  =  0; 

und  umgekehrt:  wenn  es  drei  Zahlen  m  giebt,  durch  welche  die  Identi- 
tät hergestellt  wird: 

»i^r, -hW2  7-3-4- ///3  7*3^0, 
so  gehen  die  drei  Geraden  7^1,  7^2,  7^8  durch  einen  Punkt. 

12.  Wir  wollen  nun  einige  Anwendungen  des  soeben  gewonnenen  Satzes 
geben. 

Die  Gerade  P^  P^  hat  die  Gleichung  (No.  3) 

Die  Gerade  T^^  die  durch  P^  normal  zu  P^P^  gelegt  wird,  hat  also  (No.  9,  G) 
die  Gleichung: 

^0  ^  (^1  —  ^2)  (^  —  ^0)  +  Ol  —  ^^2)  Cv  — ^'o)  =  0. 

Ersetzt  man  die  Indices  0  12  der  Reihe  nach  durch  12  0  und  durch  2  0  1, 
so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Geraden  T^  und  7^2,  die  durch  die  Punkte 
/*,  und  P^  normal  zu  den  Geraden  P^P^  bez.  P^^P^  gelegt  sind,  nämlich 

r,  ^  (^2  —  ^0)  (^  —  ^1)  ■+-  02  — ^'o)  (y  —y\)  =  o 
^2  «^  (^0  —  ^1)  (-^  —  -^2)  -H  Oo  —y\)  O  —72)  =  0. 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  der  Höhen  des  Dreiecks  P^P^P^.  Man 
sieht  sofort,  dass  die  Summe  T^  -\-  T^-^-  T^  identisch  verschwindet  und  hat 
damit  eine  analytisch-geometrische  Herleitung  des  Satzes:  Die  Höhen  eines 
Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

13.  Theilt  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  P^P^P^  der  Reihe  nach  durch 
die  Punkte  üg,  IIq,  ü^  in  den  Verhältnissen 

3* 
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so  sind  (§  2,  No.  6)  die  Coordinaten  der  Theilpunkte: 


1. 


^0  «^2  "*"  ^a-^o 


»^ 


0 


ttii 


^2  = 


^xyo-^^oy\ 


m 


tn 


0 


1^0  — 


W. 


W 


1^1  = 


»ll>'2-h»ljJ/0 


m 


tn 


2 


^    >'     1 

X     y 

^0    >'o     1 

=  0, 

^1   .^'i 

U     TQO       1 

El    fix 

X     y      \ 

^2     >'2      1 
^2      ^2      1 


=  0. 


Die  Geraden  T^^  T  ^,  T^,  welche  die  Ecken  P^,  F^^  F^  des  Dreiecks  mit 
den  Theilpunkten  Oq  H^  Hg  der  Gegenseiten  verbinden,  haben  die  Gleichungen 

1 

1     =0, 
1 

Setzt  man  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Punkte  11  q,  11  j,  02  aus  1.  ein, 
und  multiplicirt  die  Determinanten  der  Reihe  nach  mit  (»ij  -h  i«q),  {m^  -h  m^\ 
(wj  -f-  /«o)»  indem  man  die  Glieder  der  letzten  Zeile  jeder  Determinante  mit 
diesem  Faktor  multiplicirt,  so  zerfallt  dann  jede  Determinante  in  die  Summe 
zweier  Determinanten,  in  deren  jeder  die  Glieder  der  letzten  Zeile  eine  der  Zahlen 
m^f  m^f  m^  als  gemeinsamen  Faktor  haben.     Setzt  man  nun  abkürzend 


^0  = 


X 


yx 


1 
1 


^2  y%  1 


5,= 


X 


2  y% 


1 

X     y      \ 

1 

,             Oj  — 

^0  y^  1 

1 

^1  y\  1 

*o  y^  1 

so  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Geraden  T^^  T^^  T'g  schliesslich  in  der  Form: 

Tq^m^S^—  m^  ^1  =  0  , 

T'i^fftQ  Sq  —  ^2  »^2  ^=  ^  » 

T^^m^  S^  —  niQ  Sq-=Q  , 
Die  Summe  Tq-^-  T^-^  T^  verschwindet  identisch.     Wir  erhalten  daher 
Theilt  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  F^F^,  ^1-^2»  •^2-^0  der  Reihe 
nach  in  den  Verhältnissen  Mq  :  m^f  m^  : /Wg»  ^'^a-^^o»  ^^  gehen  die  Ver- 
bindungslinien der  Theilpunkte  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken 
durch  einen  Punkt. 

Sind  «0,  «1,  «2  ^^^i  positive  reale  Zahlen,  und  theilt  man  durch  die  Punkte 
Wq  und  Wq    die  Strecke  /^/'g  ^^  ^^^  Verhältnissen  n^  :  «2  ^J^<i  —  ^1  •  ^2 


n,    „  n,' 


ii 


11 


■*  2-*0     " 


I) 


1} 


tt 


}i 


fin  i  n. 


}t 


-— «2  •  ^0 


II 


n/ 


2        tf       **2       »»  »»  0"^1     »»        »»  '»        »»         f»        ^0  •  ^1       "  ^0  •  ^1 


und  verbindet  jedes  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  F^F^F^  liegende  Paar  Theil- 
punkte mit  der  gegenüberliegenden  Ecke,    so  erhält  man  sechs  Gerade.     Von 
diesen  gehen  nach  dem  vorigen  Satze  zunächst  die  drei  nach  den  innern  Theil- 
punkten gehenden  /oHq,  F^^^  F^^  durch  einen  Punkt. 
Für  die  Punkte  nQOj'Ilg'  gelten  die  Theilverhältnisse 

«i»«2»       ^2'(""'^o)»       ( — «o)*^i» 
also  gilt  ebenfalls  der  obige  Satz;  ebenso  für  die  Punkte  IIqTIiTIj',  welche  die 

Theilverhältnisse  ( — «i):«2»  «2  •  ^0»  ^2  •  ( — ^1) »  ^^^  ^^  n^'H/IIa,  welche 
die  Theilverhältnisse  «|  :  ( —  «2)»  ( —  ^2)  •  ^0»  ^0  •  ^1  haben.  Man  kann  also 
den  Satz  folgendermaassen  vervollständigen. 

Theilt  man  die  Seiten  Pq/^,  F^F^t  P^F^  eines  Dreiecks  innen  und 
aussen  in  Verhältnissen,  die  die  numerischen  Beträge  n^  :n^,  n^  itIq, 
«Q :  «j  haben  und  verbindet  die  drei  Paare  Theilpunkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken,  so  gehen  diese  sechs  Transversalen  vier- 
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mal  zu  je  dreien  durch 
einen  Punkt;  in  einem 
dieservierPunkte  schnei- 
den sich  die  nach  den 
innern  Theilpunkten  ge- 
henden Transversalen;  in 
den  andern  drei  Punkten 
treffen  sich  je  zwei  nach 
äusseren  Theilpunkten 
mit  einer  nach  einem 
innern  Theilpunkte  ge- 
henden Transversale. 


14.  Wir  wenden  uns  nun 
zur  Betrachtung  der  all- 
gemeinen linearen  Glei- 
chung in  Liniencoordi- 
naten. 

Jede  lineare  Gleich- 
ung inLiniencoordinaten 
ist  die  Gleichung  eines 
Punktes. 

Die  allgemeine  Gleichung 
lautet: 
1. 


(M.967.) 


Mu  -t-  ^z'  -f-  ö  =  0. 
Ist  ö  =  Oi  so  geht  die  Gleichung  über  in 

2.  Mu  -f-  Nv  =  0,  oder  u\v=  —  -A^:  M, 
ist  also  die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes. 

Ist  ^=  0  oder  N^=-  0,  so  wird  aus  1. 

3.  Nv  -+-0  =  0,  bez.  4.  Mu  =  ^  =  0,  woraus  folgt 

v=  —  Q\  N,      bez.  a  =  —  Q  :  M, 

Die  Gleichungen  Mu  -\-  Q  =  0  und  JVv  -+-  ^  =  0  sind  also  Gleichungen 
von  Punkten  /\  und  jPg»  ^^^  ^"^  ^^^  -Y-Achse  bez.  der  K-Achse  liegen, 
und  für  welche  OP^  =^  —  M:Q,  bez.  OP^=  —  N:Q, 

Ist  keine  der  Zahlen  M,  JV,  Q  gleich  Null,  so  kann  man  1.  durch  ( —  Q) 
dividiren  und  erhält 


5. 


M 


N 


u 


z;  —  1  =  0. 


Vergleicht  man  dies  mit  §  4,  2,  so  sieht  man: 

Die  Gleichung  Mu -j- JVv -¥- Q  ^=  0  ist  die  Gleichung  eines  Punktes, 
dessen  Coordinaten  ( — M) :  Q  und  ( — N):Q  sind. 

15.  Die  Gerade,  deren  Coordinaten  «',  v'  sind,  hat  die  Gleichung  u'x-^v^ 
— 1=0;  von  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  £,  t)  sind,  hat  also  diese  Gerade 
den  Abstand 


y^ 


V 


'2 


Ist  die  Gleichung  des  Punktes  Mu  -h  Nv  -^Q  =  0,  so  sind  die  Coordinaten 
desselben  5  =  —  M:  g,  i)  =  —  N:  Q.  Der  Abstand  der  Geraden  «',  v'  von  dem 
Punkte  Mm  -h  Nv  n-  g  =  0  ergiebt  sich  also  zu 


3» 
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/  = 


1 


{Mu'  -h  Nv'  -4-  Q). 


16.  Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  sei 

1.  Mu-^Nv-^Q^Q, 

Sind  Wj,  v^,  u^t  v^  die  Coordinaten  der  gegebenen  Geraden  T^  und  7*2»  ^^ 
erfüllen  diese  die  Gleichung  1.;  man  hat  also 

2.  Muy^  -+-  Nv^  ^-  Ö  =  0, 

3.  Mu^  -h  Nv^  -f-  ö  =  0. 

Sollen  für  nicht  verschwindende  Werthe  von  My  N^  Q  diese  drei  Gleichungen 
zugleich  bestehen,  so  müssen  die  Unbestimmten  «,  v  so  gewählt  sein,  dass  die 
Determinante  verschwindet: 

u      V      \ 


u^    v^ 


»«    V 


2 


1 
1 


=  0. 


Diese  Gleichung  ist  daher  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  von  T'j  und  T^, 
17.  Die  Coordinaten   der  Geraden,   welche   durch    die  Punkte  Px^%   geht, 
deren  Gleichungen  sind 

i/i« -h  jVjZ; -4- öl  =  0 

genügen  diesen  beiden  Gleichungen  und  ergeben  sich  durch  Auflösung  derselben  zu 


tt  = 


^xQi-^iQi 


Z/  = 


M^Q,-M,Q, 


18.  Die  lineare  Function  der  Liniencoordinaten  Mu  -h  Nv  -h  Q  soll  künftig 
mit  dem  Buchstaben  jP  (oder  gelegentlich  durch  11,  ^ß  etc.)  abkürzungsweise  be- 
zeichnet, verschiedene  Functionen  sollen  durch  Indices  an  M,  JV,  Q  und  P  unter- 
schieden werden.  Der  Punkt,  dessen  Gleichung  P=0  ist,  soll  als  der  Punkt 
P=zO  oder  schlechthin  als  der  Punkt  jP  bezeichnet  werden. 

Wenn  drei  Punkte 

1.  /'i^J/iW^-iV^itz-f-Öi  =0 


-P2^^2^-+--^a^^-  Öa  =0 


auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  die  Coordinaten  dieser  Geraden  den  drei 
Gleichungen  genügen,  also  verschwindet  deren  Determinante 


2. 


Ä 


Mo  No  Qo 
M,  N,  Q, 
M^   N^   (22 


=  0. 


Das  Verschwinden  dieser  Determinante  ist  aber  gleichbedeutend  mit  dem 
Zusammenbestehen  der  Gleichungen  (vergl.  No.  11) 

3.  1^0-^0 -^f*i-^i -+-f^a-^a  =  0 

f^O  öo  -^  P-l  Q\  -+■  f^2  öa  =  0. 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  einer  willkürlichen  Zahl  «,   die  zweite   mit 
einer  willkürlichen  Zahl  v  und  addirt,  so  erhält  man 

4.  H^o -^0 -+■  K^i  ^1  H-p.2A  =  0; 

diese  Gleichung  ist  identisch.  Liegen  also  drei  Punkte  /*q  =  0,  /\  =  0, 
/j  =  0  auf  einer  Geraden,  so  giebt  es  drei  Zahlen  (jlq,  jxj,  jxj»  ^^r 
welche  die  Summe  ^qP^-^-^x^x  ~*~f^2^2  identisch  verschwindet 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt. 

19.  Die  Coordinaten  des  Punktes  IIq,  welcher  die  Strecke  der  Punkte 
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jR^^x^u  -h^iV  —  1=0 
F^  ^  x^u  -hy^jV  —  1=0 
im  Verhältniss  [n^  :  [Aj  theilt,  hat  die  Coordinaten 

^  f*i  -+■  1*8      '   .     "^  f^i  -+-  f*2 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Punktes  11  ^ 

ein,  und  multiplicirt  mit  fx^  +  (1.21  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Punktes  IIq» 

Ho  =  1*1  ^1-4-1*2^=0» 
im  engsten  Anschlüsse  an  die  vorige  Nummer. 

20.  Die  .Gleichungen  der  Punkte  Üq,  Ilj,  11  j,  welche  die  Seiten -Pj/^j,  jP^Pq, 

PqPi  eines  Dreiecks  P^P^F^  der  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  «j  :  «g»  «a  •  ^0» 

( — ^o)*^i  theilen,  sind  nach  dem  Vorhergehenden 

Das  Trinom  IIq  —  Oi  —  Oj  verschwindet,  wie  man  sieht,  indentisch.  Also 
liegen  die  drei  Punkte  W^\  fli,  Oj  auf  einer  Geraden. 

Sind  «Q,  «1,  «2  positive  reale  Zahlen  und  construirt  man  die  drei  Punktep'aare 
HoHo',  HiIIj',  Oalla',  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  P^P^Pq  der  Reihe  nach 
innen  und  aussen  in  Verhältnissen  theilen,  die  numerisch  gleich  n^m^t  «2  •  ^0» 
ÜQ  :  »j  sind,  so  theilen  also 

IIjj  und  Uq    die  Strecke  PiP^  in  den  Verhältnissen  «^  :  «2  ^^^  ( —  «i)  ^  «2 
*M     "     *M      »»         >»        P%P^   9f      ff       ff     ff     tt      ^2  •  ^0     »'     \     ^9)  •  ^0 

"2       "       *'2        ff  ff  PqP\     »»        »»  "        »»        »»         ^0  •  ^1       "      V"""  ^0/  •  ^1* 

Von  den  drei  Paar  Theilpunkten  liegen  daher  viermal  je  drei  auf  einer  Ge- 
raden, nämlich 

1.    00,0^,02';    2.  n«,  n/,  Ha;    3.   Ho',  n^  Hj;    4.   Oo',  n/,  n,'. 

Dieser  Satz  ist  ebenso,  wie  der  in  No.  13  gegebene,  einer  Umkehrung  fähig. 


§  6.    Projective  Strahlbüschel  und  Punktreihen. 

1.  Jede  Gerade   T^^  die  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  T^  und  T^ 
geht,  hat  nach  §  5,  11  eine  Gleichung  von  der  Form 

^3  ^  ^1  ^1  -+-  «2 ^2  =  0  > 
denn    aus  m^T^-^m^T^-^-Pi^T^^O  leitet   man   ab  — m^T^^m^T^ -hm^T^ 

und  hieraus  T^ssn^T^  -i- n^T^, 

indem  man  — m^im^  und  — tn^'.m^  durch  n^  und  «2  bezeichnet. 

Die  Sinus  der  Winkel  T^T^  und  T^T^  ergeben  sich  zu 

yjf+B}  •  yjf+Bi ^  ' '  1  '     2  2/   V 1  1     »2/1/ 

yAl  +  B^-VAi  +  Bf 


I»       1     ri 
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Ebenso    findet  sich   sin  T.T^  = 


Hieraus  folgt 

sin  Ti  T^  :  sin  T^  T^  = 


Das  Verhältniss  sinT^T^  :  sin  T^T^  nennen  wir  das  Sinusverhältniss,  in 
welchem  der  Winkel  T'jT'g  von  der  Geraden  T^  getheilt  wird;  wir  haben 
daher   den   Satz:     Die    Gerade  r,  ^«ir, -f- «^r,  =0   theilt   den  Winkel 

T^T^  im  Sinusverhältniss  n^yAj-hBj  :  n^j/A^-hB}  . 

2.  Gehen  durch  den  Schnittpunkt  von  T^  und  T^  die  beiden  Geraden  T^ 
und  T^f  und  hat  man  T^^n^^T^  4- «23^2*       ^4  ^^14^1  "+"^24^1» 

so  ist      """  ^'^^  • '''''  ^^ ^4  _^23y^ r-^-g|  .  n,,yA!-^Bl^n^^  n^ 
sinT^T^  'sin  T^T^       n^^V^i^^^i  '  ^iaV^?-^^!       ^1»  *^i*' 
Das  Verhältniss 

sin  T^T^     sjnj\7\ 
sin  T^T^  *  sin  T^T^ 
heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  T^T^T^T^  und  wird  ab- 
kürzungsweise durch  das  Symbol  {T^T^T^T^)  bezeichnet 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  ist  also  von  den 
Coefficienten  der  Gleichungen  der  Strahlen  unabhängig;  es  hängt  nur  von  den 
Zahlen  ab,  durch  welche  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  zweier  dieser  Geraden 
aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  beiden  andern  abgeleitet  werden 
können. 

3.  Die  Coordinaten  der  Strahlen  Ty^,  T^,  T^,  T^  sind 

■^1  '^1  2  9 

v^l  ^i  ^2  ^2 

«18-^1 -•- ^2  3-^2         ^18^1^1  -+"«28^2^2 


««  =  — 


V.  = 


^13^1  '^"  ^2  8^2  ^18^1  "+"  ^2  3^2 

^13-^1'+"  ^2  3-^2  ^13^1^1  -+-«23^2^2 


1. 


^1  3^1  4"  ^2  3  ^3  ^13^1  "^^2  3^2 


Ua  =  — 


2 

^14^1  "^"^24^2  ^14^1  "^"^24^2 

^     ^         ^14-^1  -^  ^24-^2  __  ^1  4^1^^  +  «24^2^2 
^14^1~^^24^2  ^14^1  "^  ^24^2 

Denkt  man  sich  die  Werthe  u^,  v^,  u^,  v^  gegeben,  so  erhält  man  zunächst: 
Die  Coordinaten  jeder  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  T^  und  T^  geht,  werden  nach  den  Formeln  berechnet: 

2.  «  =  — L-^ ^-1,       ^  =  _l_i 2-1. 

tn-^  -^  tn^  /W|-4-  fn2 

Denkt  man  sich  femer  die  Gleichungen  von  Ty  und  T^  in  der  Form 

Tj  =  UyX  H-  z;j^  —  1  =  0,         7^2  s  u^x  -JfV^y  —  l^O, 

und  hat  man  für  zwei  Gerade  des  Büschels  T^,  T^  die  Coordinaten  nach  den 

Formeln  abgeleitet 

^     ^  ^^3^1   -+-^28^2         ^     _  »^13^1  -'-^2  3^2 
3  «M  »     -Mt  '3 


^13+^23  ^18"T-^23 

^14^1   -^  ^24^2         ^.  »«14^1  -+-»«24^2 

^4  =  — z; — T-zr '    ^4  = 


^14  "T"  ^2  4  ^14  "'"^24 


so  ist  nach  No.  3  und  2  das  Doppelverhältniss  der  Geraden  T^T^T^I^: 
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{T,T,T,T,)=^ 


wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  mit  Hülfe  von  «3,  z^g,  «4,  z;^  die  Gleichungen 
bildet 

^8  =  «8^  +  ^3J'— 1  =  0, 

4.  Ist  das  Doppelverhältniss  von  vier  Geraden  T^  T^l\7 ^  gleich  der  nega- 
tiven Einheit,  so  ist 

sin  T^  T^  sin  T^  T^ 

sin  T^T^^~^  sin  T^  T^  ' 

7*3  und  7^4  theilen  also  dann  den  Winkel  T^T^  und  den  Nebenwinkel  in  dem- 
selben Sinusverhältniss;  die  Geraden  T^  ^j^a  T^  heissen  dann  harmonisch. 
Sind    T'i  =  0,      T^  =  0,      T^^n^T^'\- n^T^=^^    die    Gleichungen    oder 

^i>^t»  ^9f^99  »a  =  — ; — ^-^,    2^3= —        . ^— ^  die  Coordmatcn  dreier 


Geraden,  so  sind  daher  die  Gleichung,  bez.  die  Coordinaten  der  vierten  harmo 
nisch  zugeordneten  Geraden 

T^^n^T^  —n^T^^O,   bez. 


^i«i  — 
«4  =  —^-^ 

via 

,    v^  = 

Ist 

{T,T,T,T,) 

sin 
stn 

so 

sieht 

man  sofort,  dass  auch 

1. 

(T,T,T,T,) 

sin 
sin 

2. 

{T,T,T,T,) 

sin 
stn 

3. 

{T,T,T,T,) 

sin 

rp     rp       . 

sin  T^T^ 
sin  T^  T^  "" 


1, 


sin  r  1  r, 

— ^  =  —  1 

sin  T^T^ 

sin  T^T^ 


sin  T^T^ 


sin  T^T^ 

sin  1\T^  ~"   ^' 

Aus  diesen  vier  Formeln  folgt,  dass  man  bei  der  Angabe,  vier  Strahlen 
eines  Büschels  seien  harmonisch,  nicht  auf  die  Anordnung  der  vier  Strahlen, 
sondern  nur  auf  ihre  Eintheilung  in  zwei  Paare  T^T^  und  73  7'4  zu  achten 
hat;  man  sagt  daher  zweckmässiger:  Die  Strahlenpaare  T^T^  und  T^T^ 
sind  harmonisch.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  man 
die  beiden  Paare  aufzählt  und  wie  man  die  Strahlen  jedes  Paares  anordnet. 

5.  Unter  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  /\  ^a -^s  P\  einer 
Geraden,  symbolisch  bezeichnet  durch  {P^P^P^P^y  versteht  man  den 
Quotienten 

/  x>      r\      r^      T\    \.  '^  \        %  "^  1  "^^4 

(-*  1-*  2-^3-*  4)  ^^    p   p      •  '/>   p     • 

-*  3-*  2        -^4-*  2 

SindjC       V'X       V    '    X       -^^»3^1  +^^23^2  ^     _^13J'l+^'23J'2. 


^13"»"^23  ^13"*"^23 

^    ^m^^Xy  -H  ^24-^2  ^^14>'l  +^24.>'2 


^14"r-^24  ^14  "+"^24 


die  Coordinaten  der  vier  Punkte,  so  ist  ihr  Doppelverhältniss 
1.  (A  P,  P,  P,)  = 


/;/23       ^24 


^13       ^14 


_  . -Tä» w.i- ■" - Jv _■• 
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Nach  §  5,    18    besteht;    wenn  /^^  =  0  -Pg  =  Ö»    -P=0  Gleichungen   dreier 
Punkte  einer  Geraden  sind,  zwischen  den  Polynomien  /\,  /g»  ^  ^^^^  Identität 

von  der  Form  y.P -^  ^^Py^  -+-  [^2-^2  =  Ö-    ^^  ^^^  ^^^  ^P^  —  f^i-^i  — 1^2-^2»  ^^^^ 
die  Gleichung  von  P, 

wenn  man  — iaj  ijjl  und  — [^2  •  P*  durch  v^  und  vg  bezeichnet. 

Ist  nun        P^^M^u-^-N^v-^Qj^,      P^^M^U'\' N^v -¥  Q^^ 
so  ist  /'^(v^il/i  H- v2i!/2)«H-(viiV,  -f- v2-A^2)^-<- (^löi 

Die  Coordinaten  der  Punkte  Z^,  /g  ^^^  ^  ^^'^d  daher 


Qt\ 


•^1=- 


^t 


-Vi 


—         n     »      -^2  — 


M. 


2 


.^2  =  — 


^, 


2 


und 


Qx'     '^~        Qx'        '  02  ' 

Vj J/j  4-  vg J/j        Vj  öl jf,  4-  V2Ö2^2 

v,Öi-^V2Ö2 


2 


y^ 


Vl^l 


»2'^2 

^2^2- 


VlÖl>'l    -+-Vj,Ö2J'2 


Das  Theilverhältniss  P^P:PP^  ist  somit: 


-20 


2 


2. 


p,p 


n 


2" 


^A    «löi  • 


Hat  man  nun  die  Gleichungen  der  Punkte  P^^  P^  aus  den  Gleichungen  der 
Punkte  /*|,  P^  nach  den  Formeln  abgeleitet 

so  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  nach  1.  und  2. 


3. 


{P,P,P,P,)^ 


23 


24 


n 


n 


13        '*14 

Die  beiden  Punktpaare  P^  /j  und  P^  P^  heissen  harmonisch,  wenn 
das  Doppelverhältniss  (/*,  P^P^P^)=^ —  1;  es  ist  dann,  wie  man  sofort  durch 
Bildung  der  Doppelverhältnisse  sich  überzeugt,  auch 

(A  />,  P^  F,)  =  (P,  A  A  ^4) 

=  (A  A  ^4  ^j)  =  (^,  ^4  A  A) 
=  (T^j  P^  P,  P,)  =  (i^  />,  />,  />,) 

=  (/>,  p,  A  A)  =  - 1- 

Sind  die  Gleichungen  eines 

Punktpaares  jP^  =  0,  /'g  =  ö»  ^'^d 
die  Gleichungen  eines  anderen 
P^^n.P^-hn^P^^O,  P^^n^P^ 
—  n^P2  =  0f  so  sind  die  Paare 
harmonisch. 

Sind  zwei  Punktpaare  harmonisch, 
so  theilt  jedes  Paar  die  Strecke  des 
andern  innen  und  aussen  in  numerisch 
gleichem  Verhältnisse,  denn  aus 

A-P3.AA j 

P3P2      -^4-^2 

PlPs  l  P^P^  =  —  \^l-^i   •  -^4 -^2)* 

Zu  drei  Punkten  /\,  /'j,  /^g  einer  Geraden  kann  man  den  vierten 
harmonischen  finden,  indem  man  durch  P^  und  P2  zwei  Parallele  P^A  und 
P2B  zieht,  CA  =  AB  macht,  und  hierauf  durch  A  eine  Parallele  zu  C-Pj  zieht; 
diese  schneidet  PiP^  in  dem  gesuchten  Punkte  P^.    Denn  man  hat 

P^P^  :  P^P^  =  P,A  :  AB^P^A  :CA^-^P^A:  AC^  -  i^j/^  :  /\/>,. 


(M.  868.) 


folgt: 
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Verbindet  man  F^,  P^^    /*,,  P^  (No.  5)  mit  einem  Punkte  P^,  der  nicht 
auf  derselben  Geraden  liegt,  so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  P^  P^  und 


PoJ'i 


r,= 


X 

X 
X 


y 

0  y^ 

1  y\ 


1 
1 
1 


=  0; 


r,^ 


X 

^( 

X. 


y 

yo 

y^ 


1 
1 
1 


=  0. 


Die  Gleichungen  der  Geraden  PqP^  und  PqP^   ergeben  sich  zunächst  zu 


X 
X 
X 


y 

0  yo 
3  yz 


1 
1 
1 


=  0, 


X 

y 

1 

^0 

yo 

1 

*4 

y^ 

1 

0. 


Setzt  man  hier  die  Werthe  von  x^^  y^^  ^v  y^  ^^^  ^^^  multiplicirt  dann  die 
letzte  Zeile  jeder  Determinante  mit  ni^^-{-  m^^^  bez.  m^^  -k-m^^t  so  lassen  sich 
diese  beiden  Gleichungen  in  der  Form  schreiben: 


m 


13 


T^  -t-  W28  ^8  =  0»       T^^m^^  7\'\-  »I24  ^2  '^  ^* 


Das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  ist  also 


(T,T. 


»  n  ^4)  = 


m 


33 


z» 


94 


^13       ^ 


14 


gleich  dem  der  Punkte  P^P^P^P^.  Wir  haben  folglich  somit:  Werden  vier 
Strahlen  eines  Büschels  von  einer  Geraden  geschnitten,  so  ist  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen  gleich  dem  Doppelverhältniss 
der  vier  auf  ihnen  liegenden  Schnittpunkte. 

Insbesondere  werden  also  vier  harmonische  Strahlen  von  jeder  Geraden  in 
vier  harmonischen  Punkten  geschnitten,  und  vier  harmonische  Punkte  von  jedem 
Punkte  aus  durch  vier  harmonische  Strahlen  projicirt. 

7.  Das  vollständige  Viersei t.  Unter  einem  vollständigen  Vierseit  versteht 
man  die  Figur,  welche  von  vier  Geraden  einer  Ebene  gebildet  wird,  von  denen 
nicht  drei  durch  einen  Punkt  gehen.  Diese  vier  Geraden  T^  T^  T^  T^  heissen  die 
Seiten  des  Vierseits;  sie  schneiden  sich  in  sechs  Punkten,  den  Ecken  des  Vierseits. 

Der  Schnittpunkt  von  7",  und  Tk  wird  passend  mit  Aik  bezeichnet,  so  dass 
die  Ecken  des  Vierecks  sind  A^2t 

Je  drei  Ecken  haben  einen 
Index  gemein;  diese  liegen  auf 
der  Seite,  die  denselben  Index 
hat  Aus  den  sechs  Ecken  lassen 
sich  drei  Paare  bilden,  so  dass 
die  Punkte  eines  Paares  keinen 
gemeinsamen  Index  haben,  näm- 
lich die  Paare  ^^  und  A. 
und   Aoa\    A 


34) 
^13      und     ^24'»      ^14      "^d     ^2  3*» 

die  drei  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  jedes  Paares  sind  von  den 
Seiten  des  Vierseits  verschieden 
und  heissen  die  Diagonalen  des 
Vierseits.  Die  vier  Seiten  und 
die  drei  Diagonalen  bilden  das 
vollständige  System  der  Geraden, 
welche  je  zwei  Ecken  des  Vier- 
seits verbinden. 


(M.  360.) 
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Wir  wollen  die  Diagonale  A^^A^^  mit  S^,  A^^A^^  mit  Sg»  -^u -^as 
mit  Sg  bezeichnen. 

Sind-  T^  =0,     T^  =  0,     T^g  =  0,     7^  =  0,     Sj  =0,     Ja  =  0,    23  =  0  die 
Gleichungen  der  Seiten  und  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits,  so  lässt  sich 
Sj,  da  diese  Gerade  durch  A^^  g^^t,  in  der  Form  darstellen 
1.  Si  =ö,ri -+-Ö2^2  =  Ö. 

Da  ferner  S^  durch  A^^  geht,  so  lässt  sich  S^  auch  in  der  Form  darstellen: 

Aus  1.  und  2.  folgt  die  Identität 

woraus  sich  weiter  ergiebt 

3.  a^Ti  —a^T^^a^T^  ^a^T^. 

Die  Gleichung  a^T^  —  «3^3  =  ^  ^^^  ^^^  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch 
-^13  geht;  a^T^ — 02^2="^  ^^^  ^^^  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  A^^ 
geht;  nach  3.  sind  diese  Geraden  identisch,  also  ist 

die  Gleichung  der  Geraden  ^1 3 -^34,  d.  i.  der  Diagonale  Sj ;  es  ist  also 

4.  $2  ^^1^1  —^3^8  ^^4^4  ~  ^2^2- 
Aus  der  Identität  3.  folgt  femer 

Nun  sind  a^Ty^  — a^T^  =0  bez.  a^T^  —  a^T^  =  0  die  Gleichungen  zweier 
Geraden,  deren  erste  durch  A^^f  die  andere  durch  -^^23  geht;  da  nach  5.  diese 
Geraden  identisch  sind,  so  fallen  sie  mit  der  Geraden  -^14-^23  zusammen;  also 
ist  die  Gleichung  dieser  Diagonale 
6.  Js  ^«1^1  -  a,T^^a,T,  -  a^T,  =  0. 

Aus  1.,  4.  und  6.  folgt: 

7.  Si  —  22  =  «2^2 -+- ö^3^3  ;  8.      Sl -+- 22  ^  fll^H- ö^4^4 

9.  Si  —  S3  ^  «2^2  H-  «4^4 ;  10.     Si  4-  Ss  =  aiTi  -4-  «sTs 

11.  S2  —  S3  ^  04^4  —  «3^3  ;  12.      22-1-23^0^1^1  —  «272. 

Die  Identität  7.  lehrt,  dass  Si  —  ^2  =  0  (der  «2^2  —  ^3^3  =  0)  die  Gleichung 
der  Geraden  ist,  welche  den  Schnittpunkt  Bz  der  Diagonalen  Zu  S2  J^it  dem 
Punkte  -^23  verbindet;  ferner  folgt  aus  8.,  dass  2i  -h  J2  =  0  die  Gleichung  der 
Geraden  B^Au  ist.  Ebenso  ergiebt  sich  weiter,  dass  Si  —  ^3  =  0  und  2i  -h  S3  =  0 
die  Gleichungen  der  Geraden  B2A24  und  bez.  B^Ai'i,  sowie  dass  S2  —  S3  =  0 
und  22-1-23  =  0  die  Gleichungen  von  BiAu  und  B^Ai^  sind. 

Nach  No.  4  sind  die  Geraden 
a)  2i  =  0,    22  =  0,    2i-h22  =  0,    2i  — 22  =  0; 

p)  2i  =  0,    23  =  0,    2i-+-23  =  0,    2i  — 23  =  0; 

7)  22  =  0,    2^  =  0,    22 -+-23  =  0,    22  —  23  =  0; 

harmonisch.  Wir  haben  daher:  Im  vollständigen  Vierseit  bilden  je  zwei 
Diagonalen  mit  den-  Geraden,  welche  vom  Schnittpunkte  dieser 
Diagonalen  nach  den  beiden  Ecken  des  Vierseit  gehen,  die  nicht 
auf  den  Diagonalen  liegen,  zwei  harmonische  Strahlenpaare. 

Da  harmonische  Strahlenpaare  von  jeder  Geraden  in  harmonischen  Punkt- 
paaren geschnitten  werden,  so  folgt  weiter:  Die  auf  jeder  Diagonale  liegen- 
den Ecken  des  vollständigen  Vierseits  bilden  mit  den  Schnittpunkten 
dieser  Diagonale  mit  den  beiden  anderen  zwei  harmonische  Punkt- 
paare. 

Die  Ecken  A\2  A2^  bilden  mit  der  Ecke  A^  und  dem  Punkte,  in  welchem 
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die  Sdte  von  der  Geraden  AuBi  geschnitten  wird,   zwei  harmonische  Paare; 
oder  allgemein,  wenn  (,  i,  /,  m  eine  Permiitatjon  der  Ziffern  1,  2,  3,  4  bedeutet: 

Auf  jeder  Seite  des  vollständigen  Vierseits  bilden  die  Ecken  ^n 
und  A,t  mit  der  Ecke  Ai„  und  mit  dem  Schnitt  der  Seite  mit  der 
Geraden,  welche  die  Ai„  gegenüberliegende  Ecke  A^/  mit  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  durch  An  und  An  gehenden  Diagonalen 
verbindet,    zwei  harmonische  Punkt'paare. 

Aus  diesen  Sätzen  ergiebt  sich  folgende,  ausschliesslich  durch  das  Ziehen 
gerader  Linien  erfolgende  Construction  des  vierten  harmonischen  Punktes  zu 
drei  gegebenen. 

Um  die  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  A,  B,  Cz\i  finden,  ziehe 
man  A£>,  BD,  CE,  FB  und  DG; 
daiui  ist  H  der  gesuchte  Punkt 

Um  zu  drei  Strahlen  DA, 
DB,  DC  eines  Büschels  den 
vierten  harmonischen  zu  finden, 
schneide   man  die  drei  Strahlen 
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durch  eine  Gerade  in  A,  B  und  C  und  ziehe  durch  C  eine  zweite  Gerade,  die 
die  Strahlen  DA  und  DB  in  /"  und  E  schneidet;  zieht  man  nun  AE  und  FB, 
so  ist  DG  der  gesuchte  Strahl. 

8.  Das  vollständige  Viereck.  Unter  einem  vollständigen  Viereck  versteht 
man  die  Figur,  welche  aus  vier  Punkten  Pi  P2  P^  Pi  und  den  sechs  Geraden 
Gi3  Ga  G\i  G23  G34  Gu  besteht,  die  je  zwei  von  den  vier  Punkten  verbinden. 
Die  vier  Punkte  P  heissen  die  Ecken,  die  sechs  Geraden  G  die  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks.  Je  drei  von  den  sechs  Seiten  haben  einen  Index  gemein 
(z,  B.  Gi2  Gi3  Gu);  diese  gehen  durch  den  Eckpunkt,  der  den  gemeinsamen  In- 
dex hat.  Die  Seiten  lassen  sich  zu  drei  Paaren  so  ordnen,  dass  die  Seiten  jedes 
Paares  keinen  Index  gemein  haben;  diese  drei  Paare  sind  G12  und  G^;  Ga 
und  Gm;  Gu  und  G-a;  je  zwei  solcher  Seiten  heissen  gegenüberliegende 
Seiten  des  Vierecks.  Die  drei  Schnittpunkte 
je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten,  die 
der  Reihe  nach  mit  SPi,  $2,  $3  bezeichnet 
werden  sollen,  fallen  mit  Ecken  des  Vier- 
ecks nicht  zusammen;  man  bezeichnet  sie 
als  die  Diagonalpunkte  des  Vierecks. 

Die  vier  Eckpunkte  und  die  drei  Dia- 
gonalpunkte bilden  das  vollständige  System 
der    Schnittpunkte    der    sechs    Seiten    des  4^ 
Vierecks. 

Da  $1  sowol  auf  Pi  Pt  als  auf  P^  P4 
liegt,  so  lässt  sich  in  der  Gleichung  dieses  " "  -■    w* 

Punktes  g)i  =  0  das  Trinom  $1  sowol   aus  "*■  "'* 

den  Trinomen  Pi  und  Pj,  als  aus  P3  und  P^  linear  ableiten,  und  man  liat 
1.  ^i^aiPi  +  tPi/i^ai/)i  +  aiPi  =  0. 

Aus  dieser  Identität  folgt  die  weitere 

aiPi  —  a^a  »  04^4  ~  OiPi. 

Die   beiden  Gleichungen   aiPi  —  aji^  =  0   und  atPf  —  a^Pi  =  0   bedeuten 
also   dasselbe;    da   nun  die  erste  die  Gleichung  eines  Punktes  auf  PiP^,   die 
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zweite  die  eines  Punktes  auf  P-iP^  ist,  so  sind  also  die  Gleichungen  zwei  ver- 
schiedene Fomien  der  Gleichung  des  auf  den  Geraden  6^13  und  G^24  gelegenen 
Diagonalpunktes  SP2,  und  man  hat 

2.  ^2  ^  aiFi  —  03^3  ^  ajJ^A  —  (i<iPi  =  0. 
Aus  1.  folgt  weiter  die  Identität 

öTi-Pi  —  a^P^  s  a^P^  —  «2^2- 
Die  Gleichung 

3.  gJs  ^  axPi  —  a4P4  ^  ^3-^  —  a-iPi  =  0 

ist  also  die  Gleichung  des  auf  PiPi  und  PsP2  gelegenen  Diagonalpunktes  $3. 
Aus  1.,  2.  und  3.  ergeben  sich  weiter  die  Identitäten 

6.  ^i-hgJa^öl^l-HösA;  7.     $Pi  — g}3^ör5^/^2-t-ö4A; 

8.  ^2  H-  ^3  =  aiPi  --  aiPi ;  9.     gJa  —  gjg  ^  a^p^  —  «3/i  • 

Nach  No.  5.  sind  die  dreimal  vier  Punkte 
ß)  ?i  =  0,    g}3  =  0,      g}n-gJ3  =  0,    g}i~g}3  =  0; 

T)  ^2  =  0,      gJ3  =  0,        g}2-hg}3  =  0,      g}2-?3  =  0 

harmonisch.  Da  nun  z.  B.  aus  den  Identitäten  4.  und  5.  folgt,  dass  ^1  -h  ^2  =  0 
und  ^1  —  SP2  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte  der  Geraden  ^1^2  sind,  in  welchen 
dieselbe  von  den  einander  gegenüberliegenden  Seiten  Gi^  und  G^  geschnitten 
wird,  so  ergiebt  sich:  Zwei  Diagonalpunkte  eines  vollständigen  Vier- 
ecks und  die  beiden  Punkte,  in  welchen  ihre  Verbindungsgerade  von 
den  beiden  gegenüberliegenden  Vierecksseiten  geschnitten  wird, 
die  nicht  durch  die  beiden  Diagonalpunkte  gehen,  sind  harmonisch. 
Der  wesentliche  Inhalt  dieses  Satzes  ist  von  den  Schlusssätzen  in  No.  7  nicht 
verschieden.  Die  Bemerkungen  über  das  vollständige  Viereck  sind  aber  des- 
wegen noch  selbstständig  mitgetheilt  worden,  um  das  über  Punktgleichungen 
Erörterte  in  einem  einfachen  Beispiele  anzuwenden. 


Sind  7i,  72,  T^  drei  Strahlen  eines  Büschels,  T\\  TJ,  T^  drei  Strahlen  eines 
andern  Büschels,  /i,  /^j,  P^  drei  Punkte  einer  Geraden,  Pi\  Pi,  P^  drei  Punkte 
einer  andern  Geraden,  und  ordnet  man  in  den  Büscheln  und  Geraden  die 
Strahlen  und  Punkte  TiT\  PyP'  einander  zu,  für  welche  die  Doppelverhältnisse 
gleich  sind 

(7i  TiT^T)^  {T{Tinr)  =  {Px PiP%P)  =  {P{PiPiP% 
so  nennt  man  die  Büschel  und  Punktreihen  projectiv  (oder  projectivisch, 
collinear,  homographisch).  Die  zugeordneten  Strahlen  und  Punkte  werden 
auch  entsprechende,  insbesonders  projectiv  entsprechende  Elemente  der 
Gebilde  genannt,  und  die  projective  Verwandtschaft  der  Strahlenbüschel  und 
Punktreihen,  sowie  das  Entsprechen  der  einzelnen  Strahlen  und  Punkte  durch 
das  Zeichen  7^  ausgedrückt.     Man  schreibt  also 

7i  72  73^.  ..  7^  T^Tinr  .,-^PxPiP^P..y^  P^P^P^P, 
sowie  Ty^  T  7^  Py^  P\ 

Aus  der  Definition  folgt  ohne  Weiteres  die  Bemerkung:  Sind  zwei  Strahl- 
btischel  oder  Punktreihen  mit  demselben  Strahlbüschel  oder  der- 
selben Punktreihe  projectiv,  so  sind  sie  unter  einander  projectiv. 

In  Rücksicht  auf  No.  6  folgt  femer:  Ein  Strahlbüschel  7i  72  Ti  T^T^T^  ,  .  . 
und  ein  geradliniger  Querschnitt  desselben  P\  P-i  P^  P\  Pf^  P^  ,  .  .  sind  projectiv, 
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und  zwar  entspricht  jedem  Strahl  des 
Büschels  der  auf  ihm  hegende  Punkt 
des  Büsche iquerschnitts,  747^^4,  T^y^Pb, 

Denn  wenn  T  irgend  einen  Strahl  des 
Büschels  und  den  darauf  liegenden   Punkt 
des  Querschnitts  bezeichnen,  so  ist 
(7i  n  79  r)  =  (A  7'2  A  -P). 

Femer  folgt:  Zwei  Querschnitte 
desselben  Büschels  sind  projectiv  und 
zwar  entsprechen  sich  je  zwei  Punkte, 
die     auf    demselben    Strahle    liegen,  ^* 

J't^J't'.    Ht^/'s:    Ht^Ps'.  . . . 

Zwei  BUschel  sind  projectiv,  deren  ent- 
sprechende Strahlen  sich  in  Punkten  einer 
Geraden  schneiden;  T^-^Ti,  7s 7^75',  .  .  . 

Femer  folgt  aus  der  Definition,  dass  auch 
TxT{PxP\\  T%r{PiF^;  TsTs'-fliT^' als  entsprechende 
Elemente  zu  bezeichnen  sind.  Denn  es  ist,  wie 
sich  aus  der  Definition  des  Doppel  Verhältnisses  fUr 
Strahlen  und  Punktreihen  ergiebt 

(7-,  n  78  7-,)  =  (7-,'73'79'7i')  =  (/»i  P-i  A  /*i) 

man  hat  nämlich  z.  B, 

,„„„„.       sin  nn    smJ\T\       sin  7\71t 
(7\  72  7-3  7i)  =  j-^^^  .  -^^frJh  =  TJ^Tl^i  • 
Ferner  findet  sich 

(7i  73  7b  7b)  =  {7\'72'7-3'7j')  =  (A  P-iPz  Pz)  =  (Pi'P^I^P^)  =  0 

(7\  T-i  n  n)  =  {Tt'n'n-n')  =  (p^  7^2  /&  /^)  =  (Pi'p/PiA')  =  1. 

10.  Sind  ^1  =  0,  Äj  =  0  die  Gleichungen  zweier  Strahlen  eines  Büschels 
oder  zweier  Punkte  einer  Geraden,  so  ist  die  Gleichung  eines  dritten  Strahls 
desselben  Büschels  bez,  eines  dritten  Punktes  derselben  Geraden  P^^oiJfi 
+  a-jPi  =  0,  und  die  Gleichung  jedes  weiteren  Strahls  oder  Punktes  kann  bei 
geeigneter  Wahl  der  Coefficienten  «i,  «a  in  der  Form  geschrieben  werden 

Das  Doppel verhältniss  der  vier  Elemente  ist 

\   ^    *    »    '      öl    «ifli      «2 
Sind  nun  Pi'  =  0,     Pi'  =  0,     A3'  et  ^i^i'  -|-  ij^a'  =  0  die  Gleichungen  der 
entsprechenden  Strahlen  oder  Punkte  eines  projectiven  Büschels  oder  einer  pro- 
jectiven   Punktreihe,    so   entspricht  dem  Elemente  P   das  Element  P',   dessen 
Gleichung  ist 

Ä'  =  «i*iÄi'  + «2*2^2'  =0; 
^2     ttib-i 
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1  T{fi  ' 


denn  ( 


iPi'Pi'Pi'P')  = 


■  «1*1 


=  ^  =  (Ä,jeiÄ3Ä). 


11.  Sind  P^PsP-tPs  vier  Strahlen  des  Büschels  PiPiPs,  be^.  vier  Punkte 
der  Geraden  RiP-iPt,  und  P^'P^'Pn'Ps  die  entsprechenden  Elemente  des 
Büschels  bez.  der  Geraden  Pi'Pi'Ps',  und  hat  man 
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1.  Rh^  nv^a^Ri  -h  n^a^R^  5.  ^5'  ^ «15^1^1'  H-  n^hR'i 

2.  ^6  ^  «16^1^1  -+-  ni^aoR^  6.  ^e'  ^  «le^i^i'  -H  n^^hR^^ 

3.  -^7  ^  n\naiRi  -\-  n-^a^iRi  7.  Ä7'  ^  nyibiRi  -h  n-nb-iRi 

4.  ^8  =^  «igöTi^i  -h  n'3sa2R2  8.  ^s'  ^  «is^i^i'  -H  n-isd-zR^' , 

so  kann  man  zunächst  aus  1 .  und  2.  ^1  und  ^2  durch  ^5  und ^6  ausdrücken.  Man  erhält 

9.  *,  «  P'  =  «15«26  — »25«16- 

Ebenso  erhält  man  aus  5.  und  6.  R\  und  R2  durch  ^^5'  und  ^c'  ausgedrückt: 


10. 


^2   ==""]iLÄ2^'    ~P^2^'' 


Setzt  man  die  Werthe  9.  in  die  Formeln  3.  und  4.,  sowie  die  Werthe  10.  in 
die  Formeln  7.  und  8.  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Umstellungen  die  Trinome 
^7  und  -^8  durch  ^^5  und  Rq,  sowie  die  Trinome  R^  und  R%*  durch  ^5'  und  R^! 
in  folgender  Weise  ausgedrückt: 


11. 


sowie 


12. 


-,  «17«26  — «27«16   D      .     «27«15— «17«i5    r> 

^7  ^ -^5  -H Rßf 

JA  JA 

«          «18 »-26  — «28 «16   o      .     ^^^15  —  «18«25   „ 
y^g  ^ ytTö  H Äß, 

^  ,         «17«26  —  «27«16  D  /     .    ^27«15  —  «n«25   r>  » 

^7  ^ -^b    H ^6  > 

P-  JA 

D  ,         «18«26  —  «28«16   r>  f     .    «aS^lö  —  «18«25   „  r 
-Arg  s= /t  5    H /Cß  . 

JA  JA 


Das  Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  R^RqRtRs  ergiebt  sich  aus  den 
Formeln  11.  zu: 

/  z>    r>     z>    D\         ^18  »26  —  «28  «16      «'28  «15  —  «18  «25 

(/TS  TCß  -"7  -«^8)  = • • 

«17  «26  —  «'27  «16      «'27  «15  —  «17  «25 

Dasselbe  ergiebt  sich  für  das  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier 
Elemente  R^'RqRi'Rs'.     Wir  haben  daher 

(R^ReRiRs)  =  {R^'Re'Ri'Rs'), 
oder  den  Satz:     In  zwei  projectiven  Strahlbüscheln  oder  Punktreihen 
ist  das  Doppelverhältniss  von  je  vier  Elementen  des  einen  Gebildes 
gleich  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier  Elemente  des 
andern  Gebildes. 

Insbesondere  entsprechen  vier  harmonische  Elemente  des  einen 
vier  harmonischen  des  andern  Gebildes. 

12.  Wenn  bei  zwei  concentrischen  projectiven  Büscheln  oder 
zwei  auf  derselben  Geraden  liegenden  projectiven  Punktreihen  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  oder  entsprechender  Punkte  sich 
decken,  so  decken  sich  die  Büschel  bez.  die  Punktreihen,  d.h.  je  zwei 
entsprechende  Strahlender  beiden  Büschel  bez.  je  zwei  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Punktreihen  liegen  aufeinander. 

Beweis.  Decken  sich  die  entsprechenden  Elemente  Rt  und  R/,  Rk  und 
Rk^  Ri  und  Rit  so  decken  sich  auch  je  zwei  Elemente  R  und  R\  fiir  welche 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  besteht: 

1.  (RiRk  Ri  R)  =  {R/Rk'R/Ry 
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Da  nun  nach  vorigem  Satze  dem  Elemente  R  dasjenige  Element  des  andern 
Gebildes  (Büschels  oder  Punktreihe)  entspricht,  für  welche  die  Gleichung  1.  be- 
steht, so  folgt,  dass  R  und  R'  entsprechend  sind. 

13.  Wenn  bei  zwei  auf  verschiedenen  Geraden  derselben  Ebene 
liegenden  projectiven  Punktreihen  der  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
raden sich  selbst  entspricht,  so  sind  die  Punktreihen  perspectiv, 
d.  h.  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  entsprechenden  Punkte 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  (der  als  das  gemeinsame  Projectionscentrum 
beider  Geraden  bezeichnet  wird). 

Beweis.  Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden  mit  /\,  sofern  er  der  einen  Punkt- 
reihe, und  mit  Z'/,  sofern  er  der  andern  angehört, 
und  entsprechen  sich  ausser  /\  und  /\'  noch  die 
Paare  F^y^F.^\  F^-;r^P^\  so  ziehe  man  Pg/'g'  ""^ 
jPj/,'.  Verbindet  man  nun  den  Schnittpunkt  C  dieser 
Geraden  mit  einem  Punkte  F  der  einen  Reihe,  so 
durchschneidet  dieser  Strahl  die  andere  Reihe  in  einem 
Punkte  F,  für  welchen  (F^F^F^F)  =  (F^'F^'F^'F), 
also  sind  in  der  That  F  und  F'  entsprechende  Punkte. 

Wenn  bei  zwei  projec- 
tiven Büscheln  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden 
Träger  d.  i.  der  Punkte, 
durch  welche  sämmtliche 
Strahlen  jedes  Büschels 
gehen,  sich  selbst  ent-  ^ 
spricht,  so  sind  die  Büschel  jj' 
perspectiv,  d.  h.  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  ent- 
sprechenderStrahlen  liegen 
auf  einer  Geraden. 

Beweis.  Bezeichnet  man 
den  Strahl,  welcher  die  Träger 
C  und  Cj  verbindet,  mit  T^, 
sofern  er  dem  einen,  und  mit 
7\',  sofern  er  dem  andern 
Büschel  angehört,  verbindet  man 
femer  durch  die  Gerade  F  die 
Schnittpunkte  zweier  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  7*2  und  7*2 ', 
7*3  und  7^3 ',  und  zieht  in  beiden 
Büscheln  irgend  zwei  Strahlen 
T  und  T\  die  sich  auf  F 
schneiden,  so  ist 

also  sind  7*  und  7"  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  Büschel. 

14.  Die  mitgetheilten  Sätze 
geben    uns    die    Mittel,    zwei 
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projective  Punktreihen  oder  Strahlbüschel  zu  ergänzen,  d.  h.  wenn 
von  zwei  projectiven  Punktreihen  oder  Strahlbüscheln  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  gegeben  sind,  zu  jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  das  entsprechende 
Element  des  anderen  zu  finden. 

Enthalten  die  Geraden  V  und  F'  zwei  projective  Punktreihen,  und  ent- 
sprechen sich  die  Punkte  PiF^P^  7^  Fy'P^'P^',  so  nehme  man  auf  der  Geraden 
PxP\  zwei  Punkte  A  und  B  an,  ziehe  von  A  aus  Strahlen  durch  P^  und  /"j, 
sowie  von  B  aus  Strahlen  nach  P^  und  P^  und  verbinde  Q^  mit  Q^  durch 
eine  Gerade  G.  Zieht  man  nun  AP,  durchschneidet  hiermit  G  im  Punkte  Q, 
und  zieht  QB,  so  ist  /"  der  P  entsprechende  Punkt;  denn  es  ist 
{P^P^PiP)  =  {QiQiQiQ)  =  (P^'P^'P^'P). 

Entsprechen   sich   in   den  Büscheln 
C  und  C  die  Strahlcnpaare 

so  lege  man  durch  den  Schnittpunkt 
zweier  entsprechenden  Strahlen  7",  und 
7*,'  zwei  Gerade  A  und  B  und  ziehe  die 
Geraden  Q^,  Q^,  welche  die  Schnittpunkte 
von  A  und  B  mit  je  zwei  entsprechenden 
Strahlen  T„  T^  und  7",,  7",'  verbinden. 
Um  den  Strahl  7"  zu  erhalten,  der  T 
entspricht,  lege  man  durch  den  Schnitt- 
™  punkt  D  von  ö»  ^'^^  Q%  einen  Strahl 
'^  *  Q,  der  T  auf  A  trifft,  und  ziehe  den 
Strahl  durch  C,  der  Q  auf  B  trifft 
Dies  ist  der  gesuchte  Stralil  7",  denn 
man     hat      {T^T^T^T)  =  (CiGsÖsÖ) 

Durch  geschickte  Wahl  der  hierbei 
verwendeten  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel kann  man  diese  Constructionen 
erheblich  vereinfachen.  Nimmt  man  bei 
der  Ergänzung  zweier  projectiven  Punkt- 
reihen P^P^P^-p^P^'P^'P^    für   die  Punkte  A  und  B  die  Schnittpunkte   von 


P^Px 


(u.aigj 
leicht  umgekehrt:   Wenn  von  eine 


fallt  Q^  mit  P^  und  Q^  mit  P^,  also  G  mil 
P^'Pi  zusammen.  Um  jetzt  zwei 
sprechende  Punkte  der  beiden  Reihen 
zu  erhalten,  hat  man  von  A  und  B 
aus  die  Punkte  der  Geraden  P^'P^ 
auf  P^Pj  bez.  Pf'P^'  zu  projiciren. 
Fügt  man  zu  den  fünf  Geraden  F,  V, 
P^P^'  P^P^,  P^P^'  noch  die  variable 
Gerade  PP',  so  erhält  man  das  Seclis- 
eck  ABP^PPP^',  in  welchem  A  und 
P,  B  und  P',  P^  und  P^  gegenüber- 
liegende Ecken  sind;  die  Verbindungs- 
geraden dieser  Gegenecken  trefien  sich 
in  demselben  Punkte.  Wir  erkennen 
Sechsecke  vier  aufeinander  folgende 
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Ecken  {P^'ABP^  und  die  Richtungen  der  Seiten  V  und  T  gegeben  sind, 
auf  welchen  die  fünfte  und  sechste  Ecke  liegen,  und  wenn  die  sechste 
Seite  dieses  Sechsecks  sich  so  bewegt,  dass  die  drei  Diagonalen,  die 
je  zwei  Gegenecken  verbinden,  durch  denselben  Punkt  gehen,  so 
sind  die  Reihen  der  fünften  und  sechsten  Eckpunkte  projectiv;  dabei 
entsprechen  sich  /*,  und  P^',  P^  und  P^',  P^  und  P^ .  Denn  wenn  die 
sechste  Seite  PP  des  Sechsecks  sich  bewegt,  die  andern  Seiten  aber  unverändert 
bleiben,  so  ändert  sich  die  Diagonale  P^P^  nicht  und  die  Diagonalen  AP  und 
BP'  beschreiben  Strahlenb tische I  mit  dea  Trägem  A  und  B.  Da  je  zwei  dem- 
selben Sechseck  zugehörige  Strahlen  dieser  beiden  Büschel  sich  auf  P^Py 
schneiden,  so  sind  diese  Büschel  und  mithin  auch  die  Reihen  der  Punkte  P  und 
der  Punkte  P'  projectiv. 

In  den  perspectiven  Büscheln  A  und  B  ist  AP^  -^BP^',  AP^  y^BPf, 
■APj  7^  BP^',  zu  den  projecriven  Reihen  der  fünften  und  sechsten  Eckpunkte 
des  Sechsecks  gehören  also  die  Punktpaare  T^j,  P^,  P^  y^  P^',  P^',  P^'. 

Ein  Sechseck,  dessen  Diagonalen  zwischen  Gegenecken  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  heisst  ein  BRiANCHON'sches  Sechseck. 

Zur   Ergänzung    der   projectiven  „ 

StrahlenbUschel  C  und  C  legen  wir 
die  Geraden  A  anü  B  durch  die 
Punkte  T^T^'  und  T^T^';  dann  fallen 
die  Gerade  Q^  und  Q^  mit  T^  und 
T^'  zusammen.  Um  zwei  entsprechen- 
de Strahlen  T  und  V  der  beiden 
Büschel  zu  erhalten,  haben  wir  daher 
den  Schnittpunkt  D  von  T^  und  T^' 
aufzusuchen,  durch  D  einen  Strahl  zu 
legen  und  die  Schnittpunkte  dieses 
Strahles  mit  A  und  B  von  den  Trägem 
C  und  C  aus  zu  projiciren. 

Die  Geraden  A,  B,  T^,  T,  T,  T^ 
bilden  ein  Sechseck,  in  welchem  deni"^ 
Seiten  A,  B,  T^  der  Reihe  nach  die 
Seiten  T,  7",  7",'  gegenüber  liegen; 
die  Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten 
liegen  auf  einer  Geraden,  nämlich  auf 
dem  durch  D  gezogenen  variabeln 
Strahle. 

Umgekehrt:    Wenn  fünfEcken  '"'"'" 

eines  Sechseckes  unverändert  bleiben  und  die  sechste  sich  so  bewegt, 
dass  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  sich  auf  Punkten 
einer  Geraden  schneiden,  so  beschreiben  die  beiden  veränderlichen 
Seiten  des  Sechsecks  zwei  projective  Strahlbüschel,  in  welchem  sich 
die  Strahlen  entsprechen,  die  nach  den  drei  festen  Ecken  gehen, 
welche  nicht  Träger  der  beiden  Büschel  sind. 

Denn  wenn  die  Ecken  C,  £,  F,  G.  C^  gegeben  sind,  so  ist  auch  der  Schnitt- 
punkt D  der  gegenüberliegenden  Seiten  CE  und  tfC,  gegeben;  die  veränderliche 
Gerade,  auf  welcher  die  drei  Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten  liegen,  gehl 
somit  durch  D.    Die  beiden  variabeln  Seiten  T  und  7"  des  Sechsecks  yrojicitau 
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daher  die  beiden  projectiven  Punktreihen,  welche  von  dem  Strahlenbüschel  D 
auf  A  und  B  ausgeschnitten  werden.  Ein  Sechseck,  dessen  Gegenseiten  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  heisst  ein  PASCAL'sches  Sechseck. 

15.  Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  bei  zwei  projectiven  Punktreihen 

P^Pn,      P^P       P^'P^     P^'P' 
P^P^  •  PP^  -  P^P^  •  FP^' 

0         f  I  ¥  folgt,  wenn  man  den  Quotienten 


H 1 1 \ 


mit  V  bezeichnet,  die  Gleichung 


(M.380.) 


PP^    ~    ^  PP^" 

die  ebenfalls  zur  Definition  der  projec- 
tiven Verwandtschaft  benutzt  werden  kann.  Aus  1.  lässt  sich  ein  bemerkens- 
werther  Zusammenhang  der  Strecken  ableiten,  um  welche  die  entsprechenden 
Punkte  P  und  P  von  irgend  zwei  festen  Punkten  Q  und  R  der  beiden  Geraden 
abstehen.  Setzt  man  nämlich  QP^=^a,  QP^  =  b\  RP^'=^a\  RP^^b'\ 
QP=^  X,  RP  =  X';  so  hat  man  /\i'=  X  —  a,  PP^  =  ^  —  X;  P^P  =  X'  —  a\ 
PP^'  ^V  —  V\  daher  geht  1.  über  in  (X  --  a)  ip'  —  X')  =  v  (X'  —  a!)  {b  —  X). 

Multiplicirt  und  ordnet  man,  so  entsteht  hieraus: 

2.  (1  —  v)  XX'  -4-  {b'  —  vä')  X  4-  (a  —  ^v)  X'  —  {ab'  ^  ya'b)  =  0, 

also  eine  für  jede  einzelne  Länge  X  und  X'  lineare  Gleichung  von  allgemeinster 
Form.  Man  nann  diesen  Satz  auch  umkehren:  Wenn  die  Abstände  ent- 
sprechender Punkte  zweier  Punktreihen  von  zwei  festen  Punkten 
beider  Reihen  einer  Gleichung  der  Form  genügen; 

3.  aXX'-hßX-t-TX'-h5  =  0, 
so  sind  die  Punktreihen  projectiv. 

Sind  zunächst  /\  und  P^' .  zwei  entsprechende  Punkte,  und  setzt  man 
QPi=^  t,     RP^'  =  t\  so  erfüllen  e  und  e'  die  Gleichung  3.,  man  hat  also 

4.  aee'  -h  ße -h  76*  -h  ö  =  0. 

Femer  ist  P^P  =  QP—QP^  =  X— e,  P^'P  =  RP—RP^'  =  X' -r  e'. 
Setzt  man  nun  P^P=[l,  P^'P  =  \»J,  so  ist  X  =  ji. -h  e,  X' =  ji' 4- e';  nach 
Einsetzung  in  3.  entsteht:  a  (fi  -f-  e)  (fi'  -+-  e')  -h  ß  (|i  -+-  e)  -h  7  (|x  -4-  e')  4-  3  =  0, 
oder  besser  geordnet: 

5.  ajiji.'  -h  (ß  4-  ae')  ji.  4-  (7  -h  ae)  jjl'  -h  (aee'  -h  ße  -H  ve'  -h  6;  =  0. 
Da  nun  e  und  e'  der  Gleichung  4.  genügen,  so  vereinfacht  sich  5.  auf 

6.  aji.jjL'  4-  (ß  4-  ae')  ja  4-  (7  4-  ae)  |i'  =  ü. 

Sind  P^P^'  und  P^P^'  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  so  hat  man  ausser 
der  Gleichung  6.  noch  die  beiden  Gleichungen 

7.  afAaM-2'  -^  (ß-+-ae')M-2  -+"  (t -^- «O^-i' =  0» 

8.  ajA3ji.3'  4-  (ß  4-  ae')  ji.3   4-  (7  4-  ae)  113'  =  0. 

Die  Gleichungen  6.,  7.,  8.  kann  man  als  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen 
a,  (ß4-ae'),  (7  4- ae)  ansehen;  ihr  Zusammenbestehen  bedingt  das  Verschwinden 
der  Determinante: 


H-  V-* 

M- 

V-' 

H-aH-s' 

H-i 

J^t' 

H-sJ^a' 

M-3 

1^3' 

=  0. 
Durch  Division  der  Zeilen  durch  [iji',  [i,[i,',  p-sJa,'  erhält  man 
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9. 


1     1 :  [i'       1 :  [1 
1     1 :  jx,'     1 :  ji.,     =  0. 
1     1 :  JX3'     1 :  JI.8 

Subtrahirt   man  die   zweite  Zeile   von   der   ersten   und  die  dritte  von  der 
zweiten,  so  ändert  sich  der  Werth  der  Determinante  nicht;  man  erhält 


10. 


0, 
0, 
1, 


1 


_1_ 


I  f 


t  f 


=  0, 


und  dies  fuhrt  endlich  zu  der  Gleichung: 
12. 


oder 


J*3 


1*8— M-s 


P-«— H- 


J^b'  — »*»' 


Da  nun  jx  = /'i/',  y^^  ==  F,P^,  y,^  =  P^F^,  jjl' = />/ A  ^3'=/\'P,', 
JI3'  =  F^^P^\  so  folgt:  ji-a  -  ^  =  i'i'j ,  jia  —  fi.2  =  ^i^s ,  p.,'  -  jx'  =  PF^\ 
ji,'  — jxj'  =  -^a'-^s'»  ^^^  12.  geht  über  in: 


13. 


FF^^ 


A^s 


Hieraus  folgt: 


AA 


-py. 


a 


^3'^» 


f     • 


F^'F 
FF^* 


also  sind  in  der  That  die  beiden  Punktreihen  projectiv. 

16.    Aehnliche    Betrachtungen    lassen    sich    bei    projectiven    Büscheln 

durchführen.  ^ 

ü  C 

Man  wähle 

in  den  beiden 
Büscheln  zwei 

beliebige 
Strahlen  (Null- 
strahlen)     M 
und    N   und  ^ 
lege     Gerade 
A  und  B  nor- 
mal zu  3/ und     •'# 
W.  Man  kann  (M.381.) 

den  positiven  Sinn  von  A  und  B  immer  so  wählen,  dass  auch  bezüglich  der 

Vorzeichen  für  alle  Geraden  beider  Büschel  die  Formeln  gelten: 

QF  ,  RF 

tang  MT  =  -^,    tang  NT  =  ^^g-^rj^t 

setzt  man  QF=  X,     RF  =  X',     C^  =  m,     CR  =  «,     MT^fj^,    NT  =  9', 
so  wird  1.  X  =  tntang^^     X'  =  ntangff\ 

Die  Punktreihen  auf  A  und  j9  sind  projectiv,  also  besteht  zwischen  X  und  X' 
eine  Gleichung  der  Form: 

2.  aXX'  -h  ßX  -f-  yX'  H-  8  =  0. 

Setzt  man  hier  die  Werthe  1.  ein,  so  geht  die  Gleichung  2.  über  in 

3.  amn  tang  ff  tang  ^^  -+-  ^m  tang  ff  -h  -^n  tang  ff    -f-  S  =  0. 

Wir  schliessen  daher:    Die  Tangenten  der  Winkel,    welche  je  zwei 
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entsprechende  Strahlen  zweier  projectiven  Büschel  mit  beliebigen 
festen  (Null-)  Strahlen  der  beiden  Büschel  bilden,  genügen  einer 
Gleichung,  die  für  jede  der  beiden  Tangenten  linear  ist. 

Umgekehrt:     Sind    je    zwei    Strahlen    zweier    Büschel    durch    eine 
Gleichung  von  der  Form  verbunden: 

4.  a  fang  (p  tang  <p'  -f-  ^  tang  <p  H-  ^  tang  ^'  -+-//=  0, 

so  sind  die  Büschel  projectiv.  Denn  legt  man  Gerade  A  und  B  normal  zu 
den  Nullstrahlen,  so  hat  man  die  Formeln  1.,  also 

a  b  c    . 

XX'  -f-  —  X  -+-  -  X'  -h  //  =  0. 


mn  m  n 

Die  Punktreihen  auf  A  und  B  sind  daher  projectiv,  und  folglich  auch  die 
Strahlbüschel  C  und  C\ 

17.  Bei  zwei  projectiven  Punktreihen  entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte 
jeder  Reihe  ein  bestimmter,  im  Allgemeinen  nicht  unendlich  femer  Punkt  der 
andern  Reihe.  Diese  beiden,  den  unendlich  fernen  entsprechenden  Punkte, 
heissen  die  Gegenpunkte  {G  und  H)  der  Reihen.     Aus  der  Gleichung 

1.  aXX'  -h  pX  -h  7X'  -h  Ö  =  0 
folgen  durch  Division  mit  X  und  X'  die  Gleichungen 

2.  aX'  4-  ß 


X' 

0 

ß 

X 

^\ 

H- 

X 

0, 

? 

'X' 

-+-7 

-h 

X' 

' 

0. 

3.  aX 

Setzt  man  in  2.  X  =  00,  und  in  3.  X'  =  00,  so  erhält  man  aus  2.  und  3.  die 
Abstände  X'  und  X  der  Gegen  punkte  H  und  G  von  den  Nullpunkten  zu 

4.  X'  =  -i,     X  =  -I. 

a  a 

Wir  wollen  dieselben  mit  h  und  g  bezeichnen.  Ist  a  =  0,  so  werden  die 
Gegenpunkte  unendlich  fern;  es  entsprechen  sich  dann  die  unendlich  fernen 
Punkte  beider  Reihen.  Aus  No.  1,3,  2  folgt,  dass  dann  v  =  1  sein  muss,  d.  h. 
es  ist  P^F  :  FP^  =  F^'F  :  FFJ.    Hieraus  folgt  weiter: 

5.  P^P  :  {F,P-h  PP2)  =  Fi'P'  :  {Fi'P'  +  P'Pi')- 

Setzt  man  das  Vcrhältniss  der  Strecken  {P^P  -h  PP^)  :  (/\'^'  -h  F F.^') 
=  PxP^  :  F1F2    =  ^*>  so  hat  man  aus  5. 

6.  F^F  :  7V^'  ==  ^f      ^1^  =  ^  '  P\^' 

Es  haben  also  je  zwei  entsprechende  Strecken  /*,  F  und  F^  'F  ein  constantes 

Verhältniss.  Zwei  Punktreihen,  deren  Punkte  sich  derart  entsprechen,  heissen 
ähnlich.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Projective  Punktreihen,  deren 
unendlich  ferne  Punkte  einander  entsprechen,  sind  ähnlich. 

Ist  noch  ausserdem  FiF<i  =  P^P^y  so  ist  auch  für  je  zwei  entsprechende 
Punkte  P^F  =  P^  F\  legt  man  die  Punktreihen  auf  einander  und  vereint  P^P^ 
mit  Py'P^t  so  decken  sich  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Punkte  F  und  F\ 
die  Punktreihen  sind  also  congruent. 

Wählt  man  die  Gegenpunkte  G  und  H  als  Nullpunkte,  so  ergiebt  sich  für 
die  Abstände  GF  und  HF  eine  Gleichung  von  der  Form  1.,  aus  welcher  aber 
für  6^6^  und  Hll  der  Werth  Null  her\'orgehen  muss,  d.  h.  es  muss  (nach  4.) 
p  ==  7  =  0  sein.  Für  die  Strecken  zwischen  den  Gegenpunkten  und  je 
zwei  entsprechenden  Punkten  zweier  projectiven  Punktreihen  besteht 
also  die  einfache  Beziehung 
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7.  GP^  HP  ^  ^-, 

a 

d.  i.  das  Produkt  dieser  Strecken  ist  constant 

18.  Die  Frage  nach  den  Gegenpunkten  projectiver  Reihen  lässt  sich  auch 
als  die  Frage  nach  entsprechenden  unendlich  grossen  Strecken  auffassen  (d.  i. 
nach  unendlich  grossen  Strecken,  deren  Endpunkte  sich  paarweis  entsprechen). 
Man  wird  nun  erkennen,  dass  dieser  Untersuchung  über  die  Gegenpunkte  pro- 
jectiver Reihen  für  projective  Büschel  die  Frage  nach  entsprechenden 
rechten  Winkeln  zur  Seite  gestellt  werden  kann  (d.  i.  nach  rechten  Winkeln, 
deren  Schenkel  sich  paarweis  entsprechen). 

Wir  wählen  der  Einfachheit  wegen  entsprechende  Strahlen  zu  Nullstrahlen; 
dann  muss  die  Gleichung  a  fang  ^  tang  <^^  -h  btangf^  -h  ctangf^^  -f-  ^=»  0  derart 
sein,  dass  dem  Werthe  (p  =  0  der  Werth  9'  =  0  zugehört,  die  Gleichung  nimmt 
also  die  Form  an: 

1.  atangf^  tang^'  -^  btang'^  -h  ctangt^^  =  0. 

Gesetzt  nun,  T  und  T  seien  entsprechende  Schenkel  sich  entsprechender 
rechter  Winkel;  dann  müssen  sich  auch  die  Strahlen  Tq  und  T^  entsprechen, 
für  welche  <pQ=<p-f-90°,  ^^'  =  ^'^-90°,  es  muss  also  auch  die  Gleichung 
erfüllt  sein: 

atang  ((p  -h  90°)  tang  (<p'  -h  90°)  -h  btang  (<p  -4-  90°)  +  ctang  (<?'  -f-  90°)  =  0. 

Da  nun  tang  (9  -h  90°)  =  —  1  :  tangf^,  tang  (<p'  -f-  90°)  =  —  1  :  tang^\  so 
geht  diese  Gleichung  über  in 

a  b  c      

tang  f^  tang  f^^        tangf^       tangf^^        ' 

woraus  nach  Multiplication  mit  tangf^  tang^^  entsteht: 

2.  a  —  btangf^^  —  ctang^  =  0. 

Die  Werthe  9  und  9',  welche  wir  suchen,  sind  daher  die  gemeinsamen 
Lösungen  der  Gleichungen  1.  und  2.  Dieses  System  besteht  aus  einer  Gleichung 
zw-eiten  Grades  (1)  und  einer  linearen  Gleichung  (2),  hat  also  zwei  Auflösungen. 

Gesetzt  9  =  a,  9'  =  «'  sei  eine  Auflösung  des  Sytems,  es  seien  also  die 
Gleichungen  identisch  erfüllt 

3.  atang^  tangi!  -h  btango.  -+-  ctango!  =  0. 

4.  a  —  btang  7.'  —  ctangfi  =  0. 

Hebt  man  aus  beiden  Gleichungen  den  Faktor  tangdtangJ  aus,  so  entsteht 

(a                    b               ^     \ 
;  — — j  j  ==  0. 
tang  d  tang  d        tangd       tanga.) 

Diese  Gleichungen  zeigen  im  Vergleich  mit  2.  und  1.,  dass  auch  die  Werthe 

tangr^  =  —  1  :  tangn^     tangf^'  =  —  1 :  tango!, 
d.  i.  die  Strahlen,  die  mit  den  Nullstrahlen  die  Winkel  a  -h  90°,    a'  -h  90°  bilden, 
den  Gleichungen  1.  und  2.  genügen.    Wir  sehen  hieraus,  dass  zwei  projective 
Büschel    immer    ein    und    im    Allgemeinen    auch    nur    ein   Paar   ent- 
sprechende rechte  Winkel  haben. 

Haben  zwei  projective  Büschel  mehr  als  ein  Paar  entsprechende  rechte 
Winkel,  so  haben  die  Gleichungen  3.  und  4.  mehr  als  zwei  Lösungen;  dies  ist 
aber  nur  dann  möglich,  wenn  sie  identisch  sind;  letzteres  tritt  nur  dann  ein,  wenn 
tf  =  0  und  ^  s=  —  €,    Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  Gleichung  der  Pro- 
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jectivität  (1)  zu  b  {fang'^  —  tcmgf^^^  =  0,  und  liefert  für  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  tangf^  =  tangf^\  d.  i.  je  zwei  entsprechende  Strahlen  bilden  mit  zwei 
festen  entsprechenden  Strahlen  gleiche  Winkel,  die  Büschel  sind  also  congruent 

19.  Wenn  zwei  projective  Punktreihen  denselben  Träger  haben,  (d.  i.  auf 
derselben  Geraden  liegen),  so  fragt  es  sich,  ob  und  wie  oft  es  sich  ereignet, 
dass  zwei  entsprechende  Punkte  zusammenfallen. 

Da  ein  Doppelverhältniss  sich  nicht  ändert,  wenn  alle  vier  darin  auftretende 
Strecken  das  Zeichen  wechseln,  so  kann  man  den  positiven  Sinn  einer  Punkt- 
reihe nach  Bedarf  wechseln,  ohne  ihre  projective  Beziehung  zu  einer  anderen 
Punktreihe  zu  stören.  ,Wir  können  daher  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen, dass  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  die  posi- 
tiven Richtungen  übereinstimmen. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Gegenpunkte  G  und  H,  Hierzu,  wie  auch  zur 
Ergänzung  der  Punktreihen  kann  folgendes  Verfahren  angewandt  werden: 

Sind  F^P^F^  y^  F^^F^F^,  so  ziehe  man  durch  F^  eine  Gerade  B  und 
mache  F^Q^  =  A'A'»     ^löa  =  ^i'A'i  die  Punktreihen  F^F^F^  und  F^Q^Q^ 

sind   perspec- 
tiv   (No.    13) 

und  der 
Schnittpunkt 
A   der    Gera- 
den/gö  2  ^^^ 
F^Q^   ist    ihr 

gemeinsames 
Projections- 
centnim.  Zieht 
man  nun  AG 
parallel  By  so 
entspricht  G 
dem  unend- 
lich fernen 
Punkte  auf  j9, 
also  auch  dem 
unendlich 
fernen  der  Reihe  F^F^ F^\  zieht  man  ferner  AJ  parallel  F^F^,  so  trifil  AJ 
die  Gerade  F^F^  in  einem  unendlich  fernen  Punkte,  J  ist  also  der  Punkt  der 
Reihe  B^  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Reihe  F^F^Fv^  entspricht; 
macht  man  nun  F^^H  =^  F^J,  so  ist  If  der  Gegenpunkt  der  Reihe  F^'F^F^', 

Nach  No.   17  hat  man  für  je  zwei  entsprechende  Punkte 

1.  GF'  HF  =  GF^  .  HF^\     oder 

GFißF'  —  GH)  =  GF^  -  HF,\ 

Ist  nun  n  ein  Doppelpunkt  beider  projectiven  Reihen,  d.  i.  ein  Punkt, 
der  mit  dem  ihm  entsprechenden  zusammenfallt,  so  gilt  für  denselben  die  Gleichung: 

GUiGU  —  GH)  =  GF^  '  HF^\     woraus  folgt 

2.  {GU—iG//)^  =  GF^  .  HF^'  -h  \Gm. 

Ist  M  die  Mitte  von  GHy  so  ist  GM=  MH ^  \G H\  ist  ferner  F^'  der 
Punkt  der  Reihe  F^^F^F^  .  .  .,  welcher  dem  Punkte  My  als  Punkt  der  Reihe 
F^F^F^    betrachtet,    entspricht    (man    findet    /*„',    indem    man    AIA   zieht    und 


JT      Xi  fo    f; 
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/>//>,'  =  p^Q^    macht),    so   ist   GP^  •  HP^'  =  GM-  HP^'  =  MH -  HP^'\ 
man  hat  daher  aus  2.: 

3.  (G^n  —  GM)^  =  MH{MH  h-  HP^\ 

Setzt  man  hier  MW  für  GH  — GM,  und  MPq'  für  MH -\-  HP^\  so  hat 
man  schliesslich 

4.  J/n»  =  ilfZ^  .  J/T'o'. 

Die  Gleichung  wird  durch  keinen  realen  Werth  von  MW  erfüllt,  wenn  das 
Produkt  MH  •  MP^  ein  negatives  Zeichen  hat,  d.  i.  wenn  H  und  P^  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  M  liegen. 

Finden  sich  P^  und  H  auf  derselben  Seite  von  M,  so  constnüre  man  das 
geometrische  Mittel  aus  MH  und  MP^  (indem  man  über  MH  einen  Halbkreis 
construirt,  und  in  P^^  ein  Loth  zu  HMhis  an  den  Halbkreis  errichtet);  die  Strecke 
Afp  trage  man  von  M  aus  nach  beiden  Seiten  auf  der  Geraden  ab ;  dann  sind 
II I   und  Hg  die  gesuchten  Doppelpunkte. 

Wie  man  sieht,  haben  die  Strecke  zwischen  den  Gegenpunkten 
und  die  Strecke  zwischen  den  Doppelpunkten  zweier  auf  einander 
liegenden  projcctiven  Punktreihen  eine  gemeinsame  Mitte. 

20.  Zwei  auf  einander  liegende  projective  Strahlbüschel,  d.  i.  zwei  Strahl- 
büschel mit  gemeinsamem  Träger,  schneide  man  durch  eine  Gerade  A\  diese 
Gerade  wird  von  den  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  Büschel  in  entsprechen- 
den Punkten  zweier  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  getroffen. 

Haben  die  Strahlbüschel  Doppelstrahlen,  d.  i.  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen,  so  haben  die  Punktreihen  Doppelpunkte,  und  durch  die  Doppelpunkte 
der  beiden  Reihen  gehen  die  Doppelstrahlen  der  beiden  Büschel. 

21.  Ist  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  das  Produkt 
GP'  HP^  entgegengesetzt  gleich  dem  Quadrat  der  Strecke  GM,  so  fallt  ilf  mit 
Pq  zusammen  und  es  ist  3/0,=  U^Af=  0;  die  beiden  Doppelpunkte  fallen  also 
dann  mit  M  zusammen. 

22.  Liegen  die  Gegenpunkte  zusammen,  so  istMH=0,  MPq  =^  oo\ 
die  Gleichung  No.  17,  7  vereinfacht  sich  alsdann  zu 

GP'  GP  =  GP^  .  GP^\  also  für  Doppelpunkte  n  gilt  Gü^  =  GP^  •  GP^'. 

Man  sieht  hieraus:  Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projec- 
tiven Punktreihen  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  so  giebt  es  zwei 
oder  keine  Doppelpunkte,  je  nachdem  zwei  entsprechende  Punkte 
auf  gleicher  Seite  des  Gegenpunktes  liegen  oder  nicht. 

Jeder  Punkt  der  Geraden,  auf  welcher  die  beiden  Punktreihen  vereint  liegen, 
ist  sowol  ein  Punkt  der  Reihe  P^P^P^  .  .  .  als  auch  der  Reihe  P^P^P^\ 
bezeichnen  wir  einen  Punkt,  sofern  er  zur  ersten  Reihe  gehört,  mit  Pi  und,  sofern 
er  zur  andern  gehört,  mit  Pk,  und  sind  PI  und  Pk  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte,  so  hat  man,  wenn  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  zunächst 

GPk  •  GPil  =  GPi .  GP-, 

Da  nun  G Pi  ^  GPk\  so  folgt,  dass  auch  GPk  =  GPI, 

Wir  erhalten  daher  den  Satz:  Wenn  zwei  projective  Punktreihen  so 
auf  einander  liegen,  dass  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  der  Geraden  ein  und  derselbe  Punkt,  gleich- 
gültig, zu  welcher  der  beiden  Reihen  man  den  Punkt  zählt. 

Von  projectiven  Reihen,  die  derart  auf  einander  liegen,  sagt  man,  dass  sie 
involutorisch  liegen  und  das  Punktgebilde,  das  sie  zusammen  bilden,  heisst 
eine   quadratische    Punktinvolution.     In   gleicher  Weise   gelangt   man   tu. 
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involutorisch  liegenden  Strahlenbüscheln  und  erkennt,  dass  die  involuto- 
rische  Lage  zweier  Strahlenbüschel  eintritt,  wenn  zwei  nicht  ent- 
sprechende Gegenstrahlen  zusammenfallen. 

Mit  quadratischen  Involutionen  werden  wir  uns  im  nächsten  Abschnitt  von 
einem  andern  Gesichtspunkte  ausgehend  beschäftigen. 

§  7.    Die  quadratische  Punkt-  und  Strahleninvolution. 

1.  Denkt  man  sich  die  Punkte  einer  Punktreihe  einzeln,  unabhängig  von 
einander,  so  ist  über  die  Punktreihe  nichts  geometrisch  zu  bemerken.  Ein 
geometrisches  Interesse  entsteht  erst,  indem  man  zwei  solche  Punktreihen  zu 
einander  in  (z.  B.  projective)  Beziehung  setzt,  indem  man  jedem  Punkte  der  einen 
Reihe  einen  oder  mehrere  bestimmte  Punkte  der  anderen  zuordnet. 

Man  kann  nun  aber  die  Punkte  einer  Geraden  auch  nach  bestimmten 
Methoden  zu  zweien  (oder  dreien  etc.)  in  Gruppen  vereinigen;  dann  wird  diese 
Einordnung  in  Gruppen  einen  Gegenstand  für  geometrische  Untersuchungen 
bilden  können. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  der  Geraden  von 
einem  festen  Nullpunkte  Q  mit  X,  so  kann  man  die  n  Werthe  von  X,  welche  den 
Punkten  einer  «punktigen  Gruppe  zugehören,  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
«ten  Grades  ansehen 

1.  M^   ^  rtr^j  X«  -h  a^  X«-l  -+-  .  .  -f-  dr«_iX  -f-  dr«  =  0. 

Die  Werthe  X  für  die  Punkte  einer  zweiten  Gruppe  seien  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

2.  M^  s  ^^  X"  -f-  b^  X«-i  -h  .  .  .  -h  bn-\k  H-  ^„  =  0. 

Dann  kann  man  mit  Hülfe  zweier  realer  Zahlen  r^  und  r^  die  Gleichung 
»iten  Grades  in  X  bilden 

3.  r  1  M^   -h  ^2  M^  ^=  0. 

Durch  diese  Gleichung  ist  eine  neue  Gnippe  von  n  Punkten  definirt.  Um 
die  Gruppen  zu  erhalten,  zu  denen  ein  bestimmter  Punkt  P^  gehört,  hat  man  den 
zugehörigen  Werth  Xq  in  3.  einzusetzen  und  dann  das  Verhältniss  r^  und  r^  zu 
bestimmen.  Bezeichnet  man  die  Werthe,  welche  die  Polynome  M^  und  M^ 
annehmen,  wenn  man  statt  X  darin  den  bestimmten  Werth  X^^  setzt,  mit  M^  q  "'^^ 
^2  0»  s^  entsteht  r^M^Q  -h  r^M^Q  =  0,  also  folgt  für  das  Verhältniss  r^  \  r^ 
ein  eindeutig  bestimmter  Werth ;  man  kann  nehmen  r^  =  M^q,  ^i  =  —  -^lo* 
Bei  dieser  Art  der  Gnippenbildung  gehört  also  jeder  Punkt  der  Geraden  nur  zu 
einer  Gruppe,  und  wenn  man  das  Verhältniss  r^  :  ^2  die  reale  Zahlenreihe  durch 
laufen  lässt,  so  erhält  man  durch  die  Gleichung  3.  alle  Gruppen  auf  der  Geraden. 

Eine  Punktreihe,  deren  Punkte  in  dieser  Weise  in  Gruppen  von  je  n  Punkten 
geordnet  sind,  nennt  man  eine  Involution  nten  Grades. 

Aus  dem  soeben  Mitgetheilten  hat  man  den  Satz: 

Wenn  zwei  Gruppen  einer  Involution  «ten  Grades  gegeben  sind, 
so  sind  auch  alle  anderen  Gruppen  bestimmt. 

Gleichlautendes  kann  man  über  Strahlbüschel  bemerken. 

Bezeichnet  man  mit  ^  den  Winkel  eines  Strahles  mit  einem  festen  Nullstrahle, 
so  lassen  sich  die  Strahlen  einer  ;?  strahligen  Gruppe  durch  eine  Gleichung 
fiten  Grades  definiren: 

4.  M^  ^  a^tang**^  -h  a^  tang»-^^  -f-  .  .  .  -i-  a^-itangr^  -f-  dr„  =  0. 
Eine  zweite  Gruppe  werde  definirt  durch  die  Gleichung 

5.  J/j  ^  b^tang^f^  H-  b^  tang'^-^tf  -4-  ...  4-  bn-\iang(f  -h  ^^  =  0. 
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Dann  kann  man  durch  geeignete  Wahl  der  Zahlen  r^  und  r^  mittelst  der  Formel 
6.  rj  Ml  -h  ^2  M2  =  0 

beliebige  neue  Gruppen  erzeugen.    Ein  Büschel,  dessen  Strahlen  so  in  ä  strahlige 
Gruppen  geordnet  sind,  heisst  eine  Strahleninvolution  «ten  Grades. 

2.  Wir  beschränken  uns  auf  Punkt-  und  Strahleninvolutionen  zweiten 
Grades. 

Bei  quadratischen  Punktinvolutionen  sind  M^  und  M^  quadratische  Functionen 
von  X  3/1  ^  äqX*  H-  2^1  X  -f-  äj,      M^  ^  ^^  X^  h-  2^^  X  -h  ^2» 

bei  quadratischen  Strahleninvolutionen  ist 
i/j  ^  a^tang^tf  -+■  ^a^  tätigt^  -h  öTj,      M^  ^  ^o^ang^^  -h  2^i  tang*^  -f-  ^j. 

3.  Wir  fragen  zunächst  nach  dem  Punkte  einer  quadratischen  Punktinvolution, 
der  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  zusammen  ein  Paar  bildet. 
Wir  haben  dazu  das  Verhältniss  r^  :  r^  so  zu  wählen,  dass  die  Gleichung 

1.  r^  M^  -i-  r^M^  =  0 

eine  unendlich  grosse  Wurzel  hat.     Die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 

aX»-+-2ßX-h7  =  0  sind  bekitnntlich 

OL  OL  '  p^ 

Entwickelt  man  den  irrationalen  Theil,  so  findet  man 


V 


a7  1     a7        1     a^-^s         j      ^9^3 

1  —  ;r^=   1  —  7^';75r  — 


1 

8  ' 
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ß2        *        2     3»        8       ß*  16      ß« 

Die  folgenden  Ausdrücke   enthalten  höhere  Potenzen  von  a,  als  die  dritte. 
Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

a  -  ^a        2  '  ß         8  '   ß3         16  '    ß^  '  '  '^ 

oder  einzeln      X'  =  —  g-  • 

a  2 

Eine  dieser  Wurzeln,   X",   wird  unendlich  gross,   wenn  a  =  0;    die  andere 
nimmt  dann  den  Werth  ( — 7)  :  2ß  an. 

Soll  also  die  Gleichung  1.  eine  unendlich  grosse  Wurzel  haben,  so  muss  der 
Coeflicient  von  X^  verschwinden,  d.  i.  es  muss  die  Gleichung  gelten 
2.  r^a^  -f-  r^^Q  =  0, 

aus  welcher,  da  es  nur  auf  das  Verhältniss  von  r^  \  r^  ankommt,  die  Werthe 
gezogen  werden  können         r^  -=  b^^     ^^  =■  —  ^o* 

Durch  Benutzung  dieser  Werthe  reducirt  sich  1.  auf  die  lineare  Gleichung: 

aus  welcher  hervorgeht 

^  j^  ^ ^0^2  —^2^0 

"^        2(^0^1  —«i<^o)' 
Der  durch  diesen  Werth  bestimmte   Punkt  heisst  der  Central p unkt  der 

Involution,  und  soll  mit  O  bezeichnet  werden.  Wählt  man  den  Centralpunkt 
zum  Nullpunkte  (statt  des  beliebigen  Nullpunktes  0,  so  müssen  die  Coefficienten 
in  1.  und  2.  so  beschaffen  sein,  dass  der  in  4.  gegebene  Werth  von  X  ver- 
schwindet. Dazu  ist  nothwendig,  dass  a^\b^=^  a^  :  b^'^  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit kann  man  setzen  a^  =  b^^  a^  =  ^2-  l^aher  lauten  die  Gleichungen 
1.,  2.,  3.  jetzt:     M^a^\^  -h  2^1  X  -f-  «g  =  0,     M^  ^a^X^  -h  2^iX  -h  ö^  =  0, 
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Bezeichnet  man  die  Wurzeln  von  M=  0  mit  X'  und  X",  so  wird 
5.  X'  .  X"  =  OP^  OjP'  =  (fl±nl!^  _  ?i. 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Das  Produkt  der  Abstände  der  beiden 
Punkte  jedesPaares  einer  quadratischen  Punktinvolution  vom  Central- 
punkte  ist  constant. 

Je  nachdem  der  Quotient  «2  •  ^0  positiv  oder  negativ  ist,  liegen  je  zwei 
Punkte  eines  Paares  auf  derselben  Seite  des  Centralpunktes  oder  nicht. 

Der  Vergleich  der  Formel  5.  mit  §  H,  No.  21  lehrt,  dass  die  dort  gegebene 
Definition  der  quadratischen  Involution  mit  der  aus  einem  allgemeineren  Gesichts- 
punkte in  diesem  Abschnitte  aufgestellten  gleichbedeutend  ist 

4.  Wir  fragen  nun  nach  solchen  Punktpaaren  einer  Involution  zweiten 
Grades,   deren  Punkte  vereinigt  liegen  (in   einen  Punkt  zusammenfallen). 

Dies  kann  offenbar  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Punkte  jedes  Paares  auf 
derselben  Seite  des  Centrums  O  liegen,  wenn  also  das  constante  Produkt  OP'  Of* 
(die  Potenz  der  Involution)  positiv  ist.  Bezeichnet  X  den  Abstand  eines  aus 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  bestehenden  Paares  vom  Centrum,  so  bestimmt 
sich  X  nach  5.  der  vorigen  Nummer  aus  X-  =  OP-  OJP'. 

Ist    also    die  Potenz   einer  quadratischen   Involution  positiv,    so 
giebt  es  zwei  Paare,  deren  Punkte  vereinigt  liegen;  diese  Paare  liegen 
symmetrisch  zum  Centrum;  man  bezeichnet  sie  als  die  Asymptotenpunkte 
p  p,         der  Involution. 

1 Sind  7^  und  F^  die  Asymptotenpunkte,  6>  das  Centrum, 


T        0         F 

'  jP  und  F'  ein  Punktpaar  einer  quadratischen  Involution, 

^•^•^  so  ist  also  OF^  =  OF^  =  OF-  O  F,     F^O  =  OF. 

Nun  ist         1.     FF^  =  FO  —  F^O,  3.     FF     =  FO -^  OF, 

2.     FF=FO-^OF,  4.     F^F^F^O  —  TO. 

Durch  Multiplication  der  Formeln  1.  und  2.,  sowie  3.  und  4.  folgt 

5.  FF^  ^  FF  =      FO'  OF'  —  FO  •  F^O  -\-  FO  -  FO  —  OF'  -  F^O, 

6.  FF  '  F^F  ^  —  FO'FO  -^OF-F^O  -f-  FO-  F^O  —  OF    FO. 
Da  nun  FO  •  OF  =  FO  -  0F=  FO  •  F^O ,  so  folgt 

FF,  '  FF'   ^FO'FO  —  O F  -  F^O, 
FF  'F^F  =  FO'F^O  —  OF  -FO, 

Femer  ist  FO  -  FO  —  OF    F^O  r=-^  {FO  •  F^O  —  FO  •  OF), 

Also  ist  FF^  .  FF  ^  —  FFF^F,     oder    FF\  FF'  =  —  FF^  :  F^F. 

Dies  ergiebt  den  Satz:  Je  zwei  Punkte  eines  Paares  einer  quadra- 
tischen Involution  mit  positiver  Potenz  liegen  harmonisch  zu  den 
Asymptoten  der  Involution. 

5.  Die  Formel  OF-  OF  =  OF^  •  OF^'  lehrt  eine  Involution  zu 
ergänzen,  d.  i.  aus  zwei  gegebenen  Punktpaaren  einer  quadratischen  Involution 
das  Centrum  der  Involution  und  den  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  zugehörigen 
Punkt  zu  bestimmen. 

Constniiren  wir  die  beiden  Kreise,  die  durch  einen  beliebig  gewählten 
Punkt  A  und  durch  die  Punkte  je  eines  der  beiden  gegebenen  Paare  F^F^\ 
F^F.j'  bestimmt  sind,  so  schneiden  diese  sich  noch  in  einem  Punkte  JB  (der  im 
Falle  der  Berührung  der  beiden  Kreise  als  unendlich  nahe  bei  A  anzusehen 
wäre).  Die  Gerade  AB  trifft  die  Gerade  G  im  Centrum  der  Involution,  denn 
es  ist  nach  bekannten  planimetrischen  Sätzen  OF^  •  OF^'  =  OA  *  OB 
:=  OF^  .  OF^'. 
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Um   nun  zu  einem  Punkte  P  den  zugehörigen  zu  bestimmen,   construiren 

wir  den  Kreis  PAB\  der  Schnittpunkt  dieses  Kreises  mit  der  Geraden  G  ist  der 

gesuchte  Punkt  P\  denn  es  ist 
OP'OP  =  OP^  '0P^\  a 

Construiren  wir  die  beiden 

Kreise,  welche  durch  A  und  B 

gehen    und    G    berühren,    so 

sind  die  Berührungspunkte  die 

Asymptotenpunkte  der  Invo- 
lution; wir  erhalten  sie  be- 
kanntlich, indem  wir  OF 
{=^F^0)  als  das  geometrische 
Mittel  aus  OA  und  OB  con- 
stniiren. 

6.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, ob  es  in  einer 
Strahleninvolution  Strah- 
lenpaare giebt,  deren 
Strahlen  auf  einander 
senkrecht  stehen. 


(M.384.) 


Bestimmen  sich  die  Winkel  <p,  welche  die  Strahlen  zweier  Paare  N^  und  N^ 
mit  einem  festen  Nullstrahle  bilden,  aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen 

1.  N^  ^  ÜQtang^  (p  4-  2a^tangr^  -f-  «2  =:  0, 

2.  N2  =  b Q tätigt  <^  -h  ^b^tang^  -+-^2  =  0, 

so  erhält  man  bekanntlich  (No.  2).  die  Winkel  <p  jedes  Strahlenpaares  durch  ge- 
eignetie  Wahl  der  Zahlen  r^  und  r^  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung 

3.  iV=  r^N^   H-  r^N^  =  0. 

Soll   diese  Gleichung  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Strahlen  erfüllt 
werden,  so  gilt,  wenn  <p  und  <p'  der  Gleichung  genügen,  die  Beziehung 

tang^^  =  /««^  (<p -I- 90°)  =  —  \\tangf^^     oder 

4.  tang  ^^  -  tang^  =  —  1. 

Die  Gleichung  3.  lautet  vollständig  ausgeschrieben: 
iV=  {t^Uq  -+-  r^b^tang^  <p  -f-  "Kr^a^  -f-  r^b^)tangf^  4-  {r^a^  4-  r^b^)  =  0. 

Das  Produkt  ihrer  Wurzeln  ist  (r^Äg  H-  ''2^2)  •  (''i^o  "^  ''2^0)»  ^^^^  ^^^^  nach 
4.  gleich  der  negativen  Einheit  sein;  daher  hat  man  die  Bedingungsgleichung: 


^1^2 


r^b^ 


^1^0 


-+-^2-0 


1-  =  —  1,     aus  welcher  folgt: 


5. 


6. 


Da  es  nur  auf  das  Verhältniss  der  Zahlen  r^,  rg  ankommt,  so  kann  man  setzen 


r,  =  ^„  -f-  b 


u 


2' 


=  —  ('^o  -^-  '^2)- 


Hieraus  folgt:  In  jeder  quadratischen  Strahleninvolution  giebt  es 
ein  und  nur  ein  Paar  auf  einander  senkrechte  Strahlen;  diese  Strahlen 
werden    als  die  Achsen  der  Involution  bezeichnet. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Gleichung  5.  identisch  erfüllt 
ist,  d.  i.  wenn  a^  =^  —  a^^  ^2  =  —  ^0  J  dann  sind  die  Strahlen  der  Paare  A^j, 
N^,  sowie  überhaupt  die  Strahlen  jedes  Paares  auf  einander  senkrecht. 
Eine  solche  Strahleninvolution  wird  als  Kreissystem  bezeichnet. 

7.  Die  Gleichung,  durch  welche  die  Achsen  bestimmt  werden,  ergiebt  sich 
durch  Einsetzung  der  Werthe  6.  in  A'  =  0  zu: 
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1.  {a^b^  —  a^bQ)tang^r^  -\r  2[^i(^o  -+"  ^2)  —  ^1  ('^0  -+-^2)]  ^^«^?  —('^0^2  —^2^0)  =  0- 
Wählt  man  eine  Achse  zum  Nullstrahl,  so  muss  diese  Gleichung  die  beiden 
Wurzeln  haben  fang  9  =  0  und  tapig  rp  =  00 ;  beides  tritt  ein,  wenn  a^b^  —  äj^o  =  ^• 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  kann  man  setzen  ^^  =  ^^ ,     a^^=  b^. 

Dann  werden  die  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  zu 

N^  ^  a^tang^f^  -h  '2a^  tangr^  4-  ^2  =  0, 

N^  =^  a^tang"^  ^  H-  2^i  tang'^  4-  dfg  =  0, 

N    ^^  ÜQ  (r,  -h  /-g)  /äw^^^'^  <p  4-  2  («i/-!  -h  /^j^ra)  /öw^<p  -h  a,  (r^  -f-  rg)  =  0. 

Sind  tang^,     tätig  r^^  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung,  so  folgt: 

1.  /^«^9  .  /«;i^^    =  M^7-^^       ^0  • 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Das  Produkt  der  Tangenten  der  Winkel, 
welche  je  zwei  Strahlen  eines  Paares  einer  quadratischen  Strahlen- 
involution mit  einer  Achse  bilden,  ist  constant 

Sind  A  und  A^  die  Achsen,  und  ist  A  die  Nulllinie,  so  ist 

tätig  AT  =  tang{AA^  +^1^  =  tangi^^''  '\-  A^T)  =  —  1  :  tangA^T. 

Setzt  man^  ^ = 4^,  v4  j  7* = i|*',  so  ist  tangf^  =  —  1  :  tang^^  tang^'  =  —  1  :  tang^\ 
Dies  in  1.  eingesetzt,  ergiebt: 

tätig  ^  •  tatig  ^^  =  -^  . 

^2 

Die  Produkte  der  Tangeinten  der  Winkel,  welche  je  zwei  Strahlen 
eines  Paares  mit  der  einen  und  mit  der  andern  Achse  bilden,  sind 
also  reciprok. 

Ist  «2  :  «0  positiv,  so  sind  die  Winkel  9,  9',  sowie  die  Winkel  4*»  +' 
beide  spitz  oder  beide  stumpf;  hieraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  die  Strahlen 
jedes  Paares  durch  dasselbe  Scheitelwinkelpaar  der  Achsen  gehen,  oder  dass  die 
Strahlen  jedes  Paares  durch  die  Achsen  nicht  getrennt  werden;  ist  hingegen 
«2  •  <^ü  negativ,  so  werden  die  Strahlen  jedes  Paares  durch  die  beiden  Achsen 
getrennt. 

8.  Nur  im  ersteren  Falle  kann  es  reale  Strahlenpaare  geben,  deren  Strahlen 
zusammenfallen.     Sie  werden  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

tätigt  ^  =  —, 

aus  welcher  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  <p  folgen. 

Strahlen,  in  welchen  zwei  Strahlen  eines  Paares  zuzammenfallen,  werden  als 
Asymptoten  der  Involution  bezeichnet.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Die 
Asymptoten  einer  quadratischen  Strahleninvolution  liegen  sym- 
metrisch zu  den  Achsen  der  Involution. 

Strahleninvolutionen  und  Punktinvolutionen  heissen  hyperbolisch  oder 
elliptisch,  je  nachdem  sie  reale  Asymptoten,  bez.  Asymptotenpunkte  besitzen 
oder  nicht. 

9.  Legt  man  eine  Gerade  G  normal   zum   Nullstrahle  durch  den  Punkt  Q 

desselben,   und  schneidet  damit  die  Strahlen  T  und  T'  in  P  und  jP\  so  ist  bei 

geeigneter  Wahl  des  positiven  Sinnes  von  G: 

QP  ,       QF' 

tatig<f  =  ^,^  ,       tatig^'  =  -^^  . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  ^j  =  0,  N^  =0,  iV  =  0 
ein  und  setzt  CQ  =  7,  QjP=  \,  QjP'  =  \',  so  erhält  man  für  die  Punktpaare, 
in  denen  G  von  den  Strahlenpaaren  der  Involution  geschnitten  wird,  die  Gleichungen: 
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^1  =  ^^*  +2  "^X +«2=0,      .»/j^^'-X^  +2^X  +  *2=0, 

M  ^  r^M^  -h  r^M^  =  0. 

Hieraus  folgt:  Eine  Strahleninvolution  wird  von  jeder  Geraden  in 
einer  Punktinvolution  geschnitten;  die  Schnittpunkte  eines  Strahlen- 
paars bilden  ein  Punktpaar. 

Dieser  Satz  zeigt,  wie  man  eine  quadratische  Strahleninvolution 
ergänzt.  Man  schneidet  die  Strahlenpaare  JV^,  JV^  durch  eine  Gerade  in  den 
Punktpaaren  M^  und  J/g»  ergänzt  die  durch  diese  beiden  Paare  bestimmte 
Punktinvolution  und  verbindet  jedes  Punktpaar  derselben  mit  dem  Träger  der 
Strahleninvolution,  so  erhält  man  die  Strahlenpaare  derselben.  Insbesondere 
erhält  man  die  Asymptoten  der  Strahleninvolution  aus  den  Asymptotenpunkten 
der  Punktinvolution. 

10.  Den  Begriff  projectiver  Verwandtschaft  hat  man  auch  auf  Involu- 
tionen ausgedehnt. 

Sind  A'i  =0,  A'2  =  0,  K^  ^  Ti  ^1  +  T2  -^2  =  ^  ^^^^  Paare  einer  Involu- 
tion, so  kann  die  Gleichung  für  jedes  vierte  Paar  in  der  Form  geschrieben  werden 

^=ri7iA"i  -hra72A'2=0. 

Das  Verhältniss  r^ir^  heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Paare 
K^  A'2  A'g  K  und  wird  symbolisch  durch  {K^  K^  K^  K)  bezeichnet. 

Dieser  Begriff  lässt  sich  geometrisch  anschaulich  machen.  Ist  Ä  ein  fester 
Punkt  der  Geraden,  auf  welcher  eine  quadratische  Punktinvolution  liegt,  und  ist  a 
sein  Abstand  vom  Nullpunkte  Q,  so  wollen  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt  ^ 
zu  jedem  Paare  der  Involution  und  zu  A  bestimmen.  Ist  (?^  =  /,  so  ist, 
wenn  ^  die  Strecke  PP'  im  Verhältnisse  V2  :  v^  theilt: 

Nun  sind  aber  PP  A^  harmonisch;  also  ist  nach  dem  Begriffe  harmonischer 
Punktpaare  V2  :  vj  =  —  PA  :  AP  =^  —  (a  —  ^)  ^  (^'  —  «)  J  folglich,  wenn  man 
in  1.  direkt  vg  =  —  (a  —  X) ,       v,  =  X'  —  a     setzt: 

,       2XX'  — a(X-f- X') 

^'  ^  -  X  +  X'  • 

Sind  nun  M^  =  0,  M2  ^  0,  M^  ^  71  M^  4-  72  ^i  =  0,  M^  r^  7^  M^ 
-+-  /-o 72-^^2  =  ^  ^^^  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Punktepaare  M^^M^,  M^, 
Mj   so  ergeben  sich   für  XX'  und  X  -h  X'   aus  der  Gleichung  J/=  0  die  Werthe 

3.  u' =  ^^^-^:^^-^  ,     _(X4-X')  =  2^^-'Ü^l-±^-^^. 

Aus  diesen  folgt  weiter 

^  ^ ^l7l  (^2  -^  «^1)   +  ^272  ip2  +  «^1) 

^l7l^l    -+-  ''272^1 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  r2  =  0,  a-j  =  0,  ^2  =  ''1  =  ^»  so  ergiebt 
sich  für  die  Punkte  ^^^i  $2  ^3»  welche  den  Paaren  M^  M^  M^  und  dem  Punkte 
A  harmonisch  zugeordnet  sind 

__        ^2  "^  ^^\  j    __        ^2  +  ^^\ 

^    ^__  7i  (^2  -«-  ^^1)  -^  72  (^2  -^-  Q^^i)  ^  7i^iA  -H  72  ^1^2 

^  7i«i  -+-72^1  7i<^i  -+-  72^^! 

Hiernach  lässt  sich  für  /  schreiben: 

r  /       ^i7i^i  A  +^2 72 ^1  ^2 
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Das  Doppel verhältniss  der  vier  Punkte  ^,  ^^  ^s  ^  ^^^S^  ^"^  5.  und  6.  zu: 

Dies  ergiebt  den  Satz:  Vier  Punktpaare  einer  quadratischen  Punkt- 
involution und  die  vier  Punkte,  welche  den  vier  Paaren  und  einem 
festen  Punkte  harmonisch  zugeordnet  sind,  haben  gleiches  Doppel- 
verhältniss. 

Schneidet  man  eine  Strahleninvolution  durch  eine  Gerade  und  beachtet,  dass 
harmonische  Strahlen  in  hannonischcn  Punkten  geschnitten  werden,  so  findet 
man,  dass  sich  der  soeben  mitgetheilte  Satz  auch  auf  Strahleninvolutionen  aus- 
dehnen lässt:  Vier  .Strahlenpaare  einer  quadratischen  Strahleninvolu- 
tion und  die  Strahlen,  die  den  vier  Paaren  und  einem  festen  Strahle 
harmonisch  zugeordnet  sind,  haben  dasselbe  Doppelverhältniss. 

11.  Sind  Ä\  =  0,  A'j  =0,  Ä'a  ^  7|  Ä'j  -h  -(.jK^  =  0  drei  Paare  einer  Punkt- 
oder Strahleninvolution;  sind  femer  Zj==Ü,  L^=i)t  L^^^o^L^  -\-  o^jL^  =  0 
Paare  einer  andern  Punkt-  und  Strahleninvolution,  oder  Punkte  einer  Geraden, 
oder  Strahlen  eines  Büschels,  so  heissen  die  beiden  Gebilde  projectiv,  wenn 
jedem  Paare  der  Involution  das  Paar  der  andern  Involution,  bez.  der  Punkt  der 
Geraden  oder  der  Strahl  des  Büschels  zugeordnet  wird,  für  welche  die  Gleichung 
der  Doppelverhältnisse  besteht: 

(Ä'i  IC^  K.^  /C)  =  {L^  Zj  L.^  L)  . 
Es  entsprechen  sich  also  dann 

Ä'ssriYjÄ'i  -+-  /-jYjÄ'j,  ^  0  und  Z  ^  r|8jZj  -h  rgOjZj  =  0. 
Die  Ergänzung  projectiver  Involutionen  wird  erst  später,  bei  Gelegenheit  der 
Entwicklungen  über  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung,  mitgetheilt  werden. 

12.  Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Betrachtung  einer  Entartung 
der  quadratischen  Punkt-  und  der  Strahleninvolution,  die  sich  in  ähnlicher  Weise 
auch  auf  Involutionen  dritten,  vierten  etc.  Grades  ausdehnen  lässt 

Haben  zwei  Punktpaare  M^  und  M2  einer  Involution  einen  gemeinsamen 
Punkt,  so  wollen  wir  diesen  Punkt  zum  Nullpunkte  wählen.  Die  Gleichungen 
M^  =  0  und  M.2  =  0  vereinfachen  sich  jetzt  zu 

1.  il/j  =  öo  ^'^  +  2^1  X  =  0, 

2.  J/jj  ^d^\^  4-2^iX  =  0. 
Die  Gleichung  eines  beliebigen  Paares  M  wird  daher 

3.  M^r^M^  -h  r^M^  ^  (^i^^o  ■+■  ^2^0)^^  -+■  2  (^1  <^i  4-  ''2^1)  X  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  ebenso,  wie  1.  und  2.,  die  Wurzel  X  =  0. 

Die  Abstände  Xj  Xjj  X  der  übrigen  nicht  in  den  Nullpunkt  fallenden  Punkte 

jPj  JP2  P  der  Paare  J/^  J/jj  M  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

P^^a^\-^  2^1  =0, 

y^j,  =  ^^,  X  -i-  2  ^1  =  0, 

Fügt  man  zu  My  und  M^  ein  drittes  und  viertes  Paar  J/3  und  M  derart, 
dass  man  setzt 

so  wird      7^3  ^  7^  P^  ^  ^.^  P,^  =  ^,       P  =^  pj  7^  P^  -^  P2  T2  A  =  ^ 
und  hieraus  folgen  für  die  Abstände  OP^^     OP^y     OP^,     OP  die  Werthe 
__       2^1  _        2^1  ___        27i<7i  -f- 272^^1  _7i  «0^1  -+- 72^0^2 

Aj    —  ,       Ag   —  ,       ,        A3   — 


^ü   '  ^ü  '  Ti  «0^-72^0  71^0  -+-72^0 

X  =  __  2pi7igi  -f-  2p27a^  ^  Pi7i^o^i  +  p272^o^2 
Pi7i«ü -+-P27i^ü  Pi7i«ü  -+- p2  72^o 
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Aus  diesen  vier  Werthen  erhält  man  das  Doppelverhältniss  dei:  vier  Punkte 

es  ist  daher  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  Paare  der  Involution: 

{P^P^P^P)==  {M^M^M^M). 
Wir  übertragen  diese  Bemerkungen  sogleich  auf  Strahleninvolutionen 
und  haben  daher  den  Satz:  Haben  zwei  Paare  einer  quadratischen 
Involution  ein  Element  gemein,  so  gehört  dieses  Element  allen 
Paaren  der  Involution  an;  die  Reihe  der  übrigen  Elemente  ist  mit 
der  Involution  projectiv. 


§  8.    Der  Kreis. 

1.    Hat  das  Centrum  M  eines  Kreises  die  Coordinaten  a  und  b  und  ist  p 
der  Radius  des  Kreises,  so  gilt  für  jeden  Punkt  P  des  Kreises  die  Gleichung 

MP^  =  p» , 
das  ist  {x  —  a)^  -^  {y  —  ^)^  =  p^  ,       oder  entwickelt  und  geordnet: 

1.  x^  -{-y^  —  lax  —  'i^by  -+-  «»  -i- ^^  —  p^  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises. 

Giebt  man  dem  Centrum  besondere  Lagen  gegen 
die  Coordinatenachsen ,  so  gehen  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  des  Kreises  besondere  Modificationen  derselben 
hervor. 

Liegt  das  Centrum  im  Nullpunkte,  so  ist«  =  ^ 
=3s  0;  die  Gleichung  des  Kreises  lautet  daher 


2. 


x^ 


F»  — 


p»  =  0. 


Liegt   das  Centrum   auf  der  -Y-Achse,    so   ist 
^  =  0,  und  die  Gleichung  ändert  sich  ab  zu: 

-\-y^  —  ^ax-\-a^  —  p2  =  0. 


(M.385.) 


3. 


4. 


X 


2 


Liegt  das  Centrum  auf  der  F-Achse,  so  erhält  man 

x^  ^y^  —  ^by-^b^  —  9^  =0. 


Geht  der  Kreis  durch  den  Nullpunkt,  so  hat  das  rechtwinklige  Drei- 
eck OAfM  die  Hypotenuse  p,  daher  ist 

aa4-i&»  =  p2, 
also  erhält  man  die  Gleichung: 


5. 


rd 


2ax  —  2by  =  0. 


Berührt  der  Kreis  die  K-Achse  im  Nullpunkte,  so  vereinen  sich  die  Fälle 
3.  und  5.  und  man  hat  die  Gleichung: 

6.  x^  -{-y^  —  2ax  =  0^     oder  y  =  y^ax  —  x^  . 

Berührt  der  Kreis  die  X-Achse  im  Nullpunkte,  so  hat  man: 


7. 


1. 


X' 


2by^0. 


2.   Die  Gleichung  des  Kreises 


X' 


-\-y^  —  lax  —  2^^  +  «a  -h  ^2  _  p2  —  0 


ist   eine  Gleichung  zweiten  Grades.     Sie  zeigt  gegenüber  einer  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades  in  den  Coordinaten  x  und  y 

Ax^  -h  IBxy  H-  Cy^  4-  2Z>a:  -|-  2Ey  4-  i^  =  0 
die  Besonderheiten,   dass  das  Glied  mit  dem  Coordinatenfaktor  xy  fehlt,  und 
dass   femer  die  Glieder  x^  und  y^  den  Coefficienten  1  haben. 

Liegt  umgekehrt  eine  Gleichung  zweiten  Grades  vor 
2.  mx'^  -f-  my^  -f-  "inx  4-  "ipy  +  ^  =  0 , 
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in  welcher  das  Glied  mit  dem  Coordinatenfaktor  xy  fehlt  und  in  welcher  x^  und 
y^  gleiche  Coefficienten  haben,  so  schreibe  man  für  dieselbe 

•^  m  m'^        tn 

Der  Vergleich  von  3.  mit  1.  zeigt,  dass  3.  die  Gleichung  eines  Kreises  "ist, 
dessen  Centrum  die  Coordinaten  hat 
4.  ö  =  —  n:m,d  =  —  p  :m . 

Femer  ist 

^2+^2  — p2  =  i^, 


m 


daher  durch  Verwendung  der  Werthe  4. 

p»=^(«*+/»-^«)- 

Die  Gleichung  2.  ist  also  die  Gleichung  des  Kreises,  dessen  Centrum  die 
Coordinaten  ( —  «) :  m  und  ( — p)  :fn  und  dessen  Radius  die  Länge  hat: 

Es  fragt  sich,  welche  geometrische  Bedeutung  es  hat,  wenn  der  Radicand 
n^  -hp^  —  ^m  negativ  ist.  Setzen  wir  «2  -f-^2  =iqpi  —  j2  ^  so  wird  also 
qm  =  «2  -\-p^  -\-  s^f  daher  geht  die  Gleichung  2.  nach  Multiplication  mit  m  über  in 

m^x^  -+■  m^y^  -+-  7.nmx  +  2pmy  -\- n^  -\- p^  -\- s^  =0 
oder  {mx  -+-  ny  +  {my  -hp)^  -+-  ^2  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  durch  reale  Werthe  von  x  und  y  nicht  erfüllbar;  denn 
für  jeden  realen  Werth  von  x  und  y  sind  {mx  -+-  «)2  und  (my  -+-  /)•  positive 
Grössen,  die  mit  der  positiven  Grösse  s^  nicht  die  Summe  Null  geben  können. 

Ist  also     «2_|.^2 — qf^     negativ,  so  wird  der  Gleichung 

mx^  -h  my^  -h  2nx  -H  2py  -h  q  =Q 
durch  keinen  realen  Punkt  genügt. 

Nimmt  m  ab,  während  «,  /  und  g  gegebene  endliche  Werthe  behalten,  so 
wachsen  die  Grössen 

ö  =  — -,       ^  =  — £,       9=-Vn^  -^p^  —  gm  , 
m  mm 

es  wachsen  also  die  Coordinaten  des  Kreiscentrums  und  der  Radius.     Geht  m 

zur  Grenze  Null  über,  so  werden  ö,  ^  und  p  unendlich  gross;  die  Gleichung  des 

Kreises  geht  zugleich  in  die  lineare  Gleichung  über  2nx  -h  2py  -\-  q  =  0 . 

Man  kann  daher  eine  gerade  Linie  als  einen  Kreis  mit  unendlich 
grossem  Radius  betrachten. 

3.  Setzt  man  abkürzend  a^  -h  If^  —  p^  =  r,  so  erscheinen  in  der  Gleichung 
des  Kreises 

L  x^  -\-y^  —  2ax --  2dy  -^^  c  =  0 

drei  Constante,  a,  b  und  c. 

Wird  verlangt,  dass  ein  Kreis  K  durch  den  Punkt  P^    geht,   so  muss  die 
Gleichung   1.  durch  die  Coordinaten  x^  y^  des  Punktes  Py^  erfüllt  werden;  die 
noch  unbestimmten  Constanten  ö,  ^,  c  müssen  also  der  Gleichung  genügen 
2.  x^  -+-  y^  —  "lax^  —  "Iby^  4-^  =  0. 

Dies  ist  eine  lineare  Gleichung;  drei  lineare  Gleichungen  sind  zu  vollständiger 
und  eindeutiger  Bestimmung  von  ö,  b  und  c  ausreichend  und  nothwendig.  Wir 
haben  daher  den  analytisch -geometrischen  Beweis  des  Satzes:  Ein  Kreis  ist 
durch  drei  Punkte  bestimmt 
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Soll  P  auf  dem  Kreise  liegen,  der  durch  die  gegebenen  Punkte  /\  P^  P^ 
geht,  so  müssen  die  Coordinaten  xy^  ^i/i»  ^2>'2»  •^aJ's  ^^^  Gleichung  1. 
erfüllen.     Man  hat  daher  die  vier  in  a,  b^  c  linearen  Gleichungen 

^2   ^y^   —^xa    —lyb    -4-r  =  0 

x^  -^-y^  —  1x^a  —  1y^b-^c  =  Q 

x^  -^y^  —  2^2^  —  2>'2^  -h  ^r  =  0 

^3^  -^ yi  —  2^3 a  —  2j'3^  H-  ^  =  0. 

Ihr  Verein  bedingt  das  Verschwinden  der  Determinante 

{x^   -^-y^)  X  y  1 


3. 


(^1^ 


(x,^ 


=  0. 


yi)     ^1     yi      1 

%  -T- V)      ^2     y%      1 

W  -+-.^8^)      ^8     yz      1 

Dies  ist  also  die  Gleichung  des  Kreises  /\  P^  P^, 
Liegt  P^  auf  der  Geraden  /^^  P^ ,  und  theilt  jP  die  Strecke  /\  -Pg  ™  ^^^' 
hältniss  X^  :  Xj ,  so  hat  man 


K^i 


f^^x^ 


'^iy\  -^  hy% 


Xj  •+-  X2  Xj   +  X2 


{x^  ^y^). 

^, 

.y» 

1 

i^i'  +y.') 

^1 

^'i 

1 

W  -^yi) 

^2 

>'2 

1 

1 

0 

0 

0 

Multiplicirt  man  die  letzte  Zeile  der  Determinante  4.  mit  X^  -hX2 ,  femer  die 
zweite  Zeile  mit  X^,  die  dritte  mit  X2,  setzt  in  die  vierte  Zeile  die  Werthe  ein 

(Xj  -+-  Xg)  ^3  =  \^x^  H-  Xa^a ,  (X^  -h  X2);'3  =  \^y^  -\-  X^y^ 
und  subtrahirt  dann  von  den  Gliedern  der  vierten  Zeile  die  Summen  der 
homologen  Glieder  der  zweiten  und  dritten  Zeile,  so  wird  das  erste  Glied  der 
vierten  Zeile  zu  (X^  4-  X2)  {x^  -^  yi)  —  Xi  {x^  -^  y^)  —  X,  {x^  -f-  y^) .  Die 
anderen  Glieder  der  letzten  Zeile  werden  sämmtlich  gleich  Null.  Dividirt 
man  dann  die  letzte  Zeile  durch  das  erste,  von  den  veränderlichen  Coordi- 
naten Xj  y  unabhängige  Glied,  so  erhält  man  schliesslich  als  Gleichung  des 
Kreises  die  Determinante: 


=  0. 


Diese  Gleichung  reducirt  sich  bei  Entwicklung  der  Determinante  nach  den 
Gliedern  der  letzten  Zeile  auf 

X  y         l 

^1  J'i       1     =0, 

•^2      -^2       1 
d.    i.    auf  die    Gleichung    der  Geraden  P^  P^  ,    in  Uebereinstimmung    mit   der 

vorigen  Nummer. 

4.    Wird  durch  einen  Punkt  P^  eine  Gerade  T  gelegt,  die  mit  der  Jt-Achse 
den  Winkel  a  bildet,  so  gilt  für  jeden  Punkt  P  dieser  Geraden: 

OP  =  OP^'  -h  P^'P  ,       OP''  =  OP^"  -\-  P^"P' . 

Setzt  man  P^ P=  r,  so  ist  P^' P  =  P^Pcosft  =  rcosri^     P^' P'  =  P^Psino. 
=  rsinai.  0^ 

Da  nun  weiter  OP  =  x,     O P'  =>',     OP^'  =  otj ,     O P^'  =y^ ,    so  folgen 
die  Formeln 

X  =  x^ -h  rcosa,      y  =y^ -\- rsina. 

Wir  bestimmen  nun  die  Strecken  der  Geraden  T,  welche  von  P^   bis  an 
die  Peripherie  des  Kreises 
2.  K^x^  -i-y^  —  2aX'-2by-\'C  =  0 
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reichen;  zu  diesem  Zwecke  haben  wir  die  Coordinatenwerthe  aus  1.  in  5.  ein- 
zusetzen und  die  sich  ergebende  Gleichung  für  r  aufzulösen.     Wir  erhalten 
{x^  -\-  rcostj)^  -k-  {yi  4-  rsitift)^  —  ^a{x^  -4-  rcosa)  —  2^  {y^  -\-  rsina)  h-  r  ==  0 
oder  nach  fallenden  Potenzen  der  Unbekannten  r  geordnet: 

3.  r^  4-2[(^i  '-a)cosa-\-{y^  —  b)sina]r  -\- x^  -\-y^  —  2ä^i  —^by^  -h  r  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  mit  r' ,  r'\  so  folgt  aus  3.  das  Produkt  der 
Wurzeln  zu 

4.  rr"  =  x^^  -+-^1*  —  2axi'—  ^by^  -h  c. 

Dieser  Werth  ist  unabhängig  von  der  Richtung  der  Geraden  T,  er  hängt 
nur  von  den  Constanten  des  Kreises  und  von  den  Coordinaten  des  Punktes  /\ 
ab.  Wir  haben  daher  den  (aus  der  Planimetrie  bekannten)  Satz:  Wird  ein 
Strahlenbüschel  von  einem  Kreise  geschnitten,  so  ist  das  Produkt 
der  Strecken,  die  auf  jedem  Strahle  vom  Büschelträger  bis  an  den 
Kreis  reichen,  von  constanter  Grösse.  Dieses  constante  Produkt  wird 
bekanntlich  die  Potenz  des  Punktes  /\  in  Bezug  auf  den  Kreis  genannt; 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  4.  lehrt:  Die  Potenz  eines  Punktes  /^  in 
Bezug  auf  den  Kreis  K^x^ -i-y^ — 2ax  —  2by-^c  =  0  ist  der  Werth, 
den  die  Function  IC^x^  -hy^  —  2ax  —  2by-^c  annimmt,  wenn  man  in 
dieselbe  die  Coordinaten  x^,yi  des  Punktes  /^  einsetzt 

Ist  r'r"  positiv,  so  haben  /  und  r"  gleiches  Zeichen,  erstrecken  sich  also 
auf  derselben  Seite  von  /\;  ist  r'r"  negativ,  so  haben  r'  und  /'  verschiedene 
Zeichen  und  erstrecken  sich  daher  zu  beiden  Seiten  von  jPj  .  Der  Werth  K  ist 
also  positiv  für  alle  Punkte  -Pj  ausserhalb  und  negativ  für  alle  Punkte  innerhalb 
des  Kreises  A'=  0. 

5.    Die  Punkte,  welche  der  Kreis 

1.  K=x^  -\-y^  —  2ax  —  2by'^c=:  0 
mit  der  Geraden 

2.  T^mx-\-ny-i-p  =  0 

gemein  hat,  besitzen  Coordinaten,  welche  die  Gleichungen  1.  und  2.  befriedigen; 
dieselben  sind  also  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen.  Multiplicirt  man  1.  mit  «* 
und  dann  mit  m^  und  setzt  die  aus  2.  genommenen  Werthe 

ny  =  ^  (mx  H-/), 

mx  =  —  (ny  H-/) 
in  die  multiplicirten  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  für  x  und  y  die  Gleichungen: 

3.  (m^  -\-n^)x^  -{-2(mp  —  an^  -\- b  nm)  x -\- p^  -^"Ibnp  -h  n^  c  =  0, 

4.  \m^  -f-«^)^2  4-2(«/  —  bm^  -\-  antn) y -^ p^  -\- ^amp-^  m^c  =  0. 

Die  Auflösungen  dieser  beiden  quadratischen  Gleichungen  sind,  wie  man 
durch  Substitution  von  a^  -\-  b^  —  p^  für  c  und  nach  leichter  Umformung  gewinnt: 


—  mp  -\-  an^ — bnm  n  i /~^        {m a -\-  n b  -h  p) 


5. 


.  n  1  /  q        (ma-\-  nb  -f 


i2 


•^  m^-hn^  -^  i/  ^,2    .   «2    V    ^~  m^-^  n^ 


—  np  -{-  bm^  —  anm m  ^  /"^       {ma  -^  nb -\-  py 


Der  Subtrahend  des  Radicanden,  nämlich 

{ma-^-nb-^  py 

ist  das  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  «,  ^,  d.  i.  des  Kreiscentrums,  von 
der  Geraden  T,  Wir  haben  daher:  Eine  Gerade  schneidet  einen  Kreis 
in  zwei  Punkten,    oder  berührt  ihn  in  einem  Punkte,    oder  verfehlt 
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ihn,  je  nachdem  ihr  Abstand  vom  Kreiscentrum  kleiner,  ebenso  gross 
oder  grösser  als  der  Halbmesser  des  Kreises  ist. 

6.  Die  Bedingung  der  Berührung  kann  man  schreiben 

hieraus  folgt  weiter 

Da  nun  — -  und  — -  die  Coordinaten  «,  v  der  Geraden  T  sind,  so  folgt 

aus  1.  die  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten  zu 
2.  («3  4-  v^)  p»  —  {au  -^-bv—  1)»  =  0. 

Wir  bemerken  hierzu,  dass  au  -^  bv  —  1  =  0  die  Gleichung  des  Kreis- 
mittelpunktes in  Liniencoordinaten  ist. 

Wir  wollen  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten 
mit  Ä  (für  verschiedene  Kreise  mit  Äq,  ä^,  .  .),  und  mit  denselben  Buchstaben 
auch  den  durch  die  Gleichung  Ä  =  0  dargestellten  Kreis  bezeichnen.  Ein  Kreis 
wird  daher  mit  K  oder  &  bezeichnet,  je  nachdem  wir  von  seiner  Gleichung  in 
Punkt-  oder  in  Liniencoordinaten  ausgehen. 

7.  Die  Gleichung  der  Geraden,  die  den  Kreis 

Ä'  =  ^»  -+-^»  —  2öjc  —  2^^  -f-  r  ==  0 
im  Punkte  P^   berührt,  kann  aus  der  Bemerkung  gewonnen  werden,  dass  die 
Tangente  durch  P^  geht  und  normal  zu   MPy^   ist.     Die  Gleichung  von  MP^ 
ist    (§  5,  No.  3)   (^1 — b)x  —  {x^ — d)y  -h  (x^b — y^d)  :=  0,    folglich   ist   die 
Gleichung  der  Tangente  (§  5,  No.  9) 

(^1  —  ö)  (^  —  ^1)  4-  (/i  —  b)  {y—y^  =  0. 

8.  Um  die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise  Äq  und 
Ä|  zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichungen  beider  Kreise  in  Liniencoordinaten 
aufzustellen 

L  Äo  ^  («*  +  ^')  Po'  -  («0«  -+-  ^0^  -  1)'  =  0, 

2.  Äi  ^  («3  +  Ä»)  p  2  -^  (a^u  4-  b^v  —  1)«  =  0, 

und  die  Wurzeln  dieses  Systems  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  die  Ausdrücke  aQU  -h  b^v  —  1  und  a^u->r  b^v  -  1  mit  /q  und  jP, 
bezeichnen,  so  dass  also  jP^,  =  0  und  jP^  =  0  die  Gleichungen  der  Mittelpunkte 
beider  Kreise  sind.    Dann  gewinnen  wir  aus  1.  und  2. 

3.  p^Ä,  -  p2Äo  -  ^IPl  -  ^IP\  =  0. 
Die  linke  Seite  der  Gleichung  3.  zerfällt  in  Faktoren 

4-  (Pi^o  -  Po^i)  (Pi^o  +  PoA)  =  0, 

also  zerfallt  die  Gleichung  in  die  linearen  Gleichungen 

5.     ^  ^  Pi/'o-po^i  =  0,        6.     r  =  PiA  -^PoA  =  0. 

Die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kreise  Äq  und  Äj 
erfüllen  also  entweder  die  Gleichung  5.  oder  6.,  gehen  also  durch  den  Punkt 
^  =  0  oder  durch  den  ^'  =  0;  und  umgekehrt:  Jede  Gerade,  welche  durch 
$  =  0  oder  durch  ^'  =  0  geht  und  der  Gleichung  Äq  =  0  genügt,  d.  i.  also 
jede  von  ^  oder  von  ^^  an  den  Kreis  Äq  gelegte  Tangente,  genügt  auch  der 
Gleichung  Äj  =  0,  ist  also  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise. 

Wie  aus  den  Gleichungen  5.  und  6.  ersichtlich  ist,  liegen  die  beiden  Punkte 
^  und  ^'  auf  der  Geraden  /qA»  ^^^o  auf  der  Centralen  beider  Kreise.  Nach 
§  2,  No.  6,  theilen  sie  die  Strecke  P^P  in  den  Verhältnissen 

/>o^  :  ^P^  =  -  Po  :  Pi,      /^o^  :  ^ß'A  =  Po  :  Pr 
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Die  beiden  Punkte  ^  und  ^'  theilcn  also  die  Strecke  zwischen 
den  Centren  F^y  und  F^  aussen  und  innen  im  Verhältniss  der  Kreis- 
radien pQ  und  pj.  Diese  beiden  Punkte  werden  als  der  äussere  und  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise  bezeichnet. 

Der  soeben  mitgetheilte  Satz  über  die  Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  liefert 
folgende  Construction  derselben:  Die  Verbindungsgerade  zweier  parallelen 
gleichgerichteten  Radien  zweier  Kreise  trifft  die  Centrale  im  äusseren 
Aehnlichkeitspunkte;  die  Verbindungsgerade  zweier  parallelen  Ra- 
dien von  entgegengesetzter  Richtung  trifft  die  Centrale  im  innern 
Aehnlichkeitspunkte. 

9.  Die  Aehnlichkeitspunkte  je  zweier  von  drei  Kreisen  Äq,  Ä,,  Ä2  werden 
erhalten,  indem  man  die  Seiten  des  von  den  Kreismittelpunkten  /'q,  F^^  F^  ge- 
bildeten Dreiecks  der  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  pQ  :  pj,  p,  :  p2i  pa  :  po 
innen  und  aussen  theilt.  Nach  §  5,  No.  20  liegen  diese  sechs  Aehnlichkeits- 
punkte viermal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese  vier  Geraden  nennt  man 
die  Aehnlichkeitsachsen  der  drei  Kreise.  Eine  Aehnlichkeitsachse  enthält 
die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte;  jede  der  drei  andern  Aehnlichkeitsachsen 
enthält  zwei  innere  und  einen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt. 

10.  Die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Punkte  zweier  Kreise 

1.  K^  s  x^  -i-y^  —  2a^x  —  1b ^y  -h  r,  =  0, 

2.  K^  ^  x^  4-/2  _  la^x—'ib^y  4-  Cg  =  0 
sind  die  Wurzeln  Gleichungen  1.  und  2. 

Bei  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  zweier  Gleichungen  höhern  Grades  hat 
man  zunächst  zu  untersuchen,  ob  gemeinsame  unendlich  grosse  Wurzeln  vor- 
handen sind. 

Zu  diesem  Zwecke  führt  man  bekanntlich  für  x  und  y  neue  Unbekannte  ein, 
indem  man  :x:=r(ü,  y^=sta  setzt  und  dann  co  ins  Unendliche  wachsen  lässt 
Hat  man  diese  Einsetzung  in  der  Gleichung  /(^,  ;y)  =  0  vorgenommen,  so  ordene 
man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  co  und  dividire  dann  durch  die  höchste 
Potenz  von  w  (deren  Exponent  gleich  dem  Grade  der  Function  /{x,  y)  ist). 
Dann  werden  die  Glieder  von  /{Xy  y),  welche  den  Grad  der  Function  besitzen, 
von  (i)  befreit;  alle  anderen  Glieder,  deren  Grad  niedriger  ist  als  der  Grad  der 
Function,  erhalten  eine  Potenz  von  w  als  Divisor.  Ist  die  Function  /(x,  y)  vom 
Grade  «,  so  ist  die  Gesammtheit  der  Glieder  vom  Grade  n  eine  homogene 
Function  von  x  und  y: 

üqX^'  -f-  a^x^~^y  -+-  a2X»-^y^  -f-  .  .  .  -i-  a^-ix^*-^  -4-  a„yn^ 

Nachdem  man  x  ^=  rn},  y  =  sio  eingesetzt  und  die  Gleichung  durch  o* 
dividirt  hat,  geht  die  Gleichung  /{x,  y)  über  in 

1.  ö^r«  4-  «ir^-ix  -+-  a^r^-'^s'^  -f-  .  .  .   -f-  Ä^_irj«-l  H-  ö«^«  4-^  =  0, 
wobei  Q  aus  Gliedern  besteht,  deren  jedes  eine  Potenz  von  to  als  Divisor  enthält. 

Lässt  man  nun  w  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  nähert  sich  Q  der  Grenze 
Null,  die  Gleichung  reducirt  sich  also  auf 

2.  Ä^r«  4-  a-^r»-^s  4-  ...  4-  an-irs»-^  4-  ^«5«  =  0. 
Aus  dieser  folgt  nach  Division  durch  ^«: 

3.  ^0  yy   ■+■  «1  \~J        -^  ^2\^]        -+-...  -H   ö«-i  y  4-  ^«  =  0. 

Die  Gleichung  liefert  «Werthe  für  das  Verhältniss  r :  s,  die  zum  Theil  oder 
auch,  bei  geraden  n,  sämmtlich  aus  conjugirt  complexen  Werthpaaren  bestehen 
können. 
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Die  Gleichung /(jc,  ^)  =  0  ist  die  Gleichung  einer  Curve  «ten  Grades.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Eine  Curve  «ten  Grades  hat  n  in  unendlicher 
Entfernung  liegende  Punkte;  dieselben  liegen  in  der  Richtung  der 
durch  den  Nullpunkt  gezogenen  Geraden,  die  die  Gleichung  haben 
xiy  =  riSf  wobei  r:s  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

<»o  (7]   "^  ^1  (7)        -f-  .       .   -+-  an-\  ^  -h  ö«  =  0. 

11.  Wir  können  diesen  Satz  auch  für  den  Fall  gelten  lassen,  dass  die 
Gleichung  3.  conjugirt  complexe  Wurzeln  enthält;  mir  müssen  uns  nur  dann 
dazu  entschliessen,  auch  von  imaginären  Punkten  zu  sprechen,  und  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  wir  sagen:  ein  Punkt  mit  den  complexen  Coordinaten  x=^  a-\-  id, 
y  ^=  c  -\-  idj  (i  ^  y —  1)  liegt  auf  einer  Curve /(:r,  y)  =  0,  wenn  diese  complexen 
Werthe  der  Gleichung  genügen.  Imaginäre  Punkte  sind  allerdings  nicht  construir- 
bar  und  geometrisch  nicht  vorstellbar;  durch  ihre  Einführung  in  die  Geometrie 
gewinnen  aber  solche  Sätze,  die  durch  analytische  Operationen  abgeleitet  worden 
sind,  einen  hohem  Grad  von  Allgemeinheit,  und  es  zeigt  sich  auf  geometrischem 
Gebiete  derselbe  Vortheil,  den  die  Algebra  durch  Anerkennung  der  complexen 
Zahlen  erlangt  hat. 

Hat  man  sich  zu  imaginären  Punkten  verstanden,  so  liegt  nun  kein  Bedenken 
dagegen  vor,  in  besonderen  Fällen  auch  complexe  Gerade  oder  überhaupt  com- 
plexe Curven  einzuführen,  indem  man  darunter  solche  Linien  versteht,  in  deren 
Gleichungen  complexe  Coefficienten  vorkommen. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  complexen  Geraden  ist 
r  =  («  -f-  ia')  X  H-  (p-¥-  iV)y  -h  (^r  4-  /V)  =  0. 

Soll  diese  Gleichung  durch  einen  realen  Punkt  erfüllt  werden,  so  müssen 
dessen  Coordinaten  den  einzelnen  Gleichungen  genügen 

ax-\-by-\-C'=^^^ 
a'x  -h  Vy  +  r'  =  0. 

Hieraus  folgt  ein  einziges  Wurzelpaar  x^  y.  Wir  können  daher  den  Satz 
aufstellen:  Jede  imaginäre  Gerade  enthält  einen,  aber  auch  nur  einen, 
realen  Punkt. 

Als  conjugirt  complexe  Gerade  werden  wir  folgerichtig  zwei  Gerade 
bezeichnen,  deren  Coefficienten  der  Reihe  nach  conjugirt  complex  sind. 

Die  conjugirt  complexe  Gerade  zu  T  ist  also 

r  =  \a'-ai')x  -+-  {b  —  W)y  -+-  {c  —  ic')  =  0. 

Wir  haben  daher  den  Satz:  Conjugirt  complexe  Gerade  haben  einen 
realen  Punkt  gemein. 

Unter  conjugirt  complexen  Punkten  haben  wir  zwei  Punkte  zu  ver- 
stehen, deren  Abscissen  und  deren  Ordinaten  conjugirt  complexe  Werthe  haben. 
Sind  also  x  =  J  -h  /]c,  ^  =  tj  4-  19  die  Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  hat 
der  conjugirt  complexe  Punkt  P  die  Coordinaten  jc  =  5  —  iTt  y  =  ^  —  '9« 
Soll  durch  P  eine  reale  Gerade  gehen,  ax  -h  dy  -\-  c  =  0,  so  müssen  die  beiden 
Gleichungen  erfüllt  sein  ai-{-  öri  -{-  c  =  0,    a]c-i-^9  =  0.     Hieraus  folgt 

ö  __         9  ^  __  je 

Hierdurch  ist  die  reale  Gerade  eindeutig  bestimmt;  die  Coefficienten  Verhält- 
nisse a :  c  und  d  :  c  ändern  sich  nicht,  wenn  die  Werthe  ]c  und  9  ihre  Zeichen 
wechseln,  d.  i.  wenn  man  den  Punkt  -P  mit  dem  conjugirt  complexen  Punkt  /^ 
vertauscht    Wir  erhalten  daher  die  Sätze:    Durch  einen  complexen  Punkt 
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geht  eine,  und  nur  eine  reale  Gerade.  Zwei  conjugirt  complexe 
Punkte  liegen  auf  derselben  realen  Geraden. 

12.  Wir  kehren  nun  zu  der  in  No.  9  abgebrochenen  Untersuchung  zurück. 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  eines  Kreises  A^^at^  -\-y^  '—2ax^2dy-hc  =  0, 

für  X  und  y  die  Werthe  x  =  reo,  y  =  sm,  und  dividiren  dann  durch  co^,  so  ent- 
steht:    r^  -\-  s^  —  2ö  • 2^  • h  — ö  ==  0.       Setzen   wir  nun,  um  die  im 

Unendlichen  liegenden  Punkte  des  Kreises  zu  bestimmen,  co  =  oo,  so  folgt  die 
Gleichung  r^  -h  x^  =  0,  welche  für  das  Verhältniss  r:s  die  beiden  conjugirten 
Werthe  liefert  r:s  =  zfc  / . 

Alle  Punkte,  deren  Coordinaten verhältniss  einen  gegebenen  Werth  v  hat, 
liegen  auf  der  durch  den  Ursprung  gehenden  Geraden  jcr  :j^  =  v,  oder  x  —  vy  =  0. 

Wir  sehen  daher:  Auf  jedem  Kreise  liegen  die  beiden  unendlich 
fernen  conjugirt  complexen  Punkte,  welche  auf  den  durch  den 
Ursprung  gehenden  conjugirt  complexen  Geraden  x  —  (y  =  0  und 
X  -{-  iy  =  0  enthalten  sind.  Hieraus  folgt  weiter:  Alle  Kreise  einer 
Ebene  haben  zwei  conjugirt  complexe  unendlich  ferne  Punkte  mit 
einander  gemein.  Diese  beiden  Punkte  bezeichnet  man  demgemäss  als  die 
imaginären  Kreispunkte  der  Ebene. 

13.  Um  die  nicht  unendlich  fern  gelegenen  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Kreise  zu  erhalten,  subtrahiren  wir  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise 

1.  K^  =  x^  -\-y^  —  2a^x  —  2d^y  H-  c^  =  0, 

2.  K^  s  x^  -hy^  —  ^a^x—  "Ib^y  '\-  r^  =  0 , 
und  erhalten 

3.  Z  s  ^1  —  A'a  s  2(^2  —a^)x-\-1{b^—'b^y  —  {c^—c^  =  0. 

Die  Gleichung  3.  ist  linear,  ist  also  die  Gleichung  einer  von  beiden  Kreisen 
abhängigen  Geraden;  man  nennt  dieselbe  die  Chordale  der  beiden  Kreise. 
Jeder  Punkt,  den  die  Chordale  mit  einem  der  beiden  Kreise  K^  oder  K^  gemein 
hat,  genügt  der  Gleichung  3.  und  einer  der  Gleichungen  1.  oder  2.;  seine  Coor- 
dinaten annulliren  also  das  Polynom  L  ^  K^  —  K^y  und  eines  der  Polynome 
K^  oder  K^ ;  folglich  annulliren  sie  auch  das  andere,  der  Punkt  liegt  daher  auch 
auf  dem  andern  Kreise.  Die  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkte  der  beiden 
Kreise  sind  mithin  die  Punkte,  in  welchem  einer  derselben  von  der  Chordalen 
geschnitten  wird.  Dies  ergiebt:  Zwei  Kreise  haben  ausser  den  unendlich 
fernen  imaginären  Kreispunkten  noch  zwei  Punkte  gemein,  die  con- 
jugirt complex,  oder  real  sind;  im  letzteren  Falle  können  sie  von 
einander  getrennt  oder  unendlich  nahe  beisammen  liegen;  beide 
Schnittpunkte  sind  auf  der  Chordalen  enthalten. 

Wenn  die  beiden  Kreiscentra  unendlich  nahe  zusammenrücken,  die  Radien 
aber  von  einander  verschieden  sind,  so  nähern  sich  die  Differenzen  a^^  —  a^  und 
b^  —  b^  der  Grenze  Null,  während  die  Differenz  c^  — d^  einen  endlichen  Werth 
behält.  Der  Gleichung  der  Chordalen  Z  =  0  kann  dann  nur  durch  unendlich 
grosse  Werthe  der  Coordinaten  genügt  werden.  Hieraus  folgt:  Zwei  con- 
centrische  Kreise  haben  eine  unendlich  ferne  Chordale;  ihre  vier 
Schnittpunkte  sind  sämmtlich  unendlich  fern  und  imaginär. 

Die  Verbindungsgerade  der  Centra  zweier  Kreise  hat  die  Gleichung 

(^2  —  ^i)  -^  —  (^2  —  ^\)y  -^  (^2^1  —  ^1^2)  =  Ö  . 
Hält  man  dieselbe  mit  der  Gleichung  der  Chordalen  zusammen 

{a^—a^x  -+-  {p^—b^y  —  (^2  —  ^1)  =  0, 

j 
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so  folgt  (§  5,  9):     Die  Chordale  zweier  Kreise  steht  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  Kreismittelpunkte.  \ 

14.  Für  jeden  Punkt  der  Chordalen  zweier  Kreise  K<^  und  K^  ist  L^K^  —  K^ 
=  0,  oder  A!\  =  K^,  Nach  No.  4  folgt  hieraus:  Die  Chordale  zweier 
Kreise  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  für  beide  Kreise  gleiche 
Potenz  haben. 

Für  zwei  Kreise,  die  sich  nicht  in  realen  Punkten  schneiden,  ist  daher  die 
Chordale  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  gleich  lange  Tangenten 
an  beide  Kreise  gezogen  werden  können;  für  Kreise,  die  zwei  reale 
Schnittpunkte  haben,  ist  sie  nur,  soweit  sie  ausserhalb  der  beiden  Kreise  liegt, 
der  Ort  der  Punkte  gleicher  Tangenten;  soweit  sie  innerhalb  beider  Kreise  liegt, 
ist  sie  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  durch  sie  hindurchgehenden  kürzesten 
Sehnen  beider  Kreise  gleich  sind. 

15.  Die  Gleichungen  der  Chordalen  je  zweier  der  drei  Kreise  ü^i  =  0, 
JC^  =  0,     A'j  =  0  ergeben  sich  zu 

Zj  ^  K^  —  A'j  =  0 ,        Zj  ^  ATj  —  K^  =  0 ,        L^  ^  K^  —  A'j  =  0 . 

Wie  man  sieht,  verschwindet  die  Summe  Zj  -hZj  -hZg  identisch.  Wir 
schliessen  daher  (§5,  11):  Die  drei  Chordalen  je  zweier  von  drei  Kreisen 
gehen  durch  einen  Punkt;  dieser  Punkt  hat  gleiche  Potenz  für  alle 
drei  Kreise,  er  wird  der  Chordalpunkt  der  drei  Kreise  genannt. 

Der  Chordalpunkt  ist  unendlich  fem,  wenn  zwei  Chordalen  (und  mithin 
alle  drei)  parallel  sind.  Die  Bedingung  dafür,  dass  Zg  und  Zj  parallel  sind,  ist 
(§  5,  9)  («1  -  a^)  :  (ö,  -  a^)  =  (d,  -  ^,)  :  (^^  -  ^3). 

Aus  §  5,  3  ist  ersichtlich,  dass  alsdann  die  Centra  der  drei  Kreise  auf  einer 
Geraden  liegen. 

16.  Mit  Hülfe  des  Chordalpunktes 
construirt  man  die  Chordale  zweier  Kreise 
/Tj  und  K^f  die  sich  nicht  in  realen 
Punkten  schneiden.  Man  construirt  einen 
Kreis  K\  der  K^  und  IC^  schneidet, 
zeichnet  die  Chordalen  Z^  und  Zg  dieses 
Kreises  und  der  Kreise  K^  und  A'2, 
indem  man  die  realen  Punkte  verbindet, 
in  denen  K^  und  ATg  von  IC'  geschnitten 
werden;  durch  den  Schnittpunkt  von  Z^ 
und  Zj  geht  die  gesuchte  Chordale  und 
ist  normal  zur  Verbindungslinie  der  Cen- 
tren von  ATj  und  ATj. 

17.  Es  entsteht  die  Frage,  ob  die  drei  Kreise  auch  so  gelegen  sein  können, 
dass  die  Chordalen  Z3  und  Z^,  und  mithin  alle  drei  Chordalen  Z^,  Zg,  Zj 
zusammenfallen. 

Wenn  Z3  =  0  und  Z^  =  0  geometrisch  identisch  sind,  so  kann  die  Function 
Z3  von  der  Function  Zj  nur  um  einen  constanten  Faktor  verschieden  sein,  es 
giebt  also  dann  eine  Zahl  m,  für  welche  die  Identität  gilt  Zj  ^  mZ^. 

Hieraus  folgen  die  einzelnen  Beziehungen: 

dg  —  Äj  =  m  (flj  —  öl)  ;       b^  —  b^  ^  m  {p^  —  b^) ;        c^—c^^m  {c^  —  c{) , 
Aus  denselben  folgen: 

1.    tf,  =  — »iöj-h(i-+-/«)ö2;  ^8=--»i^i4-(n-»»)^8;  ^3  =  — »i^i-f-(i-i-w)^j. 
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Setzt  man  —  m  =  n^^      \  -\-  m  =  n^t    so    gehen    die  Formeln   1.    über  in 

Die  Gleichung  des  Kreises  K^  erscheint  nun  in  der  Form: 

K^  ^  x^  -{- y^  4-  2(/»i<7,  +«2^2)'^  ^~  2(//,/'i  -•- «2^2)^'  ■+"  ^1^1  +  ^2^2  =  ^• 
Schreibt  man  für  die  Summe  x^  -\-y^  den  Ausdruck  («j  -\-  n^)x^  +  (^i  -+-«2).)'^» 

so  erhält  man  für  K^  die  Darstellung  K^  ^  ^1-^1   H-  ^^^2- 

Wenn  also  die  Gleichung  eines  Kreises  K^  aus  den  Gleichungen 

zweier  gegebenen  Kreise  K^  und  Ä'g  in  der  Weise  abgeleitet  wird: 

-^3  ^  ''i-^i   "+"  ^2^2  ==^  Ö» 
so  haben  die  drei  Kreise  eine  gemeinsame  Chordale.     Wir  bezeichnen 

dieselbe  mit  Z. 

Das  Verhältniss  «^  :  «g  kann  man  behebig  ändern;  denn  es  giebt  immer 
zwei  Zahlen,  die  zusammen  1  geben  und  ein  gegebenes  Verhältniss  haben.  Giebt 
man  nun  dem  Verhältnisse  n^  :  n^  alle  realen  Werthe  von  —  00  bis  -h  00,  so 
erhält  man  eine  unendliche  Anzahl  von  Kreisen  K,  die  alle  mit  A'^  und  mit  K^ 
die  Chordale  Z  haben.  Sind  A"«  und  A'ß  zwei  dieser  Kreise,  so  haben  Ai  und 
A'j,  sowie  A^3  und  K^  die  Chordale  Z,  also  ist  Z  auch  die  Chordale  von  Ai 
und  Ap.  Je  zwei  Kreise  dieser  Folge  von  Kreisen  haben  also  die  Chordale  Z, 
die  somit  als  die  gemeinsame  Chordale  aller  dieser  Kreise  bezeichnet  werden 
kann. 

Eine  solche  Gruppe  von  Kreisen  nennt  man  ein  Kreisbüschel. 
Durch  zwei  Kreise  ist  ein  Kreisbüschel  bestimmt;  sind  A",  und  Aj  zwei 
Kreise,  so  werden  die  Gleichungen  aller  andern  Kreise  des  durch  sie  bestimmten 
Büschels  in  der  Form  erhalten:  JC  ^  «lA^i  -+-  «2^2  =  ^-  ^^^^  Punkte,  für 
welche  A'j  =  0  und  A'g  =  0,  annulliren  auch  A';  also  hat  man  den  Satz:  Alle 
Kreise  eines  Büschels  haben  gemeinsame  reale  oder  imaginäre 
Schnittpunkte.  Hieraus,  sowie  aus  den  Formeln  2.  folgt  femer:  Die  Mittel- 
punkte aller  Kreise  eines  Büschels  liegen  auf  einer  Geraden;  dieselbe 
heisst  die  Centrale  des  Büschels. 

18.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  (und  nur  ein)  Kreis  eines 
gegebenen  Kreisbüschels. 

Denn  soll  der  Büschelkreis 

1.  K  ^  n^Ky   H-  «2^2  =  0 

durch  den  Punkt  P'  {x\  y')  gehen,  so  müssen  die  Zahlen  «,  und  «j  so  gewählt 
sein,  dass  K  von  den  Coordinaten  von  /"  annullirt  wird.  Bezeichnet  man  die 
Werthe,  welche  die  Polynome  K^  und  A'g  annehmen,  wenn  man  darin  die  unbe- 
stimmten Coordinaten  x,  y  durch  die  gegebenen  Werthe  x\  y  ersetzt,  mit  A',' 
und  A''2',  so  hat  man  die  Bedingung 

ftyK^^  -h  n^K^  =*  0,    oder  «j  :  «2  =  ^2  '* — ^i- 
.    Führt   man   dies    in    1.    ein,    so    ergiebt  sich  die  Gleichung  des  durch  P* 
gehenden  Büschelkreises  zu 

2.  JC^  A^j   —  ATj  Ag  =  0. 

Die  Bedingung  n^  -\-  n^  =  \  braucht  nicht  festgehalten  zu  werden;  um  sie 
einzuhalten,  hätte  man  die  Gleichung  2.  durch  A'j'  —  A^^'  zu  dividiren,  doch 
ändert  sich  die  geometrische  Bedeutung  einer  Curvengleichung  nicht,  wenn  man 
alle  Glieder  mit  einem  constanten  Faktor  multiplicirt  oder  dividirt. 

Liegt  der  Punkt  F'  auf  der  Chordale,  so  ist  bekanntlich  A'i'  =  A'2';  man 
kann  dann  diesen  Faktor  aus  der  Gleichung  2.  weglassen,  und  dieselbe  geht 
daher   über   in  ATi  —  ATj  =  0,    d,  i,  in   die  Gleichung   der  Chordale.       Die 
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ist  also  selbst  als  Kreis  des  Büschels 
usehen. 

.  Büschels  hat   gleiche  Potenz  für  alle 


Chordale  eines  Kreisbüschels 
(mit  unendlich  grossem  Radius)  an: 

19.  Jeder  Punkt  der  Chordale   . 
Kreise  des  Büschels. 

Von  jedem  Punkte  der  Chordale  aus,  der  ausserhalb  der  BUschelkreise  liegt, 
gehen  gleich  lange  Tangenten  an  alle  Büschelkreise. 

Da  nun  ein  Kreis,  dessen  Radius  gleich  der  von  seinem  Centrum  bis  an 
einen  Kreis  K  reichenden  Tangente  dieses  Kreises  ist,  den  Kreis  K  unter  rechten 
Winkeln  schneidet,  so  ergiebt  sich  der  Salz:  Von  jedem  Punkte  der  Chor- 
date  eines  Kreisbüschels  als  Centrum  lässt  sich  ein  Kreis  con- 
struiren,  der  alle  Kreise  des  Büschels  unter  rechten  Winkeln  schneidet 

20.  Die  Aufgabe:  >Den  Kreis  eines  Büschels  zu  bestimmen,  der 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,=  die  in  No.  18  ihre  analytische  Lösung 
gefunden  hat,  lässt  sich  auf  Grund  der  mitgctheilten  Sätze  in  folgender  Weise 
construcdv  lösen: 

Durch  den  gegebenen  Punkt 
P  lege  man  einen  Kreis  H,  der 
den  Kreis  K^  (oder  Kj)  in  zwei 
Punkten  schneidet.  Man  ziehe 
die  Chordale  von  H  und  K^  und 
durchschneide  damit  die  BUschel- 
chordale  L.  Von  diesem  Schnitt- 
punkte A  aus  ziehe  man  eine 
Gerade  durch  P,  und  bemerke 
den  Punkt  B,  in  welchem  sie  den 
HUlfskreis  ff  zum  zweiten  Male 
trifft.  Dann  geht  der  gesuchte 
Büschelkreis  K  durch  B,  und 
sein  Centrum  ist  also  der  Durch- 
schnitt C  der  Normalhalbire  nden 
von  PB  und  der  Centralen  von 
Ä-,   und  K,. 

Denn  der  Punkt  A 
hat  gleiche  Potenz  für  H 
und  Kl,  sowie  (Ür  ff 
und  K,  also  auch  fllr  K 
und  K,,  mithin  ist  L  die 
Chordale  von  /"und  K^, 
also  gehört  K  zu  dem 
Büschel  K^K,. 

21.  Den  Kreis 
eines  Büschels,  der 
einen  gegebenen  Mit- 
telpunkt/4 hat,  findet 
man,  wenn  die  BUschel- 
kreise keine  realen 
Schnittpunkte  haben, 
durch  folgende  Con- 
■tmctioit: 
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Von  einem  beliebigen  Punkte  der  Büschelchordalc  aus  (z.  B.  von  dem 
Punkte  Q  aus,  in  welchem  dieselbe  die  Büschel  centrale  schneidet,  lege  man  eine 
Tangente  an  einen  der  Büschelkreise  und  mit  dieser  Tangente  als  Halbmesser 
beschreibe  man  einen  Kreis  G;  dieser  Kreis  trifft  alle  Kreise  des  Büschels  unter 
rechten  Winkeln  (No.  19).  Legt  man  daher  von  A  aus  Tangenten  an  <7,  so 
sind  diese  Tangenten  Radien  des  gesuchten  Kreises. 

Hat  man  den  Schnittpunkt  Q  der  BUschelchordale  und  der  Centrale  zum 
Mittelpunkte  von  G  genommen,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Aufgabe  nur  lösbar 
i-;',  wenn  QA  grösser  ist  als  die  von  Q  an  die  Büschelkreise  gelegte  Tangente. 
Is'.  QA  gleich  dieser  Tangente,  oder  entgegengesetzt  gleich,  so  verschwindet  der 
Fidius  des  gesuchten  Kreises  und  derselbe  zieht  sich  zu  einem  Punkte  zusammen. 
Wir  finden  daher:  Wenn  die  Kreise  eines  Büschels  keine  realen  Schnitt- 
punkte haben,  so  giebt  es  Centra  der  BUschelkreise  nur  ausserhalb 
des  Kreises,  der  vom  Schnittpunkte  der  Chordale  und  der  Centrale 
aus  normal  zu  den  Büschelkreisen  construirt  wird;  die  beiden  Gegen- 
punkte dieses  Kreises,  die  auf  der  Centrale  liegen,  sind  als  Büscbel- 
l:reise  mit  verschwindend  kleinem  Radius  zu  betrachten. 

22.  Um  einen  Kreis 
eines  Büschels  zu  fin- 
den, der  eine  gegebene 
Gerade  G  berührt,  be- 
stimmen wir  den  Punkt  X, 
in  welchem  der  gesuchte 
Kreis  die  Gerade  berühil 
Durchschneiden  wir  (in  ^ 
die  Gerade  G  mit  der 
BUschelchordale  Z,  und 
legen  durch  A  eine  Tan- 
gente AB  an  einen  Kreis 
des  BUschels,  so  ist(No.  19) 
AX  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gleich  der  Strecke  Aß.  Machen  wir  also  XA=-AX  =  AB  und  con- 
struiren  die  Büschel  kreise,  die  durch  X  imd  X  gehen,  so  sind  diese  die  Lösungen 
der  Aufgabe. 

23.  Construirt  man  die  Chordalen 
Zp  Li  eines  beliebigen  Kreises  H  mW. 
den  Kreisen  K^  und  K,-  des  durch  Ä", 
und  A'j  bestimmten  Büschels,  so  schnei- 
den sich  die  Geraden  Z,  (Chordale  von 
H  und  K^,  L  (Chordale  von  Ä",  und 
Ki)  und  Li  {Chordale  von  Ki  und  H) 
in  einem  Punkte  (nach  No.  15),  Zytrim 
also  Z  in  dem  Punkte,  in  welchem  Z 
von  Zi  geschnitten  wird;  dieser  Punkt 
bleibt  unverändert  derselbe,  wenn  man 
für  Ki  der  Reihe  nach  alle  Kreise  des 
Büschels  setzt.  Wir  haben  daher: 
Die  Chordalen,  welche  ein  beli»- 
biger   fester  Kreis   mit  allen  den. 
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einzelnen  Kreisen  eines  Kreisbüschels  bestimmt,  treffen  die  Büschel- 
chordale in  demselben  Punkte. 

Wie  man  leicht  sieht,  ist  die  Construction  No.  20  eine  Anwendung  dieses  Satze;. 

Man  kann  denselben  auch  leicht  analytisch  beweisen: 

Die  Gleichung  des  Kreises  Ki  sei 

,  Ki  ^  nuK\  -H  nit  Äi  =  0 ,       nu  -h  «2/  =  1 . 

Die  Gleichung  der  Chordale  von  Ki  und  H  ist  dann : 

Li  ^  Ki  —  H  ^  na  Kl  -+-  n2iK2  —  J^  =  0, 
oder  wenn  man  «1,==  1  —  «2/  einsetzt: 

Z,  ^  ATi  —  J7—  «2, (A'i  —  K2)  =  0. 

Nun  ist  ATj  —  K^^  L  =0  die  Gleichung  der  Büschelchordale,  und  K^  —  // 
=  Zj  =  0  die  Gleichung  der  Chordale  von  ATj  und  H\  man  hat  also 

Li  ^  Li  —  n2iL  =  0 
und  erkennt  daraus,  dass  Z,-  durch  den  Schnittpunkt  von  Z  und  Z^  geht. 

24.  Für  die  Kreise  eines 
Büschels,  die  einen  gegebe- 
nen Kreis  H  berühren,  ergiebt 
sich  folgende  Construction: 

Man  construire  die  Chordale 
Zj  des  gegebenen  Kreises  H  und 
des  Büschelkreises  K^  und  durch- 
schneide damit  die  Büschel- 
chordale Z.  Durch  diesen  Schnitt- 
punkt C  gehen  dann  auch  die 
gemeinsamen  Tangenten  des  Krei- 
ses H  imd  der  ihn  berührenden 
Bdschelkreise,  da  diese  Tangenten 
die  Chordalen  des  Kreises  ZT  und 
der  gesuchten  Kreise  sind.  Man 
lege  also  von  C  aus  Tangenten 
an  ZT,  und  construire  die  beiden 
Büschelkreise  K^  und  K^ , 
welche  durch  die  Berührungs- 
punkte dieser  Tangenten 
gehen. 

Liegt  C  ausserhalb  ZT, 
so  giebt  es  zwei  Büschel- 
kreise, die  den  Kreis  ZT  be- 
rühren; liegt  C  auf  ZT,  so 
giebt  es  nur  einen  solchen 
Kreis;  liegt  C  im  Innern  von 
/f,  so  ist  die  Aufgabe  nicht 
lösbar. 

Der  Kreis  eines  Büschels, 
der  mit  ZT  eine  Sehne  von 
gegebener  Länge  a  gemein 
hat,  wird  mit  Hülfe  des 
Punktes  C  und  des  Kreises 
gefunden,    den    die   Sehnen 
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des  Kreises  H  umhüllen,  die  von  der  Länge  a  sind.  An  diesen  Kreis  hat  man 
von  C  aus  Tangenten  zu  legen. 

25.  Den  Kreis  eines  Büschels,  der  einen  gegebenen  Kreis  ^o  unter 
rechten  Winkeln  schneidet,  findet  man  nun  leicht  durch  folgende  Construction. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  der  Chordale  L  als  Centrum  aus  constniire 
man  einen  Kreis  K^  der  alle  Büschelkreise  rechtwinkelig  schneidet.  Hierauf 
construire  man  die  Chordale  Zq  von  K  und  K^ ;  der  Schnittpunkt  von  Zq  und 
der  Büschelcentralen  ist  das  Centrum  des  gesuchten  Kreises,  und  die  von  diesem 
Centrum  an  die  Kreise  K  und  K^  gelegten  Tangenten,  die  alle  vier  gleiche  Länge 
haben,  sind  Radien  des  gesuchten  Kreises  AT,. 

§  9.    Transformation  der  Coordinaten. 

L  Nachdem  wir  im  vorigen  Abschnitte  eine  besondere  Curve  zweiten  Grades, 
den  Kreis,  untersucht  haben,  liegt  uns  nun  zunächst  ob,  die  Eigenschaften  der 
Curven  zweiten  Grades  ohne  jede  Beschränkung  zu  untersuchen. 

Eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  hat  im 
allgemeinen  Falle  drei  Glieder  von  der  zweiten  Potenz,  nämlich  mit  den 
Coordinatenfaktoren  x^  ^  xy^  y'^\  zwei  Glieder  von  der  ersten  Potenz,  nämlich 
Vielfache  von  x  und  y\  und  ein  constantes  Glied;  die  allgemeine  Form  der 
Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades  ist  daher 

f^Lax^  -h2ifxy-hcy^  -h  2äx -i-2ey -h/ =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  sechs  unveränderliche  Zahlen,  a,  b,  c,  d^  e,  /,  die 
man  durch  Division  durch  eine  derselben  auf  fünf  reduciren  kann.  Giebt  man 
allen  oder  einigen  dieser  Zahlen  andere  Werthe,  so  ändert  sich  die  Curve  f. 
Diese  Aenderung  kann  zweierlei  Art  sein:  entweder  ändert  sich  nur  die  Lage 
der  Curve  gegen  das  Coordinatensystem,  oder  es  ändert  sich  die  Gestalt  der  Curve. 

Das  wesentliche  Interesse  ist,  Eigenschaften  einer  Curve  kennen  zu  lernen, 
die  unabhängig  von  der  zufälligen  Lage  des  Coordinatensystems  gegen  die  Curve 
sind.  Wir  fragen  daher  zunächst  nach  den  Aenderungen,  die  die  Coefücienten 
einer  Curvengleichung  erfahren,  wenn  man  das  Coordinatensystem  ändert 

Die  Ableitung  einer  Curvengleichung  in  Bezug  auf  ein  neues  System  aus  der 
Curvengleichung  bezüglich  des  ursprünglichen  Systems  wird  als  die  Trans- 
formation der  Curvengleichung  vom  ursprünglichen  in  das  neue  System  bezeichnet. 

Die  Transformation  erfolgt  in  der  Weise,  dass  man  die  Coordinaten  eines 
Punktes,  bez.  einer  Geraden,  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  System  durch  die 
Coordinaten  bezüglich  des  neuen  Systems  ausdrückt,  diese  Werthe  —  die  Trans- 
formationsformeln —  in  die  Curvengleichung  einfuhrt  und  dieselbe  schliesslich 
geeignet  ordnet. 

Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  setzen  sich  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  ursprünglichen  Gleichung  und  aus  den  Grössen  zusammen,  durch 
welche  die  Lage  der  neuen  Coordinatenachsen  gegen  die  ursprünglichen  bestimmt 
wird.  Durch  geschickte  Wahl  des  neuen  Systems  wird  man  es  daher  dahin 
bringen  können,  dass  einige  Coefficienten  der  Gleichung  besonders  einfache 
Werthe  annehmen,  und  damit  die  transformirte  Curvengleichung  selbst  eine  ein- 
fachere, fiir  weitere  Untersuchungen  besonders  geeignete  Gestalt  erhält. 

2.  Die  einfachste  Aenderung  des  Coordinatensystems  besteht  in  einer 
parallelen  Verschiebung  der  Achsen;  dabei  ändert  der  Nullpunkt  seine 
Lage,  während  die  Achsenrichtungen  unverändert  bleiben.   Eine  fernere  Aenderung 


§  9*     Transformation  der  Coordinaten. 


79 


r' 


besteht  in  der  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  unveränderten 
Nullpunkt. 

Jede  beliebige  Aenderung  der  Lage  des  Coordinatensystems  kann,  wie  man 
leicht  sieht,  durch  eine  Verschiebung  und  nachherige  Drehung  (oder  in  umge- 
kehrter Reihenfolge)  erzeugt  werden. 

Wir  wollen  nun  die  Transformationsformeln  der  Punktcoordinaten  zunächst 
für  eine  Verschiebung,  dann  für  eine  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den 
Nullpunkt,  und  schliesslich  für  eine  beliebige  Aenderung  des  Coordinatensystems 
aufstellen;  hierauf  werden  die  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  folgen. 

3.  Transformationsforme^ln  für  eine  parallele  Verschiebung  des 
Coordinatensystems. 

Der  Nullpunkt  des  neuen  Coordinatensystems  sei  öj,  OA  =:  a,  0B=  d 
seien  die  Coordinaten  von  O^  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  System  XOY,  und 
die  neuen  Achsoji  OX^  und  OY^  seien  parallel  und  gleichgerichtet  mit  OX  und 
OY;  ferner  sei  J^CW  O  Y,  PD\\  OX;  dann  sind  OC  und  OD  die  Coordinaten 
des  Punktes  P  bezüglich  des  ursprünglichen  und  O^  E  und  O^  F  die  Coordinaten 
bezüglich  des  neuen  Systems.     Nun  ist 

0C=^  OA  H-  ^C=  OA  -\-  O^E 
OD^OB'\-BD=^OB'\-O^F, 

Bezeichnet  man  mit  Xy  y  die  Coordinaten  von  P  im  System  XO  Y  und  mit 
X* f  y  die  Coordinaten  im  neuen  System  X^O^Y\  so  folgt  hieraus: 
2.  :c  =  jc'  H-  tf ,      ^  =  ^'  -h  ^  . 

Dies  sind  die  gesuchten  Transformations- 
formeln. 

Ist  /  (^,  ^)  =  ü   die    Gleichung   einer  B 

Curve  in  Bezug  auf  das  System  XOY,   so 
erhält  man  also  die  Gleichung  bezüglich  des  ~g  ^ 

Systems  X^O^Y\  indem  man  in  der  Func- 
tion f  {xy  y)  die  Grössen   x  und  y   durch  o  \A     C 
x'  -h  a  und  y'  -h  ^  ersetzt. 

4.  Transformationsformeln      für 
eine  Drehung  des  Coordinatensystems. 

Hat  das  neue  Coordinatensystem  X'OY'  (M.  393.) 

den  Nullpunkt  mit  dem  ursprünglichen  XOY  gemein  und  ist  der  Winkel 
XOX'  =  iü;  ist  femer  XOP==^,  X'OP=f^'  und  OP=r,  so  hat  man  be- 
kanntlich, wenn  x^  y  die  Coordinaten  von  P  im  System  XOY,  und  x',y  die 
im  neuen  System  X'OY^  sind: 

X  =  r  cos^f      y  =^  r  sin<f  . 
Ersetzt  man  9  durch  cd +  9',  so  entsteht: 
X  =  rcos  (ü>  -f-  9')  =  r  cos  tu  cos^^  —  rsmio  sm<^' 
y  =  rsin  (cd  -h  9')  =  rsino}  cos(f'  -h  rcosm  sin<f^ , 
Nun  ist  aber    r  cos  9'  =  x\    r  sin  9'  =^', 
also  hat  man  die  Transformationsformeln: 
X  =  cos  txi '  x^  —  sin  0}  »y  f 
y  =  siniA  •  x^  -^  cos  CO  »y . 
Ist  /  {x,  ^)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve 
für  das  System  XOY,  so  ist  also  die  Gleichung 
dieser  Ctirve  für  das  System  X'OY'\  (M.994.) 

/[{cos  iü  '  x'  —  sin  CD  -y),  {sin  ^  •  x^  -^  cosia  «y)]  =  0. 
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5.  Transformationsformeln  für  eine  beliebige  Veränderung  des 
Co  ordinaten  Systems. 

Der  Nullpunkt  des  neuen  Systems  sei  (^  und  habe  die  Coordinaten  OA  =  a 
und  OB^b\  femer  sei  O^X'  die  positive  Seite  der  neuen  Jf-Achse;  ist  Y  K" 
normal  zu  0X\  so  ist  entweder  O.^  Y'  oder  O^Y^'  die  positive  Hälfte  der  neuen 

K-Achse.  Wir  können  das  Coordinatensystem 
XOY  zunächst  unter  Beibehaltung  der  Achsen- 
richtungen verschieben,  bis  der  Ursprung  nach 
O^  kommt  und  die  Coordinatenachsen  mit  den 
zu  OX  und  OY  parallelen  Geraden  Ö^S  und 
(9iT  zusammenfallen.  Drehen  wir  hierauf  das 
Coordinatensystem  um  den  Pimkt  Oj,  bis  die 
positive  Hälfte  der  Abscissenachse  mit  der  posi- 
tiven Hälfte  der  neuen  Abscisse^chse  zusammen- 
fällt, so  falle  dabei  (wie  in  der  Figur  angedeutet) 
die  positive  Seite  der  Ordinatenachse  auf  O^  Y\ 
Ist  nun  O^  Y'  die  positive  Hälfte  der  neuen 
Ordinatenachse,  so  ist  also  durch  die  erste  Ver- 
schiebung und  die  nachfolgende  Drehung  das  ursprüngliche  System  in  das  neue 
übergeftihrt  Ist  aber  O^  Y"  die  positive  Hälfte  des  neuen  Systems,  so  kann  man 
das  ursprüngliche  nicht  durch  Verschiebung  und  Drehung  in  das  neue  überführen; 
man  muss  vielmehr  schliesslich  das  System  noch  im  Räume  um  die  Gerade 
O^X'  um  einen  gestreckten  Winkel  drehen,  um  die  positive  Hälfte  der  Ordi- 
natenachse in  die  neue  Lage  zu  bringen. 

Wir  wollen  das  ursprüngliche  und  das  neue  System  im  ersten  Falle  gleich- 
sinnig, im  letzteren  ungleichsinnig  nennen. 

Sind  X,  y,  5,  tq,  x\  y'  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Systeme 
XOY,  0,0 {t  und  in  Bezug  auf  das  mit  denselben  gleichsinnige  System  X*OY ^ 
so  hat  man  nach  No.  3.  und  4.: 

2.  E  =  r^75  CO  •  jc'  —  sin  CO  »y  ,       T)  =  sin  co  •  jc'  -h  r<7J  co  »y  . 

Hieraus  folgendie  Transformationsformeln  fürgleichsinnige  Systeme: 

X  =  cos  CO  •  :c'  —  sin  CO  «y'  H-  Ä 

3 

y  =  sin  CO  •  jc'  H-  r<7j  CO  »y  H-  ^ . 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  in  den  Systemen  X'  Oy^  V  und  X'  O^  K" 
unterscheiden  sich  nur  durch  Vorzeichenwechsel  der  Ordinate;  sind  x\  y  die 
Coordinaten  von  P  in  dem  System,  welches  O^X^  und  OV^  zu  positiven  Achsen- 
hälften hat,  so  hat  man  daher  für  ungleichsinnige  Systeme: 

X  =  cos  iü  •  x^  -\-  sin  iu  *y  -i-  a 

y  =  sin  CO  •  :r'  —  cos  ta^y*  -\-  b  . 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Transformationsformeln  der  Linien- 
coordinaten,  und  zwar  zunächst  ftir  eine  Verschiebung  des  Coordinaten- 
systems. 

Sind  »,  V  die  Coordinaten  einer  Geraden  T  im  ursprünglichen  Systeme,  so 
ist  die  Gleichung  von  T  in  diesem  Systeme: 
1.  ux  '\-  vy  —  1=0. 

Um  die  Gleichung  im  neuen  Systeme  X^ O^Y^  zu  erhalten,  setze  man  in  1. 
(No.  3)  x=^x*  '\-  a,      yr==y  -^  b. 
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Man  erhält  dann    u  [x*  -\-  a)  -\-  v  {y*  -\-  b)  —  1  =0,    oder  geordnet 
2.  ua!  -\-  vy'  —  (1  —  au  —  bv)  =  0. 

Sind  nun  »V  ^'  <^^  CoordiMm^  von  T  im  neuen  Systeme,  so  folgt  aus  2. 

u  V 

U    =   -z ;—  .         V    = 


1  —  au  —  bv*  1  —  au  —  bv* 

Diese  Formeln  lehren  die  Coordinaten  von  T  im  neuen  Sjrstem  aus  denen 
im  ursprünglichen  zu  berechnen.     Aus  denselben  folgt 

»'  (1  —  au  —  bv)  =  « ,      v^  {\  —  au  —  bv)  =  v. 
Berechnet  man  hieraus  u  und  v^  so  erhält  man  die  Transformationsformeln 


u'  v' 


U  =  r— -, r-i .  V  = 


l  -i-  au'  -t-  bv"  1  -h  au*  -h  bv*  ' 

7.  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  für  eine  Dre- 
hung des  Systems  um  den  Ursprung. 

Ist  ux'-\'Vy  —  1=0  die  Gleichung  der  Geraden  im  Systeme  XOY,  so  erhält 
man  ihre  Gleichung  im  Systeme  X^O^V*,  indem  man  für  x  und  y  die  Werthe 
einsetzt  (No.  4)    x  =  cosm  »  x*  —  sin  tu  *y ,    y  =  sin  o)  •  jc'  -f-  r^j  o)  »y : 
u  (cos  m  '  x'  —  sin  o)  'y*)  -h  v  (sin  fa  »  x'  -i-  cos  m  »y)    —  1=0, 
oder  (cos'vi  •  «  -h  f/«  w  •  v)x*  -+-  (sin  m  »  u-h  cos  w  »  v)y* —  1  =  0. 

Die  Faktoren  von  x*  und  y'  sind  die  Coordinaten  der  Geraden  im  neuen 
Systeme;  also  hat  man  die  Formeln 

1^'  =      cos  isi  •  U'\-  sin  ta  'Vf 
V*  =  —  sin  üi  •  u  -h  cos  i3i  *  V, 

Dieselben  lehren  u*  und  v'  aus  den  Coordinaten  des  ursprünglichen  Systems 
zu  finden.  Um  u  und  v  durch  u'  und  v'  auszudrücken,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  1.  erst  der  Reihe  nach  mit  cos  ta  und  ( —  sin  tu),  dann  mit  sinm  und 
cosw,  und  addiren  jedesmal.     Wir  erhalten  dann  die  gesuchten  Formeln: 

u  =  cos  iu  •  u'  —  sin  tu  •  v\ 

2 

V  =  sin  ia  '  u'  -h  cos  ta  '  v' . 

8.  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  für  beliebige 
Systeme. 

Sind  u,  V,  u,  r>,  u'fjf'  die  Coordinaten  von  T  im  Systeme  XOY,  aO^X  und  dem 
zu  ihnen  gleichsinnigen  X'OY',  so  ist  nach  No.  6.  und  7.: 

1 .  n  =^  cosio  '  u*  —  sinto  *  V* ,     ü  =  sin  co  •  «'  -\-  cosiü  '  v' ; 

2.  «  =  7—^ — _..    .    r^  >         V  = 


1  H-  äu  -h  ^d'  1  H-  au  H-  ^ü  ' 

Setzt   man    nun  in  2.  für  u  und  ü  die  Werthe  aus   1.,    so  erhält  man  die 

Formeln  für  gleichsinnige  Systeme: 

cos  CO  •  «'  —  sin  u>  •  v^ 

l -^  (a  cos  iü  -\-  b  sin  w) «'  —  (a  sin  o)  —  b  cos  ü>)  v'  * 

sin  0}  *  u*  -{-  cos  to  '  v' 
»tt  — —  ■  — — ^____^^_ 

1  -\-  (a  cos  isü  -^  b  sin  co)  «'  —  (a  sin  ui  —  bcos  o>)  v* ' 

Für  ungleichsinnige  Systeme  erhält  man  die  Formeln,  wenn  man  in  den 
Formeln  für  gleichsinnige  das  Zeichen  von  v'  wechselt: 


u  = 


cos  o)  •  «'  -f-  sin  o>  •  v' 


-  l  -^  (a  cos  io  -h  b  sin  <u)  «'  -+-  (a  sin  a>  —  b  cos  co)  v*  * 

sin  o)  •  «'  —  cosiü  *v* 
\  -\- (a  COS  ia -{-  b  sin  <u)  »'  -h  (a  sin  ai  —  ^  re?j  o>)  t^' ' 
ScHUMMiuai.  HandTwidi  der  Mathematik.    Bd.  H.  ^  d 
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9.  Schiefwinkelige  Parallelcoordinaten.  Bei  einigen  Untersuchungen 
macht  man  mit  Vortheil  von  einer  allgemeineren  Coordinatenbestimmung  Gebrauch, 
die   darin  besteht,   dass  man  die  Coordin^enachsen  OX  und  OY  nicht  mehr 

rechtwinkelig,  sondern  schiefwinkelig  zu  einan- 
der annimmt,  und  jeden  Punkt  durch  Strahlen, 
die  mit  OY  und  OX  parallel  sind,  auf  die 
A^-Achse  und  die  F- Achse  projicirt,  so  dass 
der  Nullpunkt  ö,  ein  Punkt  P  und  seine 
Projectionen  auf  die  beiden  Achsen  die  Paare 
gegenüberliegender  Ecken  *  eines  Parallelo- 
gramms sind. 

Ist^6>K==a,     XOP^tf,     OP=r,^ 
folgt  aus  OP'P\ 

r        ,    .  .  r      . 


(M.  896.) 


X  = 


sin  (a  —  (p)  ,      >^  = 


Entwickelt  man  5/«(a  —  <p),  so  erhält  man  die  beiden  Formeln: 


sniff 


\' 


1.      x  =  rcos^ — ycosdf      ^  = 


•  stnf^ 


/! 


/; 


.smoL 
10.  Wir  entwickeln  nun  die  Formeln  für  den 
Uebergang  aus  einem  rechtwinkeligen  in  ein  schief- 
winkeliges System  und  beschränken  ims  dabei  auf 
den  einfacheren  Fall,  dass  die  beiden  Systeme  einen 
gemeinsamen  Anfangspunkt  haben. 

Ist  wieder  X'OY'  =  a,  XOX'  =  w,  X'OP=  ^ 
0P=^  r,   sind  femer  x^  y,  x\  y*  die  Coordinaten 
eines  Punktes    bezüglich    der  Systeme   XOY  und 
X'OY,  so  ist 
x  =^  r  cos  {^  -\-  fi^  ^=  r  cos  m  -  cos  f^  —  r  sin  to  sin  9 
y  =  r  sin  ((04-9)  =  ^  sin  ta  »  cos  f^  -^  r  cos  ia  sin  9, 
femer  ist  nach  No.  9: 

^  =  rcos<f  —  y  cos  a ,     also 
2. 
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1. 


y  = 


sma 


stnt^ 


also 


rcos^  =  x^  -+-y  cos  a , 
r  sin  ^  =y'  sin  a  . 


Setzt  man  diese  Werthe  für  r  cos  9  und  rsinr^  in  1.  ein,  so  erhält  man  die 
Transformationsformeln : 

X  =  costü  *  x'  -^  cos  (o)  -f-  a)  »y 

y  =  sin  (ü  '  x'  -h  sin  (m  -h  a)  »y . 

11.  Gleichung  der  Geraden  in  einem  schief  winkeligen  Coordinaten- 

sy Sterne.     Denkt  man  sich  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  das  mit  dem 

schiefwinkeligen  den  Nullpunkt  gemein  hat,  und  sind  5,  r)  die  Coordinaten  eines 

Punktes  in  diesem  Systeme,  x,  y  die  Coordinaten  im  schiefwinkeligen  Systeme  und 

1.  wj  4-  «Tj —  1=0 

die  Gleichung  einer  Geraden  T  im  rechtwinkeligen  Systeme,   so  erhält  man  die 
Gleichung  von  T  im  schiefwinkeligen  Systeme,  indem  man  in  den  Formeln  No.  10, 
3.  statt  Xf  y,  x\  y*  der  Reihe  nach  die  jetzt  geltenden  Bezeichnungen  £,  r),  x,  y 
setzt  und  hierauf  die  Werthe  fiir  J,  7)  in  die  Gleichung  1.  einsetzt. 
Wie  man  sofort  sieht,  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

2.  Mx  -h  iV>  —  1  =  0, 

wobei  M  und  N  von  ;//,  n  und  den  Winkeln  u>  und  a  abhängen. 
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Sind  5^  und  S^  die  Spuren  der  Geraden 
auf   den   Coordinatenachsen ,    und   setzt    man 
OS^  5=  a,    OS 2  -=  b,  so  sind 
die  Coordinaten  von  S^\    x  =  a,    j>  =  0 , 
„  „  „021^  =  0,^  =  ^. 

Beide  Coordinatenpaare  genügen  der 
Gleichung  der  Geraden.  Setzt  man  sie  in  diese 
Gleichung  ein,  so  erhält  man 

Ma  —  1  =  0,      also    M=^  \  \  a^ 
^'        iVT^  — 1  =  0,       „       N^\:b,  ^-^-^ 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Geraden  ein,  so  erhält  man 
dieselbe  in  der  Gestalt: 

die  vollständig  mit  der  Gleichung  für  rechtwinkelige  Achsen  übereinstimmt. 

Man  betrachtet  die  reciproken  Werthe  der  Achsenabschnitte  a  und  ö  als  die 
Coordinaten  der  Geraden  im  schiefwinkeligen  Systeme  und  bezeichnet 
sie  wieder  mit  u  und  v.  Die  Bedingung,  welche  die  Coordinaten  eines  Punktes 
und  einer  Geraden  erfüllen,  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  lautet  also 
auch  für  ein  schiefwinkeliges  System 
5.  ux  -{-  vy  —  1  =  0. 

12.  Um  die  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  beim 
Uebergang  aus  einem  rechtwinkeligen  zu  einem  schiefwinkeligen 
Systeme  mit  demselben  Nullpunkte  zu  erhalten,  haben  wir  die  im  An- 
fange der  vorigen  Nummer  angedeutete  Substitution  auszuführen.  Sind  «,  v  die 
Coordinaten  einer  Geraden  im  ursprünglichen  (rechtwinkeligen),  u\  z;'  die  im  schief- 
winkeligen Systeme,  so  sind  also  ui-\-vr^  —  1  =  0,  und  u!x  -h  v^ y  —  1=0  die 
Gleichungen  der  Geraden  in  den  beiden  Systemen.  Nun  ist  nach  den  Trans- 
formationsformeln in  No.  10. 

^  z=i  cos  ^  '  X  -\-  cos  {vi  -^  a)y ,      r)  =  5/«  cd  •  a:  -+-  sin  (cd  -f-  oCjy , 
führt  man  dies  in  ui -^  vr^  —  1  =  0  ein,  so  entsteht: 

(cos  iO'U-hsmv}'V)x-h  [cos  (cd  -h  a)  •  «  -f-  sin  (co  -+-  a)  •  v]y  —  1  =  0. 

Hieraus  folgen  die  Formeln: 

u'  =  cos  io  '  u  -i-  siniü  '  V , 

v'  =  cos  (is>  -h  a)  '  u  -h  sin  (cd  -f-  a)  •  v. 

Sie  dienen  dazu,  die  Coordinaten  der  Geraden  im  schiefwinkeligen  Systeme 
aus  denen  im  rechtwinkeligen  zu  berechnen. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Formeln  mit  -h  sin  (o)  -h  a) ,  die  zweite  mit 
—  sinio  und  addirt,  so  erhält  man 

3.  sin  (o)  H-  a)  •  «'  —  sin  (o  *  v'  =  [sin  (tu  -h  a)  cos  co  —  cos  (tu  -f-  a)  sin  co]  u 
Multiplicirt   man    femer    die    erste  Gleichung    in   1.   mit  — cos  (m -ha),    die 

andere  mit  cos  m  und  addirt,  so  entsteht 

4.  —  cos  (cd  4-  a)  «'  -h  cos  0} '  v'  =  [ —  sin  cd  •  cos  (cd  -h  a)  -h  sin  (cd  -h  a)  cos  cd]  v. 
Aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  gehen  die  gesuchten  Transformations- 
formeln hervor: 

u  =  -: —  •  [sin  (cd  -+-  a)  •  «'  —  sin  cd  •  v*] 
_  sma    ^      ^  ^  ■" 

^-  1 

V  =  —. —  •  f —  cos  (cd  H-  a)  «'  -f-  r<75  cd  •  z/'  1 . 
sma    i  ^  ^  J 
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13.  Wir  entwickeln  nun  noch  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  der  Hy- 
perbel in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem,  auf  dessen  Achsen  conjugirte  Dia- 
meter liegen.  Ist  mi^  -h  «i)*  —  1  =  0  die  Gleichung  der  einen  und  der  andern 
Curve  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachsen,  und  sind  x,  y  die  Coordinaten  eines 
Punktes  für  das  schiefwinkelige  System,  so  hat  man  in  ^/J^  -^-«r|2  —  \  — :0  die 
Werthe  fiir  £,  t)  einzusetzen,  die  man  aus  den  Formeln  No.  10,  3.  erhält,  wenn 
man  darin  jc,  y^  x\  y'  gegen  5,  t),  x,  y  vertauscht.  Wie  man  sieht,  erhält  man 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

1.  Mx^  -h  2Nxy  4-  Py^  —  1=0. 

Von  dieser  Form  also  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  schiefwinkeliges  Coordinatensystem,  das  den  Mittelpunkt 
der  Curve  zum  Nullpunkte  hat. 

Eine  Gerade  7*,  die  der  Jf-Achse  parallel  ist  und  von  der  F- Achse  die 
Strecke  OB  =^^  abschneidet,  hat  die  Gleichung  _y  =  ß. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  1.  ein,  so  erhält  man 

2.  Mx^  H-  ^N^x  -h  P'^^  —  1=0, 

also  eine  gemischt  quadratische  Gleichung  in  Xy  deren  beide  Wurzeln  die  Strecken 

BC  und  BC  sind,  welche  die  Curve 
von  der  Geraden  T  abschneidet 

Sind  nun  die  Richtungen  der 
Achsen  conjugirt,  so  sind  die  Strecken 
BC  und  BC  für  jeden  Werth  von  p 
entgegengesetzt  gleich,  die  Gleichung 

2.  also  ist  rein  quadratisch.    Dies  trifft 
nur  dann  ein,  wenn  iV=  0. 

Die  Gleichung  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  in  Bezug  auf  conjugirte  Dia- 
meter als  Achsen  lautet  also: 

3.  Mx^  4-  Py^  —  1=0. 
Bezeichnet  man  mit  A^  und  B^ 

die    Schnittpunkte    der   Ellipse    mit 
der  positiven  X-  und    K- Achse,   und 
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setzt  OAy^  =  <7j  ,     OB^  =  ^1»  so  sind 

die  Coordinaten  von  A^  :  x  =  a^,    y  =  0 
„  „  „     ^1  :  ^  =  0,      7  =  ^1  • 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3.  ein,  so  erhält  man 

Ma^^  —  1  =  0,      also    M=  \  \  a^  , 
Pb^  —  1=0,        „      P  =-\:b^ , 
Daher  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  für  zwei  conjugirte  Diameter: 


4. 


v2  v^ 


Bei  der  Hyperbel  fragen  wir  zunächst  nach  den  Asymptoten.     Dividiren  wir 
die  Gleichung  3.  durch  x^  ^  so  ent-^teht 


M-\-  P 


X' 


-.  =  0 . 
x^ 


Setzen  wir  jc  =  cx>,   so  verschwindet  das  letzte  Glied  und  man  erhält 

Die    unendlich    fernen    Punkte    der   Curve  3.    liegen   also    auf  den  beiden 
Geraden,  deren  Gleichungen  sind 
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Diese  Geraden  sind  die  Asymptoten  der  Ciirve.  Für  die  Ellipse  ist 
—  MiP=  —  a^  :  ^i  ,  die  Asymptoten  sind  also  imaginär.  Die  Hyperbel  hin- 
gegen hat  reale  Asymptoten,  also  ist  für  die  Hyperbel  der  Quotient  —  ÄfiP 
positiv;  folglich  haben  Af  und  P  ungleiche  Zeichen.  Man  kann  nun  die  Be- 
zeichnung der  Coordinatenachsen  immer  so  wählen,  dass  M  positiv,  P  negativ 
ist     Setzen  wir  zur  Verdeutlichung  dessen: 

M=l:a^^,      7^  =  — 1:^1«, 
so  erhält  die  Hyperbel  die  Gleichung 

^  -->:!- , 

Die  -Y-Achse  wird  von  der  Hyperbel  in  den  realen  Punkten  geschnitten,  für 
welche  ^^  =  0  imd  daher  x  =  db  a  ist.  Die  K-Achse  wird  in  imaginären  Punkten 
geschnitten,  deren  Ordinaten  y  =  zt  d^  }/ —  1  sind. 

Die  Asymptoten  haben  die  Gleichungen 

^  =  ±^>-. 

X  a^ 

sie  schneiden  daher  von  den  Hyperbeltangenten,  die  parallel  der  K-Achse  sind, 

die  Strecken  dz  ^^  ab  (vom  Tangen tialpunkte  aus  gerechnet). 

14.  Die  Gleichung  einer  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten 

kann  in  folgender  Weise  erhalten  werden.     Sind   OX  und   OY  die  Asymptoten 

und  ist  P  ein  Hyperbelpunkt,    so  ist  bekanntlich  (§  3,  6) 


1. 

wenn  mit  a  der  halbe 
Winkel  der  Asymptoten 
und  mit  ^  und  7  die 
Winkel       OS^S^       und 

S^S^X  bezeichnet 
werden. 

Nun  ist 
S^P:P"P=  sin2a:sm^, 
PS^  :  PP  =  sin 2a :  ««7, 
also,  wenn  man  x  und  y 
für  P'P  und  P'' P  setzt: 
S^P'  PS^ 
sin^  2a 

Setzt    man   dies   in 
1.  ein,  so  erhält  man 


S^PPS^  = 


COS^fk 

sin^  sin^ 


.^a 


COS^d 


^^ 


^^  "■  sin^  2a 
oder,  da 
sin^  2a  =  4  cos^  a  sin^  a: 

2. 


X 
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b'^ 


^       Asin^oL* 
Für    die    gleichseitige    Hyperbel    hat    man    d  =  a,     a  =  45°,    daher 

4sin^a  =  ^  und  die  Gleichung  in  Bezug  auf  das  in  diesem  Falle  orthogonale 

Coordinatensystem  der  beiden  Asymptoten  wird  daher  xy  =s  \a^. 
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§  10.   Transformation  der  Gleichungen  zweiten  Grades  in  Punkt-  und  in 

Liniencoordinaten. 

1.  Unter  einer  Curve  «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Curve,  deren  Gleichung 
in  Punktcoordinaten  vom  «ten  Grade  ist;  unter  einer  Curve  «ter  Klasse 
versteht  man  eine  Curve,  deren  Gleichung  in  Liniencoordinaten  vom  «ten 
Grade  ist. 

Die  Linie  erster  Ordnung  ist  die  Gerade ;  das  Gebilde  erster  Klasse  ist  der  Punkt 

2.  Die  allgemeinste  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ist: 

1.  ax^  -h  2ifxy  -\-  cy^  -h  "Idx  4-  ^ey  -!-/=  0; 
Die  allgemeinste  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse: 

2.  a«2  4_  ^^uv  -+-  ^v^  H-  2ö«  -+-  2ez/  -h-  x  r=  0  . 

Wir  werden  nun  die  Gleichungen  zu  anderen  Coordinatens)rstemen  trans- 
formiren,  und  dann  die  neuen  Systeme  so  wählen,  dass  die  transformirten 
Gleichungen  sich  möglichst  vereinfachen;  wir  beginnen  mit  der  Transformation 
der  Gleichung  in  Punktcoordinaten. 

3.  Verschiebt  man  die  Coordinatenachsen,  ohne  ihre  Richtung  zu 
ändern,  so  dass  der  neue  Ursprung  die  Coordinaten  ja,  v  hat,  so  gelten  die  Trans- 
formationsformeln (§  9,  No.  3) 

X    =  x'    -^  [kf     ^  ==  y  -f-  V ; 
aus  ihnen  folgt:  x^  =  x'^  -+-  2[f.x*  -f-  ja*  , 

y2  =yi  ^_  2vy  4-  v2, 
xy  =  x'y  -H  yx'  4-  [t^y'  ■+■  Jtv  . 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

1.  ax^  -h  2lfxy  -+-  cy^  4-  Idx  4-  'ley  4-/=  0, 
und  ordnet,  so  erhält  man 

2.  ax"^  4-  Ibx'y'  4-  cy"^  4-  2  (tfji.  4- ^v  4- ^  Jc'  4- (^ji.  4- <:v  4- ^)y  -^  ay.^  4-2^ji.v 

4-  rv^  4-  1d^  4-  2^v  4-/=  0. 

Dies  zeigt:  Bei  einer  Verschiebung  der  Coordinatenachsen  werden 
die  Coefficienten  der  drei  quadratischen  Glieder  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Punktcoordinaten  nicht  geändert. 

Man  tiberzeugt  sich  leicht,  dass  eine  ähnliche  Bemerkung  auch  für  alle 
Gleichungen  höheren  Grades  gilt. 

4.  Wir  wollen  nun  das  neue  Coordinatensystem  so  wählen,  dass  die  Coeffi- 
cienten im  vierten  und  fünften  Gliede  der  transformirten  Gleichung  verschwinden. 
Dies  erfolgt,  wenn 

<7JI.  4-  ^v  =  —  dy 
^ji,  4-  ^v  =  —  e . 
Multiplicirt  man  daher  die  erste  Gleichung  mit  —  c,   die  zweite  mit  b\  dann 
die  erste  mit  bj  die  andere  mit  —  a  und  addirt  jedesmal  die  beiden  multiplicirten 
Gleichungen,  so  erhält  man  die  Lösungen 

cd — be  ae  —  bd 

5.  Der  Punkt,  der  diese  Grössen  ja  und  v  zu  Coordinaten  hat,  ist  zum  Null- 
punkte eines  neuen  Coordinatensystems  untauglich,  wenn  er  unendlich  fem  ist. 
Dies  tritt  dann  ein,  wenn 

3.  ^2  — a<r  =  0, 

ohne  dass  gleichzeitig  die  Zähler  von  p.  und  v  verschwinden. 
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6.  Wenn  die  drei  Bedingungen  1.  ^*  —  ac  =  0,  %cd — ^e  =  0,  ^.ae — dä=:0 
zugleich  erfüllt  sind,  werden  (i  und  v  unbestimmt. 

Aus  den  Gleichungen  ^*  =  a^,  cd=de  folgt  durch  Multiplication  der 
linken  und  rechten  Seiten  b^cd^=  ab  et, 

Ist  nun  weder  ^  =  0,  noch  r  =  0,  so  ergiebt  die  letzte  Gleichung  bd  ^=^  ae  y 
also  folgt  dann  aus  den  ersten  beiden  Bedingungen  die  dritte. 

Ist  ^  =  0,  so  folgt,  dass  entweder  auch  ^  =  0  oder  a  =  0]  im  ersten 
Falle  ist  dann  zugleich  2.  erfüllt,  im  andern  zugleich  3.;  im  ersteren  ist  also  (i 
unbestimmt  und  v  =  00,  im  andern  ist  fi, :»  00  und  v  unbestimmt. 

7.  Wir  wollen  diese  besonderen  Fälle  zunächst  ins  Auge  fassen,  und  bemerken 
Doch  vorher,  dass,  wenn  b,  a  und  c  zugleich  Null  sind,  die  Gleichung  der  Curve 
aufhört  vom  zweiten  Grade  zu  sein. 

a)  Ist  ^  =  0,  und  r  =  0,  (und  a  ^  0),  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

d  e  f 

a  a  -^        a 

d  d^  i  f        d^ 

Wir  schreiben   statt   dessen   x^  -h  2— jc  h 5H-2--y-l-  —  —  — ö=0, 

a  a*  a-^         a         a^ 

wofür  gesetzt  werden  kann 

^  a^  a^-^  2ae    ^ 

Verschieben  wir  die  Achsen,  so  dass  der  neue  Nullpunkt  die  Coordinaten 
—  d:a  und  {d^  —  a/)  :2ae  hat,  so  sind  die  Transformationsformeln 

^  ^         d^^af 


Setzen  w  diese  in  die  Gleichung  ein,  so  entsteht  die  transformirte  Gleichung 
2.  ^a  H-  2-y  =  0. 

Hieraus  folgt  (vergl.  §  2,  10):  Die  Gleichung  ax"^  -+-  2//.r  -+-  "ley  -h/=  0 
ist  die  Gleichung  einer  Parabel;  der  Scheitel  derselben  hat  die  Coor- 
dinaten —  d\a  und  (d^  —  af)  :  2a^,  die  Symmetrieachse  ist  der  Ordinaten- 
achse  parallel;  die  Curve  erstreckt  sich  in  der  Richtung  der  positiven 
oder  negativen  Seite  der  Ordinatenachse,  je  nachdem  e  und  a  ungleiche 
oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

b)  Ist  a  =  0,     ^  =  0,  (und  c  ^  0),  so  ist  die  Gleichung 

d  e  f 

^  c  c^         c 

Man  kann  hierfür  schreiben: 

Verschiebt  man  diesmal  die  Coordinatenachsen  so,   dass  der  neue  Ursprung 
«fic  Coordinaten  hat  (^/^  —  cf) :  2c  d  und  —  e\c ,  so  ergiebt  sich 

i  y»  ^  2-^  =  0. 

•^  c 

Die  Gleichung  cy^  -h  2dx  -+-  2<ry  -f-  /"  =  0  ist  daher  die  Gleichung 
einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten  {</>  —  cf) :  2cd  und  —e:c 
hat,  und  die  sich  in  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  Seite 
der  Abscissenachse  erstreckt,  je  nachdem  die  Coefficienten  d  und  c 
ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

8.  Sbd  a,  bf  c  von  Null  verschieden  und  ist  zugleich 
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1.        d^  —  ac  =  0,  2.     ^^—  de  =  0,     also  auch    3.     ae  —  dd  ^  0, 

so  schreibe  man  die  Curvengleichung 

a(x^  -h2-xy  -h  ^y^)  -h  2d{x-h  ^y) -^  f  ^  0, 

und  setze  dann  ^  =  ^*  :  ä ,  und  (nach  3.)  e  \  d  =^  b  \  a\  man  erhält 

b  b 

a  (jp  -h  -yy  -+-  'ld{^x-\--y)  -f-  /  =  0, 

und  nach  Multiplication  mit  a\ 

4.  {ax-\-by)'^  -h  2^(tf:c -+- ^>')  4-  ä/ =  0. 
Setzt  man  abkürzend  ax  -\-  by  ^=^  S,  so  erhält  man: 

5.  S^  -f-  2dS  H-  tf/  =  0. 

Die  linke  Seite  lässt  sich  in  zwei  bezüglich  S  lineare  Faktoren  zerlegen,  die 
man  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  5.  erhält    Die  Wurzeln  dieser 

Gleichung  sind  —  //-+-  Yd^  —  af  und  —  d—  yd^  —  af,  daher  gilt  die  Identität 
5»  _^.2//j-hÄ/^(5-h^—  -|/^2  ^af){S  -^  d-^  yd^  —  af). 
Setzt  man  für  S  wieder  ax  -f-  by,  so  hat  man  nun  4.  umgestaltet  zu 

6.  {ax  -i-  by  ^  d—  |/^»  —  af)  {ax  -^  by  -\-  d -¥  ^d^  —  af)  =  0. 
Diese  Gleichung  löst  sich  in  die  beiden  linearen  auf: 

7.  ax  -\-  by  -^  d  —  ^d^  —  af  =  0, 

8.  ax  -\-  by  -{-  d  -{-  ^d^  —  af  r=  0. 

Ist  also  b^  —  ac  =  0,  cd  —  be  =  0,  und  ae  —  bd  -=  0,  so  stellt  die 
Gleichung  ax^  -h  ^bxy  -+-  o'"  -^  ^^^  "^  2^'  -H  /  =  0  zwei  parallele 
Gerade  dar,  welche  die  Gleichungen  haben: 

ax  -i-  by  -h  d  -  -  yd^  —  af  =  0, 

tfjc  -h  ^>'  4-  //  4-  yd^  —af  =  0. 

Ist  d^  — ^/ <  ^^  so  sind  diese  Geraden  conjugirt  complex;  ist 
d^ — af  =  0,  so  fallen  sie  in  eine  Gerade  ax  -h  by  -\-  d  =^  0,  und  die 
linke  Seite  der  Curvengleichung  ist  die  zweite  Potenz  der  linearen 
Function  ax  -^  by  -^  d\  ist  d^  —  af  >  0,  so  sind  die  Geraden  real  und 
von  einander  verschieden. 

9.  Ist  b^  —  ör  =  0,  und  cd —  be^  sowie  ae  —  bd  von  Null  verschieden, 
so  multipliciren  wir  die  Curvengleichung 

1.  ax^  -h  Ibxy  -h  cy'^  -+-  Idx  -f-  S^j'  -h  /  =  0 
zunächst  mit  ^  und  ersetzen  dann  ac  durch  b^\  wir  erhalten  dann 

a^x^  -H  labxy  -h  b'^y^  4-  ^adx  -h  ^aey  -h  ö/  =  0,     oder 

2.  {ax  4-  byY  4-  ^adx  4-  "laey  -h  af  =  0. 

Es  liegt  nun  nahe,  nach  einer  solchen  Drehung  des  Coordinatensystems  zu 
suchen,  durch  welche  der  Klammerinhalt  ax  4-  by  durch  ein  Vielfaches  einer 
Coordinate  allein  ersetzt  wird,  z.  B.  durch  ein  Vielfaches  von  x'.  Aus  den  für 
eine  Drehung  des  Systems  geltenden  Formeln  §  9,  No.  4 

X  =  cos  iüx*  —  sin  to  y 
y  =:  sin  0)  jc'  4-  cos  w  y' 
folgt  ax  4-  by  =  {acosva  4-  bsini^jx^  —  {asinva  —  bcosw)y. 

Soll  dies  nur  ein  Vielfaches  von  x'  sein,  so  muss  der  Coefficient  von  y' 
verschwinden;  man  hat  also  für  w  die  Bedingung 

3.  asinw  —  b cos  tu  =  0. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  VVerth  sinm  =  bcos^^ia  in  die  Gleichung 
^^^2  ü)  -^  fi^2  0)  ^  l  ein,  so  erhält  man 
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Da  es  gentigt,  einen  Winkel  a>  zu  erhalten,  der  der  Bedingung  3.  genügt, 
so  können  wir  festsetzen,  dass  der  positive  Werth  der  Quadratwurzel  genommen 
werde.    Mit  Hülfe  der  Werthe  4.  wird  nun 

Femer  liefert  die  Transformation: 

y  tf *  -h  ^^  y  ö^  -I-  0^ 

Hieraus  ergiebt  sich  die  transformirte  Gleichung 

ad -h  be  ae  —  bd  . 

Die  Curve  ist  daher   (No.  7,  a)  eine  Parabel,    deren  Achse  parallel  der 

y -Achse  ist.    Die  Coordinaten  des  Parabelscheitels  im  System  X^OY*  sind: 

ad-i-be  ,        a{ad-^bey--{a^  ^b^y/ 

6.  jc    =  —  a    .  =rz ,     y  = ,  ^       ./?  • 

ya2_,_^23'    -^  ^(ae  —  bd)  .  ytf2_^^>' 

Die  Coordinaten  des  Scheitels  im  ursprünglichen  System  ergeben  sich  aus 
x*  und  y  durch  die  Transformationsformeln: 

Man  erhält: 

Hieraus  findet  man  durch  einfache  Rechnung: 

__  (dr»  -h^2)a  bf  —  a{ad^  b^  \e {a^ j^-J>'^)_^_a^e^_bd)\ 

Ebenso  ergiebt  sich 

^'  "^  "~  2  («3  H-  /^3)2  (ae  —  bd) 

Wenn  daher  b^  —  ac  =^  0,  und  ae  —  bd  und  cd —  be  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  ist  ax^  -+-  2bxy  4-  cy^  -+-  2//x  -h  2^'  -H  /  =  0  die 
Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  mit  der  K-Achsc  den  Winkel  q> 
bildet,  für  welchen  ^^x  co  =  ä  :  -j/ä^  4-  ^2  ^  f;>|  <«  =  ^  :  -j/ä^  -h  b^  ,  /tf»^  w 
=  ^:tf,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten  hat,  die  unter  8.  und  9.  mit- 
getheilt  worden  sind.  Die  Parabel  erstreckt  sich  in  der  Richtung  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  Geraden  ö  K^,  für  welche  KÖK'  =  «), 
je  nachdem  a{ae  —  bd)  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  also  b^  —  ac  =■  0,  so  bedeutet  die  Gleichung 

ax^  -h  2bxy  4-  cy^  4-  2dx  -^  2ey  -h  /  =  0 
entweder  eine  Parabel,  oder  zwei  parallele  reale  oder  conjugirt  complexe  Gerade, 
oder  eine  (zwei  zusammenfallende)  Gerade. 

10.  Ist  b^  —  ac  von  Null  verschieden,  so  geben  die  Formeln  No.  4,  2 
endliche  Werthe  für  |i  und  v,  und  wir  können  die  beabsichtigte  Verschiebung 
des  Coordinatensystems  ausführen.     Die  transformirte  Gleichung  ist 

ax'^  4-  Ibx'y'  4-  cy'^  4-  /  =  0, 
wobei  /'  ==  0(1«  4-  2^p.v  4-  o*  4-  1d)f.  4-  2rv  4-  / 
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Setzt  man  x  ^=^  rcosf^^    ^  =*=  ^sin^,  so  findet  sich 

r*  (a  cos^  94-2^  cos^  sin  94-^  sin^  ?)  -H  Z'  =  0, 
also  eine  Gleichung  für  r,  die  ftir  jeden  Werth  von  9  rein  quadratisch  ist  und 
daher  für  jedes  9  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  ftir  r  liefert.    Jede  durch 
den  Ursprung  des  neuen  Systems  gehende  Curvensehne  wird  also  im  Ursprünge 
halbirt.    Der  Ursprung  des  neuen  Systems  ist  daher  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

11.  Der  Ausdruck/'  vereinfacht  sich  erheblich;  wenn  man  ihn  schreibt 
/'  =  {a\k  -f-  ^v  4-  ^  |i  -\-  {b^  _^-  ^v  -h  ^)  V  -+-  ^ji,  4-  ^v  -h  /  =  0, 

und   bedenkt,    dass   (No.  4,  1)  ä|i  4-  ^v  -t-  </  =  0,     ^jt  4-  rv  4-  ^  =  0,    so 
erhält  man  zunächst  /'  =  //ji,  4-  ^v  4-  /;  hieraus  folgt  schliesslich 

_  ae^  4-  cd^  --  1b de  4-  {b^  —  ac)/ 
•^   ~  b^  —  ac 

Den  Zähler  ae^  -{-  cd^  —  1b de  4-  {b^  — ac)f  wollen  wir  mit  7  bezeichnen, 
den  Nenner  b^  —  ac  mit  8,  so  dass  nun  /'  =  7  :  8. 

12.  Ist  7=0,  so  ist  auch/'  =  0  und  die  transformirte  Gleichung  wird  homogen: 

1.  ax'^  4-  Ibxy  4-  cy'^  =  0. 

(jp'\a          b     x^        c 
—  I    4-2— -—74 =  0, 
y)            a     y        a 

1  x'  b     .\      r- 

also  —  = :t  —  yb^  —  ac  . 

y  a       a  ' 

Die    linke    Seite    von    1.    zerfallt    daher   in    zwei   lineare    Faktoren;     nach 

Multiplication  mit  a  ergiebt  sich  aus  1.: 

2.  [ax'  4-  (^—  [^b^  -^ac)y][ax'  4-  (b  -hj/b^  —  ac)y]  =  0. 
Die  Gleichung  zerfallt  daher  in  die  beiden  linearen  Gleichungen 

3.  ax'  4-  (^  — y/^3— aOy  =  0, 

4.  ax'  4-  (b-hYb^  —ac)y  =  0. 

Ist  also  b^  — ac  von  Null  verschieden  und  7  =  0,  so  ist 
ax^  4-  2bxy  4-  cy^  4-  2dx  4-  2o'  -^  /  =  0 
die  Gleichung   des  Vereins    zweier  sich  schneidenden  Geraden;    der 
Schnittpunkt  hat   die  Coordinaten  [l  =  (cd — be)  :  B ,     v  =  (ae  —  bd)\h 
und  die  Gleichungen  der  Geraden  sind  (wie  man  aus  3.  und  4.  findet) 

5.  ax  -\-  {b  —  y^2  —ac)y  -^  d  -h  {ae  —  bd)  :  yb^  —ac  =  0, 

6.  ax  -i-  {b  —  yb^  —  ac)y  -h  d  —  {ae^  bd)  :  yb^  —  ac  =  0. 

Ist  b^  —  Ä^  >  0,    so  sind  diese  Geraden  real,    ist  b^ — ac  <  0,    so 
sind  sie  conjugirt  complex. 

13.  Ist  7  von  Null  verschieden,  so  suchen  wir  die  Gleichung 

ax'^  4-  2bxy  4-  cy^  4-  /'  =  0 
durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  Nullpunkt  weiter  zu  vereinfachen 
Werden  die  Coordinaten  im  neuen  System  durch  i,  r)  bezeichnet,  so  ist 

x'  =  re?5  u>  •  E  —  sin  u>  •  T), 
y    =  siniO'  ^  4-  cos  «o  .  7), 
also:  jc'^  =         cos^  w  J^  —    2cos  ü>  sin  co     •  5r)  4-  sin^  to  •  tj* 

xy  =  cos  u)  sin  (ü  £*  4-  (cos^  u>  —  sin^  <»)  •  Etj  —  cos  u>  sin  oi  •  rj* 
y  *  =  5/«*  u>  E*  4-   2cosfo  sin  (0     •  Etj  4-  cos^  u>  •  r)^. 

Wir  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form  ^5*  4-  2^Ey)  4-  kri^  4-/'  =  0,  wenn 

1.  ^  =  ö^^^J*  u>  4-  2^  ^^j  tt)  ««  tt>  4-  ^  j/Vi«  u) , 

2.  ^  =  —  acosiüsin^  4-  ^(^w*  to  —  sin^  m)  4-  c  cos  m  sin  io , 

3.  /^  =  asin^  ^  —  2^^^ic0^i>io>  4-  r^^j^o». 
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Wir  wollen  nun  den  Winkel  u>  so  wählen,  dass  der  Coefficient  h  verschwindet, 
also  gemäss  der  Gleichung  b  {cos^  ^  —  sin^  o»)  —  {a  —  c)  cos  «u  sin  <o  =  0. 

Keraus  folgt»  wenn  wir  cos^  ^  —  sin^  at  durch  cos  2fo,  und  cos^simxi  durch 
\sin^m  ersetzen:     bcos'i^  —  \{a  —  c)sin2^  =  0,  also: 

.       «  2^ 

4.  /anr2u)  =  . 

^  a —  c 

Dieser  Gleichung  genügen  unzählige  Winkel  2  u) ;  einer  derselben  liegt  inner- 
halb —  90°  und  4-  90°,  die  anderen  sind  von  diesem  um  ganze  Vielfache  von  180° 
verschieden.     Da   es   nur   darauf  ankommt,    einen  Winkel   zu    haben,    der  der 
Gleichung  4.  genügt,    so  wollen  wir  den  auswählen,    der  zwischen  —  90°  und 
+  90°  liegt,  so  dass  cos  2u>  positiv  ist. 

Für  die  Coefficienten  g  und  k  kann  man  zunächst  schreiben 

g  z=  acos^^  -h  bsin^ia  -h  csin^ia^ 
k  =  asin^^  —  bsin^m  4-  ccos^m. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

5.  g  -{-  k  =  a  -^  c, 

6.  g  —  k  =  (a  —  c)  cos  2(u  -+■  2b  sin  2a>. 
Aus  6.  folgt: 

{a  —  c)  cos  2a)  •  sin  2u>  -+-  2b  sin^  2u> 

sm  2(0 
Nun  ist  nach  4.  (a  —  c)  sin  2u)  =  2  b  cos  2  io,  also  wird 

2b  cos^ 2ia  -h  2bsin^2ia  2b 


g  -k^ 


sin2(ü  sin  2  tu' 


Ferner  ist  sin2(o  =      .  ''- ,  und  nach  4. 

j/l  -\-tang'^  2u> 

yi-+-/tf«^»2ü)  = i/ö2  4_^a_2a^4-  4^2 

= V?ÄT7)ä~Hr4S . 

a  — c  '  ^  ' 

Daher  hat  man 

7-  g  -  k  =^  ^(^a-^cy  4- 46 . 

Aus  dieser  Gleichung  und  aus  5.  erhält  man  nun  die  Coefficienten 

8-  ^  =  i  (tf  4-  <r  -+-  y(tf  4-  cy  -+-  Ü) 

9.  ^  =  ^  (a  4-  r  —  y(Ä4-/)2  4-4Ö) . 
Die  Gleichung  der  Curve  können  wir  nun  schreiben 

-  jf£^--  j,r)3  ~  1  =  0,     oder,  da/'  =  j: 

10.  Z1^52^:^i^^2_  1^0. 

14.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Coeffici- 
enten von  £2  und  y^  positiv  oder  negativ  sind. 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  können  wir  voraussetzen,  dass  a 
positiv  ist. 

A.     Ist    8  ^  ^2  —  ^^    negativ,    so    muss   c    positiv    sein;    die    Grösse 

y{a  -^  cy  4-48,    die    nach    der   über   u>    gemachten   Voraussetzung   positiv   zu 
rechnen  ist,  ist  dann  kleiner  als  a -\-  c,  mithin  sind  g  und  k  positiv. 

a)  Ist  nun  7  positiv,  so  sind  die  Quotienten  ( — g^)  :  7  und  (—  H)  :  7 
beide  positiv,  und  wir  können  setzen 


2.  -_  +  X   _  1  =  0, 
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Die  Ciirvengleichung  wird  dann: 

die  Curve  ist  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  ß. 

b)  Ist  hingegen  7  negativ,  so  sind  die  Quotienten  ( — ^B)  :  7  und  ( —  ^0)  17 

o-ö  — >t§ 

beide  negativ;  die  Gleichung  — -    ?^  H y)»  —  1   =  0  ist  dann  für  reale 

Werthe  von  5  und  r;  nicht  erftillbar.  Man  kann  formal  die  Gleichung  mit  2.  in 
Uebereinstimmung  bringen,  nur  dass  a^  und  ß'  negative,  a  und  ß  also  imaginäre 
Werthe  haben  müssen,  und  bezeichnet  sie  demgemäss  als  die  Gleichung  einer 
imaginären  Ellipse,  von  der  man  dann  sagen  kann,  dass  sie  zwar  keinen 
realen  Peripheriepunkt  habe,  dass  aber  doch  ihr  Mittelpunkt  real  sei ;  auf  jedem 
durch  diesen  realen  Mittelpunkt  gezogenen  Strahl  (Diameter)  liegen  zwei  conjugirt 
complexe  Punkte  der  imaginären  Ellipse. 

B.  Ist  B  ^  d^  —  ac  positiv,  so  ist  y(a  -f-  r)^  4-  48  grösser  als  der  absolute 
Werth  von  ^  -+-  r;  also  ist  ^  positiv  und  A  negativ. 

Ist  nun  7  negativ,  so  sind  die  Quotienten  ( — ^0) :  7  >  0,     ( —  kB)  :  7  <  0. 

Ist  hingegen  7  positiv,  so  hat  man  ( — ^8)17  <  0,      ( — ^8)  :  7  >  0. 

Im  ersten  Falle  kann  man  setzen  ( — ^5) :  7  =  1  :  «3  ,  ( —  kB)  17  =  —  1  i  ß*; 
im  andern  Falle:  (—^0) :  7  =  —  1  :  a» ,     (—  >tö) :  7  =  1  :  ß»  . 


Die  Curvengleichung  wird  also 


im  ersten  Falle:  —^  —  -y  —  1=0; 


im  andern  Falle:  —  — 5^  -+-  -i^  —  1=0. 


«2  ^  32 


Die  Curve  ist  in  beiden  Fällen  eine  Hyperbel;  im  ersten  Falle  liegt  ihre 
Hauptachse  auf  der  Abscissenachse,  im  andern  auf  der  Ordinatenachse. 

15.  Wir  fassen  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  übersichtlich  zusammen. 

Die  Gleichung  F  ^2  ax^  -f-  Ibxy  -h  cy^  -h  "idx  -h  'iey  -h  /  =  0  stellt 
eine  Gerade,  zwei  parallele  Gerade,  eine  Parabel,  zwei  sich  schneidende  Gerade, 
eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  dar. 

A.  a)  Ist  ^  =  0,  c  =  0,  die  anderen  Coefficienten  von  Null  verschieden,  so 
ist  F^O  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten 

und  — T 

a  2ac 

hat,  deren  Achse  der  Ordinatenachse  parallel  und  deren  Parameter  dt  g :  a 
ist;  die  Curve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ordinatenachse,  je  nachdem  e  und  a  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 
b)  Ist  fl  =  0,  ^  =  0,  die  anderen  Coefficienten  von  Null  verschieden,  so  ist 
F=0  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten 

d^^cf  e 

— 7Z—J—  und  —  — 
^cd  c 

hat,  deren  Achse  der  Abscissenachse  parallel  und  deren  Parameter  -±1  die 
ist;  die  Curve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Abscissenachse,  je  nachdem  d  und  c  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

B.  Sind  fl,  bf  c  von  Null  verschieden  und  ist  zugleich  B^b^ — ac  =  0, 
cd —  ^<?  =  0,  also  auch  ae  —  bd  =  Ot  so  ist  ^r^  =  0  das  Produkt  der  Gleichungen 
der  beiden  parallelen  Geraden; 
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ax  -h  dy  -h  d  —  yd^  —  a/  =0, 

ax  -h  dy  -h  ä  -h  yd^  —  a/  =  0 . 
Ist  d^  —  ^/ <  0,  so  sind  sie  conjiigirt  complex;  ist  d^  —  a/ =  0,  so  fallen 
sie  in  eine  Gerade  zusammen,  deren  Gleichung  ist  ax  -^  dy  -h  d  =i  0;  ist 
d^  —  a/  ">  0,  so  sind  die  beiden  Parallelen  real  und  von  einander  verschieden. 

C.  Sind  a,  d,  c  von  Null  verschieden,  und  h^b^  —  <7r  ==  0,  cd —  ^^  ^  0, 
ae  —  bd'^^y  so  ist  F=0  die  Gleichung  einer  Parabel;  die  Achse  derselben 
ist  der  Geraden  OY*  parallel,  für  welche 

cos  YO  r  =    ,     ^         ,     sin  YO  Y'  =     ,     ^  fang  YOY'  =  - , 

ya^  -+-  d^  ya^  H-  b^  ^  ö' 

und  die  Curve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Hälfte  der 
Geraden  OYy  je  nachdem  a{ae  —  bd)  negativ  oder  positiv  ist.  Die  Coordinaten 
des  Parabelscheitels  sind 

_  (fl2  ^  i^iy  bf  ^  a(ad^  be)  {e  (a^  4-  ^»)  4-  g  {ae  —  bd)) 
^  ""  ^{a^  ^b^yiae-'bd) 

__  —  {gi  4-  b^y  af  4-  a(ad^be)  (d{a^  -h  b^)  >~  b{ae  ~  bd)) 
^  ■"  ^a^  ^b^)^{ae  —  bd) 

Der  Parameter  stimmt  dem  absoluten  Werthe  nach  mit  -~===~  überein. 

ya^  4.  t^  3 

D.  Ist  d  ^  ^*  —  ac  von  Null  verschieden  und 

^  =  ^^24-  cd^  —  'Ibde  4-  {b^  —  ac)/  =  0, 
so  zerfallt  aFin  zwei  lineare  Faktoren;  die  Curve  F=  0  zerfällt  in  die  beiden 
Geraden:     ax  4-  {b  —  yb^  —  ac)y  -h  d  -h  (ae  —  bd) :  yb^  —  ac  =  0, 

ax  ~h  (b-h  yb'^  '—ac)y  4-  ^  —  (ö<?  —  bd) :  yb^  --ac  =  0. 

Diese  Geraden  sind  real  oder  conjugirt  complex,  je  nachdem  b^  —  ac  positiv 
oder  negativ  ist;  ihr  Schnittpunkt  hat  die  Coordinaten  x  =  (cd  —  be):^ , 
y  z=z  {ae  —  bd):^,  und  ist  in  jedem  Falle  real. 

E.  Ist  a  >  0,  ^2  —  «^  <  0,  und  7^0,  so  ist  F=  0  die  Gleichung  einer 
Ellipse.     Das  Centrum  derselben  hat  die  Coordinaten 

X  =  (cd—  be):d,    y  =  {ae—'bd):B; 
eine  Halbachse  hat  die  Länge 

—  2bde  4-  8/) 


_  ,  /       2{ae^  ^cd^  —  2bä 
y  8{a  -h  c  -\-  y(ä~^~c 


:)2  4-4  8) 

und  bildet  mit  der  Abscissenachse  einen  zwischen  —  45°  und  4-  45°  liegenden 

2b 
Winkel  <i>,   für  welchen  tang^m  =  ;   die  andere  Halbachse  hat  die  Länge 

—  2bde  4-  8/) 


_  -,  /       2(g^»  4-  cd^  —  ^bä 

p ""  (/      8  (ö  4.  ^  _  y (^^ 


:)»  H-  4  8) 

Die  Ellipse  ist  real  oder  imaginär,  je  nachdem  der  Zähler  im  Radicanden 
negativ  oder  positiv  ist. 

F.    Ist  Ä  >  0,     b^  —  ao  0  und  7  ^  0,  so  ist  F=  0  die  Gleichung  einer 

Hyperbel.    Je  nachdem  7  =  ae^  4-  cd^  —  2bde  4-  {b^  —  ac)/'^  0,   bildet 

ihre  Hauptachse  entweder  mit  der  Abscissenachse  den  zwischen  —  45°  und  4-  45° 

2b 
liegenden  Winkel,  für  welchen  fang2to  =     ,   oder  einen  um  90°  grösseren 

Winkel. 
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Im  ersten  Falle  ist 


cd^  —  lbde  -h  6/) 


die  halbe  Hauptachse:     a  =  1/  —  — ^ , ^^ 

— ^ 


Im  andern  Falle  ist 


cd^  —  lbde  -4-  g/) 


die  halbe  Hauptachse:     ß  =  1/ ^^ ,  1 

y         ö(a4-^~  l/(^-hO^—  45) 

T  /       2(fl<?»  4-  cd^  —  Ibde  -4-  8/) 
die  halbe  Nebenachse:     a  =  1/        — ^ .  • 


=/ 


16.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Transformation  der  Gleichung  zweiten 
Grades  in  Liniencoordinaten 

O  s  a««  -h  2ß«z/  -+-  TZ'*  -+-  26«  -4-  2ez/  4-  x  =  0. 

Wenn  in  der  Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  das  von  veränder- 
lichen Faktoren  freie  letzte  Glied  der  linken  Seite  verschwindet,  so  wird  der 
Gleichung  durch  die  Coordinaten  a*  =  0,  ^  =  0  genügt ;  das  Verschwinden  dieses 
Gliedes  bedeutet  also  ,  dass  der  Nullpunkt  auf  der  Curve  liegt,  sagt  aber  für  die 
Gestalt  der  Curve  Nichts  aus.  Ganz  andere  Bedeutung  hat  es,  wenn  das  von 
veränderlichen  Faktoren  freie  letzte  Glied  der  linken  Seite  in  einer  Curvengleichung 
für  Liniencoordinaten  gleich  Null  ist.  Dann  wird  der  Curvengleichung  durch 
Hl  =  0,  2/  =  0  genügt,  und  diese  Coordinaten  gehören  einer  unendlich  fernen 
Geraden  der  Ebene  an,  da  «  und  v  die  Werthe  1  :  OS^  und  1  :  OS^  haben, 
ihr  Verschwinden  also  unendlich  grosse  Werthe  von  OS^  und  OS^  bedingt. 

Bei  unserer  Coordinatenbestimmung  ist  nur  fiir  dies  eine  Coordinatenpaar 
»  =  t;  =  0  die  zugehörige  Gerade  unendlich  fem;  übertragen  wir  die  Aussage, 
dass  für  endliche  Coordinatenwerthe  zu  jedem  Paar  Werthe  von  u  und  v  nur 
eine  Gerade  gehört,  auch  auf  den  Grenzfall  «  =  z;  =  0,  so  haben  wir  nicht  von 
mehreren,  sondern  nur  von  einer  unendlich  fernen  Geraden  zu  sprechen. 

Wir  finden  daher:  Wenn  das  von  veränderlichen  Faktoren  freie 
Glied  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  einer  Curve  in  Linien- 
coordinaten gleich  Null  ist,  so  wird  die  Curve  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  berührt 

17.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  x  ^  0,  also  die  Curve  0  =  0 
keine  unendlich  ferne  Tangente  hat. 

Wir  transformiren  zunächst  die  Gleichung  durch  Verschiebung  des 
Coordinatensystems. 

Sind  jjL,  V  die  Coordinaten  des  Nullpunktes  des  neuen  Systems,  so  sind  be- 
kanntlich die  Transformationsformeln: 


u!  ?/ 


U-=-r— i— T.  V  ^= 


1 H-  jjL«'  -f-  vz/"  1  -h  ^y  -h  vz/' ' 

Also  hat  man  die  transformirte  Gleichung  nach  Multiplication  mit  (1  -f-  jx«'  -f-  vz/')* : 

1.  a«'2  H-  2p«' z/'  H-  77/2  ^  2(8«'  -h  ez;')  (1  -+-  jx«'  H-  vz;')  h-  x  (1  H-  jjlw'  -i-  vz/)»  =  0 

oder  geordnet: 

2.  (a  -h  28ji.  -h  xfA»)  u'^  -f-  2(ß  -h  eji.  4-  8v  -h  xji.v)«'z;'  H-  (t  4-  2ev  4-  xv»)z^'» 

4-  2  (8  4-  xjjl)  «'  4-  2  (e  4-  xv)  z;'  4-  x  =  0. 
Wir  wollen  nun  das  neue  System  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von  »' 
und  z/'  in  der  transformirten  Gleichung  verschwinden,  dass  also 

3.  8  4-x|i  =  0,       e4-xv  =  0. 


\. 
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Dies  tritt  ein,  wenn 

A  ÖS 

*^  X  X 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Coefficienten  der  Gleichung  2.  ein,  so  erhält  man 
5.  a-h  25jt  -h  xfi.2         =  - 


6.  ß  4-  e|i,  4-  öv  4-  XfAv  = 


X 

ßx  —  Bt 


X 


TX  —  6^ 

7.  7-1-  2ev  4-  XV*  = . 

X 

Die  transformirte  Gleichung  wird  daher  nach  Multiplication  mit  x  zu: 

8.  (ax  —  52)  «'3  4.  2  (ßx  —  6e)  u'v*  4-  (tx  —  e»)  z;'»  4-  x»  =  0  . 

18.  Legt  man  durch  den  Nullpunkt  eine  Normale  N  zu  einer  Geraden  T, 
und  bezeichnet  den  Winkel  XON  mit  9,  und  die  vom  Nullpunkte  bis  zur 
Geraden  T  reichende  Strecke  mit  r,  so  ist,  wenn  S^  und  S^  die  Spuren  von  T 
auf  den  Achsen  sind,  bekanntlich  OS^  =  ricosa^,  OS^  =  r:sin<i^,  mithin 
hat  T  die  Coordinaten  u  =  cosf^  :  r ,      v  =  sinf^  :  r . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  8.  der  vorigen  Nummer,  so  erhält 
man  nach  Multiplication  mit  r^\ 

(ax  — ö*)^öx*9  "+-  2(ßx  — 8e)^:öJ9J/«9  4-  (7X  — e*)««*9  4-  x*r*  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  rein  quadratisch  für  r,  liefert  also  für  r  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe.  Der  Punkt  mit  den  Coordinaten  ( — d) :  x  und 
( — «)  :  x  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  erden  Abstand  je  zweier 
parallelen  Tangenten  der  Curve  halbirt 

19.  Wir  suchen  nun  die  Gleichung  durch  Drehung  des  Coordinaten- 
Systems  weiter  zu  vereinfachen. 

Ist  der  Winkel  der  Achse  OX^  und  der  neuen  Abscissenachse  «o,  und  werden 
die  Liniencoordinaten  im  neuen  System  mit  U^  V  bezeichnet,  so  hat  man  die 
Transformationsformeln  (§  9,  7). 

«'  =  cos^a*  U  —  sin  «)  •  V 
if  ==  sin  to  •  C/"  4-  cos  (o  •  F. 
•    Mithin  «'«  =  r<7J«  cd  ^  —  2  cos  co  sm  co  UV -^  sin^  co  F» 

2.  »'«''  =  cos m sin  cd  ^  4-  (cos^  co  —  sin^  iü)  UV —  sin  ^ Costa  V^ 

v*^  =  sin^  CD  £/*  4-  2  J/«  (0  cos  cd  UV-h  cos^  co  V^  . 
Schreibt  man  für  die  letzte  Gleichung  in  No.  17  abkürzungsweise 

3.  0L*u'^  4-  2^'u'v'  4-  t'z''»  4-  X»  =  0 

und    setzt  nun  die  Werthe  2.  ein,    so  erhält  man   die   transformirte    Gleichung 

pU^  -h  2<jUV-hxV^  4.  X»  =  0,    wenn 

4.  p  =  a'  cos^  CD  4-  2 ß'  ^^J  CD  sin  cd  4-  7'  sin^  cd 

5.  <y  =  —  a'  cos  cd  sin  cd  4-  ß'  {cos^  cd  —  sin^  cd)  4-  7'  cos  cd  sin  cd 

6.  T  =  a'  sin^  cd  —  2^'  cos  o>  sin  cd  4-  7'  cos^  co  . 
Wir  wählen  nun  cd  so,  dass  <j  verschwindet,  also  dass 

—  a'  cos  CD  sin  cd  4-  ß'  (cos^  cd  —  sin^  cd)  4-  7'  cos  (o  sin  tu  =  0,     oder 

7.  ^(a'  —  7')j/«2cD  =  ß'r^j2cD,     also 

2ß' 

8.  tang^io  =  ^>_   », 

oder,  wenn  man  für  a',  7',  ß'  die  Werthe  einsetzt: 

2(ßx  — Öe) 

^'  /^;»^2cD  =  ^^_^y^_^,^^,. 


1. 


•  . 


96  Analytisclie  Geometrie. 

Wir  wählen  für  2  cd  den  zwischen  —  90°  und  -h  90°  liegenaen  Winkel,  der 
dieser  Gleichung  genügt,   so  dass  also  co  zwischen  —  45°  und  4-45**  liegt  und 

cos2io,  mithin  auch  j/l  -h  fang^^to,  positiv  ist.     Es  ist  dann 

2ß' 

10.  sin2to=    ,  ^ 

y(a'-7y  -h4ß'» 

Aus  4.  und  G.  folgen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Gleichungen 

11.  p  -h  T  =  a'  -h  7', 

p  —  T  =  (a'  —  7')  cos  2cD  -h  2?'  J/«  2(0 

_  (g'  —  7') cos2iosin2(»  4-2?' sin^  2co 

sin  2  CD  ' 

oder  in  Rücksicht  auf  7. 

_     __  2ß'f<?J^2cD4-2p'j/>>^2cD  23' 

^  xm  2  CD  x«i  2  CD  * 

Daher  hat  man 

12.  p  —  T  =   )/(a'  — 7')  H-4(i'2. 
Aus  11.  und  12.  folgen  die  Werthe: 

13.  P  =  i(a'  -H  7'  -H  y(a'-7V   -^W") . 

T  =  i  (a'  +  7'  -  V(^'  -  tV  +  4ß'"»)  ; 
oder,  wenn  man  a'ß'7'  durch  die  Coefficienten  «,?,...  ersetzt: 


14.  p  =  ^[(aH-7)x-5a-e«  4-  >/[(«  —  7)  ^  —  (^^  ""  s^)]^  4- 4  (ßx  -  ae)>], 

15.  T  =  i[(a-h7)x  — 8»--e2  —  ■)/[(»  -7)  x  —  (8»  —  e'^]*  4-  4(px  —  ««)«]. 
Die  transformirte  Gleichung  ist  p  6/*^  4-  t  r*  4-  x*  =  0,   oder  nach  Divisio 

durch  —  x^  : 

16.  =^£/»4-^K3  —  1=0. 

x^  X* 

20.  a)  Sind  p  und  t  beide  negativ,  so  kann  man  setzen 

x2         "^   '         x»         ^    ' 
hat  also  a  =  —  y/ —  p ,       d=  —  y —  x 

und  die  Gleichung  IG.  geht  über  in 

a^CP  -^  d^y^  —  1  =  0. 

b)  Sind  p  und  x  beide  positiv,  so  kann  der  Gleichung  IG.  durch  reale 
Werthe  von  C/  und   V  nicht  genügt  werden. 

c)  Wenn  p  und  x  nicht  gleiche  Zeichen  haben,  so  kann,   da  p  —  x 
positiv  ist,  nur  p  positiv  und  x  negativ  sein.     Setzen  wir  in  diesem  Falle 


X'  x^ 


so  dass  also  a  =  —  y  p  ,      ^=      Y  —  x, 

so  geht  die  Gleichung  IG.  über  in 

_  ^2  ^2  _^.  ^2  jp^2  _  1  =  0 . 

d)  Der  Radicand  in  den  Formeln  13.  kann  umgeformt  werden: 
(a'  -  7')2  4-  4{i'2  ^  (a'  H-  y)»  H-  4  (P'2  _  a'^) . 

Durch   die  ursprünglichen   Coefficienten  ausgedrückt,    ist,  was  schon  in   14. 
und  15.  benutzt  wurde,     a'  -\-  ^'  =  (a  4-  7)  x  —  (8^  4-  e^) 
und  ß'2  _  a'7'  =  (ßx  —  6e)2  —  («x  —  8»)  (7X  —  e») . 

IsJ  nun  ß'^ — a'7'  von  Null  verschieden,  so  verschwinden  weder  p  noch  t, 
ist  aber  ß'^  —  a'7'  =  0,  und  a'  4-  7'  >  0,  so  ist    p  =  a'  4-  7' ,    t  =  0. 


I 
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Ist  p'«  —  a'f  =  0,  und  a'  4-  7'  <  0,  so  ist     p  =  0,       t  =  a'  -+-  7'. 

Die  Curvengleichung  wird  in  dem  einen  Falle:  («'  -H  7')  £^  -f-  x^  =  0  uhd 
kann,  da  beide  Glieder  der  linken  Seite  positiv  sind,  durch  reale  Gerade  nicht 
befriedigt  werden;  man  erhält  aus  ihr  die  imaginären  Werthe 

1.  C/=zt'-==^=, 

y-(«'-+-7') 

also  zwei  imaginäre  Punkte  der  neuen  Abscissenachse,  vom  Nullpunkte  des  neuen 
Systems  um  =t  Y  —  (a'  -f-  7') :  x  entfernt. 

Im    andern    Falle    hat    man     (a'  -h  7')  F^  -h  x^  =  0     und    kann    setzen 
(a'4-7')  =  —  ^*>  so  dass  die  Gleichung  entsteht:  d^  V^  —  x*  =  0,  aus  welcher  folgt: 

2.  F=  ±  4  . 

o 

Die  Curve  zerfällt  daher  in  zwei  reale,  auf  der  neuen  Ordinatenachse  gelegene 

Punkte. 

21.  Ist  X  =  0,  die  Curvengleichung  somit 

1.  au^  4-  2^uv  -h  tv^  -h  25«  -h  2zv  =  0, 

so  suchen  wir  zunächst  durch  Drehung  des  Coordinatensystems  die  Gleichung 
zu  vereinfachen.     Die  Transformationsformeln 

u    =  cosiü  •  u'  —  sifua  -V* ,    V  =  sin^  •  «'  -h  r^jo)  •  v*   ergeben: 

UV  =  cosiü  '  sinto  '  tt'^  4-  {cos^to  —  sm^  cd)  «V  —  costo  sima  •  zf'*, 
v^   ==  sin^  CD  •  «'*  -4-  2xmcD  cosia  •  «V  4-  cos^  cd  •  z;'* . 
Daher  hat  man  die  transformirte  Gleichung: 
{^cos^  cd  4-  2 P  cosm  sintD  4-  ^sin^ cd)  «'*  —  2  ([a  —  7]  sin  tacosto  —  ß  cos^ta)  «V 

2.  4-  (a  sin^  cd  —  2ßr^xcD  ji«cd  4-  7^^^^  cd)  v^^  4-  2  (ö^^jcd  4-  eji«  cd)  «' 
—  2  (8xi>icD  —  s^^xcd)  t;'  =  0. 

Wir  wählen  nun  cd  so,  dass  der  Coefficient  von  v'  verschwindet,  also  gemäss 
der  Gleichung     hsina^  —  e^^jcD  =  0,     welche  ergiebt 

3.  tangio  = 


8 


Wir  nehmen  den  dieser  Gleichung  entsprechenden  Winkel,  für  welchen 
4.  coSio  =  —p=== ,      smta  = 


y  e»  4-  8»  l/T^T" 

die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2.,  so  wird  dieselbe  zu: 
5.  a'«'3  _  2ß'«V  4.  yV2  -h  5'«'  =  0, 

wo  die  Coefficienten  die  Werthe  haben: 

a'  ^  acos^oi  4-  2  ^costasinm  4-  '^sin^ta  =    ^        xg  (aS*  4-  2p8e  4-  7e*) 

6  f      0 


g       ß'  s  (a— 7)  cosiDsinto  —  ß  (^t^j^cd  —  jw^cd)  =    2  ^  -^l^^—i)^^  -+-  ß(«*  — ^*)] 


e'  4-  0' 
7*  ^  ax/Vt^cD  —  2ßr^xcDX//fcD  4-  7r^J^cD  =    ^        ^^  (ae*  —  2ß8e  4-  7Ö*) 

8'  ^  yS«  4-  e^  . 
22.  Hierauf  verschieben  wir  die  Coordinatenachsen,  so  dass  der  Nullpunkt 
des  neuen  Systems  die  Coordinaten  (t,  v  hat.     Bezeichnen  U^  V  die  Coordinaten 
im  neuen  Systeme,  so  haben  wir  die  Transformationsformeln 

, u  , y 

SCMLOOClLC^  Hudbiicli  der  Mathematik.    Bd.  II,  n 
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also  die  transformirte  Gleichung,  nach  Multiplication  mit  (1  -4-  ji,6^-l- vF)* 

oder  geordnet  , 

1.  (a'  -h2aV)^  —  2(ß'  —  ^\)C/y-h  y F»  ^  2VC/=-  0. 

Wir  wählen  nun  den  Nullpunkt  des  neuen  Systems  so,  dass  die  CoefÜicienten 
von  U^  und  C/V  verschwinden,  haben  also  für  jx  und  v  die  Gleichungen : 

a'4-2aV  =  0,       ß'— d'v  =  0, 
aus  denen  die  Werthe  folgen: 

2.  J*='~25"      ^""8" 

Diese  Transformation  ist  nur  dann  nicht  möglich,  wenn  d'  =  0,  und  dies 
kann  nach  den  Formeln  6.  in  No.  21  nur  eintreten,  wenn  e  und  S  zugleich  Null 
sind.    Diesen  besonderen  Fall  werden  wir  am  Schlüsse  betrachten. 

Setzt  man  aus  No.  21,  6.  die  Werthe  ein,  so  hat  man 

_aag  4-2ß5e-h7e^  («  —  7)86 -h  ß  (e»  ~  g^) 

^  2^6«  4- 83'       '       '''"  ya«  -he»' 

Die  Gleichung  1.  geht  nun  über  in 
4.  («e«  —  2ß8e  4-  78«)  •  F«  -+-  2  -/e»  4-  8»'  -  £/^=  0. 

Dies  ist  (§  4,  No.  3)  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  dem  Parameter 

ae»— -2p8e4-7a» 

^■"  ya»  4-e3' 

23.  Ist  X  =  e  =  a  =  0,  so  reducirt  sich  die  Curvengleichung  auf: 

Die   linke  Seite   zerfKUt   nach  Multiplication   mit  a  in  die  beiden  linearen 

Faktoren    a«  4-  0  —  )/ß^  —  «7)  t/    und    au  -t  {^ -h  y^^  —  «7)  2^ ,    die    Curven- 
gleichung  zerfallt  also  in  die  linearen  Gleichungen 

2.  a«  4-  (ß  —  yp»  —  a7)  z;  =  0, 

3.  a«  4-  (ß4-  yp»  — «7)2/  =  0. 

Dies  sind  die  Gleichungen  zweier  unendlich  fernen  Punkte  (§4,  No.  2); 
ist  ß»  —  a7  >  0,  so  sind  dieselben  real  und  verschieden;  ist  ß»  —  07  =  0,  so 
sind  sie  real  und  fallen  zusammen;  ist  ß^  —  «7  <  0,  so  sind  sie  conjugirt  complex. 

24.  Wir  fassen  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  der  Gleichung  0  =  0  noch- 
mals zusammen: 

A.  Ist  in  der  Gleichung  O  ^  au^  4-  2^uv  H-  ^v^  4-  2du  4-  2bv  4-  x  ==  0 
die  Zahl  x  von  Null  verschieden,  und  haben  die  Grössen 

p  =  ^  [(a  4-  7)  X  —  8«  —  e«  4-  y((a  —  7)  x  —  8»  h-  e»)»  4-  4  (ßx  —  8«)»] 

T  =  i  [(a  4-  7)  X  —  8»  —  e»  —  }/{{a  —  7)  x  —  8^  4-  e»)«  4-  4  (ßx  —  8e)«] 
gleiches  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  0  =  0  eine  Ellipse;  der  Mittelpunkt  hat 
die Coordinaten  x=^  —  8:x,    y  =^  —  e:x,  oder  die  Gleichung  8«  4-  ez'  4-  x  =  0; 
die  Halbachsen  haben  die  Längen   a  =  y —  p  :  x,     d  =  y —  t  :  x . 

Der  Winkel  to  der  Abscissenachse  mit  der  ersteren  Halbachse  ist  der  zwischen 
45°  und  —  45°  enthaltene  Winkel,  der  der  Gleichung  genügt: 

2(ßx  — 8e) 


fang2fo  = 


(a  —  7)  X  —  8*  4- 


e 


2 


Sind  p  und  t  negativ,  so  ist  die  Ellipse  real;  sind  p  und  t  positiv,  so  ist 
die  Ellipse  imaginär;  der  Mittelpunkt  ist  in  jedem  Falle  real. 

B.  Ist  X  von  Null  verschieden  und  p  positiv,  t  negativ,  so  ist  die  Curve 
0  =  0   eine  Hyperbel.    Der  Mittelpunkt   hat   die  Coordinaten  :c  =  —  8 :  x, 
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y  =  —  E :  X,  die  halbe  Hauptachse  und  Nebenachse  sind  y —  t  :  x  und  |/p  :  x; 
der  Wnkel  der  Abscissenachse  mit  der  Nebenachse  ist  der  zwischen  —  45°  und 
-f-  45°  enthaltene  Winkel,  der  der  Gleichung  genügt: 

2(Öx  — 8e) 

C.  a)  Ist  T  =  0,  so  ist  O  =  0  die  Gleichung  zweier  conjugirt  complexen 
Punkte;  dieselben  sind  auf  der  realen  Geraden  enthalten,  mit  welcher  die 
Abscissenachse  den  Winkel  co  bildet 

b)  Ist  p  =  0,  so  ist  0  =  0  die  Gleichung  zweier  realen  Punkte,  mit  deren 
Geraden  die  Ordinatenachse  den  Winkel  co  einschliesst.  Die  Gleichimgen  der 
beiden  Pimkte  sind,  wie  man  leicht  erhält,  wenn  man  in  No.  20,  2  V  mit  Hülfe 
der  Transformationsformeln  durch  «,  v  ersetzt 

(—  y— (a4-T)x-l-ö*-+-e*x/«(ü4-ö)  u  —  ("/— (a4-7)x4-6*-f-e*  cosa^-^f^ v-hx^ 0, 

(—  y— {a-h7)x-h8^4-e»x/«cD  — 5)  u  H-  ()/— (a-|-7)x-h8*4-e3  r^ia>— e)  v—x  =  0. 

D.  Ist  X  =  0,  und  nicht  zugleich  e  =  8  =  0,  so  ist  die  Curve  0  =  0  eine 
Parabel. 

Die  Coordinaten  des  Parabelscheitels  ergeben  sich  aus  No.  21,  3  mittelst  der 
der  Transformationsformeln  zu 

y  =  2(8«  + .»)'  (^''  -^  ^^^''"'  "^'^  -*-  ^P^'^- 

Der  Parameter  stimmt  dem  absoluten  Werthe  nach  überein  mit 


die  Parabelachse  schliesst  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  co  ein  und  erstreckt 
sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Seite  dieser  Geraden,  je  nachdem 
ae*  -—  2ß8e  -+-  7Ö*  positiv  oder  negativ  ist. 

E.  Ist  X  =  0  und  zugleich  8  =  8  =  0,  so  zerfallt  die  Curve  in  die  zwei 
unendlich  fernen  Punkte 

a«  -h  (ß  —  yß»  —  a7)  2/  =  0, 

a»  -4-  (ß  -4-  yß*  —  a7)  v  =  0. 

Je  nachdem  ß^  —  a7  positiv.  Null,  oder  negativ  ist,  sind  diese  beiden  Punkte 
(Richtungen)  real  und  verschieden,  real  und  vereint,  oder  conjugirt  complex. 

25.  Wie  zu  erwarten  war,  haben  wir  die  Gebilde  ersten  Grades  —  die  Gerade 
und  den  Punkt  —  unter  den  Gebilden  zweiten  Grades  wieder  vorgefunden. 

Eigentliche  Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  giebtes, 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  die  drei:   Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

§  11.    Bestinimung  einer  Curve  zweiten  Grades  durch  fünf  Punkte  und 

durch  fünf  Tangenten. 

1.  Die  Gleichimg  einer  Linie  zweiten  Grades 

F  =  ax^  -+-  2dxy  4-  cy^  4-  2dx  4-  2£y  4-/  =  0 
enthält  sechs  Constante,    a,  d,  c,  d,  e,  /.    Wird  von  einer  Curve  zweiten  Grades 
verlangt,  dass  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  /\  {x^^  y^)  geht,  so  müssen  die 
Coefficienten  a  .  .  .  /  so  beschafifen  sein,  dass  die  Gleichung  erfÜUt  wird : 

ax^  4-  2dx^yi  4-  cy^  4-  2äxi'^'h  2ey^  4-  rf  =  0. 


too  Analytische  Geometrie. 

Durch  einen  Punkt  einer  Curve  zweiten  Grades  ist  also  eine  homogene 
lineare  Gleichung  zwischen  den  sechs  Constanten  der  Curvengleichung  gegeben. 
Durch  fünf  homogene  lineare,  von  einander  unabhängige  Gleichungen  sind 
die  Verhältnisse  der  sechs  Constanten  a  \  b  \  c  \  d\  e  \f  eindeutig  bestimmt;  da 
nun  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  F  ^  0  nicht  von  den  Einzel- 
werthen  der  Coefficienten  a  .  ,  ,  f^  sondern  nur  von  ihren  Verhältnissen  abhängt, 
so  folgt:  Eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  Punkte  bestimmt 
2.  Um  die  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades  herzustellen,  die  durch 
fünf  gegebene  Punkte  geht,  bemerken  wir  zunächst,  dass  diese  Gleichung  nichts 
anderes  sein  kann,  als  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  F  auf  der  durch  die 
fünf  gegebenen  Punkte  bestimmten  Curve  zweiten  Grades  liegt.  Sind  x^y^t  x^^, 
^zy^f  •^4.^4»  ^&y&  ^^^  Coordinaten  dieser  fiinf  Punkte,  a,  d,  c,  ä,  e,  f  die  Con- 
stanten der  durch  sie  gehenden  Curve  zweiten  Grades,  so  gelten  die  fünf  Gleichungen: 

ax^  -h  "ibx^y^  -h  cy^  -h  Idx^  4-  ley^  -h/=  0, 
ax^  -h  ^bx^y^  -+-  cy^  -+-  ^dx^  4-  2o'a  -H/=  0, 
ax^  -h  Ibx^y^  -+-  cy^  H-  "idx^  -h  "ley^  -+-/  =  0, 
ax^  -4-  "ibx^y^  H-  cy^  4-  Idx^  -h  ^ey^  h-  /  ==  0, 
ax^  4-  "Lbx^y^  -h  cy^  4-  Idx^  4-  ley^  ^f^O. 
Soll  nun  auch  der  Punkt  F  auf  derselben  Curve  liegen,  so  kommt  die  sechste 
Gleichung  hinzu    ax^  H-  ^bxy  4-  cy^  4-  ^dx  4-  2ey  4-  /  =  0. 

Die  Bedingung  für  das  Zusammenbestehen  dieser  sechs,  für  a,  b,  c,  d,  e,  f 
homogenen  linearen  Gleichungen  ist  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 

x^     y'^      X  y       X       y        1 


^\    y\     ^xyv    ^1    yx    i 
^^    yi    x^y^    ^2    y^    i 


3    y^ 
2    1, 2 


=  0. 


^k         yx         ^4^4        •*^4       -V4         1 

^b    y^     ^^y^    x^   y^    1 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,  die  in  der  That,  wie  man  sieht,  zweiten 
Grades  für  x  und  y  ist. 

3.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse 

O  s  a«2  _|_  2?«z/  —  7Z/2  4-  28«  4-  2ez/  4-  x  =  0 
enthält  sechs  Constante  a,   ß,   7,  8,  e,  x,  durch  deren  Verhältnisse  die  Curve  be- 
stimmt ist. 

Ist  eine  Tangente  T^  («1^1)  der  Curve  gegeben,  so  haben  die  Constanten 
der  Gleichung  zu  genügen: 

^u^  4-  2ßw,z;i   4-  tv^  4-  ^^u^   4-  2e2/j   4-  x  =  0. 

Dies  ist  eine  homogene  Uneare  Gleichung.  Durch  fünf  solcher  Gleichungen 
sind  die  Verhältnisse  a  :  ß  :  7  :  ö  :  e  bestimmt;  wir  schHessen  daher:  Eine 
Curve  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  Tangenten  bestimmt. 

Da  wir  im  vorigen  Paragraphen  gefunden  haben,  dass  die  eigentlichen  Curven 
zweiten  Grades  zugleich  auch  zweiter  Klasse  sind,  und  umgekehrt,  so  haben  wir 
für  diese  Curven  nicht  mehr  nöthig,  den  Unterschied  des  Grades  und  der  Klasse 
zu  erwähnen  und  bezeichnen  sie  als  Curven  zweiter  Ordnung.  Wenn  die 
Bezeichnung  »zweiten  Grades«  oder  »zweiter  Klasse«  noch  gebraucht  wird,  so 
soll  sie  nur  die  Bedeutung  haben,  dass  bei  dieser  Gelegenheit  von  der  Gleichung 
der  Curve  zweiter  Ordnung  in  Punktcoordinaten,  bez.  in  Liniencoordinaten  aus- 
gegangen wird. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  von  No.  1  und  3  daher  in  den  Satz  zusammen: 
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Eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  Punkte  oder  durch  fünf 
Tangenten  eindeutig  bestimmt. 

4.  Sind  7\,  T'j,  T^,  T^,  T^  fünf  Tangenten  einer  Curve  zweiter  Klasse, 
und  a,  ß,  7,  d,  e,  x  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung,  so  bestehen  für  dieselben 
die  fünf  Gleichungen: 


au^ 

H-  2ß«iZ^i 

+  7^1^ 

-+-  2a«i 

4-  272/1 

4-  X  =  0, 

au^ 

-h  2^u^v^ 

-+-  T^/ 

4-  28«2 

4-   27Z/8 

4-  X  =  0, 

OLU^ 

H-  2ß»,z^8 

-+-  iv^^ 

-h  2a«3 

4-  272^8 

4-  X  =  0, 

OLU^ 

4-  2^u^v^ 

-4-  T^'i* 

4-  2ö«4 

4-  272/4 

4-  X  =  0, 

OLU^ 

-4-    2ß«5Z/5 

-4-  7^5* 

-h  2§«5 

4-  272^8 

4-  X  =  0. 

Soll  auch  die  Gerade  T  die  Curve  berühren,  so  besteht  noch  die  Gleichung 

au^  4-  2^uv  4-  7Z/^  4-  25«  4-  2zV  4-  x  =  0 . 
Der  Verein  dieser  sechs  für  die  Coefficienten  a,   ß,  7,  8,  e,   x  homogenen 
linearen  Gleichungen  bedingt  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


«« 

U  V 

»» 

1/ 

z/        1 

^1 

«1^1 

»1* 

^1 

V^       1 

uf 

«J», 

»j* 

^2 

z/,      1 

u^ 

«S»8 

»8* 

^8 

^8        1 

u^ 

u^v^ 

»4* 

1/4 

2/4        1 

«»" 

»5»8 

^'i? 

^5 

^5        1 

=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  durch  7\  .  .  T'g  bestimmten  Curve  zweiter  Klasse. 

5.  Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Liniencoordinaten  ist 

ößw«  4-  2ß«z/  4-  7«/^  4-  28«  4-  2ez/  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  fünf  Coefficienten,  deren  Verhältnisse 
durch  vier  homogene  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden.  Sind  T'j,  T^t  T^, 
T^  vier  gegebene  Tangenten  einer  Parabel  und  ist  T  eine  beliebige  andere 
Parabeltangente,  so  hat  man  für  die  Coefficienten  a,  ß,  7,  8,  e  die  fünf  Gleichungen: 


a«  ^ 


2ß«  V 

2ß«iZ/i 

2ß«at/2 

2ß«3^3 
2ß«42'4 


72/^ 

72/1^ 
72/3- 


2- 


2d2^ 

4- 

2e2/     =  0, 

2ö«i 

4- 

2e2/i  =  0, 

262^2 

4- 

2e2/2  =  0, 

26«3 

4- 

2e2/3  =  0, 

4-  72/4^  4-  25«4   4-  2e2/4   =  0. 


Aus    dem    Verein   dieser    fünf  Gleichungen    folgt   das   Verschwinden   ihrer 
Determinante: 


u  » 

»  z; 

w» 

u 

2/ 

«1» 

«,», 

»i» 

«1 

V 

«»' 

«2», 

^j" 

«2 

V 

«3* 

«»»s 

^j* 

«3 

V 

u 


2 


«42/4        2/4' 


2 


«. 


2/. 


=    0. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  die  vier  Geraden  T^^  T^,  ^3,  T^ 
zu  Tangenten  hat. 

Durch  vier  Tangenten  ist  also  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt. 

6.  Soll  durch  vier  Punkte  eine  Parabel  gelegt  werden,  so  bestehen  für 
die  sechs  Coefficienten  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten  /^  =  0  zunächst  die 
vier  Gleichungen: 


1. 


ax^ 

4-  "Ibx^y^  4-  cy^ 

4-  "Idx^ 

-H  ley^ 

4-/=  0, 

ax$ 

4-  Ihx^y^  4-  cy$ 

4-  Idx^ 

4-   20^3 

4-/=  0, 

ax^ 

4-  2^^3>'8  4-  cy^ 

4-  Idx^ 

-H  2^'^', 

4-/=  0, 

ax^ 

4-  2  ^^4^/4  4-  cyl 

4-  "Idx^ 

4-   20^4 

4-/=  0. 
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Ausserdem  gilt  noch  die  für  die  Parabel  charakteristische  Gleichung 
2.  ^3  —  «r  =  0. 

Setzt  man  d  :a  =  X,  also  d  =  aX,  so  folgt  aus  2.  r  =  aX^\  wenn  man  diese 
Werthe  für  d  und  c  in  die  Gleichungen  1.  einführt,  so  erhält  man: 

a{xi^  -h  2Xx^y^  H-  X^y^^)  4-  2äx^  H-  20^1  -H  /  =  0, 
tf(jc,«  -h  2Xx^^  -h  X^y/)  -h  2//:r2  -+-  2£y^  -h  /  =  0, 
tf(*,«  4-  2Xx^^  -h  Xa^3»)  4-  2^^3  4-  2<y,  4-/=  0, 
tf(:r4>  4-  2Xx^y^  4-  X>j^^»)  4-  2^:r4  4-  20^4  H- /  =  0 . 
Sieht  man  dieselben  als  homogene  lineare  Gleichungen  von  a,  ä,  e,  f  an, 
so  folgt  das  Verschwinden  der  Determinante 


3. 


xi 


IXx^y^ 
^Xx^y^ 

IXx^y^ 


X^y^ 
XV 


X, 


8 


y^ 
y^ 
y^ 


1 
1 
1 
1 


=  0. 


Diese  Determinante   lässt   sich  als  Summe  dreier  Determinanten  schreiben 
und  führt  damit  auf  die  quadratische  Gleichung  für  X 


4. 


9 


yx 
y% 
yi 
yK 


1 
1 
1 
1 


2X 


^\y\ 

x^y^ 

^%yi 
^4y4 


X, 


yx 
y^ 
yz 
y* 


1 
1 
1 
1 


X» 


^,' 

«1 

^1 

1 

y>' 

*» 

y» 

1 

y,' 

*» 

yt 

1 

y,' 

** 

y* 

1 

=  0. 


Setzt  man  den  so  berechneten 


X 
X 


a 


s 


X, 


X 

X* 
Xt 


y 

yx 
yn 
y$ 


1 
1 
1 
1 


=  0. 


Durch  diese  Gleichung  ist  nun  X  bestimmt 
Werth  von  X  in  die  Parabelgleichung 

ö.  a(x^  4-  2Xxy  4-  X^y^)  4-  2dx  -^  2ey  -^  /  =  0 

ein,  so  enthält  dieselbe  noch  die  vier  Constanten  a,  ä,  e,  /.  Man  kann  nun 
diese  eliminiren,  wenn  man  5.  mit  drei  Gleichungen  der  Gruppe  3.,  z.  B.  mit 
den  ersten  dreien  dieser  Gleichungen,  zusammenstellt.  Man  hat  dann  vier 
homogene  lineare  Gleichungen  für  a,  ti,  e^  f  und  folgert  aus  ihnen  das  Ver- 
schwinden ihrer  Determinante: 

"IXxy     4-  XV* 

"IXx^y^  -h  XV 

2Xä:j^2    H-    XV 

2X^3>'3  4-  XV 

Dies  ist  die  gesuchte  Parabelgleichung. 

Da  X  aus  der  quadratischen  Gleichung  4.  gefunden  wird,  so  haben  wir  den 
Satz:  Durch  vier  Punkte  kann  man  zwei  Parabeln  legen;  dieselben 
sind  real  und  verschieden,  oder  real  und  zusammenfallend,  oder 
conjugirt  complex;  bei  besonderer  Wahl  der  vier  Punkte  können 
auch  beide  oder  eine  zu  zwei  parallelen  Geraden  ausarten. 

7.  Die  in  No.  2  und  No.  4  gegebenen  Gleichungen  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  in  Punkt-  und  Liniencoordinaten  sind  keine  geeigneten  Ausgangspunkte 
für  geometrische  Folgerungen.  Wir  wollen  daher  noch  eine  andere  Methode 
angeben,  die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zu  bilden,  die  durch  fünf 
gegebene  Punkte  geht,  bez.  fünf  gegebene  Gerade  berührt;  wir  werden  durch 
dieselbe  die  Gleichungen  in  einer  solchen  Form  erhalten,  dass  wir  mit  Leichtig- 
keit werthvolle  geometrische  Sätze  aus  ihnen  ableiten  können. 

8.  Um  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  finden,  der  durch  die  fünf  Punkte 
A^  Bf  /\,  F^t  P^  geht,  betrachten  wir  zunächst  die  vier  Punkte  A^  J?,  /\,  F^. 
Zu  den  iinendlich  vielen  Kegelschnitten,  die  durch  diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  Linienpaare  AF^,  BF^  und  AF^,  BF^,    Sind  T^  =  0,    T,  =0,     r^'^O, 


V     . 
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T^  =  0   die  Gleichungen  der  Geraden  AP^^  AF^,  BP^^  BP^^  so  ist 


^2'  =  0, 
Ty;  =  0. 


und 


(M.  401.) 


die  Gleichung  des  Linienpaares  AP^^  BP^\ 

»»        »>      *>        I*        »        II        ■"•*  2»  "^"^  1  • 
Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  irgend 
zwei  Zahlen  x^  und  Xj,  und  addirt,  so  erhält  man 
eine  neue  Gleichung  zweiten  Grades 

Die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  Curve  zweiter 
Ordnung  geht  nun  offenbar  durch  die  Punkte,  für 
welche  zugleich 

Tj  =  0  und  T^  =  0,     d.  1.  Punkt  A, 
7-1=0     „     ri'  =  0,    d.  i.      „      />!, 
^»'=0     "     ^/  =  0,    d.  i.      „      B, 
7^2'=  0     „     T^  =0,    d.  i.      „      P^. 
Das  Verhältniss   x^  :  x^    kann   nun   immer  so  bestimmt  werden,    dass  der 
Gleichung   P=0  noch    durch   einen   beliebigen    fünften  Punkt  P^    der  £bene 
genügt  werden  kann. 

Liegt  P^  auf  den  durch  A  und  B  gehenden  Geraden 

2.  7^3  =  a^T^  -h  a^T^  =  0,       ^3'  ^  ^i^i'  -+-  d^T^'  =  0. 
so  ist  für  die  Coordinaten  von  P^ 

3.  a|7\  =  —  ^2^2'      ^1^1'  ^^  —  ^2^2'* 
Multiplicirt  man  1.  mit  ^i^i,  so  entsteht 

a^ö^x^T^T^'  H-  Äi^iXarj^i'  =  0. 

Setzt  man  hier  die  Werthe  3.  ein  und  dividirt  dann  durch  T^T^',  so  erhält  man; 

Dieser  Gleichung  genügt  man  durch 

5.  Xj  =  a^d^,      Xj  =  —  02^1' 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  1.   ein,   so  erhält  man  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts*)  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  ABP^P^P^  zu 

6.  a^b^T^T^  —  a^b^T^T^'  =  0. 
9.    In   ähnlicher    Weise    erhalten 

wir  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts, 
von  welchem  fünf  Tangenten  gegeben 
sind. 

Die  gegebenen  Tangenten  seien 
A,  B,  T^,  T^a,  7^3 .  Zu  den  Curven 
zweiter  Klasse,  welche  die  vier  Tan- 
genten Af  B,  T^,  T^  enthalten,  ge- 
hören auch  die  beiden  Punktpaare 
AT^,  BT^  und  AT^,  BT^  (wobei 
wir  unter  dem  Punkte  AT^  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  A  und  7\ 
verstehen  u.  s.  w.).  Man  stelle  nun 
die  Gleichungen  der  vier  Punkte  AT^^  (M.402.) 


•)  In  der  descriptiven  Geometrie  ist  bewiesen  worden,  dass  jeder  ebene  Schnitt  eines 
Rotationskegels,  der  die  Kegelspitze  nicht  enthält,  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  und 
dass  umgekehrt  jede  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  als  ebner  Schnitt  eines  Rotationskegels 
erhalten  werden  kann;   daher  werden  die  Curven  zweiter  Ordnung  als  Kegelschnitte  bezeichnet 
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AT^t    BT^f    BT^    auf;    dieselben    seien    der   Reihe   nach    /\  =0,     /,  =  0, 
/>/  =  0,     /'8'  =  0. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Punktpaare  sind  dann 

P^  .  />j'  =  0  und  P^  •  P^  =  0. 
Multiplicirt  man  sie  mit  zwei  Zahlen  x^  und  Xj  und  addirt,  so  erhält  man 
die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
1.  Xi  ./>i/>j'4-x,/>2P/  =  0. 

Dieser  Gleichung  wird  durch  die  vier  Geraden  ABT^T^  genügt,  denn 
für  die  Coordinaten  von  A  wird  /\   =  0  und  Pj  =  0, 

n    B     „     Pj'  =  0    „     B^'  =  ^» 
„     T,    „     /\    =0    „     /\'  =  0, 

II     ^2    II      -^1   =0     I,     /j   ^  0. 
Man  kann  nun  das  Verhältniss  x^  :  x^  immer  so  wählen,  dass  die  Gleichung  1. 
durch  eine  beliebige  fünfte  Gerade  T^  der  Ebene  erfüllt  wird.     Man  bilde  die 
Gleichungen  der  Punkte  P^  und  P^\  in  welchen  A  und  B  von  T^  geschnitten 
werden;  dieselben  werden  in  der  Form  erhalten 

2.     Pj  =  a^Pi  -+-  a^P^  =  0,  3.     F^'  =  b^P^'  H-  b^P^'  ==  0. 

Die  Coordinaten  von  T^  erfüllen  die  Gleichungen  2.  und  3.;  also  ist  für 
dieselben    a^P^^^a^P^^      b^P^*  ^  —  b^P^* , 

Setzt  man  dies  in  1.  ein,  nachdem   man  1.  mit  a^b^   multiplicirt  hat,  und 

dividirt  dann  durch  P^P%y  so  erhält  man 

4.  a^by%^  -i-  a^b^ik^  =  0. 

Wir  können  daher  für  x^  und  Xj  die  Werthe  wählen 

5.  Xj   =  «1^2  »       *2  =  -"  ^2^1  y 

durch  welche  die  Gleichung  4.  identisch  erfüllt  wird.    Hierdurch  erhalten  wir  die 

verlangte  Gleichung  des  durch  die  fünf  Tangenten  ABT^T^T^  bestimmten  Kegel- 
schnitts 

6.  a^b^  .  P^P^'  —  a^b^  .  P^P^'  =  0. 

10.  A.*)  Aus  der  in  No.  8  gefundenen  Gleichung  des  durch  fünf  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitts 

1.  ^1^2  '  ^1^2'  —  ^2^1  '  ^2-^1 '  ^^^  ^ 

können  wir  leicht  die  Gleichungen  zweier  durch  die  Punkte  A  und  B  gehenden 

Geraden  ableiten,  die  sich  in  einem  Punkte  der  Curve  schneiden.     Ist  nämlich 

2.  T  ^  K^\^\  ■+-  M2^2  =  0 

die    Gleichung    der    durch  A   nach   irgend    einem    Curvenpunkte    P  gezogenen 

Geraden,  so  ist  für  jeden  Punkt  derselben 

3.  XjöjT'j  =  —  X^a^T^  . 

Setzt  man  dies  in  die  Curvengleichung  1.  ein,  nachdem  man  dieselbe  mit  X^ 
multiplicirt  hat,  so  erhält  man 

4.  (^2^2 ^2'  -+-  ^1^1  ^1')  «2^2  =  ^• 

Daher  liegen  auf  dem  Kegelschnitte  1.  die  Punkte,  welche  zugleich  2.  und  4. 

genügen,  d.  i.  die  Punkte,  welche  die  Gleichungspaare 

a)     r  =  0    und    a^l\  =  0, 
b)     r  =  0    und     \^b^T^'  H-  \^b^T^'  =  0 

•)  Um  den  Dualismus  der  Entwicklungen  in  Punkt-  und  in  Liniencoordinaten  deutlicher 
hervortreten  zu  lassen,  werden  wir  einige  Sätze  so  anordnen,  dass  in  derselben  Nummer  unter  A) 
eine  Entwicklung  in  Punktcoordinaten,  unter  B.  die  entsprechende  Entwicklung  in  Liniencoordinaten 
enthalten  ist  Will  man  den  Gedankengang  verfolgen,  ohne  abwechselnd  von  Punkt-  auf  Linien- 
coordinaten überzugehen,  so  hat  man  zunächst  10 A,  IIA,  12 A  .  .  .  und  dann  10 B,  IIB,  12B  .  .  . 
SU  lesen* 


« 
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befriedigen.     Das   erste  Paar  von  Gleichungen  wird  durch  den  Punkt  A  erfüllt, 

den  die  Geraden   T  und  T^  gemein  haben;  das  andere  Paar  von  dem   neuen 

Curvenpunkte  F\  die  Gerade 

5.  r  =  )^idiT^'  -+-  Xj/^a^a'  =  0, 

die  sich  mit  T  in  einem  Punkte  P  durchschneidet,    geht,    wie  ihre  Gleichung 

khit,  durch  B,  ist  also  die  gesuchte  Gerade. 

Aendert  man  das  Verhältniss  Xj  :  X^  stetig,  so  beschreiben  T  und  T'  die 
Büschel,  deren  Träger  A  und  B  sind,  und  P  beschreibt  damit  den  ganzen 
Kegelschnitt 

Die  Gleichungen  2.  und  5.  lehren  (§  6,  10),  dass  die  beiden  Büschel  A  und  B 
projectiv  sind,  und  je  zwei  nach  demselben  Curvenpunkte  gehende  Strahlen  sich 
entsprechen.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Die  Punkte  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  werden  von  irgend  zwei  Punkten  der  Curve  aus  durch 
projective  Strahlbüschel  projicirt,  und  zwar  entsprechen  sich  die 
Strahlen,  die  nach  demselben  Curvenpunkte  gehen. 

B.    Aus  der  Gleichung  eine  Curve  zweiter  Klasse,  die  fünf  gegebene  Gerade 
i,  B,  Tp  r„  r,  berührt 

1.  a^d^  .  P,P^'  —  a^d^  .  Pg/'/  =  0, 

findet  man  leicht  die  Gleichung  des  Punktes  der  Geraden  B,  der  mit  einem  ge- 
gebenen Punkte  P  der  Geraden  A  auf  einer  Tangente  der  Curve  Hegt. 
Die  Gleichung  von  P  sei 

P  ^  ^i^iPi  4-  Xjöj/'j  =  0. 
Für  die  Coordinaten  jeder  durch  P  gehenden  Geraden  ist  daher 


2. 


\,a,P, 


—  —  ^2^9-^2 


Multiplicirt  man  1.  mit  Xj  und  setzt  dann  den  Werth  3.  dir  X^a^P^  ein,  so 
erhält  man 

Die  durch  P  gehenden  Tangenten  der  Curve  befriedigen  also  ausser  der 
Gleichung  P=  0  noch  eine  der  Gleichungen  P^  =  0,     Xg^gA'  "+"  ^1^1  A'  =  ^• 

Die  Tangente  durch  P  und  P2  ist  die  gegebene  Gerade  A]  die  neue  durch 
^gehende  Tangente  verbindet  P  mit  dem  Punkte 
5.  P  ^  X,d,P,'  -h  X2^,P,'  =  0 

der  Geraden  B. 

Aus  den  Gleichungen  2.  und  5.  folgt,  dass  die  Tangenten  der  Curve  zweiter 
Ordnung  die  festen  Tangenten  A  und  B  in  projectiven  Punktreihen  treffen.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  werden  von 
zwei  (oder  mehr)  Tangenten  desselben  in  projektiven  Punktreihen 
geschnitten,  und  zwar  sind  die  Punkte  entsprechend,  welche  auf 
derselben  Tangente  liegen. 

11.  A.  Der  Satz  10  A.,  der  ebenso  wie  B.  für  die  Curven  zweiter  Ordnung 
Ton  grösster  Bedeutung  ist,  lehrt,  wie  man  alle  Punkte  eines  Kegelschnitts 
construiren  kann,  von  dem  fünf  Punkte  gegeben  sind. 

Man  verbinde  zwei  der  gegebenen  fiinf  Punkte  A  und  B  mit  den  drei 
öbrigen  P^P^P^  durch  die  Strahlen  T^T^T^  bez.  T^'T^T^ .  Um  nun  den 
Punkt  des  Kegelschnitts  zu  erhalten,  der  auf  einem  beliebigen  durch  A  gezogenen 
Strahle  T  liegt,  construire  man  durch  B  den  Strahl  7",  für  welchen  die  Doppel- 
»eihältnissgleichung  gilt:  (T^T^T^T)  =  (T^'T^T^T^'\  Der  Schnittpunkt  von 
r  und  7*  ist  der  gesuchte  Curvenpunkt.  Lässt  man  T  das  ganze  Büschel  A 
artcklegen,  so  bekommt  man  alle  Punkte  der  Curve. 


\  ..  ■^. 
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Die  Construction  besteht  in  der  Vervollständigung  der  projectiren  Büschel  A 
und  B  und  erfolgt  nach  §  6,  14. 

B.  Der  Satz  10  B.  lehrt,  jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  aus 
fünf  gegebenen  Tangenten  zu  construiren. 

Man  bemerke  die  Schnittpunkte  F^F^P^  bez.  F^F^F^\  welche  drei  von 
den  gegebenen  Tangenten  mit  den  beiden  anderen  A  und  B  haben. 

Um  nun  die  Tangente  des  Kegelschnitts  zu  finden,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  F  der  Geraden  A  geht,  constniire  man  auf  ^  den  Punkt  /**,  für  welchen 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  besteht     (F^F^F^F)  =  {F^'F^'P^F), 

Die  Gerade  PF^  ist  die  gesuchte  Tangente. 

Um  alle  Tangenten  der  Curve  zu  erhalten,  hat  man  also  zu  den  sämmüichen 
Punkten  der  Geraden  A  die  projectiv  entsprechenden  Punkte  der  Geraden  B  zu 
construiren,  und  je  zwei  entsprechende  Punkte  zu  verbinden. 

12.  A.  Nähert  sich  der  Strahl  r  der  Geraden  AB  (Fig.  401)  so  rückt  auch  der 
auf  T  gelegene  Curvenpunkt  F  näher  an  B,  Verschwindet  der  Winkel  zwischen 
T  und  ABy  so  verschwindet  auch  der  Abstand  BP  und  der  durch  B  und  F  gehende 
Strahl  T^  wird  zur  Tangente  der  Curve  im  Punkte  B, 

Diese  Bemerkung  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Tangente  eines  Kegel- 
schnitts in  einem  direkt  gegebenen  oder  durch  Construction  ge- 
fundenen Punkte  desselben  zu  construiren.  Ist  Q  dieser  Punkt,  so  ver- 
binde man  ihn  durch  die  Strahlen  T^T^1\  mit  drei  anderen  bekannten  Punkten 
A^  B,  C  der  Curve;  ferner  verbinde  man  Ay  B,  C  durch  die  Strahlen  T^^T^^T^ 
mit  einem  vierten  bekannten  Punkte  R  der  Curve.  Hierauf  verbinde  man  R 
mit  Q  durch  den  Strahl  V  und  construire  nun  durch  Q  den  Strahl  T^  für  welchen 
{T^T^T^T)  =  (T^'T^'T^T);  dann  ist  rdie  gesuchte  Tangente  der  Curve  in  Q. 

B.  Nähert  sich  der  Punkt  F  (Fig.  402)  dem  Schnittpunkte  S  der  Geraden  A 
und  Bf  so  nimmt  der  Winkel  ab,  den  die  Gerade  B  mit  der  Tangente  FF' 
bildet;  verschwindet  die  Strecke  PS,  so  verschwindet  auch  der  Winkel  dieser. 
Geraden,  während  doch  ihr  Schnittpunkt  F'  ein  ganz  bestimmter  ist.  Dieser 
Punkt  ist  also  dann  der  Schnittpunkt  zweier  unendlich  naher  Tangenten,  ist 
mithin  der  auf  der  Tangente  B  liegende  Curvenpunkt. 

Dies  lehrt,  den  Punkt  zu  construiren,  in  welchem  ein  Kegelschnitt 
von  einer  direkt  gegebenen  oder  durch  Construction  gefundenen 
Tangente  berührt  wird.  Ist^  diese  Tangente,  so  bemerke  man  die  Schnitt- 
punkte P^P^P^  derselben  mit  drei  bekannten  Tangenten  ABC  der  Curve;  femer 
durchschneide  man  ABC  mit  einer  vierten  bekannten  Tangente  R  in  den  Punkten 
P^'P^'P^'y  und  bemerke  noch  den  Punkt  F',  in  welchem  Q  und  R  sich  schneiden. 
Construirt  man  nun  auf  Q  den  Punkt  P,  für  welchen 

so  ist  P  der  gesuchte  Berührungspunkt. 

13.  A.  Aufgabe.  Von  einem  Kegelschnitte  sind  fünf  Punkte  ge- 
geben; man  soll  die  Punkte  bestimmen,  in  welchen  er  von  einer 
beliebigen  Geraden  geschnitten  wird. 

Sind  ABF^F^F^  die  gegebenen  Punkte  und  G  die  gegebene  Gerade,  so 
bilde  man  die  Strahlenbüschel  T^T^T^  und  T^'T^'T^ ,  durch  welche  FxF^P^ 
von  A  und  B  aus  projicirt  werden,  und  bemerke  die  Schnittpunkte  dieser 
Strahlen  mit  G. 

G  werde  von  T^T^T^  in  den  Punkten  R^R^R^,  von  T^'T^'T^  in  den 
Punkten  R^R^R^  geschnitten. 
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Construirt  man  nun  zwei  entsprechende  Punkte  R  und  R'  der  beiden  auf 
einander  liegenden  projectiven  Punktreihen,  welche  durch  die  entsprechenden 
Paare  R^R^R^  7^^  R^'R^R^'  bestimmt  sind,  so  sind  die  Strahlen  T  und  T' 
entsprechend,  welche  R  und  R'  von  A  und  B  aus  projiciren,  ihr  Schnittpunkt 
ist  also  ein  Punkt  des  Kegelschnitts. 

Sind  insbesondere  11  und  Fl  ^  die  Doppelpunkte  der  beiden  auf  G  liegenden 
projectiven  Punktreihen  (§  6, 19),  so  ist  in  den  Strahlbüscheln  A  und  B 

AU  7^  BU,      AU^  7^  ^Oj, 
also  sind  11  und  11  j  die  gesuchten  Schnittpunkte. 

Wir  entnehmen  hieraus  den  Satz:  Wenn  man  die  Punkte  eines 
Kegelschnitts  von  beliebig  vielen  Punkten  dieser  Curve  aus  projicirt, 
und  die  so  entstehenden  projectiven  Strahlbüschel  mit  einer  Geraden 
G  durchschneidet,  so  erhält  man  auf  G  mehrere  projective  Punkt- 
reihen, die  alle  ein  gemeinsames  Paar  selbstentsprechender  Punkte 
haben,  nämlich  die  Schnittpunk  teder  Geraden  6^  mit  dem  Kegel  schnitte. 

Wenn  G  den  Kegelschnitt  nicht  trifft,  so  haben  die  auf  G  erzeugten  pro- 
jectiven Punktreihen  imaginäre  Doppelpunkte.  In  diesem  Falle  hat  man  diese 
imaginären  Doppelpunkte  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G  und  des  Kegel- 
schnitts zu  betrachten. 

B.  Aufgabe.  Von  einem  Kegelschnitte  sind  fünf  Tangenten  ge- 
geben. Man  soll  die  Tangenten  bestimmen,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  C  der  Ebene  gehen. 

Werden  zwei  der  gegebenen  Tangenten  A  und  B  von  den  übrigen  drei  in 
den  Punkten  F^F^P^  bez.  F^^F^F^'  geschnitten,  verbindet  man  C  mit  F^F^F^ 
bez.  F^F^F^  durch  die  Strahlen  R^R^R^  bez.  R^R^R^ ,  und  construirt  nun 
durch  C  zwei  entsprechende  Strahlen,  R  und  K  der  durch  die  Paare 

R^R^R^  7^  ^x^'i^^ 
bestimmten  projectiven  Strahlbüschel,  so  werden  die  Geraden  A  und  B  von  R 
und  K   in  zwei  entsprechenden  Punkte  F  und  /*'   der  auf  A  und  B  liegenden 
projectiven  Reihen  F^F^F.^  .  .  y^F^'F^'F^'  .  .  geschnitten,  die  Gerade  FF  ist 
daher  eine  Tangente  der  Curve. 

Sind  insbesondere  FI  und  W^  die  Doppelstrahlen  der  beiden  concentrischen 
Strahlbüschel  R  und  R\  so  sind  Fl  und  11  ^  zugleich  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Also  sind  Fl  und  Oj  die  gesuchten  Tangenten. 

Wir  haben  hiemach  den  Satz:  Wenn  die  projectiven  Punktreihen, 
welche  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  auf  beliebig  vielen  festen 
Tangenten  ausschneiden,  von  einem  beliebigen  Punkte  C  der  Ebene 
aus  projicirt  werden,  so  entstehen  mehrere  concentrische  projective 
Strahlbüschel,  die  alle  zwei  selbstentsprechende  Strahlen  haben, 
nämlich  die  Tangenten  des  Kegelschnitts,  die  durch  C  gehen. 

Haben  die  Strahlbüschel  keine  realen  Doi)pelstrahlen,  so  sind  die  imaginären 
Doppelstrahlen  als  die  (imaginären)  durch  CgehendenCurventangenten  zu  betrachten. 

14.  A.  Aufgabe.  Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  von  welchem 
drei  reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Punkte  gegeben  sind. 

Die  realen  Punkte  seien  ABFq.  Die  imaginären  Punkte  seien  die  Doppel- 
punkte n  und  Flj  zweier  auf  einer  gegebenen  Geraden  G  liegenden,  durch 
drei  Paare  entsprechender  Punkte  R^^'R^'R^*  y^  R^"R2^'R^"  gegebenen  pro- 
jectiven Punktreihen. 

Wir  verbinden  R^'R^'R^*  mit  irgend  einem  Punkte  C  und  R^^'R^'^R^"  mit 
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einem  andern  Punkte  D,    Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen  dieser 
beiden  Büschel  seien  S^S^S^, 

A         '"""  / 

\ "--      / 


^j; 


/^' 


(M.  403) 

Durch  CDS^S^S^  ist  ein  Kegelschnitt  Ä^^  bestimmt,  der  von  6^  ebenso,  wie 
der  gesuchte  Kegelschnitt  A',  in  den  imaginären  Doppelpunkten  der  auf  G 
liegenden  projectiven  Punktreihen  getroffen  wird. 

Die  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  K  werden  von  den  beiden  Punkten 
A  und  B  aus  in  projectiven  Strahlbüscheln  projicirt,  und  diese  treffen  G  in  zwei 
projectiven  Punktreihen  u  und  //'  mit  den  Doppelpunkten  II  und  11  ^ .  Von  diesen 
beiden  Punktreihen  sind  ausser  den  Doppelpunkten  noch  die  beiden  entsprechenden 
Punkte  U^  und  U^'  bekannt,  in  welchen  G  von  den  Strahlen  AP^  und  BF^ 
geschnitten  wird. 

Verbindet  man  nun  U^  und  U^^  mit  irgend  einem  Punkte  auf  K^^  z.  B. 
mit  E,  und  construirt  die  Punkte  H  und  /,  in  denen  diese  Geraden  den  Kegel- 
schnitt Ä\  zum  zweiten  Male  (ausser  E)  treffen,  so  werden  die  Punkte  auf  K^ 
von  H  und  /  aus  in  zwei  projectiven  Strahlbüscheln  projicirt,  und  diese  schneiden 
auf  der  Geraden  G  zwei  projective  Punktreihen  v  und  v'  aus,  die  die  Doppel- 
punkte n  und  n^  und  die  entsprechenden  Punkte  U^  und  U^^  haben;  folglich 
sind  diese  Reihen  mit  den  Reihen  u  und  «'  identisch. 

Verbindet  man  nun  noch  5^  mit  //  und  /,  sowie  Sj  mit  H  und  /,  und 
durchschneidet  mit  diesen  beiden  Strahlenpaaren  die  Gerade  Gm  U^U^\  U^U^ ^ 
so  hat  man  damit  zwei  weitere  Paare  entsprechender  Punkte  der  Reihen  u  und  u\ 
Zieht  man  AU^  und  BU^\  sowie  AU^  und  BU^t  so  sind  die  Schnittpunkte 
/j  und  /g  dieser  beiden  Strahlenpaare  zwei  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Man  hat  nun  im  Ganzen  fünf  reale  Punkte  Ay  By  Pq,  P^,  P^,  und  kann 
daher  den  Kegelschnitt  vervollständigen. 

B.  Aufgabe.  Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  von  welchem  drei 
reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Tangenten  gegeben  sind. 
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Die  realen  Tangenten  seien  A,  B  und  7\j,  die  beiden  conjugirt  complexen 
seien  die  Doppelstrahlen  2  und  2^  zweier  concentrischer,  durch  drei  Paare  ent- 
sprechende Strahlen  R^^R^'R^^  7^  R^'^R^'R^"  gegebener  Strahlbüschel  mit  dem 
Träger  F. 

Durchschneidet  man  die  Strahlen  R^'  R^  R^'  mit  einer  beliebigen  Geraden 
C  und  die  Strahlen  R^"  R^'  R^"  mit  einer  andern  Geraden  Z>,  und  verbindet 
die  entsprechenden  Schnittpunkte  durch  die  drei  Geraden  S^,  S2,  5g,  so  ist 
durch  die  fiinf  Geraden  CDS^  S^  S^  ein  Kegelschnitt  Ä'j  bestimmt,  der  ebenso, 
wie  der  gesuchte  Kegelschnitt  K^  die  imaginären  Doppelstrahlen  der  beiden  auf 
r  liegenden  concentrischen  Büschel  zu  Tangenten  hat. 

Die  beiden  Punktreihen,  in  welchen  die  Tangenten  des  gesuchten  Kegel- 
schnittes von  den  Tangenten  A  und  B  getroffen  werden,  werden  von  F  in  zwei 
projectiven  Büscheln  u  und  «'  projicirt,  die  2  und  2^  zu  Doppelstrahlen  haben; 
von  diesen  beiden  Büscheln  sind  die  beiden  entsprechenden  Strahlen  17 q  und  U^* 
bekannt,  welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  A  und  B  mit  der  Geraden  T^ 
projiciren. 

Durchschneidet  man  nun  (/q  und  Uq  mit  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  K^, 
z.  B.  mit  5j,  und  bestimmt  die  Tangenten  E  und  F^  welche  von  diesen  Schnitt- 
punkten sich  ausser  S^  noch  an  A'^  legen  lassen,  so  werden  auch  die  Tangenten 
des  K^  von  £  und  F  in  zwei  Punktreihen  geschnitten,  die  von  F  aus  in  pro- 
jectiven Strahlbüscheln  v  und  v^  projicirt  werden,  welche  die  Doppelstrahlen  2 
und  2i  haben  und  in  denen  Uq  und  Uq    entsprechende  Strahlen  sind. 

Die  Büschel  v  und  v'  sind  daher  mit  den  Büscheln  u  und  «'  identisch. 

Projicirt  man  von  F  aus  die  Punkte,  in  denen  die  Tangenten  E  und  F  des 
Kegelschnitts  K^  von  den  Tangenten  S^  S^  geschnitten  werden,  so  erhält  man 
zwei  Paare  entsprechender  Strahlen;  diese  treffen  A  und  B  in  zwei  Paar  ent- 
sprechenden Punkten,  deren  Verbindungsgerade  T^  und  T^  zwei  Tangenten  des 
gesuchten  Kegelschnitts  K  sind. 

Man  hat  nun  von  demselben  fünf  reale  Tangenten  A^  B,  T'j,  7*2,  T^  und 
kann  ihn  daher  ergänzen. 

15.  A.  Alle  Punkte,  von  denen  aus  vier  Punkte  ABCD^  die  nicht 
zu  dreien  auf  derselben  Geraden  liegen,  durch  Strahlen  von  gegebe- 
nem Doppelverhältniss  x  projicirt  werden,  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  die  vier  Punkte  geht. 

Es  sei  E  ein  Punkt,  von  dem  aus  die  gegebenen  Punkte  unter  dem  Doppel- 
verhältniss X  projicirt  werden.  Construirt  man  den  Kegelschnitt  K^  der  durch 
ABCDE  bestimmt  ist,  so  werden  die  Punkte  ABCD  von  jedem  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  aus  unter  dem  Doppelverhältniss  x  projicirt. 

Liegt  X  nicht  auf  dem  Kegelschnitte  K,  so  ziehe  man  X'y4,  und  durch- 
schneide damit  K  in  Y. 

Angenommen,  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen  X{ABCD)  d.  i.  der 
von  X  nach  A,  B,  C,  D  gezogenen  Strahlen  wäre  x,  so  hätte  man 

XiABCD)  =  X  =  Y(ABCJ?), 
also  wären  die  Büschel  X{ABCD)  und  Y{ABCD)  projectiv.  Da  nun  der  Ver- 
bindungsstrahl der  Centren  XY  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die  Büschel 
X{ABCD)  und  Y{ABCD)  perspectiv,  also  liegen  BCD  in  einer  Geraden. 
Dies  widerspricht  der  Voraussetzung,  also  können  die  Punkte  ABCD  von 
keinem  Punkte  ausserhalb  des  Kegelschnitts  K  unter  dem  Doppelverhältniss  x 
projicirt  werden. 
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B.  Die  Geraden,  welche  vier  feste  Gerade  ABCD^  von  denen 
nicht  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  in  Punkten  treffen,  die  ein 
gegebenes  Doppelverhältniss  x  haben,  umhüllen  einen  Kegelschnitt 

Es  sei  E  eine  solche  Gerade.  Construirt  man  den  Kegelschnitt  K^  der  durch 
die  fünf  Tangenten  A,  B,  C,  Z>,  E  bestimmt  ist,  so  schneidet  jede  Tangente 
dieses  Kegelschnitts  die  vier  Geraden  AB  CD  unter  dem  Doppelverhältniss  x. 

Angenommen,  eine  Gerade  X,  die  K  nicht  berührt,  schneide  ABCD  unter 
dem  Doppelverhältniss  x,  so  lege  man  von  dem  Punkte,  in  welchem  X  von  A 
getroffen  wird,  eine  Tangente  V  2lxi  K,  Bezeichnet  man  mit  X{ABCD)  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  dem  X  von  ABCD  getroffen  wird,  so  hat 
man  X{ABCD)  =  x  =  Y{ABCD). 

Die  Punktreihen  X(ABCD)  und  Y{ABCD)  sind  daher  projectiv.  Da  nun 
der  Schnittpunkt  A  der  Geraden  X  und  Y  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die 
beiden  Reihen  perspectiv,  es  gehen  also  die  Geraden  BCD  durch  einen  Punkt. 
Dies  widerspricht  der  Voraussetzung;  also  wird  keine  Gerade,  die  K  nicht  be- 
rührt, von  den  Geraden  ABCD  unter  dem  Doppelverhältniss  x  geschnitten. 

16.  A.  Den  Kegelschnitt,  auf  dem  die  Punkte  liegen,  von  denen 
aus  vier  gegebene  Punkte  ABCD  unter  einem  gegebenen  Doppel- 
verhältniss projicirt  werden,  kann  man  in  folgender  Weise  construiren. 

Soll  das  Doppelverhältniss  x  gleich  dem  von  vier  durch  einen  Punkt  gehen- 
den Strahlen  T^  T^  T^  7\  sein,  so  projicire  man  BCD  von  A  aus  durch  die 
Strahlen  R^E^R^  und  bestimme  nun  durch  A  den  Strahl  -Ä^,  für  welchen 

(i?.  H,  Ä,  H,)  =  (7-,  T,  T,  T,). 

Hierauf  projicire  man  ACD  von  B  aus  durch  die  Geraden -^i'-Äj '^4',  und 
construire  den  Strahl  R^'  durch  B  so,  dass  {R^'  R^'  R^'  R^')  =  (r^  r,  r,  TV). 

Die  Büschel  R^  R^  R^  R^  imd  R^'R^'R^'R^'  haben  dann  beide  das  Doppel- 
verhältniss X,  sind  also  projectiv.  Ergänzt  man  diese  Büschel,  so  schneiden  sich 
die  entsprechenden  Strahlen  in  den  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Ist  M  ein  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  ist  M{ABCD)  =  {R^  R^  R^  R^), 
also  =  X,  wie  verlangt  war. 

B.  Den  Kegelschnitt,  dessen  Tangenten  vier  gegebene  Gerade 
ABCD  unter  einem  gegebenen  Doppelverhältniss  x  schneiden,  kann 
man  construiren  wie  folgt: 

Das  Doppelverhältniss  x  sei  als  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
R^  jP,j  F^  F^  einer  Geraden  gegeben. 

Man  schneide  mit  A  durch  die  Geraden  B  CD  in  den  Punkten  R^  R^  R^ 
und  construire  auf -<4  den  Punkt -^1,  für  welchen  {R^R^R^R^)  =  (F^F^F^F^). 

Femer  bemerke  man  auf  B  die  Schnittpunkte  R^'R^'R^'  mit  den  Geraden 
ACD  und  bestimmt  den  Punkt  R^\  für  welchen  (R^'R^'R^'R^'  =  (F^F^F^F^), 

Ergänzt  man  nun  die  projectiven  Reihen  R^R^R^R^  und  R^'R^'R^*R^\ 
so  sind  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  entsprechenden  Punkte  die  Tangenten 
des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Ist  M  eine  dieser  Tangenten,  so  ist  in  der  That 

M{ABCD)  =  Ri  R^  R^  R^,  also  =  x. 

17.  A.  Wenn  die  sechs  Punkte  A,  B,  C,  D,  E,  E,  G  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  so  kann  man  zwei  beliebige  von  ihnen  als  Träger  zweier  projectiven 
Büschel  ansehen,  von  denen  entsprechende  Strahlen  sich  in  den  übrigen  vier 
Punkten  schneiden.  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bilden  also,  ganz  will- 
kürlich angeordnet,  die  Ecken  eines  PASCAL*schen  Sechsecks  (§  6  No.  4);  wir  haben 


LS" 


BestimmuDg  einer  Curve  zweiten  Grades  durch  fünf  Punkte  und  durch  fünf  Tangenten.      1 1 1 


somit  den  nach  seinem  Erfinder  benannten  PASCAL'schen  Satz:    In  jedem  einem 
Kegelschnitte   eingeschriebenen  Sechsecke   liegen   die  drei  Schnitt- 
punkte   je    zweier    gegenüberliegenden    Seiten    auf    Punkten    einer 
Geraden.    Diese  Gerade  heisst  die  PASCAL'sche  Gerade  des  Sechsecks. 

Verbindet  man  sechs  Punkte  in  jeder  beliebigen  Anordnung  zu  einem  Sechs- 
ecke und  bedenkt,  dass  es  gleichgültig  ist,  von  welchem  Perimeterpunkte  aus 
man  die  Peripherie  desselben  durchläuft,  und  in  welcher  Richtung  man  sie  durch- 
tiuft,  so  wird  ersichtlich,  dass  die  61  =  l-2'3-4-5-6  =  720  Permutationen 
der  sechs  Punkte  A  , ,  F  nur  720 :  12  =  60  verschiedene  Sechsecke  liefern. 
Zu  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts  gehören  daher  60  PASCAL'sche  Gerade. 
B.  Der  BRiANCHON'sche  Satz.  Ist  das  Sechsseit  aß-fSe;  einem  Kegel- 
schnitte umschrieben,  so  kann  man  irgend  zwei  Seiten  desselben  als  Träger 
zweier  projectiven  Punktreihen  ansehen,  die  auf  ihnen  von  den  Tangenten  der 
Curve  ausgeschnitten  werden;  in  diesen  Reihen  entsprechen  sich  insbesondere 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  mit  den  übrigen  vier  Seiten  des  Sechsseits. 
Man  kann  daher  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  willkürlicher  Ordnung 
als  die  Seiten  eines  BRiANCHON'schen  Sechsecks  (§  6  No.  4)  ansehen  und  hat 
somit  den  Satz:  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
seite gehen  die  Verbindungsgeraden  gegenüberliegender  Ecken 
durch  einen  Punkt  Dieser  Punkt  heisst  der  BRiANCHON'sche  Punkt  des 
Sechsseits. 

Sechs  Gerade  lassen  61  =  720  Anordnungen  zu.  Da  es  aber  gleichgültig 
ist,  mit  welcher  Geraden  man  beginnt,  um  den  Perimeter  eines  Sechsseits  zu 
durchlaufen,  sowie  in  welcher  Richtung  man  ihn  durchläuft,  so  ist  die  Anzahl 
der  geometrisch  verschiedenen  Sechsecke  nur  Gl :  12  =  60. 

Zu  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gehören  also  60 BRiANCHON'sche  Punkte. 
18.  Mit  Hülfe  des 
PiLSCAL'schen  und  des 
BwANCHON'schen  Satzes 
kann  man  dieConstruction 
von  Punkten  imd  Tangen- 
ten einesKegelschnitts  aus 
fjnf  gegebenen  Punkten 
bez.  fünf  gegebenen  Tan- 
genten in  leicht  übersicht- 
licher Weise  vornehmen. 

A.  Sind  1  2  3  4  5  die  gegebenen  Punkte 
md  sucht  man;  den  Punkt  x^  der  auf  einer 
durch  5  gezogenen  Geraden  a  liegt,  so  betrachte 
man  1  2  3  4  5  ;r  als  ein  Sechseck  und  suche 
die  Schnittpunkte  R  und  S  der  gegenüberliegen- 
den Seitenpaare  1  2,  4  5  und  2  3,  a  auf;  dann 
ist  RS  die  PASCAL*sche  Gerade  des  Sechsecks. 
Legt  man  durch  den  Schnitt  Q  der  Geraden  RS 
und  3  4  und  durch  1  eine  Gerade,  so  trifft 
diese  a  in  dem  gesuchten  Punkte  x, 

B.  Sind  fiinf  Tangenten  12  3  4  5  gegeben, 
ond  socfat  man  die  Tangente  jc,  die  durch 
einen  Punkt  a  auf  5   geht,  so  betrachte  man  (M.405.) 
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1  2  3  4  5  jc  als  ein  Sechseck;  ist  A  die  Gerade  zwischen  den  Punkten,  in  denen 
1  und  2,  sowie  die  gegenüberliegenden  Seiten  4  und  5  sich  schneiden,  femer  B 
die  Gerade  zwischen  dem  Eckpunkte  2,  3  und  der  gegenüberliegenden  Ecke  a, 
so  ist  der  Schnitt  von  A  und  B  der  BRiANCHON'sche  Punkt  des  Sechsecks. 
Legt  man  also  C  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  3,  4,  und  eine  Grerade  durch 
den  Schnitt  Q  1  und  den  Punkt  a,  so  ist  diese  die  gesuchte  Tangente  x, 

19.  A.  Wenn  eine  Seite  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechs- 
ecks verschwindend  klein  wird,  so  geht  die  Gerade,  auf  der  sie  liegt,  in  eine 
Tangente  der  Curve  über,  und  die  beiden  unendlich  nahen  Eckpunkte  fallen  in 
den  Berührungspunkt  dieser  Tangente.  Der  PASCAL'sche  Satz  erhält  flir  diesen 
Fall  folgende  Aenderung:  Die  Schnittpunkte  der  1.  und  3.,  sowie  der  2. 
und  4.  Seite  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Fünfecks 
liegen  mit  dem  Schnittpunkte  der  5.  Seite  und  der  Tangente  in  dem 
dieser  Seite  gegenüberliegenden  Eckpunkte  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  lehrt,  die  Tangente  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu 
construiren,  wenn  noch  ausserdem  vier  Punkte  desselben  bekannt  sind. 

Sind  die  Punkte  12  3  4  5  gegeben, 
und  sucht  man  die  Tangente  in  1,  so 
bestimme  man  den  Schnitt  A  der  Ge- 
raden 1  5  und  2  3,  sowie  den  Schnitt  B 
der  Geraden  1  2  und  4  5,  ziehe  AB  und 
verbinde  den  Schnitt  C  dieser  Geraden. 
und  der  Geraden  3  4  mit  dem  Punkte  1. 
Dann  ist  AC  die  gesuchte  Tangente. 

B.    Wenn   zwei   Seiten   eines  einem 

Kegelschnitte   umschriebenen  Sechsseits 

unendlich  nahe  benachbart  sind,  so  gehen 

^^  ^^^  sie  in  eine  einzige  Tangente  über  und  der 

ihnen   gemeinsame  Eckpunkt  wird  der  Berührungspunkt  dieser  Tangente.     Der 

BRiANCHON'sche    Satz    liefert    uns    nun:      In    einem    einer    Curve    zweiter 

Ordnung    umschriebenen   Fünfseite    gehl    die    Gerade,     welche    den 

Schnitt  der  Seiten    1   und  2   mit  dem   Schnitt  von  4  und  5   verbindet 

und  die  Gerade,,  die  den  Schnitt  1,  5  mit  dem  Schnitt  2,  3  verbindet, 

mit    der   Geraden,    die    den    Berührungspunkt    der   Seite    1    mit   dem 

Schnitt  der  Seiten  3  und  4  verbindet,  durch  einen  Punkt 

Man  sieht  hieraus,  wie  man  den  Berührungspunkt 
auf  einer  Tangente  einer  Curve  zweiter  Klasse  be- 
stimmen kann,  wenn  man  noch  ausserdem  vier 
Tangenten  kennt. 

Sind  nämlich  die  Tangenten  12  3  4  5  gegeben, 
und  sucht  man  den  Berührungspunkt  der  Tangente  \f 
so  bestimme  man  die  Gerade  A,  welche  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  1  und  5  mit  dem  Schnittpunkt 
von  2  und  3  verbindet;  femer  die  Gerade  B^  die 
den  Schnitt  von  1  und  2  mit  dem  Schnitt  von  4 
OH.^ffi.)  und  5  verbindet,  und  ziehe  femer  eine  Gerade  C 

'  durch  den  Schnitt  von  3  und  4  und  den  von  A  und  B.     Der  Schnitt  von  C 
und  1  ist  der  gesuchte  Tangentialpunkt. 

20.  A.     Der  Satz   19  A    lehrt    die   Construction   eines  Kegelschnitts, 
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wenn    vier   Punkte    und    die    Tangente    in    einem    derselben    gegeben 
sind. 

Sind  die  Punkte  12  3  4  und  die  Tangente  in  1  gegeben  (Fig.  406),  und  sucht 
man  den  Punkt  5  der  Curve,  der  auf  einer  durch  1  gezogenen  Geraden  liegt,  so 
bestimme  man  den  Schnitt  A  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  2  3 ;  den  Schnitt 
C  der  Geraden  4  3  und  der  Tangente  in  1 ,  und  den  Schnitt  B  der  Geraden  1  2 
und  der  Geraden  AC.  Zieht  man  nun  B  4,  so  durchschneidet  diese  Gerade  die 
durch  1  gezogene  in  dem  gesuchten  Curvenpunkte  5. 

B.  Der  Satz  19  B  lehrt  die  Construction  der  Tangenten  einer  Curve 
zweiten  Grades,  wenn  vier  Tangenten  und  der  Tangentialpunkt  auf 
einer  derselben  gegeben  sind. 

Sind  die  Tangenten  12  3  4,  sowie  der  Tangentialpunkt  P  auf  1  gegeben, 
(Fig.  407)  und  sucht  man  die  von  einem  Punkte  a  der  Geraden  1  ausgehende  Curven- 
tangente,  so  ziehe  man  die  Gerade  A^  welche  a  mit  dem  Schnitt  von  2  und  3 
verbindet;  femer  die  Gerade  C,  welche  den  Schnitt  von  3  und  4  mit  dem 
Tangentialpunkte  F  verbindet;  und  verbinde  dann  den  Schnitt  von  1  und  2  mit 
dem  Schnitt  von  A  und  C  durch  eine  Gerade  B,  Verbindet  man  den  Schnitt 
von  B  und  4  mit  a,  so  ist  diese  Gerade  die  gesuchte  Tangente  5. 

21.  A.  Wenn  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines  eingeschriebenen  Sechs- 
ecks verschwinden,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Schnitt  der  ersten  und 
dritten  Seite  und  der  Schnitt  der  zweiten  und  vierten  Seite  eines 
einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Vierecks  liegt  mit  den  Schnitten 
je  zweier  Tangenten  in  den  gegenüberliegenden  Ecken  auf  einer 
Geraden. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  auf  Grund  dieses  Satzes  die  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts construiren  kann,  von  dem  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien 
derselben  gegeben  sind. 

Sind  ACD  die  gegebenen  Punkte,  sowie  a  und 
3  die  Tangenten  in  A  und  C,  und  sucht  man  den 
auf  7  liegenden  Curvenpunkt  B^  so  ziehe  man  7", 
durchschneide  T  mit  AD  und  lege  durch  diesen 
Schnittpunkt  und  durch  C  eine  Gerade;  diese 
trifft  Y  in  dem  gesuchten  Punkte. 

B.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  umschriebenen 
Sechsseits  und  die  beiden  gegenüberliegenden 
zusammenfallen,  so  liefert  die  Anwendung  des 
BRiANCHON'schen  Satzes :  DieDiagonaleneines 
einem  Kegelschnitt   umschriebenen   Vier-  ^^-  **^-^ 

seits  und  die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte  gegenüber- 
liegender Seiten  gehen  durch  einen  Punkt. 

Man  kann  in  leicht  ersichtlicher  Weise  auf  Grund  dieses  Satzes  die  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  construiren,  von  dem  drei  Tangenten  und  die  Berührimgs- 
punkte  auf  zweien  derselben  gegeben  sind. 

22.  Wenn  drei  abwechselnde  Seiten  eines  Sehnensechsecks  verschwinden,  so 
erhält  man:  Die  Seiten  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Dreiecks  werden  von  den  Tangenten  in  den  gegenüberliegenden 
Ecken  in  Punkten  geschnitten,  die  auf  einer  Geraden  liegen. 

Hiemach  erhält  man  die  Tangente  in  einem  Curvenpunkte,  wenn  zwei 
andere  Punkte  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  bekannt  sind;  ebenso  erhält 
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man  durch  diesen  Satz  den  Tangentialpunkt,  der  auf  einer  gegebenen  Tangente 
liegt,  wenn  ausserdem  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  bekannt  sind. 
Die  entsprechende  Umgestaltung  eines  Tangen  tensechsseits  führt  auf  denselben 
Satz. 

§  12.  Homogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden. 

1.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  neuen  Coordinatenbestimmung,  den  homo- 
genen Coordinaten.  Die  homogenen  Coordinaten  sind,  wie  wir  bald  sehoi 
werden,  ebenso  anschaulich  wie  die  Parallelcoordinaten  und  haben  vor  diesen 
den  Vorzug  voraus,  dass  die  analytischen  Entwicklungen  und  Formeln  in  homo- 
genen Coordinaten,  insbesondere  bei  Problemen  allgemeinerer  Art,  einen  höheren 
Grad  von  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  besitzen,  und  dadurch  zur  Ab- 
leitung geometrischer  Sätze  besser  geeignet  sind,  als  bei  Anwendung  von 
Parallelcoordinaten. 

Wir  werden  drei  Bestimmungsstücke  —  Coordinaten  —  des  Punktes  und  der 
Geraden  benutzen.  Da  in  der  Ebene  die  Lage  eines  Punktes  und  einer  Geraden 
durch  zwei  Stücke  bestimmt  ist,  so  muss  sich  aus  zweien  der  drei  homogenen 
Coordinaten  die  dritte  berechnen  lassen;  zwischen  den  drei  homogenen 
Coordinaten  eines  Punktes  und  einer  Geraden  besteht  also  eine 
Gleichung,  durch  die  man  dann  wiedej  eine  derselben,  wenn  erwünscht, 
eliminiren  kann. 

Wir  werden  die  Coordinaten  so  wählen,  dass  diese  Gleichung  eine  lineare  ist 

Es  zeigt  sich  leicht,  dass  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  jede  Gleichung  in 
homogenen  Coordinaten  in  eine  homogene  Gleichung  zu  transformiren,  d.  i. 
in  eine  Gleichung,  deren  (Glieder  gleich  viele  veränderliche  Faktoren  enthalten; 
und  in  der  Möglichkeit  liegt  der  wesentliche  Vorzug  der  homogenen  Coordinaten. 

Ehe  wir  zur  Aufstellung  dieser  Coordinaten  vorschreiten,  schicken  wir  einige 
Bemerkungen  über  das  Vorzeichen  von  Dreiecksflächen  voraus,  die  sich  an 
§  5,  5  anschliessen. 

2.  Wenn  zwei  Gerade  sich  in  einem  Punkte  O  schneiden  und  auf 

der  einen  Geraden  zwei  Punkte  y4  und-ß,  auf  der  andern  zwei  Punkte 

C  und  D  liegen,  so  ist: 

OAC  _  OA      0_C 

OBD  ""  OB  '  OD  • 
Beweis.  Aus  den  Elementen  ist  bekannt,  dass 
dieser  Satz  richtig  ist,  wenn  man  die  beiden  Dreiecks- 
flächen sowie  die  vier  Strecken  alle  positiv  rechnet 
Wir  haben  also  noch  nachzuweisen,  dass  die  Gleichnug 
richtig  bleibt,  wenn  auf  die  Vorzeichen  Rücksicht 
genommen  wird. 

a)  Liegen  die  Punkte  A  und  B,  sowie  die  Punkte 
C  und  D  auf  derselben  Seite  von  Oy  so  haben  die 
Flächen  OAC  und  OBD  dasselbe  Zeichen,  es  ist 
daher  jeder  der  drei  Quotienten  OAC  :  OBD, 
OA  :  OB,  OC  :  OD  positiv,  und  somit  die  Gleichung 
1.  auch  hinsichtlich  des  Vorzeichens  richtig. 

b)  Liegen  die  Punkte  A  und  B,  sowie  die  Punkte 
C  und  D  auf  verschiedenen  Seiten  von  O,  so  sind 

(M.410.)  ^^^  Dreiecke  OAC  und  OBD  gleichen  Sinnes,  der 
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Quotient  OAC:  OBD  ist  also  positiv.  Die  Strecken  OA  und  OB,  sowie  OC 
und  OD  sind  aber  ungleichen  Sinnes,  und  daher  die  beiden  Quotienten  O  A  :  OB 
und  OC  \  OD  negativ,  ihr  Produkt  also  wieder  positiv;  die  Gleichung  1.  ist  daher 
auch  in  diesem  Falle  gültig. 

c)  Liegen  die  Punkte  eines  der  beiden  Paare  AB  und 
C2>,  z.  B.  die  des  Paares  AB,  auf  derselben  Seite  von 
O,  die  des  andern  Paares  auf  verschiedenen  Seiten,  so 
ist  einer  der  Quotienten  OA\OB  und  O  C\OD  positiv,  der 
andere  negativ.  Die  beiden  Dreiecke  OAC  und  OBD  sind 
in  diesem  Falle  ungleichen  Sinnes,  ihr  Quotient  also  negativ. 
Beide  Seiten  der  Gleichung  1.  haben  also  jetzt  das  negative 
Zeichen.  (M.41L) 

Somit  stimmen  für  jede  Lage  der  Punkte  AB  CD  der 
Quotient  OAC\  OBD  und  das  Produkt  (flA  :  OB)  {OC:  OD)  auch  rücksichtlich 
der  Vorzeichen  überein. 

3.   Für  vier  Punkte  der  Ebene  gilt  die  Gleichung: 

ABC  —  BCD  -H  CDA  —  DAB  =  0. 

Beweis,  a)  Liegt  einer  der  Punkte  im  Dreieck  der  drei  anderen,  z.  B.  D 
im  Dreieck  ABC,  so  haben  die  Dreiecke  ABC  und  DBC  dasselbe  Zeichen,  und 
ebenso  die  Dreiecke  BCA  und  DCA,  sowie  CAB  und  DAB.  Da  nun 
ABC  =  BCA  =  CAB,  so  haben  die  vier  Dreiecke  ABC,  DBC,  DCA,  DAB 
dasselbe  Zeichen.     Da  nun  für  die  absoluten  Werthe  die  Gleichung  gilt 

1.  ABC  =  DAB  -h  DBC  -h  DCA, 

so  gilt  diese  Gleichung  auch  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Flächen. 

Bemerkt  man,  dass  DBC  =  BCD,    DCA  =  —  CDA,  so  erhält  man  aus  L 

2.  ABC  —  BCD  -H  CDA  —  DAB  =  0. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  die  Gleichung  auch  für  jede  andere  Reihen- 
folge der  Punkte  AB  CD  gilt 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Formeln  gelten:  j 

3.  BCD  —  CDA   -H  DAB  —  ABC   =  0, 

4.  CDA   —  DAB  -h  ABC  —  BCD  =  0, 

5.  DAB  —  ABC  -H  BCD  —  CDA  =  0. 
Wenn    also   die  Formel   2.   für  eine  Reihenfolge  der 

vier  Punkte  erwiesen  ist,  so  gilt  sie  auch  für  jede  cyklische 
Permutation  der  Reihe.    Kehrt  man  in  2.,  3.,  4.  die  Buch-  j' 
stabenfolge  um,  macht  also  die  Anordnungen  ^  ^^2) 

DCBA,    ADCB,    BADC,    CBAD, 
so  wechseln  sämmtiiche  Flächen  den  Sinn,  also  bleibt  die  behauptete  Gleichung 
auch  für  diese  Permutationen  richtig. 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  sie  auch  für  die  Anordnungen  ABDC 
und  ACDB  gilt;  denn  aus  diesem  gehen  alle  übrigen  durch  cyklische  Ver- 
tauschung und  Umkehrung  hervor. 

Da  ABD  =  DAB,  BDC^  —  BCD,  DCA  =  —  CDA,  CAB  =  ABC, 
so  folgt  aus  2.  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  und  Wechsel  der  Vorzeichen 

6.  ABD  —  BDC  -f-  DCA  —  CAB  =  0. 
Die  Gleichung  gilt  also  auch  für  die  Reihenfolge  AB  CD, 
Bemerkt  man  weiter,  dass 

ACB  =  —  ABC,  CBD  =  —  BCD,  BDA  =  DAB,  DAC  =  CDA, 
so  folgt  aus  2. 
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7.  ACB  —  CBD  H-  BDA  —  DAC  =  0; 

somit  gilt  die  Gleichung  auch  für  die  Anordnung  ACBD. 

Wenn  also  einer  von  den  vier  Punkten  ABCD  im  Dreieck  der  drei  anderen 
liegt,  so  gilt  die  Formel  ABC  —  BCD  -f-  CDA  —  DAB  =  0,  gleichgültig, 
in  welcher  Reihenfolge  man  die  Punkte  mit  A^  B^  C  und  D  bezeichnet  hat 

b)  Liegt  nicht  einer  der  vier  Punkte  im  Dreiecke  der  drei  andern,  so  bilden 
sie  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  die  Ecken  eines  Vierecks  mit  lauter  concaven 
Winkeln.    Ist  AB CZ>  eine  solche  Reihenfolge,  so  gilt  zunächst  für  die  absoluten 

^  Werthe  der  Dreiecke  die  Gleichung: 

8.  ABC  -f-  ACD  =  AB£>  -+-  BCD. 

Da  B  und  £>  auf  verschiedenen  Seiten  von  AC  liegen, 
so  sind  ABC  und  ADC  ungleichen  Sinnes,  mithin  ABC 
und  ACD  gleichen  Sinnes;  da  femer  B  und  C  auf  der- 
selben Seite  von  AD  liegen,  so  sind  ACD  und  ABD 
gleichen  Sinnes;  und  da  endlich  A  und  D  auf  derselben 
Seite  von  BC  liegen,  so  sind  ABC  und  DBG,  also  auch 
ABC  und  BCD,  gleichen  Sinnes;  es  sind  also  alle  vier 
Dreiecke  ABC,  ACD,  ABD  und  BCD  gleichen  Sinnes,  und  die  Formel  8. 
gilt  daher  auch  in  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen. 

Bemerkt  man  nun,  dass  ACD  =  CDA,    ABD  =  DAB,  so  folgt  aus  8. 

9.  ABC  —  BCD  -h  CDA  —  DAB  =  0. 

Die  allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  für  jede  Permutation  der  Buchstaben 
ABCD  wird  nun  anschliessend  an  9.  ebenso  bewiesen,  wie  in  a). 

Für  jede  Lage  von  vier  Punkten  ABCD  einer  Ebene  und  für  jede  Reihen- 
folge der  Punkte  gilt  also  die  Gleichung  der  Flächen 

ABC  —  BCD  -h  CDA  —  DAB  =  0. 

Beachtet  man,  dass  BCD  =  DBC,  CDA  =  —  DCA,  so  kann  man 
hieraus  noch  die  bemerkenswerthe  Formel  ziehen: 

10.  DAB  -h  DBC  H-  DCA  =  ABC 

4.  Als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  verwenden 
wir  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  A^A^A^. 
Das  Dreieck  heisst  das  Coordinatendreieck,  die  Geraden  A^A^,  A^A^,  A^A^ 
werden  als  die  Achsen  bezeichnet.  Die  Abstände  eines  Punktes  JP  von  den  drei 
Achsen  A^A^,  A^A^,  A^A^  werden  mit  x^,  x^,  x^  bezeichnet. 

Wir  rechnen  x^  positiv,  wenn  F  und 
A^  auf  derselben  Seite  von  A^A^  liegen, 
im  Gegenfalle  negativ,  und  ebenso  für 
die  andern  Coordinaten. 

Rechnen  wir  das  Dreieck  A^A^A^ 
positiv  und  die  Strecken  A^A^  =  g^, 
A^A^  =^2»  ^i^%  =^3  ebenfalls  posi- 
tiv, so  ist,  wenn  ik  eines  der  Paare  1  2, 
2  3,  3  1  und  ik/  eine  Permutation  von 
1  2  3  bezeichnet,  das  Dreieck  PAiAk 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  xi  po- 
sitiv oder  negativ  ist;  also  ist  auch  rück- 
sichtlich des  Zeichens 
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Für  die  vier  Punkte  PA^  A^  A^  gilt  die  Gleichung  No.  3,  10: 

/l»  JtA*JT.n      ~J~      xAnA^       -T~      xA-mA*       ^^S     A-tA^An» 

Setzt  man  hier  die  Werthe  1.  ein  und  setzt  A^A^A^  =  A,  so  erhält  man 

3.  ^1^1  -H  ^8^2  ■+■  ^s-^8  ==  2A., 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  A^A^A.^  mit  Äj,  //g,  ^g, 
dividirt  beide  Seiten  von  3.  durch  2Ay  und  bemerkt  dass  ^^  :  2A  =  1  \  hkt  so 
erhält  man 

A  1  1  ^  _     1 

4.  ^^^1    -h   ^^x^   -^-  ^^x^   -   1. 

Das  ist  die  lineare  Gleichung,  die  drei  Strecken  erfüllen  müssen,  wenn  sie 
die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  sein  sollen. 

Ist  nun  eine  nichthomogene  Gleichung  »ten  Grades  zwischen  den  Coordi- 
naten Xy^f  x^,  x^  gegeben  und  ist  die  Anzahl  der  veränderlichen  Faktoren  eines 
Gliedes  um  B  Einheiten  kleiner,  als  der  Grad  n,  so  multiplicire  man  dies  Glied 
mit  dem  der  Einheit  gleichen  Faktor 


/^  ^  xj  ^  f^y. 


alsdann  gehen  aus  diesem  Gliede  eine  Folge  von  Gliedern  «ten  Grades  hervor. 
Macht  man  dies  nun  mit  allen  Gliedern  der  Gleichung,  die  nicht  nten  Grades 
sind,  so  erhält  man  nach  Auflösung  aller  Klammern  lauter  Glieder  nten  Grades, 
und  hat  somit  die  nichthomogene  Gleichung  durch  eine  homogene  ersetzt. 
5.  Um  aus  einem  homogenen  Systeme  zu  einem  rechtwinkeligen  überzugehen 
und  umgekehrt,  nehme  man  die  Gleichungen  der  Achsen  des  homogenen  Systems 
in  Bezug  auf  das  rechtwinkelige  in  Normalform  gegeben  an;  dieselben  seien 

für  A^A^:  cosf^^  -x  -i-  sint^^  -y  —  d<^  =  0, 

für  A^A^\  cos ^2  '^  "*"  ^^^?2  'y  —  ^2  =  ^» 

für  A^A^:  cosf^^  »x  -h  j/«^^  -y  —  ä^  =  0. 

Alsdann  ist  bekanntlich 

"^  Xy   =  —  costfy-x  —  ««9i  'y  -+-  ä^, 

1.  ifc  jCj  =  —  cosff2'^  —  sin  ff 2  'y  ~^  ^2> 

^  x.^  =^  —  cosff^'X  —  sin 93  -y  -^  d^\ 
hierbei  ist  links  in  jeder  dieser  Gleichungen  das  Vorzeichen  -h  oder  —  zu  wählen, 
je  nachdem  die  gleichnamige  homogene  Coordinate  des  Nullpunkts  positiv  oder 
negativ  ist. 

Dies  sind  die  Trans formations formein  für  Punktcoordinaten  zum  Ueber- 
gange  aus  einem  homogenen  in  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem. 

Löst  man  zwei  der  Gleichungen  1.,  z.  B.  die  erste  und  zweite,  nach  x  wndy 
auf,    so  erhält  man  Transformationsformeln  zum  Uebergange  aus  einem  recht- 
winkeligen in  ein  homogenes  System;  dieselben  haben  die  Gestalt: 
^  X  =  a:^!   -f-  ^X2  H-  T> 

y  =  a'x,   H-  ß'xj  -h  7'. 

Die  dritte  Coordinate  x^  wird  eingeführt,  indem  man  entweder  die  linken 
Seiten  dieser  Formeln  homogen  macht  (No.  4),  oder  indem  man  die  Curven- 
gleichung  nach  der  Transformation  homogen  macht. 

Bei  jedem  der  beiden  Uebergange  hat  man  also  die  Coordinaten  des 
ursprünglichen  Systems  durch  lineare  Functionen  der  Coordinaten  des  neuen 
Systems  zu  ersetzen.  Hierdurch  erhält  man  Gleichungen  in  den  neuen  Coordi- 
naten, die  von  demselben  Grade  sind,  wie  die  Gleichungen  im  ursprünglichen 
Systeme.    Wir  schliessen  daher:    Durch  Transformation  aus  einem  recht- 
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winkeligen  in  ein  homogenes  System  und  umgekehrt,  —  und  ebenso 
durch  Transformation  aus  einem  rechtwinkeligen  in  ein  anderes 
rechtwinkeliges  oder  in  ein  schiefwinkeliges  und  umgekehrt  —  wird 
der  Grad  einer  Curvengleichung  nicht  geändert. 

6.  Als  homogene  Coordinaten  einer  Geraden  wollen  wir  die  Abstände 
der  Geraden  von  den  Ecken  des  Achsendreiecks,  jeden  dividirt  durch  den  Ab- 
stand der  Geraden  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte,  verstehen. 

Ist  C  der  feste  Punkt  und  r  der  Abstand  einer  Geraden  T  vom  Punkte  C^ 
,  .p  sind  femer  r^,  r,,  r^  die  Abstände  der 

Geraden  T  von  den  Eckpunkten  ^j,  A^^ 
A^  des  Achsendreiecks,  so  sind 


1. 


«1  = 


«s  = 


^%  = 


(M.  415.) 


die  Coordinaten  von  T, 

Die  Coordinate  Uk  wird  positiv  oder 
negativ  gerechnet,  je  nachdem  Ak  und  C 
auf  derselben  Seite  von  T  liegen,  oder 
nicht. 

TJegt  C  im  Innern  des  Achsendrei- 
ecks,  so  sind  bei  den  Geraden,  die  das 
Coordinatendreieck  nicht  schneiden,  alle 
drei   Coordinaten   positiv;    die  Geraden, 
welche     das    Achsendreieck    schneiden, 
haben  eine  oder  zwei  Coordinaten  negativ. 
Sind  p^,  p2,  p3  die  Coordinaten  des 
Punktes  C  (d.  i.  die  Abstände  von  den  drei  Achsen 
A^A^f    A^A^,    A^A^),  so  sind  die  Coordinaten  von 

A^A^:        «,=-^,«3=0,       «,  =  0, 

Pi 


^3^1  •  «'l    =    0, 


«J    =    T^  »       «^8=0, 

Pa 


=  0, 


«s  == 


P3 


Sind  öl,  Q^,  Q^  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
T  mit  den  Geraden  A^C,  A^Q  A^C,  so  ist 


2. 


Hieraus  folgt  weiter 


A.Q 


2V^2  1_2    


CQ 


2 


2> 


A^Q 


CQ 


3  1_3    


3  • 


3. 


CA^  _  CQ,-^A,Q,  _      __  ^Qi  _  ,  _  , 


CQ, 


4. 


c<2, 

Femer  hat  man: 

CAy^A^  CA^     CA^  

Nun  ist  CA^A^  =  ^^apa,  daher 
Ebenso  findet  man 


CQi        ^  '  • 


»,). 
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ö.      c^/,y3  -  ^    (i_«j(i-«2)'      ^V^a^i   -  2  '(l-«3)(l-«J• 
Nun  ist  bekanntlich    CQ^Q^  -h  ^02^3  -H  ^CsCi  =  0. 
Setzt  man  hier  die  Werthe  4.  und  5.  ein,  so  erhält  man  nach  Multiplication 

mit  2(l-0(l-«8)(l-«8) 
oder  nach  Auflösung  der  Klammem: 

^lPl«l     -^-  ^aP2«2    H-  ^8P8«3    =  ^iPl    -»-^2P2   -+"  ^SPs ' 

Ersetzt  man  die  rechte  Seite  durch  2A,  dividirt  dann  rechts  und  links  durch 
2A  und  bemerkt,  dass  gki^^  =  Ii^a,  so  entsteht  schliesslich 

^'  ;i;  ^1  -^  Fj  ^'^   "^  /i^  "^3  =  1  • 

Dieser  linearen  Gleichung  genügen  also  die  drei  Coordinaten  jeder  Geraden; 
und  umgekehrt:  Wenn  drei  Zahlen  u^,  u^,  u^  dieser  Gleichung  genügen,  so  sind 
sie  die  Coordinaten  einer  Geraden. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  6.  kann  man  jede  nicht  homogene  Gleichung  der 
Liniencoordinaten  «j,  u^,  «g  homogen  machen.  Ist  n  der  Grad  der  Gleichung  und 
ist  die  Anzahl  der  veränderlichen  Faktoren  eines  Gliedes  um  6  Einheiten  kleiner 
als  n,  so  multiplicire  man  das  Glied  mit  dem  der  Einheit  gleichen  Faktor 

Hierdurch  gehen  aus  dem  Gliede  eine  Reihe  von  Gliedern  vom  Grade  n 
hervor.  Verfahrt  man  so  mit  allen  Gliedern  der  Gleichung,  die  den  Grad  n 
nicht  erreichen,  so  geht  aus  der  gegebenen  Gleichung  eine  neue  hervor,  deren 
Glieder  sämmtlich  den  Grad  n  haben,  also  ist  die  neue  Gleichung  homogen. 

7.  Sind  x^y^,  x^y^^  •^sJ'a»  5^  ^^^  Coordinaten  der  Punkte  A^^A^A^C  vn 
Bezug  auf  ein  rechtwinkeliges  System  und  uv  die  Coordinaten  einer  Geraden  T 
in  diesem  System,  so  sind  die  Abstände  der  Punkte  A^A^A^C  von  T  bekanntlich 
^  x^u-i-y^v—  1  _  x^u  -^-y^v—  1  __  x^u-^y^v-—  \ 


1. 


r  = 


Hieraus  ergeben  sich  die  homogenen  Coordinaten  von  T  zu : 


«1 


2.  «2 


«3 


r  iu  -^Tiv —  1 

rj  x^u-hy^v — 1 

r  iu-hriv —  1 

r  %u-^r\V —  1 


Eine  homogene  Gleichung  «ten  Grades  in  homogenen  Liniencoordinaten 
kann  mit  Hülfe  dieser  Trans formations formein  in  eine  Gleichung  in  gewöhn- 
lichen Liniencoordinaten  transformirt  werden.  Jedes  Glied  der  transformirten 
Gleichung  enthält  den  Divisor  (£«-f-T)t^ — 1)«.  Lässt  man  diesen  gemeinsamen 
Divisor  aller  Glieder  weg,  so  bleibt  eine  (im  Allgemeinen  nicht  homogene) 
Gleichung  «ten  Grades  in  u  und  v. 

Um  aus  einem  gewöhnlichen  System  zu  einem  homogenen  überzugehen, 
lösen  wir  zwei  der  Gleichungen  2.,  z.  B.  die  erste  und  zweite,  nach  u  und  v  auf. 
Wir  erhalten  u^  (E«  -h  tjz^  —  1)  =  x^u  '\- y^v  —  1 , 

«2  (5«  H-  T)2/  —  1)  =  x^u  -h  y^v  —  1 , 
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und  hieraus  (;«,  — x^)  u  -+-  (r^u^  — ^'i)^  =  «i  —  1 , 

(S«2  —X2)u-h  (7)//2  — JK2)  Z'  =  «2  —  1  • 

Dieses  System  hat  die  Auflösungen  u  =^  R^:  R^   v  =  R^  i  R,  wenn  R,  R^,  R^ 
die  Determinanten  bedeuten: 


^  = 


EWo   —  JC 


2  » 


^,     = 


r)«2  —  J2 


^2    = 


E«. 


JC 


2  » 


«1   —  1  , 
—  1 


^1  -1 


u, 


Die  erste  zerfällt  in 
S«2»      ^^2 


E 


f/ 


^2      >'2 
J2  5  — TJ^to  , 

Die  zweite  und  dritte  geben 


X, 
X, 


u 


1»  ^«^1 

«2,     1Q«2 
5« 


2/. 


». 


2  » 


;/. 


~  q 


«1 
»2 


7i 

.>'2 
1 

1 


—  T^ 


1     «i 
1     «2 


vT 


>    1 


X 


«1 

2/. 


2 


AT. 


yi 
y^ 


y\ 

72 


7i  --^» 

^2  —  ^1» 

^1  —  ?, 


^1 
»2 


x^  —  if    ^< 


+ 

1^1 

1 J-» 

1  *, 

1  *, 

3. 


Rechnet  man  diese  Determinanten  aus,  so  erhält  man  schliesslich 

(^2  —  ^)  ^1  —  (ji  —  tq)  ^2  "^-  (>^i  —  y^) 

(^2  —  ^<)  «1  ~  (-^1  —  Ö  «2  H-  (-^1  —  •^2) 


f/   = 


z/    =  — 


Setzt  man  diese  Werthe  in  eine  Gleichung  «ten  Grades  ein  und  multiplicirt 
die  Gleichung  alsdann  mit  [(Ej'j  ~- -^2^)  "1  —  (^7i  — x^r^ju^  —  {x^y^  — •^aJ'i)]*» 
so  erhält  man  eine  ganze  Function  «ten  Grades  von  i/j  und  u^  ;  man  kann 
dieselbe  in  der  in  No.  6  angegebenen  Weise  homogen  machen  und  führt  dabei 
die  dritte  Coordinate  u^  ein. 

Bei    der  Transformation    einer  Gleichuns:    in  Liniencoordinaten    aus  einem 

rechtwinkeligen  System  in  ein  homogenes  und  umge- 
kehrt ändert  sich  also  der  Grad  der  Gleichung  nicht 
8.  Wenn  eine  Gerade  7*  auf  den  Achsen  A^A^^ 


und  A^A.^   die  Spuren  5,   und  S^  hat,  so  ist 


1, 


'^3'^2    •   '^M'-'o     —    ''3    •   ''1     —    ^3 

W30,  :  A^^^  =  '':<  '  ''2  =  ^3 


u 


1 » 

2  • 


2. 


(M.  417.) 


Die   Coordinaten  von  S^  seien  XyX^^x^'^   so  ist 
=  0;  für  X2    und  .Tg'  hat  man  die  Proportionen 

Xa       •    //*>      y^  ..  »J  j      •    ^njrXA   , 

•^3     •  ''3    ^^^    ^2*^1    •  A-^Av^  . 

Hieraus  folgt 


3. 


^2'  :  >^2  =  ^3-^1  :  (^8-^1  H-  ^^^2)  =  1  :  (^1  -  ^j  =  ^3  :  («3  —  «2)1 


Sind  ferner  x^^^x^'^x^'^  die  Coordinaten  von  .Sg,  so  ist  x^^  =■  0,  und  für  ^Cj 
und  x^  hat  man  x^"  :  //^  =  A^S2  :  ^3^1 

•^3      •  '^3  ^^  '^M'^2   •  '^l'^a  » 


woraus  folet 
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X,"  :  /i,  =  A^S,  :  {A^S,  -+-  S,A,)  =  1  :  (l  -  ^)  =  «3  :  («3  -  u,) 

X,"  :  A^  =  A,S^  :  {A,S^  -h  S,A,)  =  l  :  ^l  ^  ^j  =  «^  :  («,  ~  «3) . 
Die  Coordinaten  der  Spuren  S^  und  ^2  ergeben  sich  hiemach  zu: 

Xi    =0,     Xq  = '■ •  ^o  I      Xu   = •  Ä« , 

>  '        *         w,  —  u^       ^  '         Wo  —  «n       ^ 


3       ••2  '*2       -3 


JCt        =     ^1    >        -^Q       =   0  ,         .Xq        =   •  Äq  . 

«^3— «1  «1—^8 

Liegt  ein  Punkt  i'  auf  der  Geraden  T,   und  theilt  er  die  Strecke  S^S^  im 
Verhältniss  Xg  :  X^  ,  so  sind  die  Coordinaten  von  P 

A|«X«     "T"  ^O"^!  Ait^ft     ~r*  A«X«  13    "•       8    8 

A|    -\-  ^2  A|   -J-  ^2  Xj   -f-  Aj 

Setzt  man  die  Werthe  für  x^'x^*x^' ,    x^"x2"x.^"  ein,  so  erhält  man 


O.  JC,   =  T . — r—  •  ,        also    T ; — r—  =  •  t"  , 

'  Aj   -h  Ag      »3  — «1  ^1   ■^"  ^2  *^3  ^1 

ß  ^     ^  ^1  .       <^8^2  ^1 ^  ^8—^2   .  f2 

*  ^1   -H  Xg       »s  —  «2  '  "        ^1   -+-  ^2  ^8  ^2  ' 

7  ^ ^1 ^2  JL  ,  ^2  ^1  L 

3         X,  H-  X2      «»  —  «3  ^1  H-  ^2     «^1— «8 

Führt  man  in  7.  die  Werthe  für  Xj  :  (X,  -t-  X2)  und  Xg  :  (X^  -h  Xj)  aus  5.  und 
6.  ein,  so  erhält  man  zunächst 

^ <^2^8^2  _  ^\^i^\ 

3  «3^2  «8^1 

Multiplicirt  man  mit  u^  :A.^,  reducirt  auf  Null  und  ordnet,  so  entsteht  die 
Gleichung: 

•Wir  haben  damit  den  Satz  gefunden:  Wenn  ein  Punkt  P  und  eine 
Gerade  /'verein*  liegen  (d.  i.  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt),  so 
erfüllen  die  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden  die  Gleichung 

11  1 

"i  ^2  ^w 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt: 

Wenn    die    Coordinaten    eines   Punktes    und    einer    Geraden    der 

Gleichung    genügen    j—u^x^'^j-u^x^-h-r-u^x^^O,      so     liegt     der 

/fj  A3  n.^ 

Punkt  vereint  mit  der  Geraden. 

9.  Sind  die  Coordinaten  von  T  gegebene  Werthe,  so  ist  die  Gleichung 

111^ 
l.  ^  i/j^i  -f-  j-  «2^2  H-  j-  «3^3  =  Ö 

die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  der  Punkt  P  auf  T  liegt.     Die  Gleichung 

der  Geraden  T  ist  also 

u.  Uq  u^ 

Sind  dagegen  die  Coordinaten  des  Punktes  P  gegeben,  so  enthält  die 
Gleichung  1.  die  Bedingung  für  die  Coordinaten  der  Geraden  T,  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehen.     Die  Gleichung  des  Punktes  -Pist  daher 
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Wir  schliessen  hieraus  weiter:    Jede  homogene  lineare  Gleichung  in 
Punkte  oordinaten 

ist  die  Gleichung  einer  Geraden. 

Die  Coordinaten  dieser  Geraden  finden  sich  aus  dem  Vergleich  von  4.  mit 
2.;  man  ersieht  zunächst 

»1        u^       u. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  Gleichung  No.  6,  6 


so  erhält  man 


hy  ^2  ^s 


^1  ^  ., ^s 


5,  ^        Pi^i  H-P2«a-»- P3«3  Pi^i -»- P2«s -»- Ps«j       ' 

Ferner  ergiebt  sich:     Jede  homogene  lineare  Gleichung  in  Linien- 
coordinaten  ol^u^  -h  a^i/j  -+-  ol^u^  =  0  ist  die  Gleichung  eines  Punktes. 
Für  die  Coordinaten  dieses  Punktes  hat  man  die  Proportion 


X*  ^9  ^% 


^1    '  h^   *  h 


s 


s 


X  X  X 

und  die  Gleichung  No.  4,  4   r^-l-ir"-l-T^=l,    woraus  man  findet: 

^1  ^2         ^8 

/?                                  *1                    I.                                      *2                    2.                                     *1  z. 

6.    ^1  =  ; ; *  ^  1 »    ^o  =  ; ; •  ^«  >    *s  =  i i •  ^s  • 

*        Äj  -h  ttj  4- «3       *        *        aj  -h  a,  -h  0^3      '        '        ttiH-a,  -4-«,        ' 

10.  Das  Verhältniss  der  Entfernungen  der  unendlich  fernen  Geraden  von 
zwei  Punkten,  die  nicht  unendlich  fern  sind,  ist  der  positiven  Einheit  gleich. 
Die  unendlich   ferne  Gerade  hat  also  die  Coordinaten  «^  =  »^  =  «3.=  1. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  ergeben  sich 
aus  den  Formeln  No.  9,  5: 

<^ih\  ^  «2^2 


=  »,  =  1 ,       ^-^ =  «,  =  1 , 


Pl^l  -+■  P2^2-+-  P3^3  Pl^l  -*- P2^2  -»-  PS^3 

'''^'  =«3  =  1. 


Pl^l  -+-P2^2  -+-  P3^3 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst    ö^^i  =  a^h^  =  03^3. 
Wird  der  gemeinsame  Werth  dieses  Produkts  mit  m  bezeichnet,  so  hat  man: 

tn  tn  M 

^1  =  ^  ,     ^2  =  ;i^  »     ''^  ""  ^3  • 

Also  folgt  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  zu 

^4-^-1-^  =  0. 
^1         ^2        ^3 

Es  ist  ersichtlich,  dass  diese  Gleichung  mit  der  fiir  die  Coordinaten  jedes 

X  X  X 

Punktes  geltenden  t^  -h  t^  -h  T^  =  1    nur   für   unendlich  grosse  Werthe  von 

^1        ^2        ^3 

x^f  x^,  JC3  zusammen  bestehen  kann. 

Femer  folgt  aus  den  Formeln  No.  9,  6:    Die  Gleichung 

ist  die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes,  wenn 

a^  -I-  a2  -h  «3  =  0 . 
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Unter  dieser  Bedingung  sind  also  alle  Geraden,  deren  Coordinaten  der 
Gleichung  a^u^  -h  a^u^  -4-  a^u^  =  0  genügen,  einer  festen  Richtung  parallel. 
Die  Richtung  ergiebt  sich  aus  dem  Verhältniss  der  Coordinaten  des  auf  ihr 
liegenden  unendlich  fernen  Punktes  x^  :x^  :  x^  =  ol^A^  :  a^A^  :  «3^3  . 

Zieht  man  durch  A^  eine  Parallele  G  zu  dieser  Richtung,  so  geht  sie  durch 
diesen  unendlich  fernen  Punkt;  da  nun  für  alle  Punkte  von  G  das  Verhältnisse 
JCj  ix^  constant  ist,  so  folgt  die  Gleichung  dieser  Parallelen  zu 

11.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden 


r 


^1  ^1 


a^  x^ 


a^*x^  =  0     und 


r"  =  a^'^x^  -4-  ^2%  4- 


^»"•^a  =  Ö 


sind  die  Lösungen  des  Systems 


1. 


«1  ^1 

1 


^2    ^2 

a^'x^ 


«8    ^3 


=    0, 

=  0, 


=  1. 


Die  Coordinaten  der  Geraden,   welche  durch  die  beiden  Punkte 


geht   jP'  ^  «i'^i  -+■  «s'^a  -f-  «a'^a  =  0 
sind  die  Lösungen  des  Systems 


/>"^a/'«,  ^ 


II 


•2  ^2 


-h  a3"«3  =  0' 


2. 


«1  «1 
«1  *^i 


«8    «2 
«2"«2 


«3    «3 


=   0, 

=  0, 


Pi 
A. 


«1   -4-  T^  « 


Pl 


9 


'*3       ' 


1  '*2 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  beiden  Punkte 
P*  und/"'  geht,  deren  Coordinaten  x^'x^x^^  x^"x2"x^"  sind,  ergiebt 
sich  wie  in  §  5  No.  3  in  Determinantenform  zu 


3. 


T^ 


1 


X., 


•*i         -^a         "*3 


=  0.  - 


Die  Gleichung   des  Punktes,    durch    den    die  Geraden  7^  und  V* 
gehen,  deren  Coordinaten  u^u^u^  und  »i"»2"«8"  sind,  ist 


4. 


P^ 


«1 
u 


Ui 


<    <    «3" 


=  0. 


16.  Wenn  drei  Gerade  T^  =0,   Tj  =  0,   T'g  =  0  durch  einen  Punkt  gehen, 
so  giebt  es  (§  5  No.  11)  drei  Zahlen  m^,  m^,  m,  welche  die  Identität  herstellen 


Ist  nun     T^  ^  a^x^   -H  a^x^  -f-  «3*3» 

so  ist    mT  ^  (^1^1  -+-»»2^i)*i  "^  (^1^2 
Die  Coordinaten  von  T  sind  daher: 


^2^2)  "^2 


^1^1 


^2*2 


«1  = 


f^i^^i  -\-  M^b^ 


K. 


«j  = 


^1^2  "^  ^2^2 


2' 


(J  *  -  ^ 

<j   =    (wjöi  4-  »12^1)  Pi    -h    (^1^2  -»-  ^2^2)  P2 

Die  Coordinaten  von  T^  und  von  T^  sind 


^8*^3» 
(»I^Äg  -h/W2^3)^3- 

(^1^3  -+-^2^3)P3- 


«3    = 


3  » 


«1       = 


«/'    = 


Ml 


«»    = 


7 


'     —    Z81*i 


„    _    ^2^2 

2       —       ^ft     f 


«3       = 


«3"    = 


«3^3 


Daher  hat  man       Ux  =  -^ = ^; 


(,    =  tfjpj  -h  02P2  -I-ÄJP3; 
<y"  =  ^iPi  "f-  ^2P2  -^  ^3P3- 
X  =  1,  2,  3. 
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Nun  ist  (j  =  /Wjj  -+-  m2o'\  also  folgt  der  Satz:  Die  Coordinaten  je 
Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  T^  und 
geht,  ergeben  sich  aus  den  Coordinaten  dieser  Geraden  nach  den  Formeln 

«»  -       Xi  -h  Xj       »       ^  -  h  2,  d. 
Gehen  vier  Gerade   T^,  T^,   T^   und  T^   durch  einen  Punkt,  und  sind 
Coordinaten  von  T^  und  T^ 

'       ''*»  -      X,  -+-X,  "'     ^*  -  "TT^TT""'     *  -  1*  2,  3, 

so  tiberzeugt  man  sich  leicht  (vergl.  §  6,  No.  6),  dass  das  Doppelverhältn 
der  vier  Geraden  den  Werth  hat  {T^T^T^T,)  ==  ^^  :  ^  . 

Ist  insbesondere 

Xi«x'-+-X^x''  \^u^  —  Xa«x'' 

^»S    =  ^       -r~\  >  ^»4    =  1  \  9  X    =    1,    ^    d, 

A|    "T"    »^o  »*i    ^"~   »*2 

so  sind  die  Geraden  7\,  T^^  T^,  T^  harmonisch. 


12.  A.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  in  homoger 
Punktcoordinaten  ist  im  Allgemeinen 

1.     a^xX^  -h  "ia^^x^x^  -h  2013^^1:^3  h-  a^^x^  -h  "la^^x^x^  -f-  «aa-^a*  = 
Geht  die  Curve  durch  den  Eckpunkt  A^  des  Coordinatendreiecks,  so  v 

die  Gleichung  von  den  Coordinaten  ^^  =  ^^  =  0,  x^=^  h^  dieses  Punktes  erfli 

es  ist  also  ^^33  =  0. 

Ein  Kegelschnitt,    der   dem  Achsendreieck  umschrieben  ist, 

daher  die  Gleichung 

B.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse  in  Liniencoordinal 
ist  im  Allgemeinen 
3.       a^^uf  -h  2ai8»,i/j  -4-  'Id^^u^u^  -h  d^^u^  -h  2aa3«a«8  -f-  a33»3»  = 

Wird  die  Curve  von  einer  Achse,  z.  B.  von  A^A^  berührt,  so  genügen 
Gleichung  die  Coordinaten  von  A^A^,  nämlich  «^  =  «^  =  0,  u^  =  A^  : 
folglich  ist  «3  3  =  0. 

Ein  Kegelschnitt,  der  dem  Achsendreieck  eingeschrieben  ist, 
daher  die  Gleichung 

13.  A.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  der  Kegelschnitt 

JC  ^  a^^x^^  -h  2Ä,2^iJf3  -h  2ö,yA*iJf3  -+■  a^^x^  4-  2023:^2^3  -+-  a^^x^  = 
die  Achse  ^|-/^2  schneidet,  bestimmen  sich  aus  den  drei  Gleichungen 

jf3  =  0,  AT  =  0, 

1.  ^\  "^2  "^^ 


I  I      -^    =    1. 

h\  ^2  ^8 

Setzt  man  aus  der  ersten  in  die  zweite  ein,  so  ergiebt  sich 

2.  ^11-^1^    "+"   2öi2'^l'^2    "•"   ^2  2*^2^    =^   ^» 

und  aus  dieser  Gleichung  folgt  das  Verhältniss  der  Coordinaten  x^^x^  der  beic 
Schnittpunkte. 

Wenn    der   Kegelschnitt   K  die   Achse    A^A^    berührt,    so    hat 
Gleichung  2.  zwei  gleiche  Wurzeln;  die  Bedingung  hierfür  ist 

3.  Ä|^2  —  ^11^22  ^^  ^' 

Soll  A^  der  Berührungspunkt  sein,  so  muss  die  Gleichung  2.  die  Würz 


I 

( 

l 
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Xj  =s  0  ergeben,  es  muss  also  0,2  =  022=0  sein.  Berührt  der  Kegelschnitt 
K  auch  die  Achse  A^A^  im  Punkte  A^^  so  ist  öj  3  =033  =0.  Die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts,  der  die  Achsen  A^A^  und  A^A^  in  A^  und  A^  berührt,  ist  daher 
4.  ^\\^\    ■+■  2<?2 3:^2^3  =  0. 

In  jedem  Kegelschnitt  hat  also  das  Produkt  der  Abstände  jedes 
Punktes  von  zwei  Tangenten  des  Kegelschnitts  (A^A^  und  A^A^)  zum 
Quadrat  des  Abstandes  von  der  Berührungssehne  {A^A^)  ein  constantes 
Verhältniss  ( —  a^^:  2023). 

B.  Die  Coordinaten  der  durch  A^  gehenden  Tangenten  eines  Kegelsschnitts 

*-«i»i*  -^  2ai,»i»2  -h  2ai3«i«4  -h  a^^u^^  -f-  2a23»2«3  "+-  «ss^s^  =  0 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 

»3  =0,        Ä  =  0, 


^1  ^»  ^3 

Setzt  man  aus  der  ersten  in  die  zweite  ein,  so  ergiebt  zur  Bestimmung  des 

Verhältnisses  der  Coordinaten  «j  :  «2  ^^^  gesuchten  Tangenten  die  quadratische 

Gleichung 

6.  «11«!^    -+-    2ai2«i«3    -h    «22^2*    =   0- 

Geht  Ä  durch  A^t  so  fallen  beide  Tangenten  in  eine  zusammen,  die  Gleichung 

6.  hat  daher  zwei  gleiche  Wurzeln.     Die  Bedingung  hierfür  ist 

7.  a^\  —  ^11^23  ^^  ^* 

Soll  A^A^  die  Tangente  in  A^  sein,  so  müssen  beide  Wurzeln  der  Gleichung 
6.  «^  =  0  sein,  es  ist  also  ai2  =  «^22  =  ^• 

Geht  der  Kegelschnitt  auch  durch  A^  und  berührt  ^1^421  so  ist  «j  3  =  «33  =0. 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten,  der  die  Achsen 
A^A^  und  A^A^  in  A^  und  A^  berührt,  ist  also:     «n«!*  •+■  ^ol^^u^u^  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  r^,  so  ergiebt  sich 

«n'"!*   -+-  2a23''2''3   =  Ö. 
Für  jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  hat  also  das  Produkt  der 

Abstände  von  zwei  Punkten  {A2  und  ^3)  zum  Quadrate  des  Abstandes 

vom  Schnittpunkte  (A^),    der   durch    diese   beiden  Punkte   gehenden 

Tangenten  des  Kegelschnitts  ein  constantes  Verhältniss. 

§  13.  Tangente,  Tangentialpunkt,  Polare  und  Pol  an  Curven  zweiten  Grades. 

1.  Wir  verbinden  einen  beliebigen  Punkt  ^  der  Ebene,  der  die  Coordinaten 
h*  ^2»  ?^8  ^*^  ™^  einem  andern  Punkte  0,  dessen  Coordinaten  ?j,  $2»  ?3  sind, 
durchschneiden  mit  der  Geraden  ^11  die  Curve  zweiten  Grades 

und  fragen  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  die  Strecke  ^ü  von  den  beiden 
Schnittpunkten  getheilt  wird. 

Der  Punkt  F  der  Strecke  ^0,  welcher  dieselbe  im  Verhältniss  Xj  :  Xj  theilt, 
hat  bekanntlich  die  Coordinaten 

Q  ^iXi  -+-  ^2^1  ^1^2  -^  ^2^2        „    ^1^8  "^"  ^2^3 

^'  "^1  ""      Xj  H-  X2     '     ^  ""       Xj  -+-  X2     '     ■*»  ""      Xj  4-  X2     • 

Setzt  man  diese  Werthe  in   1.  ein,  so  erhält  man  nach  Multiplication  mit 
(X,  +  X,)»: 
3.tf,,(X,)CiH-X,E,)»-H2«,,(X,)r,+X,Ei)(X,Xj+X,5j)+2«,,(X,)t,-i-Xi,5,)(X,j:3-4-XjE,) 

2tf,,(Xi^j  +X,5,)»  +  2«,, (X,j;,  +  XaSjX^ilCs  "♦-  ^j^j)  +  «ssC^iJts  "t-^a^s)*  =  0- 
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I^öst  man  die  Klammem  auf  und  ordnet,  so  erhält  man: 


4. 

AK'  -^-  2(/u5i  -hA^  -hA^z)Kh  -^Ah^ 

Hierbei  ist 

5. 

A  ^  «iiXi*  H-  ^^uriJi  H-  2ai3jCijr3  H-  ö„jr/  -h  2a,3 

G. 

/e  s  a,,i,^  -h  2ai2?i52  4-  2018?!?,  -h  «22?/  -H  2ö,j 

7. 

/ijf  =  ^iiXi   ■+-  «ij^a  -♦-  ^18^8» 

8. 

Ar   =  ^12?^l    -^    ^22?^2    -+■   ^28^8» 

9. 

/sJf  ^  ^izl^l    -^    ^28?f2    -^   ^88Jf8- 

0. 


Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  7.  8.  9.  der  Reihe  nach  mit  g|,  g),  S|»  und 
addirt  dann  die  Glieder  colonnenweis,  so  erhält  man  den  CoefBcienten  von  2X|X) 
der  Gleichung  4.  in  anderer  Ordnung,  nämlich  geordnet  nach  den  Cooidinaten 
des  Punktes  ^;  man  erhält  die  Identität 
10.  /,y?i  -^Ar^2  -^-/sySa  «/u^i  -f-  /»^^^  -^  Aih>    wobei 

11.  /U  ^  ^11^1    ■*■    ^12^2    -»-    «18^8» 

12.  Ae   ^   ^12?1    -+-    «22^2    -♦-   ^28?8' 

13.  Ai  ™  ^18^1    -*-   ^28^2    -+-   ^8858- 

2.  Liegt  der  Punkt  ^  auf  der  Curve,  so  befriedigen  die  Coordinaten  |c,  die 
Gleichung  /  =  0,  in  der  Gleichung  4.  verschwindet  also  der  Coefücient  von  Xj* 
und  es  verbleibt  die  Gleichung 

1.  2(/,y6i  -hAr^2  -^Ar^z)hh  -^  AV  =  0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  Xj  =  0;  ein  Schnittpunkt  der  Geraden  $0 
mit  der  Curve  theilt  also  $11  im  Verhältniss  Null;  dieser  Punkt  ist  ^.  Der 
zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  ^U  und  der  Curve  bestimmt  sich  aus  der 
Gleichung  1.,  nachdem  der  Faktor  X^  unterdrückt  worden  ist 

3.  HAA  -^/2yf2  -^/a^y^i   -^A^2  =  0. 

Soll  auch  dieser  zweite  Schnittpunkt  mit  ^  zusammenfallen,  soll  also  die 

Gerade  ^11  die  Curve  tangiren,  so  muss  sich  diese  Gleichung  auf  Xj  =  0 
reduciren.     Dann  müssen  die  Coordinaten  von  U  der  Bedingung  genügen 

4.  /iy?i  -+-  Af^i  -+-  /3;r?3  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  linear  fUr  die  Coordinaten  von  II,  ist  also  die  Gleichung 
einer  Geraden.  Diese  Gerade  geht  durch  $,  denn  es  ist,  wie  man  sich  durch 
Ausrechnung  leicht  überzeugt, 

5.  /nf^i  -^  Arl^i  "+■ /8Jf?^3  =/jf» 
also  gleich  Null,  da  ^iß  auf  /  =  0  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  ^  einer  Curve  zweiten  Grades  eine 

Tangente  der  Curve  geht,  und  dass 

6.  Ap^\  -^  Av^2  -^  fzr^z  =  0 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  $  an  die  Curve /=0  ist. 

3.  Die  Tangente  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  es  einen  Punkt  ^  auf 

der  Curve  giebt,  für  welchen  zugleich 

1.  f\r  =/2y  =/3y  =  ö- 

Denn   dann   verschwindet   für  diesen  Punkt  der  Coefücient  von  X,   in  der 

Gleichung  No.  2,  3  unabhängig  von  5^,  Sg,  63;  also  haben  dann  die  Verbindungs- 
geraden von  $  mit  allen  Punkten  W  der  Ebene,  d.  i.  alle  durch  ^  gehenden 
Geraden,  mit  der  Curve  zwei  in  ^  zusammenfallende  Punkte  gemein. 

Ein  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  /,y  =  f^ji  =  f^x  =  0  liegt  nach  No.  2,  5 
auf  der  Curve  /  =  0.     Nun  ist 

Ar  ^  ^iil^i  -+-  ^i2?^2  -»-  ^liTz* 

Ar  ^   ^12?^1     "•"    ^22?^2    "+"    ^23?^3» 

Ar  ™  ^lil^i  ■+-  ^23?^2  ■+-  ^ZZI^Z' 
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Giebt  es  ein  Werthsystem  Xj,  jCj,  jCj  ,  fiir  welches  diese  drei  homogenen 
linearen  Functionen  zugleich  verschwinden,  so  verschwendet  die  Determinante  ^ 
dieser  Functionen 


2. 


^11     ^la     ^18 

^12       ^22      ^23 
^13       ^23       ^38 


=   0. 


Ein  Punkt  einer  Curve,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  hindurch 
gehende  Gerade  die  Curve  in  zwei  in  den  Punkt  zusammenfallenden  Punkten 
trifil,  heisst  ein  Doppelpunkt  der  Curve. 

Verschwindet  also  die  Determinante  A,  so  besitzt  die  Curve 
zweiter  Ordnung  einen  Doppelpunkt. 

Die  Coordinaten    des  Doppelpunktes   bestimmen  sich  aus  zweien  der  drei 

T  T  T 

Gleichungen  1.  und  der  Gleichung  ir  -^  ~l~  -^  ~i^  =  1- 

^1        ^2        ^3 

Die  Coordinaten  des  Doppelpunktes  werden  unbestimmt,  wenn 
unter  den  drei  Gleichungen  /jy  =  f%%  =  /a?  =  0  nicht  zwei  unabhängige  sind, 
d.  i.  wenn  die  linearen  Functionen /jy,  /jy,  /jy  einander  proportional  sind,  wenn  also 

3.  «Ij   :  öjj  :  «13    =   «12  •  ^22  •  ^28    ==^   ^13  •  ^23   •  ^83- 

Setzt  man  öjj  =  xö^,  so  folgt  0,%%=^  xa^g  =  x^öj^,  ^23  =  *^i3-  Setzt 
man  femer  ^^13  =  ^^in   so  wird  «33  =  Xöjj  =  ^^^m     ^33  =  ^^13  =  ^*^ii* 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Function  /  ein,  so  erhalten  alle  Glieder  den 
Faktor  a^^\  nach  Weglassung  dieses  Faktors  bleibt: 

/j  ^  x^  -h  2x^iJC2  -h  2X;iPjjC3  4-  x*jc|  h-  ^-»Xx^x^  4-  \^xl, 
s  {xy^  -\-  r.x^  -+-  X:c3)». 

Die  Function  /  ist  also  das  Quadrat  einer  linearen  Function,  die  Gleichung 
y=0  vertritt  zwei  zusammenfallende  Gerade. 

In  diesem  Falle  verschwinden  sämmtliche  Subdeterminanten  von  A.  Wenn 
A  verschwindet,  ohne  dass  sämmtliche  Subdeterminanten  verschwinden,  so  ist  der 
Doppelpunkt  ^  eindeutig  bestimmt  Verbindet  man  ihn  mit  einem  andern  auf 
der  Curve  /  =  0  gelegenen  Punkte  0,  so  ist  in  No.  1,  4  ausser /y  =  0  und 
/jy£j  -h  f^%\%  -f-  f%j%i  =  0  auch  noch  der  Coefficient  von  Xj^,  nämlich  Z^, 
gleich  Null;  die  Gleichung  4.  ist  also  identisch,  und  wird  für  alle  Werthe  von  X^ 
und  Xj  erfüllt;  die  Gerade  ^0  gehört  daher  mit  allen  ihren  Punkten  der  Curve 
an,  sie  bildet  einen  Theil  der  Curve. 

Eine  Gerade,  die  durch  11  geht,  und  nicht  mit  11^  zusammenfallt,  hat  mit 
der  Curve  noch  einen  Punkt  11  ^  gemein,  der  nicht  auf  H^  liegt.  Verbindet 
man  11^  mit  ^,  so  schliesst  man,  dass  auch  $11^  (ebenso  wie  $11)  einen  Theil 
der  Curve  bildet. 

Andere  Punkte,  die  nicht  auf  $pn  oder  ^pOi  gelegen  sind,  kann  die  Curve 
nicht  besitzen.  Denn  durch  jeden  Punkt  Q  der  Ebene  kann  man  immer  Gerade 
ziehen,  die  die  zwei  Geraden  ^H  und  ^pHj  schneiden.  Läge  nun  Q  auf  der 
Curve,  so  würde  jede  solche  Gerade  drei  Punkte  mit  der  Curve  gemein  haben, 
im  Widerspruche  damit,  dass  eine  Curve  zweiter  Ordnung  von  einer  Geraden  in 
zwei  Punkten  getroffen  wird. 

Hat  also  eine  Curve  zweiter  Ordnung  einen  Doppelpunkt,  so  zer- 
fällt sie  in  zwei  Gerade.  Diese  Geraden  können  in  eine  Gerade  F 
zusammenfallen;  dann  ist  jeder  Punkt  von  F  als  Doppelpunkt  zu  be- 
trachten. Sind  die  Geraden  getrennt,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der 
Doppelpunkt 
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4.    Es   erübrigt  nun  noch,    im  Falle  A  =  0  die  beiden  linearen  Faktoren 
herzustellen,  in  welche  die  Function  /  zerfallt. 

Sind  dieselben  d^x^  -h  ^2-^2  ~^  ^3-^8  ^^^  ^i-^^i  "^  ^a-^j  "^  ^i^v  ^^  ^^  ^^ 
die  Identität   /  ^  {'l^iXi  -h  d^x^  -+-  ^3^3)  (^1^1  ■+■  c^x^  '-\-  c^x^). 
Aus  derselben  folgen  die  Gleichungen 

2.     ^1^2  -h  /^2^i  =  2öi2'     ^1^3  -*-  ^3^1   =  2013,     ^2^3  ^-  ^3^2  =  2Ät8- 
Aus  1.  zieht  man,  wenn  x,  X,  (a  noch  unbestimmte  Faktoren  bedeuten 

/^l=X(//Zii,        /^2    =    ^y^22»       ^3    =    J*y^3S» 


3. 


^1  =-y^'   ^2  =x^^^^'  ^»  ^]iv^^' 


Setzt  man  diese  Werthe  in  2.  ein,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 
5.  (jH-fjy«ii«33  =  2^18, 

6.  [--+-fj  1^02  2^3  3    =    2ö23- 

Die  Gleichungen  4.  und  5.  genügen,  um  die  Verhältnisse  —  und  —  zu  be- 
stimmen.    Man  erhält 

7.  -=-y==(ai2=^y«iS— ^11^22)»     T=  -7^=  («1 2  ^  V^i2  —^11^2  2) 

X        1/^11^22  ^        yöllÖ22 

Setzt  man  dies  in  3.  ein,  so  erhält  man  die  Zerfallung  der  Function  /: 

y^ii  y^ii 

[y^ii-^i  ■•"  ::7=  («1 2 — yö^?2— «11^22)  -^2  -+-  -p^  (^1 3 — y^*r-^ii^i7>3i- 

y«ii  y^ii 

Hierbei   mögen  y öj  j  und  Ya^^ — ^11^33  positiv  gerechnet  werden. 

Ueber  das  Vorzeichen  von  Y^}^ — ^11^33  '^^  dann  so  zu  verfugen,  dass 
das  Produkt  der  beiden  linearen  Faktoren  mit  der  Function  /  übereinstimmt 
Führt  man  die  Multiplication  aus,  so  erhält  man  unabhängig  davon,  ob  man  für 

■j/öj^g  —  ^11^33    in    beiden  P'aktoren    den   positiven    oder  den  negativen  Werth 

ansetzt,  folgende  Glieder  «i  jJ^i*'^  -+-  «22-^2*  "•"  ^zz^i  "*"  ^ci^^x^x^  -H  ^^\i^\^z* 
übereinstimmend  mit  /;  es  handelt  sich  also  bloss  noch  darum,  den  Coefficienten 
von  x.^x^  im  Produkt  der  linearen  Faktoren  mit  2^723  zu  vergleichen.  Dieser 
Coefficient  ergiebt  sich  zu: 

(^1 2  —  V^h  —  «1 1^22)  •  -7=  ('^i 3  -+-  V'^iS  — ^11^33) 


y^ii  y« 

1  . 

=  7— (2^1 2^13  —  2  y(Ä  23  —  tf  1 1^22)  W3  -  «1 1^33))  • 

Der  Radicand  giebt  ausgerechnet 

10.  ^lVl%   —  ^lVll^22  —  ^?2^11^33  -*-  ^l*1^22<'83- 


«.  - 
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Entwickelt  man  die  Determinante  A  =  0,  so  erhält  man 

A   =  ^11022^33  —^11^28   —  ^22^1^3   ■—  ^33^?2   "^  2012023^31    =    ^' 

Multiplicirt  man  A  mit  a^  ^  und  zieht  das  Produkt  von  10.  ab,  so  erhält  man 

y(fl»2— «ll«22)(«f3—  «11^33)   ^   ^lV?3   -+■  ^?l^l8   —  2äi2<'28«31«11i 

=  («12^13  —  ^11^23)^- 

Also  wird  der  Coefficient  von  x^x^: 

*ii 
Damit  nun  dieser  CoefÜcient  mit  2^2  3  übereinstimmt,  muss  das  obere  Zeichen 

der  Klammer  gewählt  werden,  d.  i.  man  muss  setzen 

yafj  — tfii^jj  •  Yafs  —  ai  1^3 3  =  ^1 2^1 3  —^1 1^2 3 (und nicht— ^i^ ^a^ ^-ha^ ^a^ 3). 
Das  Vorzeichen  von  Yä^^ — ^ii^a3   ßfiuss  also  mit  dem  Vorzeichen 
von  ^12^18  —  ^11^23  übereinstimmen. 


5.  Wir  führen  nun  die  entsprechenden  Untersuchungen  für  Liniencoordinaten 
durch. 

Eine  beliebige  Gerade  %  der  Ebene  durchschneiden  wir  mit  einer  andern 
Geraden  T  und  bestimmen  die  Tangenten  der  Curve  zweiter  Klasse 

?^  «11*^1^  -+-2ai2«i«2  H-  2ai3«i«3  -f-  aj»«!  H-  2«23«2«3  "^  ^zz^l  =  0, 
die  durch  den  Schnittpunkt  von  %  und  T  gehen. 

Die  Coordinaten  von  %  seien  u^,  u^»  Ug',  die  von  T  seien  z^j,  v^^  v^\  die 

Coordinaten  von  T  ergeben  sich  dann  durch  die  Formeln  (§  12,  No.  11) 

Ux   =         \      -—\  t      X  =   1,    Z,    d. 

A|    -T"   A2 

Setzt  man  dies  in  9  ein  und  ordnet,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  de^ 
Verhältnisses  Xj  :  X,  die  Gleichung 

1.  <pttXf  4-  2  (9iu^i  -I-  ?2u2'2  -^  ?3tt^3)  ^1^2  -+-  ?f  X|  =  0  . 
Hierbei  ist 

2.  (ptt  »  ttiiUi^  -f-  2ai2UiU2  -h  2ai3UiU3  -+-  a22u;  -+-  2a23U,U3  -h  a33u|, 

3.  ffv  ^  «11^1*  -H  2ai2«'i2'2  ^-  2ai3«^iZ/3  4-  (»22^1  H-  2a2,z^2^3  "+■  «*83^l' 

4.  9jU    ^   «11^1   -*-  0^12^2  ^~  °'l3"3' 

5.  ^jtt    ^   °'l2^1   "•"  ^22^2  "*"  °'23^S» 

6.  ^jy    ^  ai3Ui   -h  «23^2  "*~  *83^3  • 

Multipücirt  man  4.,  5.,  6.  der  Reihe  nach  mit  z/j,  v^t  v^  und  addirt,  so  erhält 
man  die  Identität  - 

7.  (pittZ/j   -h  92U^2   -«"  ?3U2'3    —   ^l«»«!    -+-  ?2«'"2  -»"  ?3f  »3  »    ^obei 

8.  9jj,    ^   «11^1    ^-  0^12^2  "•"  °'l3^3» 

9.  ^2»    ^   °'l2^1   "•"  0^22^2  "+"  *23^3» 
10.  <P3P    ^   «18^1   "*"  «2  3^2   "+"  0^3  3^3  ' 

6.  Berührt  die  Gerade  S  die  Curve  9,  so  ist  ^u  =  0;  die  Gleichung  No.  5,  1 
geht  daher  über  in 

1.  2(9iu2'i  H-  ?2U2'2  -»-  ?3U^3)  X1X2  -h  9trX|   ==  0. 

Diese  Gleichung  hat  die  Lösung  Xj  =  0;  die  dazu  gehörige  Gerade  T  fallt 
mit  %  zusammen.  Die  zweite  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  1.  ergiebt 
sich  aus  der  linearen  Gleichung 

2.  2  («Piu^'i  -H  ?2u2'2  -+-  ?3u^3)  ^1  -»-  ?t.X2  =  0. 

Soll  auch  diese  Lösung  mit  %  zusammenfallen,  so  muss  die  Gerade  T  so 
gewählt  werden,  dass  der  Coefficient  von  Xj  verschwindet,  also  so,  dass 

^cmomuncOf  Haadbucb  der  Mathematik.    Bd.  II.  q 
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Dies  ist  die  Gleichung  eines  Punktes  /^,  derselbe  liegt  auf  J,  detin  es  ist 
?iuWi  -+-  ?2u^2  "•"  ?3uU3  ^  9u »  "nd  dies  verschwindet,  da  S  die  Cürve  9  =  0 
berührt  Mithin  ist  ^m^i  H-  ?2n^a  "*"  ?3u^3  =  ^  die  Gleichung  des  auf4er 
Curventangente  u^,  «g,  U3  gelegenen  Tangentialpunktes. 

7.  Der  Punkt  <Piu^i  -I-  ?2u^j  -i-  ?8U^3  =  0  ist  im  Allgemeinen  eindeutig 
bestimmt;  im  Allgemeinen  giebt  es  also  auf  jeder  Curventangente  2  nur  einen 
Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  ausser  2  sich  keine  Curventangente  durch 
ihn  legen  lässt.  Der  Tangentialpunkt  wird  nur  flir  eine  Curventangente  unbe- 
stimmt, für  deren  Coordinaten  die  Coefficienten  <p,u,  ^ju»  ?8u  der  Gleichung 
des  Tangentialpunktes  verschwinden;  giebt  es  eine  Gerade,  für  welche  ^iu»9$ut 
9311     verschwinden,     so    ist    dieselbe     auch    Curventangente,     da     dann    auch 

9u  ^  <PiuUi  -+-  <P2uW2  H-  ?3uW3  verschwindet. 

Soll  es  ein  Werthsystem  U|,  U2,  U3  geben,  für  welches 

?2U    ^   «12^1   "•"  ^22^2   "+"  *28^8    =   ^» 
?3U    =   «IS^l   -+-  «98"2  -•-  «SS^S    =    ö, 

SO  muss  die  Determinante  Z>  dieser  Gleichungen  verschwinden,  es  ist 


1.  I>^ 


«11  <»12  «18 
«12  «22  *23 
*1 3    «23    *33 


=   0, 


oder  ausgerechnet 

2.  Z>  ^   aiia22*33  -"  *?2*83  ""  *f30'22  ""  ^h^ll   "*"  2ai2«28*18    ==   ^• 

Eine  Gerade,  die  so  gelegen  ist,  dass  durch  jeden  ihrer  Punkte  zwei  mit  ihr 
zusammenfallende  Tangenten  einer  Curve  9  gehen,  heisst  Doppeltangente  der 
Curve.  Die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Curve  zweiter  Ordnung  eine 
Doppeltangente  hat,  ist  also  £>  =  0.  Die  Coordinaten  der  Doppel- 
tangente bestimmen   sich   aus  zweien  der  Gleichungen  9^1,  =  ^ju  ==  93U  =  0 

und  aus  — r —  -f-  — r h  —7 —  =   1  . 

^1  ^2  ^8 

Die  Coordinaten  der  Doppeltangente  werden  unbestimmt,  wenn 
sämmtliche  Subdeterminanten  von  J?  verschwinden,  d.  i.  wenn 

1.  «Ij    :  a^j   :  aj3    =    «12   •  «22   •  *23    =    ^IZ    '  ^2Z   •  *33  ' 

Wie  in  No.  3  wird  bewiesen,  dass  9  alsdann  das  Quadrat  einer  linearen 
Function  ist.    Die  Curve  besteht  daher  aus  zwei  zusammenfallenden  Punkten. 

Verschwindet  £>,  ohne  dass  sämmtliche  Subdeterminanten  gleich  Null  werden, 
so  ist  die  Doppeltangente  S;  eindeutig  bestimmt.  Legt  man  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Doppeltangente  J  und  einer  andern  Curventangente  T  eine  Gerade  T 
mit  den  Coordinaten 

"«  =      X^  -^  X2     '       ^  =  1»  2,  3, 
so  ist  auch  7'  eine  Tangente  der  Curve,  denn  in  der  Gleichung 

9a^?  -+-  2(<piu7'i    -+-  ?2ll^'2  -^  ?8tt2'3)^1^2  4-  9t,X|    =   0 

verschwinden  9u>  ?»  ^^^^  der  Coefficient  von  X^Xj,  weil  S  und  T  die  Curve  9  be- 
rühren und  S  Doppeltangente  ist;  also  ist  die  Gleichung  identisch. 

Der  Schnittpunkt  $  von  S  und  T  bildet  daher  einen  Theil  der  Curve  9. 
Durch  irgend  einen  Punkt  der  Geraden  T  geht  ausser  T  noch  eine  Curven- 
tangente T';  es  lässt  sich  nun  für  den  Schnittpunkt  $'  von  T'  und  £  ebenso, 
wie  für  den  von  T  und  5.  beweisen,  dass  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  der 
Gleichung  9  =  0  genügt,  dass  er  also  ebenfalls  einen  Theil  der  Curve  9  =  0  bildet 
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Andere  Gerade,  als  die  durch  einen  dieser  beiden  Punkte  gehenden,  können 
der  Gleichung  9  =  0  nicht  genügen.  Denn  wäre  dies  mit  der  Geraden  S  der 
Fall,  so  würden  durch  jeden  Punkt  Q  auf  5  drei  Gerade  gehen,  die  9  =0  ge- 
nügen, nämlich  S  und  die  beiden  Geraden  Q^  und  Q^' ,  im  Widerspruche 
damit,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  nur  zwei  Gerade  gehen,  für  welche 
^  verschwindet  Hat  daher  eine  Curve  zweiter  Ordnung  eine  Doppel- 
gerade, so  zerfällt  sie  in  zwei  Punkte;  fallen  diese  beiden  Punkte 
in  einen  Punkt  H  zusammen,  so  ist  jede  durch  11  gehende  Gerade  als 
Doppelgerade  zu  betrachten;  sind  sie  getrennt,  so  ist  die  Doppel- 
gerade die  Gerade,  auf  der  sie  liegen. 

8.  Es  erübrigt  nun  noch,    im  Falle  Z>  =  0  die  beiden  linearen  Faktoren 

herzustellen,  in  welche  die  Function  9  zerfällt. 

Die  beiden  Faktoren  seien  9  ^  (ßi^i  -f-  ß«^«  "*"  ßs^'s)  (Ti^i  "+"T2*^2  "+"T8*'8)- 
Multiplicirt  man  die  beiden  Trinome  aus  und  vergleicht  die  einzelnen  Glieder  ' 

mit  den  Gliedern  der  Function  9,  so  erhält  man  durch  ganz  dieselben  Schlüsse, 

wie   in   No.  4:      Verschwindet    die    Determinante   D,    so    zerfällt    die 

quadratische  Function  9  in  zwei  lineare  Faktoren: 

y«ii  y«ii 

Hierbei  hat  yajj  —  «naas  das  Vorzeichen  der  Differenz  «12*13 
—  *ii*23>  d^^  andern  Wurzeln  sind  positiv. 


9.  A.    Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  5ß  der  Curve  /  =  0  ist 

1.  /ly-^i  ^-/ajr'^2  -»-/af'^s  =  ö. 

Sind  »1,  «2»  ^3  d^^  Coordinaten  der  Tangente,  so  sind  die  Grössen  Uxlhx, 
X  =  1,  2,  3,  proportional  den  Grössen  /^^t  /gy»  /zx-  Es  giebt  also  einen 
Faktor  m,  der  den  Gleichungen  genügt: 

2.  ÄjiJTi  -+-öi2?2  H-  ^13^3  —  -^  .»«  =  0, 


u 


2 


3.  ^121^1   "+"  ^22?^2    "+"  ^28?^3    —   T"  *  »*   =   0, 

M  ^8  r. 

*•  ^izl^l   ■+■  Ö28?^2    -»-  ^ZZl^B    ""'äT  '^   ==    ^* 

^Z 

Da  der  Punkt  ^  auf  der  Tangente  liegt,   so  ist  noch  ausserdem 

^1  ^a  ^^ 

5.  -^,^  +  _^j,^_l,^  =  0. 

Die  Gleichungen  2.  .  .  5.  sind  homogen  und  linear  für  y,,  jCg,  jTj  und  m;  ihr 
Verein  wird  bedingt  durch   das  Verschwinden  ihrer  Determinante 

«11  ^12  ^18  «1-^1 

^12  ^22  ^28  «2*'*2 

^18  ^23  ^88  «8  '^8 

t^l  :^1  U^  :^2  «8-^3         0 

Wenn  also  die  Coordinaten  einer  Geraden  dieser  Bedingungsgleichung 
genügen,  so  tangirt  die  Gerade  die  Curve  /  =  0.  Folglich  ist  <p  =  0  die 
Gleichung  der  Curve/  =  0  in  Liniencoordinaten. 

9^ 


6. 


? 


=  0. 
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B.    Die    Gleichung    des    Tangentialpunktes    einer    Tangente  S    der   Curve 
zweiter  Ordnung  9  =  0  ist  (No.  6) 

7.  9iu  •  «1  -h  tP2u  *  ''2  "^  ?3U  •  ^s  =  0. 

Sind  ^j,  jiTg,  ^3  die  Coordinaten  des  Tangentialpunktes,  so  sind  die  Quotienten 

Xx\hxt     X  =  1,  2,   3    den    Grössen  ^^u,     ^gu,     ^ju    proportional;    für    einen 

gewissen  Faktor  m  bestehen  also  die  drei  Gleichungen 


8. 

9. 

10. 


«11»! 


12^1 


«18^1 


12^2 


■22^2 


agaUj 


«isWs-  r 


JC 


a23"s 


2 


^83"3  —    -f^ 


»1    =   0, 

m  ^  0, 
»1  =  0. 


s 


Da  der  Punkt  jc»  auf  der  Tangente  u«  liegt,  so  ist  noch  ausserdem 


11. 


^«> 


^2 


/W3  =  0. 

^3 


Die  Gleichungen  9.  .  .  10.  sind  homogen  und  linear  für  u,,  U2>  Wj  und  m] 
ihr  Verein  wird  durch  das  Verschwinden  ihrer  Determinante  bedingt: 


12. 


/- 


■11 
12 

13 


a 


12 
22 

23 


a 


a 


18 

2» 
33 


x^  :  ^j 
X2  •  ^2 

^3  •  ^3 


1^1^   •  /»l     Xq      •  /^Q    i^O   •  //  Q        U 


=  0. 


Wenn  also  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  diese  Gleichung  erfüllen,  so  ist 
P  der  Tangentialpunkt  einer  Tangente  der  Curve  9  =  0.  Daher  isty=  0 
die  Gleichung  der  Curve  9  =i  0  in  Punktcoordinaten. 

10.  A.  Wir  nehmen  jetzt  einen  Punkt  ^  ausserhalb  einer  Curve  /  =  0 
an  und  fragen  nach  den  durch  $  an  die  Curve  gehenden  Tangenten. 

Liegt  der  Punkt  11  auf  einer  der  Tangenten,  so  fallen  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  ^ßll  und  der  Curve  in  einen  Punkt  zusammen,  die  Gleichung  No.  1,  4 
hat  also  zwei  gleiche  Wurzeln  für  X^  :  Xg .     Die  Bedingung  hierfür  ist 

/t  •/{  -  (/u5i +/„£2 +/,fy  =  0. 

Ersetzen  wir  hier  die  Coordinaten  £»  durch  x»,  so  folgt:     Die  Gleichung 

1-  /y  •/  —  (/ly  •  ^i  -H  Af  •  -^2  -^  At  •  ^^y  =  0 

ist  die  Gleichung  der  beiden  durch  den  Punkt  5ß  gehenden  Tangenten 

der  Curve  zweiter  Ordnung  /  =  ü. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1.  zerfallt  daher  in  zwei  lineare  Faktoren  T 
und  7^1  ;    und    7"  =  0,     7"^   =  0  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Tangenten. 

Ordnet  man  die  Gleichung  1.  und  bezeichnet  die  Coefficienten  der  geordneten 
Gleichung  mit  /^x>  so  hat  man 


^1   -=^  ^\\h—fh\         ^22  =  ^22/y  — /ly*. 

^12  =  ^12/y  """/lyAy  J    ^13  =  ^^\^h  ~~f\%'  fzr'^ 
Also  ist  die  Determinante  A'  der  Gleichung  1.: 


33 


=  ^33/y— /I 


y» 


^^23  =  ^23/y  — Ay  •/: 


3y 


2. 


A'  = 


^11/y  — /?y»  ^12 

'^la/y  —  /lyAy»     ^22 
^13/y  —  /ly/sy »     ^2  3 


/y  -  /ly/ 


2y» 


a 


13 


/y  -  /ly/; 


3y 


/y  —  Zly»         ^23/y "~  Ay/sy 


/y  ~~  Ay/; 


3y » 


^ 


33 


/; 


/3y 


Dieselbe    zerfallt   in    acht  Determinanten;    nach    Absonderung  gemeinsamer 
Faktoren  aus  Zeilen  oder  Colonnen  erhält  man  zunächst 

/ly  Ay  /35 


A'=/,: 


öjl  <2i2  ^13 
^1  2  ^22  ^^23 
«13  Ö33  ^83 


_/,» 


/. 


«12    «2  2    ^^2  3 
«13    «23    «33 


-A* 


•/ 


2C 


^11  ^12^13 


/ir  As  /: 


sc 


«13  «28^88 
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-  fi  •  hl 


^11  ^12^18 

f\x  fn  f%% 

/if  Af  Af 

^12  ^22  ^23 

-^A  '/uAx 

fix  f^t  fzi 

-H/j'/u/sf 

^12  ^22^43 

f\i  f\i  fzx 

^13  ^23^38 

fxifnfzx 

^11   ^12^13 

1     1     1 

^-A-Ar/a? 

/u  /2J  /iX 

-  fhfh/h 

1     1      1 

• 

/u  /%x  /sf 

1     1     1 

Die  letzten  vier  Determinanten  verschwinden,  da  jede  identische  Zeilen 
enthält.  Setzt  man  in  der  zweiten  Determinante  die  Werthe  für  fuf^i/zi  ein, 
so  zerlegt  sie  sich  in  die  Summe  von  drei  Determinanten.     Man  erhält: 

fix  /2X  /sf 

^2 


^12   ^22  ^28 
^13    ^23  ^33 


^h 


^12   ^22  ^28 
^13    ^23  ^33 


^12    ^22  ^23 


^12   ^22  ^23 
^13    ^28  ^33 


h 


^18    ^23  ^83 


^12    ^22  ^28 
^18    ^28  «83 


Die  letzten  beiden  Determinanten  haben  jede  zwei  identische  Zeilen,  ver- 
schwinden also,  und  es  bleibt  jc^  •  A  als  Werth  der  links  stehenden  Determinante. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  die  dritte  und  vierte  Determinante  in  der  Ent- 
wicklung von  A'  die  Werthe  jCg  '  A,  j^s  •  A.  Das  zweite,  dritte  und  vierte  Glied 
von  A'  vereinen  sich  daher  zu 


—  ^'frHfuh  -^f2xX2  -^fzxh) 


A-A 


Mithin  ist  A'  =  0,  in  Uebereinstimmung  damit,  dass  die  Gleichung  1.  zwei 
Gerade  repräsentirt. 

B.  Die  Gleichung  der  Tangentialpunkte  einer  Curve  zweiter  Klasse  <p  =  0, 
welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  2  liegen,  erhält  man  durch  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade  T  durch  einen  der  Tangentialpunkte  geht,  wenn  die  durch  den 
Schnittpunkt  von  3:  und  T  gehenden  Tangenten  der  Curve  zusammenfallen. 
Dann  muss  die  Gleichung  No.  5,  1: 

zw^ei  gleiche  Wurzeln  fiir  X^  :  Xg  ergeben.     Die  Bedingung  hierfür  ist 

Ersetzt  man  die  Coordinaten  Vx  durch  u^t  so  erhält  man:    Die  Gleichung 


1. 


?U    •  ?«    —    (<PlU  •  ^i    -+-  ?2U  •  «2  "^  ?3W  *  ^3)^    =    ö 


ist  die  Gleichung  der  beiden  Tangentialpunkte  der  Curve  9  =  0,   die 
auf  einer  gegebenen  Geraden  S  liegen. 

Entwickelt  und  ordnet  man  die  Gleichung  1.  und  bezeichnet  die  Coefficienten 
mit  ß/Ki  so  dass  die  Gleichung  ist 

so  beweist  man  wie  im  ähnlichen  Falle  lOA,  dass  die  Determinante  verschwindet 

Pll    ßl2   ßl3 
^'  =   ßl2   ß22   ß23   =0. 
Pl3    ß23    ^33 

11.  A.  Wir  verbinden  einen  Punkt  $ß  der  Ebene  mit  einem  andern  Punkte  11 
und  fragen  nach  der  Bedingungsgleichung,  die  zwischen  den  Coordinaten  von  ^ 
und  n  besteht,  wenn  die  Gerade  $  11  die  Curve  zweiter  Ordnung  /  =  0  in  zwei 
Punkten  schneidet,  die  zu  dem  Punktpaar  $0  harmonisch  liegen. 

Zwei  Punkte  jP"  und  jP"  auf  der  Geraden  ^ßfl,  deren  Coordinaten  aus  den 
Coordinaten  von  $p  und  11  nach  den  Formeln  folgen: 


X-.'    = 


Xi'^  +  Xj'l, 

II           ^1    ?^«  "^  ^2    ^« 

X,'  +  Xj'    ' 

■^''           X,"  +  X," 

X  =  1,  2,  3. 


sind  bekanntlich  harmonisch  zu  ^H,  wenn  die  Verhältnisse  Xj  :  Xj'  und  Xj" :  Xg" 
entgegengesetzt  gleich  sind.     Die  Verhältnisse  X^  :  Xj   für  die  Schnittpunkte  der 
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Geraden  ^  11  und  der  Curve  /  =  0  folgen  aus  der  Gleichung 

Soll  diese  Gleichung  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  haben,  so  muss  sie 
rein  quadratisch  sein,  es  muss  also  der  Coefficient  von  XjXj  verschwinden. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Schnittpunkte  von  ^0  und  der 
Curve  zweiter  Ordnung/ =  0  harmonisch  zu  ^  und  H  sind,  ist  daher 

Zwei  so  gelegene  Punkte  heissen  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Curve  zweiter 
Ordnung. 

B.  Unter  conjugirten  Geraden  einer  Curve  zweiten  Grades  versteht  man 
zwei  Gerade,  die  zu  den  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  beiden  Tangenten 
harmonisch  sind. 

Sind  2  und  T  zwei  Gerade,  so  sind  die  Coordinaten  der  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gehenden  Tangenten  einer  Curve  zweiter  Klasse 

_  XiUx4-XgD,      ^  _  1    2    3 

wenn  sich  X^  und  Xj  aus  der  Gleichung  bestimmen 

Sind  S  und  T  conjugirt,  so  liefern  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  2. 
harmonisch  zu  2  und  7' conjugirte  Gerade,  sind  also  entgegengesetzt  gleich,  also 
ist  die  Gleichung  2.  rein  quadratisch;  mithin  verschwindet  der  Coefficient  von  XjXj. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz:  Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Gerade  2 
und  T'in  Bezug  auf  eine  Curve  zweiten  Grades  9  =  0  conjugirt  sind,  ist 

12.  A.  Die  Punkte  0,  die  einem  gegebenen  Punkte  ^  in  Bezug  auf 
eine  Curve  zweiten  Grades  conjugirt  sind,  genügen  der  Gleichung 

wobei  nun  /^^  /^y,  /^y  gegebene  Werthe  haben.  Diese  Gleichung  ist  line^ar,  also 
liegen  diese  Punkte  auf  einer  Geraden.  Diese  Gerade  heisst  die  Polare 
des  Punktes  $  in  Bezug  auf  die  Curve/  =  0. 

Die  Polare  eines  Punktes  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  ftir  die  Coordi- 
naten dieses  Punktes  die  drei  Grössen /j|r,  /^p /fi^  zugleich  verschwinden.  Wir 
sehen  daher:  Bei  jeder  eigentlichen  Curve  zweiten  Grades  (Ellipse,  Hy- 
perbel, Parabel)  ist  die  Polare  jedes  Punktes  eindeutig  bestimmt 

Besteht  eine  Curve  zweiter  Ordnung  aus  zwei  getrennten  Geraden,  so  ist  die 
Polare  des  Schnittpunkts  dieser  Geraden  unbestimmt;  besteht  die  Curve  aus  zwei 
zusammenfallenden  Geraden,  so  ist  die  Polare  jedes  Punktes  der  Geraden  unbe- 
stimmt.    In  diesen  beiden  Fällen  folgt  aus  der  Identität 

dass  der  Gleichung  der  Polaren  jedes  Punktes  ^  durch  die  Coordinaten  des 
Doppelpunktes  genügt  wird,  da  für  diesen  Punkt  die  Functionen /^ ^ ,  /^t,  f^t 
verschwinden.  Wir  sehen  also:  Besteht  eine  Curve  zweiter  Ordnung  aus 
zwei  sich  schneidenden  Geraden,  so  geht  die  Polare  jedes  Punktes 
durch  den  Schnittpunkt  der  zwei  Geraden;  besteht  die  Curve  aus 
zwei  zusammenfallenden  Geraden,  so  fällt  die  Polare  jedes  nicht  auf 
der  Geraden  gelegenen  Punktes  mit  den  beiden  Geraden  zusammen. 
Ferner  ist  aus  der  Gleichung  der  Polaren  sofort  ersichtlich:  Liegt  ein 
Punkt  auf  der  Curve  /  =  0,  so  ist  seine  Polare  die  durch  ihn  gehende 
Curventangente. 
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Die  Gleichung  der  durch  5ß  gehenden  (realen  oder  conjugirt  complexen) 
Tangenten  der  Curve  /  =  0  ist  bekanntlich 

fr  •/  -  (/ly^i  -^  /2y^2  -+-  f%T  ^3)*  =  0. 
Die  Punkte,  in  welchen  diese  Tangenten  die  Curve  berühren,  befriedigen 
die  Gleichung /=  0;  also  ist  für  die  Coordinaten  dieser  Punkte  auch 

/i^r'-^i  ^-/3r"^2  -^-/sr-^s  =  ö. 
Wir  haben  daher:     Die  Polare  eines  Punktes  5p  in  Bezug  auf  eine 

Curve  zweiten  Grades  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  von  $ 

aus  an  die  Curve  gelegten  Tangenten. 

Aus  dem  Begriff  der  Polaren  sowie  aus  der  Identität: 

folgt  noch  der  Satz:   Geht  die  Polare  des  Punktes  5ß  durch  den  Punkt  11, 
so  geht  auch  die  Polare  von  11  durch  $p. 

B.    Die  Geraden  T,  die  einer  gegebenen  Geraden  S  in  Bezug  auf 
eine  Curve  zweiter  Kla*sse  conjugirt  sind,  genügen  der  Gleichung 

2.  <PlU  •  «1    -I-    ?2U  •  «2    -f-   ?3U  '«3=0, 

gehen  also  durch  einen  Punkt.    Dieser  Punkt  heisst  der  Pol  der  Geraden 
in  Bezug  auf  die  Curve  9  =  0. 

Der  Pol  einer  Geraden  ist  eindeutig  bestimmt,  ausser  wenn  die  Gerade 
Doppelgerade  ist;  der  Pol  einer  Doppelgeraden  ist  unbestimmt,  jeder  Punkt 
der  Ebene  kann  dafür  gelten.  Besteht  die  Curve  nur  aus  einem  Punkte,  so  ist 
für  jede  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  der  Pol  unbestimmt. 

Die  Gleichung  des  Poles  kann  auch  geschrieben  werden 

3.  ?i«  •  Ui  -h  ?2«  •  «2  -»-  ?3«  •  «3  =  Ö- 

Besteht  nun  die  Curve  9  =  0  aus  zwei  getrennten  oder  vereinten  Punkten, 
so  wird  der  Gleichung  des  Poles  durch  die  Coordinaten  einer  Doppelgeraden 
gentigt,  denn  für  dieselben  ist  cp^,^  =  cpg,,  =  93,^  =  0.  Wir  sehen  daher: 
Besteht  eine  Curve  zweiter  Klasse  aus  zwei  getrennten  Punkten,  so 
liegt  der  Pol  jeder  Geraden,  die  nicht  durch  einen  der  beiden  Punkte 
geht,  auf  der  Geraden  der  beiden  Punkte;  besteht  die  Curve  aus  zwei 
in  F  vereinten  Punkten,  so  fällt  der  Pol  jeder  Geraden,  die  nicht 
durch  den  Punkt  /'geht,  mit  dem  Punkte  jP  zusammen. 

Aus  der  Gleichung  des  Poles  folgt:  Der  Pol  einer  Tangente  einer 
Curve  zweiter  Klasse  ist  ihr  Tangentialpunkt.    Aus  der  Identität 

?1U  •  V^    -+■   «P2U  •  V^    -h    <P3u  •  V^    s  ?Pj^  .  Uj    -h    <P3„  •  U2    -+-   Tj»  •  Uj 

folgt:    Liegt  der  Pol  der  Geraden  Z  auf  T,  so  liegt  auch  der  Pol  von  T 
auf  2.    Die  Gleichung  der  auf  3;  liegenden  Tangentialpunkte  ist 

?u  •  <p  -—  (<Piu  •  «1   -+-  ?2u  •  «2  -+-  T3U  •  «s)^  =  ö- 
Die  Geraden  T,  welche  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  und  die  Curve 
;p  =  0  berühren,  genügen  daher  der  Gleichung 

?iu  •  «1   -H  ?2u  •  «2  -•"  ^3«  '^3=0» 
gehen  also  durch  den  Pol  der  Geraden.     Der  Pol  einer  Geraden  2  für  eine 

Curve  zweiten  Grades  ist  daher  der  Schnittpunkt  der  Geraden,  welche 
die  Curve  in  den  Schnittpunkten  mit  2  berühren. 

Der  Vergleich  dieses  Satzes  mit  dem  analogen  Satze  in  A.  zeigt:  Die  Be- 
griffe Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  gehören  zusammen;  oder: 
ist  eine  Gerade  A  die  Polare  eines  Punktes  B,  so  ist  auch  der  Punkt 
B  der  Pol  der  Geraden  A. 


»36 


Analytische  Geometrie. 


Dies  kann  auch  algebraisch  wie  folgt  bewiesen  werden:    Die  Gleichung  der 
Polaren  eines  Punktes  $P  ist 

fix  '  ^1  -+-  fu  '  «^2  -»-  Ax  •  ^8  =0. 
Sind  Uj,  U2,  U3  die  Coordinaten  der  Polaren,  so  sind  die  Grössen  /jj,  /jj, 

/sf  proportional  zu  u^  :  h^,  Ug  :  A^,  U3  :  A^,  also  hat  man 


4. 


^11?^!    -+-  ^lih   -+-  ^lil^Z   =  ^ 


^12?^1    ■»-    ^J2?^a    -+-    ^28?^8    =    ^ 


u. 


''s 
Aus  diesem  linearen  Systeme  folgten  das  Verhältniss  der  Coordinaten  des 

Punktes  5ß,    ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  a^jt  und  die  Coordinaten  der 

Polaren  zu: 


ö*     Ti  •  T2  •  T^z  — 


a 


12 


'22 


a 


23 


13 


2  3 


^3  3 


a 


13 


^ 


23 


11 


12 


.U 


U. 


U 


33 


a 


3 


13 


11 


a 


12 


a 


13 


IS 


22 


SS 


U« 


u. 


Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten  ist 


9 


11 
4  2 


<7 


12 
22 


a 


a 


13 
28 


«1  i'^l 

«2  -^2 

«^.  :  A. 


13  •*28  '*33  •*8  •  '*3 

Entwickelt  man  dies  nach  den  Elementen  der  letzten  Zeile,  so  entsteht: 


=  0. 


6.     ?  =  — 


^12      ^13 


^ 
h. 


u 
^22    ^2  3    ~}^ 

u 

^23      ^33      ^ 


3 


>^1 


^18      ^11 


«23      ^12 


^33      ^13 


U 


1 
2 


U. 


Ui 


Hieraus  erhält  man  leicht 


a 


11 


12 


18 


\% 


22 


u 


u, 


u, 


a 


23 


ZI 


^i«=  — 


^12  ^13  /^ 
^22  ^23  ^ 


2 


U, 


«23  « 


83  Ä 
^8 


?2«= 


«13  «11 


>^1 


ly 


«23  « 


2 


2/. 


^33  « 


13  A 

''s 


»  ?3«—  "~ 


«11  «12  J 


^12  «2  2  yj] 

U 
^13  «2  3  ^ 


Vergleicht  man  dies  mit  5.,  so  erhält  man  die  Proportion: 

7  ?i    .    ?^2   .    ?^8  m        .  m        .  ^ 

Die  Gleichung  des  Punktes  ^  ist 


u, 


h 


Ui 


u.  =  0, 


>4l    "^    ^    >42       ^  /'3  ' 

also  in  Rücksicht  auf  7.: 

?ltt  •  «1     -I-    ?2U  •  «2    -+-    ^3U  -«3=0. 

Mithin  ist  in  der  That  der  Punkt  ^  der  Pol  seiner  Polaren. 
Wir  schliessen  hieran  zunächst  einige  Constructionen. 
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und   die   durch  $  gehenden 
istruiren,    wenn   fünf  Funkte 

X 


13.   A.   Die  Polare   eines  Punictes 
TiDgenten    eines   Kegelschnitts    zu    const 
desselben  gegeben  sind. 

Sind  ABCDE  die  gegebenen  fUnf  Punkte, 
so  ziehe  man  ^A  und  %^B  und  bestimme  nach 
dem  PASCAL'schen  Satze  die  Punkte  F  und  G, 
b  welchen  diese  Gerade  den  Kegelschnitt  zum 
iweiien  Male  treffen.  Hierauf  bestimme  man 
den  Schnitt  H  der  Geraden  AB  und  FG,  sowie 
den  Schnitt  J  der  Geraden  AG  und  BF.  Zieht 
nun  nun  HJ,  so  sind  nach  dem  Satie  über  das 
TolUtindige  Viereck  die  Punkte  L  und  K  die 
nerten    harmonischen    Punkte     zu    A  F^    und  %./ 

hQ%  also  ist  LK  die  gesuchte  Polare. 

ConstTuirt  man  nun  die  Punkte  M  und  N,  n^  ^ig , 

nlche  die  Polare  von  |)  mit  dem  Kegelschnitte 

gemera  hat,   so   sind   ^jV  und   $iV  die   durch   $   gehenden   Tangenten   des 

^ebchnitts  und  M  und  N  sind  ihre  Tangen ^al punkte. 

B.  Den  Pol  einer  Geraden  %  und  die  auf  3:  liegenden  Tangential- 

punkte  eines  Kegelschnitts  zu  construiren,  wenn  fünf  Tangenten  dessel- 
ben gegeben  sind. 
Sind  ABCDE 

die   gegebenen     fUnf 

Tangenten,    so    con- 

stmire  man  zunächst 

Mch  dem  Brianchon- 

icten  Satze  die  Tan- 

ftnlen  F  und  G  des 

Kegelschnitts,  welche 

dnrch    die     Schnitt- 
punkte der  Geraden 

3  mit    zweien    der 

gegebenen    Geraden, 

^B.  mit  A  und  B,  '«■«« 

plien.    Zieht  man  nun  die  Gerade  H,  welche  den  Schnitt  von  A  und  B  mit 

ton  von  F  und  G  verbindet,  sowie   die  Gerade  J,  die  durch  die  Schnitt]) unkte 

-iC  und  BF  geht,  so  sind  nach  dem  Satze  über  das  vollständige  Vierseit  die 


senden    K  und  L    harmonisch    zugeordnet 
»I»  ist  ihr  Schnittpunkt  $  der  gesuchte  Pol. 

Construirt  man  die  durch  $  gehenden 
Tingeoten  des  Kegelschnitts  M  und  N,  so 
Wen  diese  %  in  den  auf  %  liegenden 
Punkten  des  Kegelschnitts. 

14.  A.  Einen  Kegelschnitt  zu  con- 
"ruiren,  von  dem  drei  Punkte,  sowie 
ein  Paar  Pol  und  Polare  gegeben  sind. 

Sind  A,  B,  C  die  g^ebenen  Punkte 
wd  ist  r  die  Polare  von  P,  so  verbinde 
■"M  P  mit   zweien   der    gegebenen    drei 


denStrahlen  AF%    und  BG%, 
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(M.  421.) 

ZU   construiren,   von  dem   ein 


Punkte,  z.  B.  mit  A  und  B^  durchschneide  damit  7^  in  /?  und  E  und  construire 

die  vierten  harmonischen  Punkte  F  und  G  zu  den   Punkten  PDA  und  PEB\ 

dann  sind  F  und  G  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  und  derselbe  nun  durch 

die  fünf  Punkte  ABCFG  bestimmt. 

B.    Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  von  dem  drei  Tangenten 

und  ein  Paar  Pol  und  Polare  gegeben  sind. 

rrs  Sind  A,    B,    C  die  gegebenen 

Tangenten  und  ist  F  der  Pol  der 
Geraden  7",  so  verbinde  man  den 
Schnittpunkt  von  A  und  T  mit  dem 
Punkte  F  durch  eine  Gerade  D  und 
construire  den  vierten  harmonischen 
Strahl  F  ZM  Dt  T  und  A\  man  ver- 
binde femer  den  Schnitt  von  B  und  T 
mit  dem  Punkte  F  durch  eine  Ge- 
rade E  und  construire  den  vierten 
harmonischen  Strahl  G  z\i  E,  T  und 
B.  Dann  sind  F  und  G  Tangenten 
des  Kegelschnitts  und  derselbe  ist 
somit  durch  fünf  Tangenten  ABCFG 
bestimmt. 

15.  A.    Einen    Kegelschnitt 
Punkt   und  zwei  Paare  Pol  und  Polare 
gegeben  sind. 

Ist  A  der  gegebene  Punkt,  femer  7\ 
die  Polare  von  F^  und  T^  die  Polare  von 
F^f  so  ziehe  man  AF^  und  bestimme 
den  vierten  harmonischen  Punkt  C  zu 
F^BA]  ferner  verbinde  man  A  mit  F^ 
und  bestimme  den  vierten  harmonischen 
jp  Punkt  E  zu  F^DA\  dann  sind  C  und  E 

(M.  422 )  Curvenpunkte.    Man  kennt  nun  drei  Punkte 

Af  C,  E  der  Curve  und  kann  dieselbe  nach  No.  14  A  construiren. 

B.    Einen  Kegelschnitt   zu    construiren,    von   dem  eine  Tangente 
und  zwei  Paare  Pol  und  Polare  gegeben  sind. 

Ist  A  die  gegebene  Tangente  und  ist  F^  der  Pol  von  T^  und  F^  der  Pol 

von  T^,  so  verbinde  man 
den  Schnittpunkt  von  7\  und 
A  mit  Fy^  durch  eine  Gerade 
B  und  suche  den  vierten 
harmonischen  Strahl  C  zu 
BT^A'y  femer  verbinde  man 
den  Schnittpunkt  von  T^  und 
A  mit  /j  durch  eine. Gerade 
D  und  construire  den  vierten 
harmonischen  Strahl  E  zu 
DT^A.  Dann  sind  C  imd  E 
Tangenten  der  Curve.  Man 
^  428.)  kennt    somit    drei    Ciurven- 

tangenten  A,  C,  E  und  kann  dieselbe  nach  No.  14  B  construiren.  — 
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16.  A.    Eia  Punkt  P  der  Geraden  $0  hat  die  Coordinaten 

1.  X    =         r  N  I  X    =    1,    2,    O. 

Die  zu  der  quadratischen  Function 
gehörenden  linearen  Functionen 

/SJT  ^  ^18'^1   "+"  ^2  8'^2  "^  ^8  8'^3 

werden  daher  für  den  Punkt  P: 

•^1«  ~  X    -4-  X    ^^1-^1^  "*"  ^2/1^)»      /2X  =  \    -i-  \   (^1/2?  "*"  ^2/2^) 

*•  1 

Die  Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  /*  ist  demnach 

^  =  (^1/1?  -t-  ^2/i9  ^1  -+-  (^1/2?  H-  ^2/2^)  ^2  H-  (^1/3^  -+-  ^2/35)  ^3  =  0- 
Setzt  man  5J:  ^/^^x^  -^Ar^2  -+-/3y^8 » 

so  sind  2  =  0  und  7^=  0  die  Gleichungen  der  Polaren  der  Punkte  ^  und  11, 
und  man  erhält  T ^t  X^Z  -h  y^^T  =  0  für  die  Polare  des  Punktes  von  P  Hieraus 
folgt  in  Uebereinstimmung  mit  No.  12  A,  dass  die  Polare  von  P  durch  den 
Schnittpunkt  der  Polaren  S  und  T  geht,  und  dass  das  von  den  Polaren  P  ge- 
bildete Strahlbüschel  mit  der  Reihe  der  Punkte  P  projectiv  ist.  Wir  haben 
daher  den  Satz:  Beschreibt  ein  Punkt  eine  geradlinige  Punktreihe, 
so  beschreibt  seine  Polare  ein  Strahlbüschel,  das  mit  der  Punktreihe 
projectiv  ist;  der  Träger  dieses  Strahlbüschels  ist  der  Pol  der 
Punktreihe. 

Die  Polare  T  eines  Punktes  P  der  Geraden  $  11  ist  der  Ort  der  zu  P  conjugir- 
ten  Punkte;  also  wird  ^0  von  T  in  dem  zu  P  conjugirten  Punkte  Q  der  Geraden 
$n  geschnitten.  Da  nun  die  Reihe  der  P  zu  dem  Büschel  der  T  projectiv  ist, 
so  ist  sie  auch  zur  Reihe  der  conjugirten  Punkte  Q  projectiv.  Nun  ist  aber  der 
Begriff  der  Conjugation  zweier  Punkte  reciprok:  Ist  Q  conjugirt  zu  P,  so  ist 
auch  P  conjugirt  zu  Q]  hieraus  folgt  (§  6,  No.  21),  dass  die  auf  einander 
liegenden  projectiven  Punktreihen  der  P  und  der  Q  involutorisch  liegen.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Die  Paare  conjugirter  Punkte,  die  auf  einer 
Geraden  liegen,  bilden  eine  qnadratische  Involution.  Die  Doppel- 
punkte dieser  Involution  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und 
der  Curve. 

B.    Eine  Gerade  T,  die  durch  den  Schnitt  zweier  Geraden  S  und  T  geht, 

hat  die  Coordinaten    «x  =  -V T^~ »       x  =  1,  2,  3. 

A|  -+-  Kq 

Also  ist  die  Gleichung  des  Poles  der  Geraden  T  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
?  ^  an»!«  -4-  2aij«ittj  -h  ^^.^^u^u^  -h  a^^u^^  -h  2a23^a^3  -h  «aa^a^  =  0 

i's  Xj^  -h  Xgll  =  0,     wenn 

^    =   ?1U  «1    -+-  ?2U  •  «2   -+■  ?3U  •  «8       ^"^ 
n    s   9j^  «j    -h  92»  •  ^2  -+■  ?3«'  •  ^3  f 

wenn  also  ^  =  0  und  11  =  0  die  Gleichungen  der  Pole  der  Geraden  2;  und  T 
sind.  Hieraus  folgt:  Dreht  sich  eine  Gerade  T  um  einen  Punkt,  so 
beschreibt  ihr  Pol /*  eine  Gerade,  die  Polare  des  Punktes;  das  Strahl- 
büschel  der  Geraden  T  ist  mit  der  Punktreihe  der  Pole  P  projectiv. 
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Durch  den  Pol  P  einer  Geraden  T,  die  den  Punkt  %T  enthält,  gehen  be- 
kanntlich alle  zu  T  conjugirten  Geraden.  Die  zu  T  conjugirte  Gerade  5,  die 
durch  den  Schnittpunkt  3; 7^  geht,  verbindet  daher  den  Punkt  ST*  mit  P.  Da 
nun  die  P  und  die  T  projectiv  sind,  so  sind  auch  die  S  und  die  T  projecdv. 
Der  Begriff  der  Conjugation  zweier  Geraden  ist  aber  wie  der  Begriff  der  Con- 
jugation  zweier  Punkte  reciprok;  im  Büschel  der  T  ist  S  der  conjugirte  Strahl 
zu  T  und  T  der  conjugirte  zu  S\  folglich  sind  die  beiden  auf  einander 
liegenden  Strahlbüschel  der  T  und  S  involutorisch.  Wir  schliessen  daher:  Die 
Paare  conjugirter  Geraden  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  die  durch 
einen  Punkt  gehen,  bilden  eine  quadratische  Involution.  Die  Doppel- 
strahlen dieser  Involution  sind  Tangenten  der  Curve. 

Zwei  conjugirte  Durchmesser  a  und  ß  eines  Kegelschnitts  sind  conjugirte  Ge- 
rade, denn  die  Curvensehnen,  die  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  ß  gehen, 
haben    ihre  Mitten    auf  a,    werden   also    von  a   in    dein  Punkte    getroffen,    der 
harmonisch  zu  den  auf  jeder  Sehne  liegenden  beiden  Curvenpunkten  und  dei» 
auf  ihr  liegenden  unendlich  fernen  Punkte  von  ß  ist;  also  geht  ß  durch  den  Pol 
von  a,  also  sind  a  und  ß  conjugirt.     Hieraus  folgt:     Die  Paare  conjugirtex' 
Durchmesser  einer  Curve  zweiter  Ordnung  bilden  eine  quadratische 
Involution.    Die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  sind  die  AsymptoteiB. 
der  Curve. 

17.    Die  Polare  eines  Punktes  ^  ist  unendlich  fern,  wenn  die  Coeffi^ 
cienten  der  Gleichung  der  Polaren /^f,  /gy,  /gy  proportional  den  Coefficienten. 
1 :  ^1  ,    1  :  /*2  '    ^  •  ^3  <^^r  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  (§  12 
No.  10),  also  wenn  für  einen  gewissen  Werth  m 


a 


\x%i  -H  a^^i^  -h  ö,.,y3   =  fn  '  r- 


1. 


^X^Xi    -I-  «22?^2   "•"  ^2ZT^Z    =    '^ 


^\Z^\  -^  ^23J^2   -^  ^ZZ^Z    =    ^^ 


1_ 
1 


Für  die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Polare  unendlich  fern  ist,  ergiebt 
sich  hiernach  die  Proportion: 


2. 


^2   •  ?^3    — 


a 


a 


12 


22 


a 


""2  8    h^ 
1 


'2  3    ^ZZ 


h. 


a 


13  ^11 


a 


23 


a 


1 
öl  •    ,— 


33    '♦IS 


a 


11  ^12 


'12  ^22 


a 


13    ^23 


3 

Ist  cp  =  0  die  Gleichung  derselben  Curve  zweiten  Grades  in  Linien- 
coordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  Punktes  ^,  d.  i.  die  Gleichung  des  Poles 
der  Geraden  2,  deren  Coordinaten  Ui=U2  =  U3  =  l  sind 

3.  Cpj,,     -h     CpgM     -f-     ?3K     =      1. 

Zu  zwei  Punkten  einer  Geraden  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  derselben 
Geraden  ist  die  Mitte  der  beiden  Punkte  der  vierte  harmonische  Punkt;  und  zu 
zwei  Tangenten  einer  Curve  zweiter  Klasse,  die  sich  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  schneiden,  d.  i.  parallel  sind,  und  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  die 
Mittellinie  des  von  den  beiden  Tangenten  begrenzten  Streifens  der  vierte  har- 
monische Strahl. 

Die  durch  den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  gehenden  Curvensehnen 
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haben  also  denselben  zur  gemeinschaftlichen  Mitte;  und  durch  ihn  gehen  die 
Mittellinien  der  Streifen,  die  von  je  zwei  parallelen  Curvensehnen  begrenzt  werden. 
Hierdurch  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  als  das  Centrum 
der  Curve  charakterisirt  Die  Gleichung  des  Centrums  einer  Curve 
zweiten  Grades  <p  =  0  ist  daher 


?1«  ^"  ?2«  "*"  ?3«   ^   (*11  "^"  *12  ~^  ^13)  "1    "^  (*12*~'"  *22   "•"  ^23)^ 


2 


(«1 


23 


-^  «33)  »3    =    0 


und  die  Coordinaten  des  Centrums  bestimmen  sich  durch  die  Coeffi- 
cienten  der  Curvengleichung  in  Punktcoordinaten  /  =  0  aus 


•^8  = 


a 


12 


a 


1 


22    •♦23 


a, 


•2 
1 


a 


23  ^33 


1 


a 


a 


13  ^11 


23    **12 


33    '♦13 


1 


'11  ^12 


a 


a 


12  ^22 


13    «*23 


18.  Das  Centrum  einer  Curve  zweiter  Ordnung  <p  =  0  ist  unendlich 
fern,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  in  der  Gleichung  des  Centrums  ver- 
schwindet (§12  No.  10),  also  wenn 

1.  a^i  -h  2ai2  -H  2ai3  -f-  ajg  H-  2a23  -f-  033  =  0. 

Diese  Summe  ist  zugleich  die  Summe  der  Coefficienten  der  Curvengleichung 
?  =  0;  ihr  Verschwinden  zeigt  an,  dass  die  Curvengleichung  durch  die  Coor- 
dinaten der  unendlich  fernen  Geraden,  deren  Coordinaten  u^  •=  u^  =^  u^  -=  \ 
sind,  erfüllt  wird.     Hierdurch  wird  diese  Curve  als  Parabel  charakterisirt. 

19.  A.  Die  Gleichung  der  Polaren  eines  Punktes  ^  kann  bekanntlich  ge- 
schrieben werden  No.  11,  1 

1-  fix  '  Xi  -1-/2^  •  ^2  -»-/3^  'h  =  ö. 

Die  Coordinaten  einer  Ecke  Ax  des  Achsendreiecks  sind  Xx  =  ^,  die  andern 
beiden  y,  =  )c/  =  0.     Daher  sind  die  Gleichungen  der 


Polaren  von  A^ 

A. 


tt 


ff 


tt 


tt 


3 


Jljc  ^  ^11^1  "^~  ^12'^2  ~^  ^IZ^d  ^^^  ^» 
J^x  ^  ^12*^1  "^  ^2  2*^2  "^  ^2  3*^3  ^^^^  ^» 
/zx  ^  ^1  3-^1   "^~  ^2  3*^2   "*"  ^3  3'^3    ^^    ^• 

B.   Die  Gleichung  des  Poles  einer  Geraden  Z  kann  man  schreiben 

«Pi«  •  Uj  -f-  «P2«  *  "2  "•"  ?3«  •  ^3  =0. 
Die  Coordinaten  einer  Seite ^x  des  Achsendreiecks  sind  Ux  =  Axl  pxt  die  andern 
beiden  Ui  =  «/  =  0.     Setzt  man  diese  Werthe  in  2.  ein,  so  erhält  man  für 

?i«  =  «11»!  -H  aja^i  -h  ai3«3  =  0, 

?2«    =   «12^1   -^  «22^2   -^  «23^3    =    0» 


2. 


den  Pol  von  A^A^ 

A^A^ 


tt 


tt 


tt 


tt 


tt 


tt 


A,A, 


T.1«  =  a 


13«1 


«22^2 
«23^2 


«23^8 
a33«3 


=    0. 


Hieraus  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  linearen  Functionen /i^,  /^xt 
fix  und  ^\u  t    92"»    ?3«  ersichtlich. 

20.  Ist  eine.  Seite  des  Achsendreiecks,  z.  B.  A^A^,  die  Polare  der  gegen- 
überliegenden Ecke  {A^)f  so  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Polaren  von  A^  auf 
die  Gleichung  x^  =  0,  also  ist  a^^  =  ^13  =  Ö,  und  die  Gleichung  der  Curve 
in  Punktcoordinaten  ist 


1. 


^1   1  «^1  •"    "'OO'^O      ~T 


ll'^l 


2  2'*2 


2^23'^2'^3 


+  ^33^3*    =    Ö. 


Die  Gleichung  des  Poles  von  -^2-^3  reducirt  sich  zugleich  auf  die  Gleichung 
»j  =  0,    also   ist    ai2  =  «13  =  0    und   die  Gleichung   der   Curve  in  Linien- 
coordinaten  ist  von  der  Form 
2. 


ii»i 


-+-  a22^2^   -+-  2a23«2«3   -+■  <*38«3*    =    ^- 
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21.  Ist  J|  die  Polare  eines  Punktes  A^,  und  S^g  die  Polare  eines  auf  3^ 
gelegenen  Punktes  A^f  so  geht  S^  durch  A^\  die  Polare  Sj  des  Punktes  A^,  in 
welchem  Sj  und  S2  sich  schneiden,  geht  durch  die  Punkte  A^  und  A^.  Wir 
erhalten  somit  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Polaren  der  gegenüberliegenden 
Ecken  sind.     Ein  solches  Dreieck  heisst  ein  Polarendreieck. 

Eine  Ecke  eines  Polarendreiecks  {A^)  kann  ganz  beliebig  gewählt  werden; 
die  zweite  Ecke  (^2)  k^^r^  ^^^  ^cr  Polaren  von  A^  beliebig  gewählt  werden; 
die  dritte  ist  durch  die  beiden  andern  bestimmt. 

Wählt  man  ein  Polarendreieck  zum  Achsendreieck,  so  gewinnt  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts  eine  sehr  einfache  Gestalt.  Die  drei  Functionen  /ix»  f^x%  f\x 
(No.  19  A)  reduciren  sich  jetzt  der  Reihe  nach  auf  a^x^x*  ^«a^ji  ^ss^s»  ^*  *^ 
also  ^12  =  ^is  ^=  ^as  =^  ^*  ^^^  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in 
Punktcoordinaten  in  Bezug  auf  ein  Polarendreieck  ist  daher 

Die  Gleichung  der  Polaren  eines  nicht  auf/  gelegenen  Piinktes  |}  und 
die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  auf/  gelegenen  Punkte  ^  ist 

2.  3:  s  ÄjiiTi  .jfj  -h  Ä22?^2  ••^2  -+-  ^jsJ^s  -^s  =  Ö- 

Die  Coordinaten  der  Tangente  bestimmen  sich  daher  aus  der  Proportion 

^  .  Hl  .  !^  — 

h    *  h    '  h     —  ^11^1  •  ^22?^2  •  ^ssJ^s  • 

18  3 

Hieraus  folgt  weiter 


«1      .      «2      .     «3 


^1  -^2  -^^3         a^^h^  '  a^^h^  '«33^8  ' 
Da  ^  auf  3;  liegt,  so  besteht  die  Gleichung 

—7 —  -T-    —7 —    -h    -7 —   ==   \f  . 
^1  ^2  ^8 

Setzt  man  hier  die  Werthe  aus  der  Proportion  3.  ein,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten,  indem  man  nun  die  Veränderlichen 
Ui,  U21  U3  mit  u^t  U2,  u^  bezeichnet 

«11^1^  ^22^2*  ^3  3^'3^ 

Schreibt  man  dafür 

5.  9  ^  «11«!^  -»-  «22^2^  -^-  «33^3^    =   Ö, 

so  gelten  die  Beziehungen: 

1  1  1 


11^11    —   yj  2   '        **22*22    —  yj  2   '         **33^33    —  ;j  2   * 

Die  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten  5.  findet  man  auch  leicht 
ohne  Benutzung  der  Gleichung  /  =  0  aus  dem  Umstände,  dass  die  Ecken 
^j,  A^,  A^  die  Pole  der  gegenüberliegenden  Seiten  sind. 

Die  Gleichung  des  Poles  einer  die  Curve  (p  nicht  tangirenden  Geraden  und 
die  Gleichung  des  Tangentialpunkts  einer  Tangente  3^  ergiebt  sich  aus  5.  zu: 
7.  2  s  a,iUi  .  «1  -h  ajjUa  •  «2  +  a33"3  -«3=0. 

22.  Die  Gleichung  des  Centrums  in  Bezug  auf  ein  Polarendreieck  folgt 
hieraus  für  Uj  =  Uj  =  Ug  =  1  zu 

1.  a,!«!   -f-  a22»2  +  «33^8    =   ^' 

Für  die  Coordinaten  des  Centrums  hat  man  daher 

Q       - ^l\^\  « ^22^2  „     __  <*88^8 

'^^      f  1   "  «        -j_« L.«.'      ^2   —  „ u  « u«.'      ?^3  — 


*11  ^"*22   "+•^33  *11  ~*"*22   "^^33  *1 1  "^»22  "»"«8  8 

23.  Die  drei  Coefficienten  fii\f-^%<izz  l^önnen  nicht  dasselbe  Zeichen  haben, 
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denn  dann  könnte  die  Summe  ol^^u^  -+-  a^^^^  -h  «332/3*  nicht  für  reale  Werthe 
von  »j,  «2>  ^3  verschwinden;  es  haben  folglich  zwei  dieser  Coefficienten  dasselbe 
Zeichen,  der  dritte  das  entgegengesetzte. 

Ist  «11  H- «2  2  ^~  *3  8  ^^  ^»  ^^  ^^^  ^^^  Curve,  wie  schon  früher  bewiesen 
(No.  18),  eine  Parabel.  Die  Richtung  der  Achse  bestimmt  sich  aus  dem  Ver- 
hältniss  der  Coordinaten  des  unendlich  fernen  Centrums  der  Parabel: 

?1  •  ?^2  •  ?^3    ^^    *ll^l   •  «22^2  •  *33^3  * 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  die  Summe  «n  -I-  «22  ■+"  *3  3  =  "+-  1  ist; 
dieser  Voraussetzung  kann  immer  genügt  werden,  denn  liegt  eine  Gleichung  vor, 
in  welcher  «i  1  -I-  «22  -H  «33  ^  1,  so  braucht  man  dieselbe  nur  mit  der  reciproken 
Coefficientensumme  zu  multipliciren. 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  a)  zwei  Coefficienten  sind 
positiv,  der  dritte  negativ;    b)  zwei  Coefficienten  sind  negativ,  der  dritte  positiv. 

a)  Durch  Wahl  der  Bezeichnung  kann  agg  der  negative  Coefficient  sein. 
Setzt  man,  um  dies  deutlicher  zu  machen  «n  =  «1*1  «22  "^  ^2^»  ^33'=^  —  ^i  * 
so  ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten  9  ^  ^i^\  -H  a2^^2*  — «3*^3*  =0 
und  in  Punktcoordinaten: 

^  ^  '^JhJ  ""^  "^  '^Jh^  ^»^  ""  V^  ^3^  =  0  . 

Die  Coordinaten  des  Centrums  sind  j:^  =  «i^Aj ,    ^Cj  =  «2^^2 »    ?^3  =  —  ^s'^s  • 

Da  zwei  Coordinaten  positiv  sind,  so  liegt  das  Centrum  in  dem  an 
A^A^  aussen  anliegenden  zweieckigen  Felde. 

Die  Function  /  hat  fiir  jeden  Punkt  der  Ebene  einen  bestimmten  Werth ; 
ändert  sich  die  Lage  eines  Punktes  F  stetig,  so  bleibt  entweder  die  ftir  die 
Coordinaten  von  P  berechnete  Function  /  unverändert,  oder  sie  ändert  ihren 
Werth  stetig;  bewegt  sich  ein  Punkt  von  einer  Lage  A  in  eine  andere  B  entlang 
der  Strecke  AB^  und  ändert  dabei  die  Function  /  ihr  Vorzeichen,  so  muss  sie 
daher  für  einen  Punkt  der  Strecke  AB  (und  nicht  für  mehr  als  einen)  den  Werth 
Null  erreicht  haben,  d.  i.  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Strecke  AB  liegt  auf  der 
Curve  /  =  0. 

Setzt  man  nun  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Achsendreiecks  in  die 
Function/  ein,  so  erhält/  folgende  Werthe: 

Für  den  Punkt  A^\    /  =      n  ,  2  •  ^1^  =       — 2  '     ^^^^  positiv : 

„       n        M      ^2  •    /  =  rm  •  ^2^  =       rr '       "     positiv ; 

«2  ^2  «2 

n      ff        ff      A^\    /  =  riro  •  ^3*  =  ""  ^2" '       "    negativ . 

«3    ^2k  «3 

Da  beim  Uebergange  von  A^   z\i  A^   oder  A^  die  Function  /  ihr  Zeichen 
wechselt,  so  folgt,  dass  die  Strecken  A^A^  und  Aj^A^  die  Curve  je  einmal  schneiden. 
Für  jeden  Punkt  von  A^A^  ist  Xj  =  0,  die  Function/  wird 

also    positiv    für  jeden  Punkt  auf  A^A^]    die  Seite  A^A^  schneidet  daher  die 
Curve  nicht. 

Durch  jede  Curve  /  =  0  wird  die  Ebene  in  getrennte  (endliche  oder  unendlich 
grosse)  Gebiete  zerschnitten,  z.  B.  in  zwei  Theile  durchedie  Ellipse,  in  drei  Theile 
durch  die  Hyperbel.  Da  man  von  jedem  Punkte  eines  Gebietes  zu  jedem  andern 
Punkte  desselben  Gebietes  auf  einer  stetigen  Linie  gelangen  kann,  ohne  die  Curve 
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zu  überschreiten,  so  folgt,  dass  für  alle  Punkte  eines  Gebietes  die  Function/ 
dasselbe  Zeichen  hat.  Man  kann  also  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Function  / 
jedes  Gebiet  als  ein  positives  oder  als  ein  negatives  bezeichnen.  Von  zwei 
Punkten  in  Gebieten  gleichen  Vorzeichens  können  wir  nun  sagen,  dass  sie  auf 
derselben  Seite  der  Curve  liegen. 

Zwei  Ecken  des  Polarendreiecks  -<^i-42  biegen  also  auf  der  einen,  die  dritte 
Ecke  A^  auf  der  andern  Seite  der  Curve.    Für  das  Centrum  erhält  /  den  Wertb 

folglich  liegt  das  Centrum  auf  derselben  Seite  mit  A-^  und  A^]  also  in  dem 
Gebiet  der  Ebene,  durch  welches  unbegrenzte  Gerade  (z.  B.  A^A^)  gezogen 
werden  können,  die  die  Curve  nicht  schneiden. 

Hierdurch  ist  die  Curve  als  Hyperbel  charakterisirt.  Wir  sehen  daher: 
Jedes  Polarendreieck  einer  Hyperbel  hat  zwei  Ecken  auf  derselben 
Seite,  wie  das  Centrum,  die  dritte  auf  der  andern;  das  Centrum  liegt 
in  dem  durch  die  Seiten  des  Polarendreiecks  begrenzten  zweieckigen 
Felde,  welches  der  mit  dem  Centrum  nicht  auf  derselben  Seite 
liegenden  Ecke  gegenüberliegt. 

Rückt  das  Centrum  in  eine  der  Ecken  eines  Polarendreiecks,  in  die  es 
überhaupt  nur  gelangen  kann,  d.  i.  in  A^  oder  A^,  z.  B.  in  A^,  so  wird  die 
Seite  A^A.^  unendlich  fem  und  für  das  endliche  Gebiet  wird  x^  zu  einer  unend- 
lich grossen  Constanten;  soll  die  Gleichung  der  Hyperbel  durch  endliche  Werthe 
der  Coordinaten  jcj,  x^  erfüllbar  sein,  so  muss  a^  ebenfalls  unendlich  gross 
werden,  so  dass  (1  :ai^)^i^  eine  endliche  Constante  7^  wird;  die  beiden  andern 
Seiten  des  Polarendreiecks  ^1-^2  ""^  -^i-^s  sind  dann  conjugirte  Diameter.  Sind 
die  Höhenverhältnisse  ^^  :  ^2  :  ^3  =  1  :m :  n,  so  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel 

Führt  man  statt  x^  und  x^  schiefwinkelige  Parallelcoordinaten  x  und  y  ein 
und  setzt  A^A^A^  =  co,  so  ist  x^  =  xsinm,  x^  =ysmio,  also  wird  die 
Gleichung  der  Hyperbel,  nach  Division  durch  7^  und  passende  Umstellung: 

-flog  •  ^^ 9 — ö — q  .  y»  —  1  =  0 

in  Uebereinstimmung  mit  §  9,  No.  13. 

b)  Sind  zwei  Coefficienten  negativ,  der  dritte  positiv,  so  kann  die  Curven- 
gleichung  in  Liniencoordinaten  geschrieben  werden 

woraus  die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  folgt: 

Die  Coordinaten  des  Centrums  ergeben  sich  jetzt  zu: 

Die  Function  /  erhält  für  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks,  flir  das  Cen- 
trum und  flir  irgend  einen  Punkt  von  A2A^  die  Werthe: 

Für  den  Punkt  A^:  /=       — g,     also  positiv; 

n      n        u      A^'.  /  =  — -^,        „    negativ; 

«2 


»        tt  »I 


A^\  /  =  —  — 2  ,       „    negativ; 


«3 
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für  das  Centnim:  /  =  a\  —  ajf  —  aj^  =  -h  1 ,     also  positiv, 

„  einen  Punkt  von  A^A^:     /  = m^^ YTT^z*       »»    ^^^gativ. 

Die  Eckpunkte  A2Ai  liegen  jetzt  auf  derselben  Seite  der  Curve  und  die 
Gerade  A^A^^  schneidet  die  Curve  nicht;  die  Ecke  A^  und  das  Centrum  liegen 
auf  der  andern  Seite  der  Curve.  Jede  durch  das  Centrum  nach  einem  Punkte 
von  A^A^  gezogene,  d.  i.  jede  durch  das  Centrum  gehende  Gerade,«  schneidet 
die  Curve,  denn  auf  der  von  dem  Centrum  und  der  Geraden  ^2'^3  begrenzten^ 
Strecke  findet  ein  Vorzeichenwechsel  der  Function  /  statt. 
Hierdurch  wird  die  Curve  als  Ellipse  charakterisirt. 

In  jedem  Polarendreieck  einer  Ellipse  liegen  eine  Ecke  und  das 
Centrum  der  Curve  auf  der  Seite  derselben  Curve,  nämlich  auf  dem 
ringsum    begrenzten,    endlichen  Gebiete;    die    andern  beiden  Ecken 
und  die  sie  verbindende  Gerade  liegen  auf  dem  andern,  unendlich 
grossen  Gebiete;    da   zwei  Coordinaten  des  Centrums  negativ  sind, 
so  liegt  das  Centrum  im  Scheitelwinkel  desjenigen  Dreieckswinkels, 
dessen  Scheitel  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der  Curve  liegt. 
Rückt   das    Centrum   in   den   Punkt   A^,    so    wird   A^A^    unendlich   fem; 
wenn  der  Gleichung  durch  endliche  Werthe  von  x^  und  x^  genügt  werden  soll, 
so  muss  (1  :  (i^)x^  eine  endliche  Constante  7^  werden,  und  die  Verhältnisse  der 
Höhen  A^  :  A^  i  h^    müssen   endliche  Werthe   \\n'.m  annehmen;    die  Geraden 
Ä^A^  und  A<^A^   werden  conjugirte  Durchmesser.    Führt   man   dieselben  Coor- 
dinaten ein,  wie  unter  a),  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Ellipse 

«Vi*  (ü  sin^  <ü  

t^aim^  ^  "^  ^^^W^  —1=0. 
Durch  die  Schlussbetrachtungen  von  a)  und  b)  ist  angedeutet,  wie  man  ein 
nrdachsiges  Coordinatensystem  (wobei  es  unwesentlich  ist,  ob  die  Coordinaten 
parallel  oder  normal  zu  den  Achsen  gemessen  werden)  als  eine  Ausartung  eines 
<ireiachsigen  Systems  betrachten  kann,  nämlich  als  ein  dreiachsiges  System,  von 
velchem  eine  Achse  die  unendlich  ferne  Gerade  ist. 

24.  A.  Wenn  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Polarendreieck 
A^A^A^  und  ein  Punkt  B  gegeben  sind,  so  sind  noch  weitere  drei 
Punkte  der  Curve  bekannt;  dieselben  liegen  auf  den  Geraden,  welche -^  mit 
•-^p  A^  und  A^  verbinden  und  sind  die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  den 
beiden  Schnitten  einer  solchen  Geraden  und  des  Perimeter  des  Polarendreiecks 
und  zu  B\  sie  bilden  mit  B  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks,  für  welches 
A^A^  A^  die  Diagonalpunkte  sind,  und  können  durch  Ziehen  einiger  Geraden 
in  bekannter  Weise  leicht  gefunden  werden. 

Durch  ein  Polarendreieck  und  durch  zwei  Punkte,  die  aber  nicht  mit  einer 
Ecke  des  Polarendreiecks  auf  einer  Geraden  liegen  dürfen,  ist  die  Curve  be- 
^mt;  denn  es  sind  dann  im  ganzen  acht  Punkte  der  Curve  bekannt,  also  mehr 
als  nöthig  zur  Construction  mit  Hülfe  des  PASCAL'schen  Satzes. 

B.  Wenn  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Polarendreieck 
AxA^A^  und  eine  Tangente  B  gegeben  ist,  so  kennt  man  noch  weitere 
<^rei  Tangenten;  diese  sind  die  vierten  harmonischen  Strahlen  zu  je  einer 
Sdte  des  Achsendreiecks,  dem  Strahl,  welcher  die  Spur  von  B  auf  dieser  Seite 
mit  dem  Pole  dieser  Seite  verbindet,  und  von  Bj  und  können  daher  leicht  con- 
smrirt  werden.  Sie  bilden  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen  Dia- 
gonalen die  Seiten  des  Achsendreiecks  sind. 

Hl— '*-*'V  d«r  MMthcmarifr.    Bd.  IL  lO 
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Kennt  man  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Polarendreieck  und  «wei 
Tangenten,  deren  Schnittpunkt  aber  nicht  auf  einer  Seite  des  Acbsendreiecks 
liegen  darf,  so  ist  die  Curve  bestimmt;  denn  man  kennt  dann  im  Ganzen  acht 
Tangenten  und  kann  die  Curve  daher  nach  dem  BRiANCHON'schen  Satze  con- 
struiren. 

25.  Wir  untersuchen  nun,  ob  zwei  Kegelschnitte  ein  gemeinsames 
Paar  Pol  und  Polare  "haben. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  seien  in  Punktcoordinaten: 

/'=  ^11^1*  -h  2d^^XiX^   -h  2Ö^^X^X^    -h  ^22-^2*  +     ^28*2*8  "+-  ^88*8*    =   0, 

in  Liniencoordinaten: 

?'    =  «11«!*  +  2a, 2«! «2  -+-  2ai3«i«8  -+-  «22^2'  -+-  2a28«2^8  +  «88«^^  =  0; 

?"  =  Pll«l*  -+-   2ß,2«l«2  -+■   2pi3«l»3  -+-  ß22«2*  -+"  2ß28«2»8   "+-  p88«^8*    =   0. 

Für  die  Coordinaten  der  Polaren  eines  Punktes  x^,  x^,  x^  in  Bezug  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  gilt  die  Proportion 

^1  '  ^2  '  ^8  *""  '"^^^  '■^*" 

und  für  die  Coordinaten  der  Polaren  desselben  Punktes  in  Bezug  auf/" 

'^l   '  >^2   ■   '^S  -^^^     ''^*'     ■•^''   ' 

Sollen  beide  Polaren  zusammenfallen,  so  muss  die  Proportion  erf&llt  werden: 

J\*  •y2*  '/SJr    — yi-«^    *J%x    •Jtx   9 

also  giebt  es  dann  eine  Zahl  X,  für  welche 

/\x    =    f^fix  9      Jix    =    X/2  4r  »      f%x    ^^   ^/tx  • 

Reducirt  man  diese  drei  Gleichungen  auf  Null,  so  erhält  man 

1.  (<»l  1—^^11)^1    -+-   («12  —  ^^2)^2    +   (^18—^^18)^8    =   Ö, 

2.  (<'^12  — ^^12)^1    -^    (^'22  — ^^22)^2    -*-    (^28  —  ^^28)^8    =*   ö» 

3.  («13  —  ^^3)^1    -+-    (^2  8- ^^23)^2    +   (^88  —  ^^83)^8    =   Ö. 

Der  Verein  dieser  drei  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  der 
Determinante  bedingt 

^11—^^11'         ^12  —  ^^12»        <'l8"'^^t8 

4.  Z  IS       öjj  —  X^j2>         ^22  —  ^^22>        ^28  — ^^28        =0. 

^13  —  ^^13»        ^23  —  ^^28'        ^33—^^38 

Dies  ist  eine  cubische  Gleichung  für  X. 

Ist  Xq  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung  Z  =  0,  so  setze  man  dieselbe  in  zwei 
der  drei  Gleichungen  1.,  2.,  3.,  z.  B.  in  die  ersten  beiden  ein;  aus 

(öii  — Xo^i,)jpi  -f-  («12  — ^0^2)^2  -+-  («13  —  ^0^3)^8  =  0, 

und       (<Ji 2  — ^0^21)^1  ^-  («22  — ^0^2 2) -^2  -+-  («23  —  ^0^23)^3  ==  Ö» 
erhält  man  dann  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  des  zu  Xq  gehörigen  Punktes, 

dessen  Polaren  für  beide  Kegelschnitte  zusammenfallen. 

Man  kann  bei  dieser  Untersuchung  auch  von  den  Gleichungen  in  Linien- 
coordinaten ausgehen.  Ist  T  eine  Gerade,  deren  Pole  für  beide  Kegelschnitte 
zusammenfallen,  und  sind  u^u^u^  die  Coordinaten  von  T,  so  gilt  die  Proportion 

~fr    'IT    '    h         ~     ^^*     '  ^**     *  ^'^    ""    ^^"       '  ^^^      '  ^^^    ' 
1  #  S 

also  giebt  es  eine  Zahl  ji,  für  welche  die  Gleichungen  bestehen 

?i«'  —  F^?i«"  =  0,    <P2«'—  f^?2«"  =  0,    93«'  —  fX93«"  ==  0,    oder 
5.  (a,i  —  fxßii)«, -h(ai2  — fApi2)»2  +  (ai3  — H'ßi3)»8  =  0, 

6-  («12— f^ßl2)«l  -+"(«22  — f^P22)»2+(«23  — H'ß23)«8    =^0, 

7.  («13— f^Pls)»!  -+-(«2  3— M'ß2  3)«2-+-(«8  3— M'ß3  3)«'3    =   0. 
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Der  Verein   dieser  Gleichungen   wird   durch  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante bedingt 


8. 


M^ 


«11  — H-ßii  » 


13 


-F^ßi 


8  » 


«12  — P'ßl2' 
«2»  P'?22  ' 
«23  ""H'ß23  » 


4  3 
>2  3 
•3  3 


-piß 


18 
28 
38 


=  0. 


Jeder  realen  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung  für  ji  entspringt  ein  reales 
gemeinsames  Paar  Pol  und  Polare  der  beiden  Kegelschnitte.  Die  Verhältnisse 
der  Coordinaten  der  Polaren  bestimmen  sich,  wenn  y.^  eine  reale  Wurzel  von 
J/  =  0  ist,  aus  zweien  der  Gleichungen  5.  6.  7.  z.  B.  aus 

(«11— H-oßlO^l  -»-(«12— H'0ßl2)»2+(«13  — H'0ßl8)«3    =   0, 
und  («12— H'0ßl2)»l-»-(«22  — P'0ß22)»2+(«?3— H'3ß23)«3    =   ^' 

Die  Gleichungen  Z  =  0  und  J/=  0  haben  also  immer  die  gleiche 
Anzahl  realer  Wurzeln. 

Haben  die  Gleichungen  Z  =  0  und  M  =  0  drei  reale  Wurzeln,  so  giebt 
es  drei  Punkte  F^F^Pi,  die  für  beide  Kegelschnitte  dieselben  Polaren  T^T^T^ 
haben.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  Ecken  des  Dreiecks  T^T^T^  die 
Seiten  des  Dreiecks  P^P^P^  für  beide  Kegelschnitte  zu  Polaren  haben.  Da 
aber  nicht  mehr  als  die  drei  Punkte  P^P^P^  existiren,  deren  Polaren  für  beide 
Kegelschnitte  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  die  Dreiecke  P^P^P^  und  T^T^T^ 
zusammenfallen.  Haben  also  die  Gleichungen  Z  =  0  und  il/=  0  drei  reale 
Wurzeln,  so  besitzen  die  beiden  Kegelschnitte  ein  reales  gemeinsames 
Polarendreieck. 

Durch  Transformation  zu  diesem  gemeinsamen  Polarendreieck 
als  Achsendreieck  wird  jede  der  quadratischen  Formen/',  /",  (p'  und 
9"  in  eine  Summe  von  drei  Quadraten  transformirt. 

Haben  die  Gleichungen  Z  =  0  und  M  =  0  zwei  conjugirt  complexe 
Wurzeln,  so  kann  man  immer  noch  von  einem  gemeinsamen  Polarendreiecke 
der  beiden  Kegelschnitte  sprechen;  nur  sind  jetzt  zwei  Ecken  und  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Seiten  imaginär,  während  die  dritte  Ecke  und  Seite  real  sind. 


26.  A.    Sind  P^,  P2,  .  .  Pq  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  x^x,  x^x,  ^s«  ^^^ 
Coordinaten  von  Px,  so  verschwindet  die  Determinante  (§  11,  No.  2) 


1. 


11 


XiiXqi 


■^ii-^si 


xi. 


*21"*31 


X^. 


=  0. 


•^16      ^16*2  6       •^16**'8  6      ^26      ■^2  3*8  6      *3  6 

Hieraus  folgt,  dass  es  sechs  Zahlen  fi.^  .  .  .  (i^   giebt,  die  nicht  sämmtlich 
verschwinden,  und  für  welche 


2. 


^?i  M-i 

•^ll'^2lP'l 

•^ii'^siH'i 

^21'^3lH'l 
'31  H-i 


^h  P-2  -+- 

■^1  2-^2  2^-2    "^" 

•*1  2^8  21*2 

*22  1*2 

^22^821*2    "^ 


xl 


^h  f*6  =  0, 

■+-   •^16^261*6  =^  ^' 

-+-   ^16^86f*6  =  ö, 

■+■       ^h  H-e  =  0> 

^h  1*6  =  Ö. 


^h  f*2  -+- 
Es  seien  «j,  «j,  «3  die  Coordinaten  einer  willkürlichen  Geraden.    Multiplicirt 

man  2.  der  Reihe  nach  mit 


»1 


«1»2 


«i«8       ^1 


«2^8 


«I 


und  addirt,  so  erhält  man  die  Identität 

3.  v.^Fl  +  v-^Fl  -H  1*,^!  +  v.,Fi  +  v-iPi  +  v^FI  ^  0, 


10' 
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wobei  -Tx  ^  ^*ix«l    -+-   p^»x«2    +   ^*8X*8    =   ^ 

die  Gleichung  des  Punktes  F^  ist.  Wenn  also  sechs  Punkte  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  so  erfüllen  sie  die  Identität  2.,  wobei  die  Ver- 
hältnisse der  Zahlen  fj^t  eindeutig  bestimmt  sind. 

B.*)   Wenn  sechs  Gerade  7\  .  .  .  T'g  einen  Kegelschnitt  berühren, 
so  erfüllen  ihre  Gleichungen  eine  Identität  von  der  Form 
4.  ^^Tl  4-  |x,r|  H-  .  .  .  -h  ^^Tl  =  0, 

wobei  die  Verhältnisse  der  ^  eindeutig  bestimmt  sind. 

27.  A.   Sind  T^,  ^2»  •  •  •  ^«  willkürliche  Gerade,  so  ist 

1.  ^aikTiTk  =  0, 

wobei  für  ik  jede  Variation  zweiter  Klasse  der  Zahlen  1  .  .  .  n  und  a,j^  s=  ajk, 
vorausgesetzt  werde,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts.  Die  Bedingungsgleichung 
dafür,  dass  die  Punkte  jP  und  11  in  Bezug  auf  I.  conjugirt  sind,  ergiebt  sich  aus 
No.  II,  lA  ohne  Schwierigkeit  zu 

2.  2(ai,-7\^  4-  öj/T-j^  4-  ^zt^z^  H-  .  .  -h  an,Tnx)  T,^  =  0,  1  =  1  .  .  .  if. 
B.   Sind  Pj,  P^f  •  •  •  -^«  willkürliche  Punkte,  so  ist 

3.  ^aikPiPk  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten.    Die  Bedingung  dafür, 
dass  T  und  %  in  Bezug  auf  denselben  conjugirt  sind,  ist  (No.  11,  I B) 
4..  2(ai,i\«  4-  a^iP^M  4-  .  .  4-  aniPn^Pi^  =  0,  1=1..«. 

28.  A.   Für  den  Kegelschnitt 

1.  Ä"«  a^^Tl  4-  «22^1   -+-  «83^1  =  0 
wird  die  Gleichung  No.  27,  2 

2.  ^11^1  ^^15  "^~  ^22  ^2*"  ^25  "^  ^33  ^8 -^^8$  ^^  ^* 

Dem  Punkte  T'jx  =  ^jx  =  0  ist  daher  jeder  Punkt  von  T^^  =  0  con- 
jugirt u.  s.  w.;  folglich  ist  T^T^T^  ein  Polarendreieck  von  K. 
Für  den  Kegelschnitt 

3.  K^a^^Tl  4-  a^^Tl  4-  a^^Tl  4-  «44  T»  =  0 
geht  No.  27,  2  über  in 

4.  ^ll^l-*^l|    ■+"    ^2  2^2-^^25   "*"    ^8  8^3 -»^^85   "*"   ^4  4  ^4 -^^4^   ^^    ^' 

Ist  /,  >&,  /,  m  eine  Permutation  von  1  2  3  4,  so  lehrt  diese  Gleichung,  dass 
dem  Punkte  7)>  =  Tkx  =  0  der  Punkt  7}^  =  Tm^  =  0  conjugirt  ist;  das  Vier- 
seit  T^T^T^T^  ist  daher  dem  Kegelschnitte  Ä' conjugirt,  d.  h.  je  zwei 
Gegenecken  sind  conjugirt. 

Umgekehrt:  Wenn  für  einen  Kegelschnitt  Ä'zwei  Paare  Gegenecken 
eines  vollständigen  Vierseits  conjugirt  sind,  so  ist  es  auch  das  dritte 
Paar.  Denn  sind  A^  B  und  C,  D  Punktpaare  zweier  Diagonalen  des  Vierseits, 
die  den  Gegenecken,  die  mit  ihnen  auf  derselben  Diagonale  liegen,  harmonisch 
zugeordnet  sind,  und  bescliränkt  man  die  Coefficienten  an  in  Ä'  =  0  so,  dass  der 
Gleichung  durch  A  und  C  genügt  wird,  so  sind  nach  dem  soeben  bewiesenen 
Satze  auch  B  und  D  auf  K  enthalten.  Man  kann  nun  die  Verhältnisse 
^11  •  ^2  2  •  ^3  3  "^4  4  ™nicr  so  Wählen,  dass  K  noch  einen  beliebigen-  fünften 
Punkt  enthält,  es  lässt  sich  also  die  Gleichung  jedes  durch  A,  Bf  C  und  J9 
gehenden  Kegelschnitts  in  der  Form  4.  darstellen,  w.  z.  b.  w. 

B.  Der  Kegelschnitt  Ä'^  SäxxA^  =  0  hat,  wennx  =  3,  das  Polaren- 
dreieck P^P^P^\  ist  x  =  4,  so  ist  er  dem  Vierecke /*i/2jPjjP4  conjugirt, 


*)  Die  Beweise  der  unter  B  mitgcüieütcn  Sätze  sind  denen  unter  A  leicht  nachzubilden. 
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d  h.  jedes  Paar  Gegenseiten  dieses  Vierecks  ist  conjugirt.    Umgekehrt: 
Wenn  zwei  Paare  Gegenseiten   eines  vollständigen  Vierecks  einem 
Kegelschnitte  conjugirt  sind,  so  ist  es  auch  das  dritte  Paar. 
29.   Die  Identität  No.  26,  3  kann  geschrieben  werden 

Alle  Geraden,  für  welche  ^l^P}  -f-  fi.j-P|  -f-  [i-z^i  =  ^*  berühren  einen 
Kegelschnitt,  für  welchen  P^P^P^  ein  Polarendreieck  ist;  nach  1.  ist  für  diesen 
Kegelschnitt  auch  \}.^Pl  -^  \t.^P^  -h  \i.QPi  =  0,  es  ist  also  auch  P^P^P^  ein 
Polarendreieck  desselben.  Wir  erkennen  daher:  Wenn  zwei  Dreiecke  einem 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sind,  so  giebt  es  einen  bestimmten 
Kegelschnitt,  für  den  sie  Polarendreiecke  sind. 

Umgekehrt:  Zwei  Polarendreiecke  desselben  Kegelschnitts  sind 
einem  andern  Kegelschnitte  eingeschrieben.  Denn  sind  P^P^P^  und 
P^P'^P^  Polarendreiecke  eines  Kegelschnitts,  so  kann  die  Gleichung  desselben 
in  den  beiden  Formen  geschrieben  werden 

a^P\  -+-  a^Pl  H-  a^Pl  =  0,     a^Pl  -+-  a^P\  -h  a^Pl  =  0. 

Daher  giebt  es  eine  Zahl  «,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 
a^P\  -¥  a^Pl  H-  a^Pl  -  na^P}  -  na-,Pl  -  na^Pl  =  0, 
folglich  liegen  die  Punkte  P^  ,  ,  ,  P^  auf  einem  Kegelschnitte. 

B.  Wenn  zwei  Dreiecke  demselben  Kegelschnitte  umschrieben 
sind,  so  sind  sie  Polarendreiecke  für  einen  bestimmten  anderen 
Kegelschnitt;  und  umgekehrt:  Zwei  Polarendreiecke  desselben  Kegel- 
schnitts sind  einem  andern  Kegelschnitte  umschrieben. 

§  14.    Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar. 

1.  A.  Die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen 
in  Punktcoordinaten  aus  den  Gleichungen  zweier  gegebener  Kegel- 
schnitte/' =  0  und/"  =  0  in  der  Weise  abgeleitet  werden 

/=  X,/'4-X,/"  =  0, 
heisst  ein  Kegelschnittbüschel.    Man  erhält  alle  Kegelschnitte  des  Büschels, 
indem  man  dem  Verhältnisse  X^  :  Xj  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  giebt. 

Die  Kegelschnitte  /'  =  0  und  /"  =  0  gehören  zum  Büschel;  sie  gehen 
aus  /  hervor,  wenn  man  Xj  =  1,  Xj  =  0,  bez.  Xj  =  0,  Xj  =  1  setzt. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  des  Büschels. 
Sind  nämlich  /y'  und  /y"  die  Werthe,  welche  die  Functionen  /'  und  /"  für  einen 
gegebenen  Punkt  ^  der  Ebene  erhalten,  so  nehme  man  X^  =/y",  Xj  =— //, 
bilde  also  den  Kegelschnitt  /  ™ /y"  ./'—//•/"  =  0. 

Setzt  man  in  /'  und  /"  statt  der  laufenden  Coordinaten  die  Coordinaten 
des  Punktes  Sp,  so  verschwindet/  identisch,  also  liegt  $  auf/  =  0. 

Hiervon  machen  nur  solche  Punkte  eine  Ausnahme,  für  welche  zugleich 
//  =  0  und  f"  =  0,  die  also  den  Kegelschnitten  /'  und  /"  gemein  sind.  Für 
dieselben  verschwindet  auch  die  Function  /«a  X^/'  -f-  Xj/',  sie  gehören  also 
allen  Kegelschnitten  des  Büschels  an;  sie  heissen  die  Träger  des  Büschels. 

B.  Die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  deren  Gleichung  in 
Liniencoordinaten  aus  den  Gleichungen  zweier  gegebenen  Kegel- 
schnitte 9'  =  0  und  9"  ==  0  in  der  Weise  abgeleitet  werden 

<p  =  Xjtp'  -+.  X2(p"  =.  0, 
heisst  eine  Kegelschnittschaar.     Man  erhält  alle  Kegelschnitte  der  Schaar, 
wenn  man  dem  Verhältnisse  X^  :  X,  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegt 
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Die  gegebenen  Kegelschnitte  gehören  zur  Schaar,  denn  ihre  Gleichungen 
gehen  aus  9  hervor,  wenn  man  Xj  =  1,     Xj  =  0,  bez.  X^  =  0,    Xj  =  1  setzt 

Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  einem  Kegelschnitte  der  Schaar 
berührt.  Denn  sind  ^u'  und  9«"  die  Werthe,  welche  die  Functionen  9'  und  9" 
für  die  Coordinaten  einer  gegebenen  Geraden  £  annehmen,  so  wähle  man 

Xj  =  9u   I       Xj  =  —  9u , 
bilde  also  den  Kegelschnitt  der  Schaar 

9  ^  ?u    •  ?  —  ?u  •  9     =0. 

Ersetzt  man  die  laufenden  Coordinaten  i/«  in  7'  und  9"  durch  die  Coordi- 
naten Ux  der  gegebenen  Geraden  2,  so  verschwindet  9  identisch,  also  berührt  2 
den  Kegelschnittt  9  =  0. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  gegebene  Gerade  die  beiden 
gegebenen  Kegelschnitte  berührt;  denn  dann  ist  ^n'  =  9u"  =  0.  Für  die  Coor- 
dinaten jeder  solchen  Geraden  verschwindet  auch  die  Function  ^  eai  Xj^'  -^  ^j?"» 
also  wird  diese  Gerade  von  allen  Kegelschnitten  der  Schaar  berührt 
Eine  solche  Gerade  heisst  Träger  der  Schaar. 

2.  A.  Ist  ein  Punkt  zwei  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein,  so 
ist  er  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein. 

Beweis.  Sind/"  «  X^^f  -h  X^g/'  =  0  und/""  ^  \^^f  -+-  X,^/"  =  0 
zwei  verschiedene  Kegelschnitte,  so  sind  die  Verhältnisse  X^j  :  Xjg  und  X^^  :  Xj^ 
ungleich,  folglich  ist  die  Differenz  XjgXj^  —  X33X14  von  Null  verschieden.     Aus 

^13/'  +  ^»3/"   =  /'".         ^14/'  +  ^»4/"    =  /"" 

folgt  /•  = .    .     1.     ,     (X,,/'"  -  X„/"") , 

/'    =T      X       Zrii      \       (       ^14/   '"+"^18/      )• 

AJ3A24       ^as'^M 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen 
/'"  =  0,  /""  =  0  genügt,  auch  auf  /'  =  0  und  /"  =  0  liegt;  sowie,  dass 
man  die  P'unctionen  /'  und  /"  und  damit  auch  alle  linear  aus  /'  und  /" 
zusammengesetzten  quadratischen  Functionen  /,  die  gleich  Null  gesetzt  die 
Gleichungen  der  Büschelkegelschnitte  ergeben,  linear  durch  /"'  und  /"",  d.  i. 
durch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  irgend  zwei  Büschelkegelschnitten 
ausdrücken  kann. 

B.  Ebenso  ergiebt  sich:  Ist  eine  Tangente  zwei  Kegelschnitten  einer 
Schaar  gemein,  so  ist  sie  allen  Kegelschnitten  der  Schaar  gemein. 

3.  A.  Die  linearen  Functionen  /jy,  /jy,  /j^  (§  13,  No.  1)  für  die  qua- 
dratische Form  f  &s  Xi/'  -f-  X^/"  sind 

Die  Gleichung  der  Polaren  eines  Punktes  $  in  Bezug  auf  den  Büschel- 
kegelschnitt /  =  0  ist  also 

S  ^  (XiA/  +  Xj/,f")  x^  +  (X,/„'  +  X,/j,")*8   +  (X,/,y'  H-  X,/„")«.  =  0. 
Setzt  man 

2'  ^/i/^i  +/2]c''^2  -^fzT^l*       3:"  s/i/'^i  ^-/a]c"-^a  -+-/»/'*8» 
so  sind  S'  ==  0  und  S"  =  0  die  Gleichungen  der  Polaren  des  Punktes  fj  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  /'  und  /"  und  man  hat  3:  ^  Xj  J'  H-  XjS". 

Hieraus  folgt,  dass  die  Polare  des  Punktes  ^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  / 
durch  den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  ^  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  /' 
und  /"  geht;  dies  ergiebt  den  Satz:  Die  Polaren  eines  Punktes  A  in 
Bezug    auf   die    Kegelschnitte    eines    Büschels    gehen    durch    einen 
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Punkt  a\  die  Punkte  A  und  a  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels;  es  gehen  daher  auch  die  Polaren  des  Punktes 
a  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  A. 

Fallen  die  Polaren  von  $  in  Bezug  auf/'  und  /"  in  eine  Gerade  2  zusammen, 
so  geht  die  Polare  von  fß  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  /  des  Büschels 
durch  jeden  Punkt  von  S,  fkllt  also  mit  £  zusammen.  Es  giebt  daher  ein 
Polarendreieck,  das  allen  Kegelschnitten  eines  Büschels  gemeinsam 
ist;  von  diesem  Dreieck  ist  entweder  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite 
real  oder  das  ganze  Dreieck  ist  real. 

Femer  folgt  aus  der  Gleichimg  der  Polaren  des  Pimktes  f)  in  Bezug  auf 
einen  Büschelkegelschnitt:  Die  Strahlenbüschel  Sa,  S^,  Sc,  -  .  *  welche 
von  den  Polaren  der  Punkte  A,  B,  C  .  .  .  der  Ebene  in  Bezug  auf 
die  Kegelschnitte  eines  Büschels  gebildet  werden,  sind  projectiv;  es 
entsprechen  sich  die  Polaren  der  Punkte  A,  B,  C  .  ,  in  Bezug  auf 
denselben  Kegelschnitt. 

Der  Pol  einer  Geraden  AB  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Büschels 
ist  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  A  und  B,  also  der  Schnitt  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  der  collinearen  Polarenbüschel  Sa  und  Ss-  Hieraus  folgt 
der  Satz:  Die  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
eines  Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.  Dieser  Kegelschnitt  geht 
durch  die  Träger  der  Strahlenbüschel  Sa  und  S^,  d.  i.  durch  die  Punkte  a  und  d, 
welche  den  Punkten  A  und  B  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
conjugirt  sind.  Der  Kegelschnitt,  welcher  die  Pole  einer  Geraden  T 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  enthält,  ist  also  auch 
der  Ort  der  Punkte,  die  den  Punkten  der  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirt  sind. 

Dem  Schnittpunkt  der  Geraden  T  mit  einer  Seite  a  des  Polarendreiecks  ist 
wie  allen  Punkten  von  a  die  gegenüberliegende  Ecke  A  conjugirt,  also  folgt 
Jeder  Kegelschnitt,  welcher  die  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  sowie  die  Conjugirten  der  Punkte 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  das  Büschel  enthält,  ist  dem  gemeinsamen 
Polarendreiecke  des  Büschels  umschrieben. 

Ist  der  Punkt  A  der  Geraden  AB  eine  Ecke  des  Polarendreiecks  des 
Büschels,  so  fallen  die  Strahlen  des  Polarenbüschels  von  A  in  eine  Gerade 
zusammen,  nämlich  in  die  dem  Punkte  A  gegenüberliegende  Seite  a  des  Polaren- 
dreiecks. Hieraus  folgt:  Die  Pole  jeder  durch  einen  Eckpunkt  A  des 
Polarendreiecks  gehenden  Geraden  fallen  in  die  .^gegenüberliegende 
Seite  des  Polarendreiecks.  Um  zu  erfahren,  wo  die  Punkte  liegen,  die  den 
Punkten  der  Geraden  AB  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirt 
sind,  bemerken  wir,  dass  die  Polaren  der  Punktreihe  AB  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte /'  und  /"  zwei  projective  Strahlbüschel  bilden,  deren  Träger  auf  der 
dem  Punkte  A  gegenüberliegenden  Seite  a  des  Polarendreiecks  liegen.  Da  nun  a 
die  Polare  von  A  in  Bezug  auf/'  und/"  ist,  so  fallen  in  a  zwei  entsprechende 
Strahlen  dieser  beiden  Polarenbüschel  zusammen;  die  beiden  Büschel  sind  daher 
perspectiv;  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen,  d.  i.  die  den  Punkten  von 
AB  in  Bezug  auf  /'  und  /"  und  daher  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  conjugirten  Punkte  liegen  folglich  auf  einer  Geraden  T,  Dem  auf  a  ge- 
legenen Punkte  der  Geraden  AB  ist  A  conjugirt,  folglich  geht  T  durch  A.  Wir 
haben  daher  den  Satz:    Den  Punkten  einer  Geraden,   die  durch  eine 
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Ecke  des  gemeinsamen  Polarendreiecks  geht,  sind  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  die  Punkte  einer  andern  durch  dieselbe 
Ecke  des  Polarendreiecks  gehenden  Geraden  conjugirt 

Der  Ke<relschnitt,  auf  dem  im  Allgemeinen  die  Conjugirten  der  Punkte  einer 
Geraden  liegen,  zerfällt  in  diesem  Falle  in  die  Geraden  T  und  a;  die  Conjugirten 
für  alle  Punkte  von  AB  liegen  auf  Ty  ausgenommen  für  den  Funkt  A^  denn 
diesem  sind  alle  Punkte  der  Geraden  a  conjugirt 

B.  Die  linearen  Functionen  ^ju,  ^jm  ^au  ftir  die  quadratische  Form 
^  Bi  Xj^'  -f-  Xg^p"  sind 

Die  Gleichung  des  Poles  einer  Geraden  %  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
9  =  0  ist  daher 

Setzt  man 

so  sind  g}'  =  0  und  ^^J"  =  0  die  Gleichuniren  der  Pole  der  Geraden  %  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  <p'  =  0  und  <p"  =  0  und  man  hat 

gj  ^  X,$'  +  Xg^. 

Also  liegt  der  Pol  von  $  auf  der  Geraden  ^'^".  Wir  schliessen  daher: 
Die  Pole  einer  Geraden  A  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schaar 
liegen  auf  einer  Geraden  a;  die  Geraden  A  und  a  sind  daher  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  conjugirt;  es  liegen  daher  auch 
umgekehrt  die  Pole  der  Geraden  a  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar  auf  der  Geraden  A. 

Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Pole  für  die  Kegel- 
schnitte 9'  und  ;p"  zusammenfallen;  dann  fallen  die  Pole  von  A  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar  zusammen.  Hieraus  ergiebt  sich:  Die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  haben  ein  gemeinsames  Polarendreieck;  von 
demselben  ist  entweder  eine  Seite  und  die  gegenüberliegende  Ecke 
real,  oder  das  ganze  Dreieck  ist  real. 

Aus  der  Gleichung  des  Poles  einer  Geraden  5  für  einen  Kegelschnitt  der 
Schaar  9  =  0  ers^iebt  sich  femer:  Die  Pole  der  Geraden  A,  B,  F,  A  .  .  .  . 
für  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  bilden  projective  Punktreihen 
2«,  2ß,  2y,  2e,  .  .  .  .  und  zwar  entsprechen  sich  die  Pole  derselben 
Geraden  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte  der  Schaar. 

Die  Polaren  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  AB  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  sind  die  Geraden,  welche  die  Pole  der  Geraden  A  und  B 
verbinden,  sind  also  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  der  den 
Geraden  A  und  B  zugehörenden  projectiven  Polreihen  2,  und  2^;  dies  ergiebt: 
Die  Polaren  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt.  Derselbe  wird  auch  von  den 
Geraden  berührt,  die  den  durch  P  gehenden  Geraden  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar  conjugirt  sind. 

Eine  Ausnahme  von  diesen  beiden  Sätzen  tritt  nur  ein,  wenn  der  Punkt  auf 
einer  Seite  A  des  gemeinsamen  Polarendreiecks  der  Schaar  liegt.  Denn  die  zu  A 
gehörige  Polreihe  schrumpft  in  einen  Punkt  zusammen,  nämlich  in  den  A  gegen- 
überHegenden  Eckpunkt  a  des  Polarendreiecks.  Hieraus  folgt:  Die  Polaren  eines 
Punktes,  der  auf  einer  Seite  A  des  Polarendreiecks  der  Schaar  liegt, 
.  umhüllen  den  A  gegenüberliegenden  Eckpunkt  a  des  Polarendreiecks. 
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Der  Geraden,  die  P  mit  einer  Ecke  a  des  der  Schaar  gemeinsamen  Polaren- 
dreiecks verbindet,  ist,  wie  allen  durch  a  gehenden  Geraden,  die  gegenüber- 
liegende Seite  A  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  conjugirt. 

Jeder  Kegelschnitt,  den  die  'Polaren  eines  Punktes,  sowie  die 
Conjugirten  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Strahlen,  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  umhüllen,  ist  dem  gemeinsamen 
Polarendreieck  der  Schaar  eingeschrieben. 

Ebenso  wie  der  entsprechende  Satz  für  Kegelschnittbüschel  ergiebt  sich  femer: 
Den  Strahlen  eines  Büschels,  dessen  Träger  auf  einer  Seite  A  des 
gemeinsamen  Polarendreiecks  liegt,  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar  die  Strahlen  eines  andern  Büschels  conjugirt, 
dessen  Träger  P  auf  derselben  Seite  des  Polarendreiecks  liegt.  Der 
Kegelschnitt,  den  im  Allgemeinen  die  Conjugirten  der  Strahlen  eines  Büschels 
umhüllen,  zerfällt  in  diesem  Falle  in  zwei  Strahlbüschel  (zwei  Punkte);  den 
Strahlen  des  Büschels,  die  nicht  mit  der  Geraden  A  zusammenfallen,  sind  die 
Strahlen  conjugirt,  die  durch  P  gehen;  dem  Strahl  A  ist  das  ganze  Strahlbüschel 
conjugirt,  dessen  Träger  der  A  gegenüberliegende  Eckpunkt  des  Polaren  dreiecks  ist. 

4.  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder  einer  S'chaar  sind 
die  Pole  der  unendlich  fernen  Geraden.  Daher  folgt  (No.  3):  Die  Mittelpunkte 
der  Kegelschnitte  eines  Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitte, 
der  dem  Polarendreiecke  des  Büschels  umgeschrieben  ist.  Die  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden* 

Femer  folgt:  Die  Diameter  der  Kegelschnitte  eines  Büschels,  die 
einer  festen  Diameterrichtung  conjugirt  sind,  gehen  durch  einen 
Punkt.  Die  Diameter  der  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  einer 
festen  Diameterrichtung  conjugirt  sind,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 

5.  A.  Wir  fragen  nun  nach  den  Doppelpunkten  der  Kegelschnitte 
eines  Büschels,  oder  nach  solchen  Kegelschnitten  eines  Büschels,  die 

f     in  zwei  Gerade  zerfallen. 

Hat  der  Kegelschnitt  /  ^  X,/'  -h  Xg/"  =  0  einen  Doppelpunkt,  und  ist 
/  s  a^^x^  -h  la^^x^x^  -+-  2öi3^,^3  +  a^^x$  -f-  la^^x.^x^  -h  033^3*, 
f  =  ^\\X\    -^  2^12^1^!   4-  2^i3^i^3  4-  b^^x.^  4-  Ib^^x^x^  H-  b^^x.^, 
so  verschwindet  die  Determinante  (§  13,  No.  3) 

Xjfl,  1  -h  Xg^ii,       ^i^ia  4-  Xj^ij,       Xjflig  4-  ^2^13 

l.  ^1^18  ■+"  ^2^13»  ^1^22   "*"  ^2^22»  ^1^28   ~^"  ^2^23        ^^    ^' 

Die  Verhältnisse   der  Coordinaten   des  Doppelpunkts   bestimmen   sich  aus 
zweien  der  Gleichungen 
2-^i/ix'4-X,/i^''^(Xiflij-^Xj^,Jj;i4-(^,öij4-X2^ia)^24-(Xifli34-Xa^i3)^3  = 

3-  ^l/2-r'-HX2/a^"^(X,ö,34-X2^,2)'^l^-(^l<'22-+-^2^22)^2^-(^1^23-^^2^23)^3  =  0, 

4-  ^l/3^'-*-^2/3'''^(^1^18-+-^2^13)'^l^-(^l^23-+-^2^23)^2-+-(^l<»38-»-M83)'^3=0- 

Ersetzt  man  hier  das  Verhältniss  —  Xj  :  Xj  durch  X,  so  werden  die  Deter- 
minante und  die  Gleichungen  2.,  3.,  4.  mit  der  Determinante  L  und  den 
Gleichungen  1.,  2.,  3.  in  §  13,  No.  25  identisch.  Wir  haben  daher  den  Satz: 
Es  giebt  in  jedem  KegelschnittbUschel  drei  (reale  oder  imaginäre)  Kegel- 
schnitte, die  in  Geradenpaare  zerfallen;  die  Doppelpunkte  dieser 
Geradenpaare  sind  die  Ecken  des  gemeinsamen  Polarendreiecks. 

Es   mag   ausdrücklich  hervorgehoben  werden,    dass  aus  der  Realität  eines 
Doppelpunktes  nicht  geschlossen  werden  kann,  dass  auch  das  zugehörige  Geraden- 
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paar  real  ist.  Wählt  man  eben  realen  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Polaren- 
dreiecks zur  Ecke  Aj^  und  die  gegenüberliegende  Seite  zur  Seite  A^A^  des 
Coordinatendreiecks,  so  wird  (§  13,  No.  20) 


a^  ^x^ 


^1^1 


3 


b^^xi 


2a 
2d 


•+-  «sa^s*  ==  0» 


^as^s* 


0. 


Die  Gleichung  1.  wird  jetzt 


oder 


0 
0 


0 

^1^22  "^  ^a ^sa> 


0 


=  0, 


Xjöjj 


^a^aa» 


^i^as 


^a^aa 
^a^aa 


0. 


5. 


Eine  Wurzel   dieser  Gleichung,    die  dem  Doppelpunkte  Ai   entspricht,  ist 
;  Xg  =  ^11  :  — «ij;  das  zugehörige  Geradenpaar  hat  die  Gleichung: 

Ist  das  ganze  Polarendreieck  real,  so  wird  in  Bezug  auf  dasselbe 


^83**a  » 

'88^8'- 


Die  Determinante  1.  reducirt  sich  jetzt  auf  das  Produkt  der  Diagonalglieder 

6.  (XiÄji  -h  Xj^i^)  (Xi^iaa  4-  Xg^g»)  (Xi^aa  +  Maa)  "=  ^ 

und   liefert   für   das  Verhältniss   X,  :  Xj    die  drei  realen  Wurzeln  b^^  :( — fln)i 

^22  •( — ^2  2)»    ^8  8  •( — ^aa)*»  diesen  entsprechen  die  drei  Geradenpaare 

7.  (^22^11  —^11  ^22) -«^2*    —   (^11^38  —^83^1l)-^8*    =   ^* 

8.  —  (^22^11  —^11^22)  «^1*    -^-    (^38^22  ~^22^83)-*^a*    =   0, 

^-  (^11^88—^88^1)^1*  —  (^83^22— «2a^aa)*8*  =  Ö- 

Sind  die  Grössen  («2 2^11 —0:11^22)'  (^11^88—^88^11)'  (^aa^aa —^aa^as) 
alle  drei  positiv,  oder  alle  drei  negativ,  so  sind  die  drei  Geradenpaare  7.,  8.,  9. 

real;  sind  zwei  der  Grössen  positiv  (z.  B.  die  erste  und  zweite)  und  die  dritte 
negativ,  oder  sind  zwei  negativ  (die  erste  und  die  zweite)  und  die  dritte  positiv, 
so  ist  ein  Geradenpaar  real  (in  beiden  Fällen  das  Geradenpaar  7.),  die  andern 
beiden  sind  conjugirt  complex.  Wenn  ein  Kegelschnittbündel  ein  reales 
Polarendreieck  hat,  so  ist  entweder  ein,  oder  es  sind  drei  reale 
Geradenpaare  im  Büschel  enthalten. 

B.    Der  Kegelschnitt  <p  si  Xj<p'  4-  Xj<p"  =  0  hat  eine  Doppeltangente,  zer- 
fallt also  in  zwei  Punkte,  wenn  die  Determinante  verschwindet 


10. 


^i«ii 
Xjajj 

^i«i8  -+- 


'2ß22» 


^2^11» 
X2ßl8» 


^1«12 


Xjßi 


2» 


^1*22  "^"  X8P22» 


Xi^ia 

^l«23 


X 
X 


aß 


la 


2ß28 


XiQ'aa  "*~  X2ß2  8»       Xjajj -H  X2ß3s 


0. 


Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  der  Doppeltangente  bestimmen  sich  aus 
zweien  der  drei  Gleichungen: 
11.      (Xi«,, -+-X2ßi,)«i  -»-  (^aii^-^ißi2)«2  -»-  (Xiai8-^^2ßi8)«a  =  0, 

12.  (Xiai2-+-^2ßl2)«l    -+-    (Xia22-»-^2ß22)«2    "^    (^1«2  8  "»- ^2ß2  8)  «8    =   Ö, 

13.  (Xiaij-|-X2ßi3)«i    H-    (Xia28-^>^2ß28)«2    -+-    (Xia38-^^2ß88)«8    =   ^' 

Ersetzt  man  X2  :  X^  durch  —  jx,  so  werden  die  Determinante  10.  und  die 
Gleichungen  11.,  12.,  13.  mit  der  Determinante  J/ und  mit  den  Gleichungen  5., 
6.,  7.  in  §  13,  No.  25  identisch.  Hieraus  folgt:  Unter  den  Kegelschnitten 
einer  Schaar  giebt  es  drei  Punktpaare;  die  Doppeltangenten  der- 
selben sind  die  Seiten  des  den  Kegelschnitten  der  Schaar  gemein* 
samen  Polarendreiecks. 


I 
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Z  -a 


iS»   - 


re 


a^ 


Femer  folgt  ähnlich  wie  in  A:  Ist  das  ganze  Polarendreieck  real,  so 
sind  entweder  alle  drei  Punktpaare  real,  oder  es  ist  eines  real  und 
die  andern  beiden  sind  conjugirt  complex. 

6.  A.  Mögen  nun  die  drei  Geradenpaare,  welche  einem  Kegelschnittbüschel 
angehören,  aus  realen  Geraden  bestehen,  oder  mögen  imaginäre  unter  ihnen 
sein,  in  jedem  Falle  schneiden  sich  zwei  dieser  drei  Paare  in  vier  realen  oder 
imaginären  Punkten;  folglich  gehen  die  Geraden  des  andern  Paares  und  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  durch  dieselben  vier  Punkte.  Heben  wir  insbesondere 
irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  hervor,  so  haben  wir  den  Satz:  Zwei 
Kegelschnitte  haben  vier  reale  oder  complexe  Schnittpunkte. 

Sind  vier  reale  Schnittpunkte  vorhanden,  so  hat  das  zu  diesen  beiden  Kegel- 
schnitten gehörige  Büschel  drei  reale  Geradenpaare,  nämlich  die  drei  Paare 
Gegenseiten  des  durch  die  vier  Schnittpunkte  bestimmten  vollständigen  Vierecks, 
—  und  ein  reales  Polarendreieck,  dessen  Ecken  die  Diagonalpunkte  dieses  Vier- 
ecks sind. 

Um  über  die  Realität  der  zum  Büschel  der  beiden  Kegelschnitte  gehörenden 
Geradenpaare  imd  über  die  complexen  Schnittpunkte  weiter  zu  entscheiden, 
wollen  wir  uns  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  /'  und  /"  auf  ein  recht- 
winkeliges System  bezogen  denken.     Die  Gleichung  von  /'  sei 

/'  ^  ax^  -f-  2dxy  4-  cy^  -f-  2äx  -h  2ey  -f-  >&  =  0. 
Wird  dieser  Gleichung  durch   den  imaginären  Punkt  genügt,  der  die  Coor- 
dinaten  hat  jc  =  5  -f-  /je,    j^  =  rj  -j-  Z^,  so  ist 

jc»  =  e«  4.  2i5jc,       ^j;  ==  Et|  —  JC9  -f-  tirri  4-  Ep),    ;^a  =  t)2  —  9«  4-  2/t)9. 
Setzt  man  diese  Werthe  in/'  =  0  ein,  so  erhält  man: 

aii^  —  r^)  4-  2^(Et)  — JC9)  4-  ^(1)^  —  9*)  -+-  2//5  4-  2^1)  4-  >& 
4-  2/(ö5jc  4-  drix  4-  di\)  4-  ct^\)  4-  ^JC  4-  ^9)  =  0. 
Also  sind  die  beiden  Gleichungen  einzeln  erfüllt 
1.        «(?»— je«)  =  2^(^11  — 19)  4-  ^(t]2  — 9»)  4-  2äi  4-  2^T]  4-  >&  =  0, 
1  aix  4-  ^(t)JC4-E9)  H-  ^tQ9  4-  //jc  4-  ^9  =  0. 

Ersetzt  man  hierin  jr  und  9  durch  —  jr  und  —  9,  so  bleibt  die  Gleichung  1 . 
ungeändert,  und  in  2.  wechseln  alle  Glieder  die  Vorzeichen.  Wir  schliessen  daher : 
Wenn  ein  complexer  Punkt  auf  einem  Kegelschnitte  liegt,  so  liegt 
auch  der  conjugirt  complexe  auf  dem  Kegelschnitte.  Hieraus  folgt 
weiter:  Die  complexen  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  sind  paar- 
weise conjugirt. 

Da  nun  zwei  conjugirt  complexe  Punkte  immer  auf  einer  realen  Geraden 
enthalten  sind,  so  folgt:  Sind  die  vier  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte complex,  so  zerfallen  sie  in  zwei  Paar  conjugirte  und  das 
Büschel  der  beiden  Kegelschnitte  enthält  ein  reales  Geradenpaar. 

Bestehen  die  vier  Schnittpunkte  aus  den  beiden  Paaren  conjugirt  complexer 
Punkte  Pil^i'  und  P^P^^  welche  die  Coordinaten  haben  5i4-/jri,  tQi-+-/9i, 
^i— «Xi,  y\x — '*9i;  ^j-H^'Xj»  ^2"^"'98l  £a  —  ^Xa>  tQ2 — ^92»  so  sind  die  Geraden 
P^P^  und  P^P^*  real;  die  Gleichungen  der  Geraden  PiP^  und  P^^P^  sind: 


=  0. 


.Diese  Geraden  sind,  wie  man  sieht,  conjugirt  complex,  haben  also  einen 
realen  Schnittpunkt.  Ebenso  sind  die  Geraden  /\-P,'  und  P%Px  conjugirt 
complex,  denn  sie  haben  die  Gleichungen 


X,              y,    1 

X,               y, 

1 

Si-^^>i»    ^i-+-^*9i»    1 

=  0, 

^\—nx.    TQi— ^*9i» 

1 

Sj-^'y»»    T^2-+-^'9»»    1 

^2         'J^2'      ^2         ^92» 

1 
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X,  y,     1 


=   0, 


jc,  y^    1 


0. 


Wir  schliessen  hieraus:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  keinen  realen 
Schnittpunkt  haben,  so  sind  alle  drei  Ecken  des  gemeinsamen 
Polarendreiecks  real.  Hieraus  und  aus  §  13,  24  A  folgt  weiter:  Haben 
zwei  Kegelschnitte  ein  reales  Polarendreieck,  so  haben  sie  entweder 
vier  reale  Schnittpunkte  oder  zwei  Pr^are  conjugirt  complexe. 

Ist  nur  eine  Ecke  des  Polarendreiecks  real  und  haben  die  Kegelschnitte 
einen  realen  Schnittpunkt,  so  haben  sie  (§13,  No.  14  A)  noch  einen  realen 
Schnittpunkt;  beide  Schnittpunkte  liegen  auf  einer  durch  die  reale  Ecke  des 
)?olarendreiecks  gehenden  Geraden,  und  diese  Gerade  ist  ein  Theil  eines  in  zwei 
Gerade  zerfallenden  Kegelschnitts.  Ein  dritter  realer  Schnittpunkt  kann  nicht 
existiren,  da  sonst  noch  ein  zu  diesen  gehöriger  vierter,  also  ein  reales  Polaren- 
dreieck vorhanden  wäre,  im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung. 

Da  die  Gleichung  des  Geradenpaares,  das  zu  dem  Büschel  der  beiden 
Kegelschnitte  gehört,  und  den  realen  Eckpunkt  des  Polarendreiecks  zum  Doppel- 
punkte hat,  reale  Coeflicienten  hat  und  im  Falle  zweier  realen  Schnittpunkte 
eine  Gerade  des  Paares  real  ist,  so  folgt,  dass  auch  die  andere  Gerade  real  ist 
Die  andern  beiden  Geradenpaare  können  reale  Gerade  nicht  enthalten,  da  die- 
selben weitere  reale  Schnittpunkte  mit  dem  realen  Geradenpaare  erzeugen  würden. 

Wenn  also  nur  eine  Ecke  des  zwei  Kegelschnitten  gemeinsamen 
Polarendreiecks  real  ist,  so  haben  die  beiden  Kegelschnitte  zwei 
reale  Schnittpunkte.  In  jedem  Falle  ist  in  einem  Kegelschnittbüschel 
wenigstens  ein  reales  Geradenpaar  enthalten. 

B.  Ebenso  ergeben  sich  die  dual  entsprechenden  Sätze:  Zwei  Kegel- 
schnitte haben  vier  reale  oder  paarweis  conjugirt  complexe  gemein- 
same Tangenten. —  Wenn  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  real  sind, 
so  enthält  die  zu  den  beiden  Kegelschnitten  gehörige  Schaar  drei 
Paare  realer  Punkte,  die  Gegenecken  des  von  den  vier  Geraden  ge- 
bildeten vollständigen  Vierseits,  und  ein  reales  Polarendreieck, 
dessen  Seiten  die  Diagonalen  dieses  Vierseits  sind.  —  Haben  die 
beiden  Kegelschnitte  ein  reales  Polarendreieck,  so  haben  sie  ent- 
weder vier  reale  gemeinsame  Tangenten,  oder  keine  reale  gemein- 
same Tangente.  Ist  nur  eine  Seite  des  Polarendreiecks  real,  so  haben 
die  Kegelschnitte  zwei  reale  gemeinsame  Tangenten,  die  sich  auf  der 
realen  Seite  des  Polarendreiecks  schneiden.  In  jedem  Falle  gehört  zu 
der  von  zwei  Kegelschnitten  bestimmten  Schaar  ein  reales  Punktpaar. 

7.  A.  Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  schneiden  jede  Gerade 
in  Punktpaaren  einer  quadratischen  Involution. 

Beweis.  Nimmt  man  die  Gerade  zur  Seite  A^A^  eines  Coordinatendreiecks, 
so  bestimmen  sich  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts 
/^  Xi/'  4-  Xj/"  =  0  und  der  Achse  A^A^  aus  den  Gleichungen 

X\  Xt%  Xm 

.,  =0,    /  =  ü.     ^  +  ^  +  -^3=1, 

also  aus  den  beiden  Gleichungen 

1.      >^i{a^2^i  +  2öa3*2*3  -»-  ^38^1)  -H  ^2(^22^1  -^  2^,,jf2*3  4-  ^ziXi)  =  0. 


2. 


-^  -h  —  =  1. 
^2        ^« 
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Setzt  man  aus  der  zweiten  in  die  erste 

so  geben  die  trinomischen  Faktoren  von  Xj  und  Xj  quadratische  Functionen  von 
x^  allein;  bezeichnet  man  den  Abstand  eines  Punktes  jP  der  Geraden  A^A^ 
von  A^  mit  z^  und  den  Winkel  A^A^A^  mit  a,  so  kann  man  durch  die  Sub- 
stitution jpj  ==  a;  sin  a  die  Faktoren  von  X^  und  X  ^  in  quadratische  Functionen  ■ 
von  z  tiberführen.  Ersetzt  man  mm  in  §  7,  No.  1  und  2  die  Grössen  X,  r^,  r^ 
durch  5,  Xj,  Xj,  so  folgt  die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes. 

B.  Die  Tangentenpaare,  die  von  einem  Punkte  aus  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  gelegt  werden,  bilden  eine  quadratische  Invo- 
lution. 

Wählt  man  den  Punkt  als  die  Ecke  A^  eines  Coordinatendreiecks,  so  erhält 
man  die  Coordinaten   der  von  A^  an  den  Kegelschnitt  ^  ^  Xj^p'  -h  Xj^p"  =  0 
gelegten  Tangenten  aus  den  Gleichungen 
3.     (Xia,2  4-  Xjßsa)«!  4-  2(X,a23  -h  X,ßa8)«,«3  4-  {X^d^i  -+-  ^J^zt)u^  =  0, 

.  P2«2     .     P8«3    _    . 

Ersetzt  man  in  3.  u^  und  «j  durch  r,  :  r  und  r,  :  r  (§  12,  No.  10,  1),  so 
erhält  man  die  Gleichung 

5.  Xi(a,,r|  -h  2ajjr,r5  4-  ajsrj»)  4-  Xj(pjjr|  4-  ^^^r^r^  4-  ßss^s)  =  0. 
Bezeichnet   man   die  Strecken  A^A^  und  A<^^A^  mit  ^3   und  ^3,    und   die 

Winkel  ^3 7^  und  g^g^  mit  <|f  und  a,  so  hat  man 

6.  r,  =  ^3  j/«<|*,     ^3  =  g^  sin{^  —  a)  =  ^2  cosa  •  ««<|*  — g^  sind  •  r^j<|;. 
Durch  diese  Substitution  geht  eine  homogene  quadratische  Function  von  r^ 

und  r3  in  eine  homogene  quadratische  Function  von  sin^  und  cos'^  über. 
Dividirt  man  die  durch  die  Formeln  6.  transformirte  Gleichung  5.  durch  cos^'^, 
so  werden  die  mit  X^  und  Xj  multiplicirten  Trinome  quadratische  Functionen 
von  tangf^.    Aus  §  7,  No.  2  ergiebt  sich  nun  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes. 

8.  A.  Von  zwei  Kegelschnitten/'  und/"  sind  zwei  Schnittpunkte 
und  ausserdem  noch  von  jedem  drei  Punkte  gegeben;  man  soll  die 
andern  beiden  Schnittpunkte  construiren. 

Sind  A,  B  die  beiden  gegebenen  Schnittpunkte  und  C,  Z>,  E  die  drei  andern 
gegebenen  Punkte  von/',  C^,  Z>i,  E^  die  des  andern  Kegelschnitts/",  so  ziehe 
man  die  Gerade  CC^  und  bestimme  (nach  Pascal)  die  beiden  andern  Schnitt- 
punkte C  und  Cj'  dieser  Geraden  und  der  Kegelschnitte /'  und/".  Durch  die 
beiden  Paare  CC  und  C^C^'  ist  nun  die  quadratische  Involution  /  bestimmt, 
welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  CC^  und  des  Curvenbüschels  /'/"  bilden. 
Zu  diesem  Curvenbüschel  gehört  auch  das  Geradenpaar,  welches  aus  der  Geraden 
AB  und  der  Verbindungslinie  T  der  unbekannten  beiden  andern  Schnittpunkte 
besteht;  dieses  Geradenpaar  schneidet  die  Transversale  CC^  in  einem  Punktpaare 
der  Involution  /;  da  nun  von  diesem  Punktpaare  ein  Punkt  —  der  Schnittpunkt 
von  CCj  und  AB  —  bekannt  ist,  so  kann  man  nach  §  7,  No.  5  den  andern 
Punkt  dieses  Paares,  d.  i.  den  Schnitt  von  CC^  und  T^  construiren.  Nach- 
dem man  so  einen  Punkt  von  T  gefunden  hat,  zieht  man  eine  andere  Trans- 
versale, z.  B.  DD^y  und  bestimmt  in  gleicher  Weise  ihren  Schnittpunkt  mit  71 
Nun  hat  man  T',  und  es  erübrigt  nur  noch,  nach  §  11,  No.  13  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  T'mit/'  oder/"  zu  construiren;  diese  sind  die  gesuchten  Punkte. 

Die  Auf lösmig  bleibt  dieselbe,  wenn  A  und  B  nicht  real,  sondern  conjugirt 
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complex  (etwa  die  complexen  Doppelpunkte  einer  auf  einer  gegebenen  Geladen 
liegenden  quadratischen  Involution)  sind. 

B.  Die  Auflösung  der  dual  entsprechenden  Aufgabe:  Von  zwei  Kegel- 
schnitten sind  zwei  gemeinsame  Tangenten  und  ausserdem  von  jedem 
drei  Tangenten  gegeben,  man  soll  die  beiden  andern  gemeinsamen 
Tangenten  construiren,  ist  an  der  Hand  der  soeben  mitgetheilten  Con- 
struction  leicht  aufzufinden. 

9.  A.  Den  Kegelschnitt  eines  Büschels  zu  construiren,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  geht. 

a)  Hat  das  Büschel  vier  reale  Träger  A^  B^  C,  Z>,  so  sind  von  dem  gesuchten 
Kegelschnitte  fiinf  reale  Punkte  bekannt,  also  kann  derselbe  (nach  Pascal)  con- 
struirt  werden. 

ß)  Hat  das  Büschel  nur  zwei  reale  Träger  j4,  B,  so  bestimme  man  zu- 
nächst nach  No.  8  A  die  Gerade  T,  auf  welcher  die  beiden  conjugirt  complexen 
Träger  liegen.  Projicirt  man  drei  weitere  Punkte  C,  D,  E  eines  Büschel- 
kegelschnitts /'  von  A  und  von  B  aus  auf  T,  so  sind  die  beiden  imaginären 
Träger  die  Doppelpunkte  der  durch  die  Projectionen  C  D' E'  und  C^D'^K^ 
bestimmten  projectiven  Reihen.  Der  gesuchte  Kegelschnitt  kann  nun  aus  den 
drei  realen  Punkten  Py  A,  B  und  den  beiden  conjugirt  complexen  nach  §11,  No.  U 
construirt  werden. 

7)  Ist  keiner  der  Träger  gegeben,  so  verbinde  man  den  gegebenen  Punkt 
P  mit  einem  gegebenen  Punkte  A  des  einen  Büschelkegelschnitts  /'  und  bestimme 
den  zweiten  Schnittpunkt  A^  der  Geraden  PA  und  der  Curve  /',  sowie  die 
beiden  Schnittpunkte  B  und  B^  von  PA  und  einer  zweiten  Büschelcurve  /*'. 
Hierauf  construirt  man  den  Punkt  Q  so,  dass  das  Paar  PQ  zu  der  durch 
die  Paare  AA^  und  BB^  bestimmten  Involution  gehört  Alsdann  ist  @  ein 
Punkt  des  gesuchten  Kegelschnitts.  Wenn  man  nun  P  mit  drei  weiteren  Punkten 
C,  D,  E  von  /'  verbindet,  und  dieselbe  Construction  wiederholt  ausführt,  so 
bekommt  man  weitere  drei  Punkte  P,  S,  T  des  gesuchten  Kegelschnitts  und  kann 
denselben  nun  aus  den  fünf  realen  Punkten  P^  Q,  P,  S,  T  constniiren. 

Wenn  eine  der  Geraden,  z.  B.  PA  den  Kegelschnitt/"  nicht  in  realen 
Punkten  schneidet,  sondern  die  Schnittpunkte  als  die  conjugirt  complexen 
Doppelpunkte  zweier  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  auftreten, 
so  hat  man  von  der  Involution,  in  welcher  PA  das  Kegelschnittbüschel 
schneidet,  ein  reales  Punktpaar  AAy^  und  ein  conjugirt  complexes,  und  es 
kommt  nun  zur  Ergänzung  dieser  Involution  darauf  an,  durch  dieses  complexe 
Punktpaar  und  einen  ausserhalb  PA  liegenden  beliebig  angenommenen  realen 
Punkt  F  einen  Kreis  zu  legen. 

Sind  GHJy^G'ITf  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  projectiven  Punkt- 
reihen, durch  deren  Doppelpunkte  der  gesuchte  Kreis  gehen  soll,  so  verbinde 
man  F  mit  G,  H  und  /;  construire  den  Kreis,  in  welchem  der  auf  der  Sehne 
G^ IT  stehende  Peripheriewinkel  dem  Winkel  G^ 7^^  gleich  ist,  sowie  den  Kreis, 
der  HJ  zur  Sehne  und  auf  derselben  einen  Peripherie>\inkel  gleich  HFJ  hat. 
Diese  beiden  Kreise  haben  ausser  H'  noch  einen  realen  Punkt  K  gemein.  Da 
nun  in  den  beiden  Büscheln  F  und  K  die  entsprechenden  Winkel  gleich  sind, 
so  liegen  die  Punkte  F  und  K  und  die  Schnittpunkte  der  drei  Paar  entsprechenden 
Strahlen  auf  einem  Kreise,  und  die  Strahlen,  welche  von  F  und  von  K  aus  die 
Punkte  dieses  Kreises  projiciren,  treffen  die  Gerade  GG^  \n  entsprechenden 
Punkten  der  beiden  projectiven  Punktreihen.     Also  ist  dieser  Kreis  der  gesuchte. 
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B.  Die  Constructiön  des  Kegelschnitts  einer  Schaar,  der  eine 
gegebene  Gerade  beruh  rt,  lässt  sich  der  soeben  mitgetheilten  leicht  nachbilden. 

10.  A.  Wenn  eine  Gerade  T  ein  Büschelkegelschnitt  /  berührt,  so  fallen 
in  den  Berührungspunkt  die  beiden  Schnittpunkte  von  /  und  T^  also  zwei 
Punkte  eines  Paares  der  Involution  zusammen,  welche  auf  T  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  ausgeschnitten  wird,  folglich  ist  der  Berührungspunkt  ein 
Doppelpunkt  dieser  Involution.  Umgekehrt:  Bestimmt  man  auf  einer  Ge- 
raden T  die  Involution,  in  welcher  sie  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  durch- 
setzt, und  legt  einen  Kegelschnitt  /  des  Büschels  durch  einen  Doppelpunkt  A 
dieser  Involution,  so  fallt  auch  der  andere  Schnittpunkt  von  /  und  T  in  den 
Punkt  A,  der  Kegelschnitt  /  berührt  also  die  Gerade  T. 

Hieraus  sieht  man,  dass  es  zwei  Kegelschnitte  (die  beide  real  oder 
beide  imaginär  sind)  eines  Büschels  giebt,  die  eine  gegebene  Gerade 
berühren;  und  zugleich,  wie  man  diese  Kegelschnitte  construirt. 

B.  Construirt  man  in  der  Strahleninvolution  der  Tangentenpaare,  welche  von 
einem  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  gelegt  werden,  die  Doppel- 
strahlen, und  construirt  den  Kegelschnitt  ^  der  Schaar,  welcher  einen  dieser 
Doppelstrahlen  A  berührt,  so  kann  durch  P  ausser  A  keine  weitere  Tangente 
an  9  gezogen  werden,  also  ist  P  der  Berührungspunkt,  also  geht  9  durch  P, 
Hieraus  folgt:  Es  giebt  zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen,  sie  berühren  die  Doppelstrahlen  der 
Strahleninvolution,  welche  die  von  dem  Punkte  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  gelegten  Tangentenpaare  bilden. 

11.  Wenn  ein  Kegelschnittbüschel  die  Ecken  Z>,  F^  E,  G  eines  Vierecks  zu 
Trägem  bat,  so  sind  die  drei  Paare  Gegenseiten  DE  und  FG^  DF  und  FG,  DG 
und  j&i^  besondere  Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt:  Die  drei  Paare 
Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  werden  von  jeder  Geraden 
in  drei  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten. 

Dies  ergiebt  eine  Methode,  eine  quadratische  Involution  linear  zu 
ergänzen:  Sind  A  und  A\ 
B  und  B*  zwei  Paare  und  soll 
man  den  zu  C  gehörigen  Punkt 
construiren,  so  verbinde  man 
Af  B  und  C  mit  einem  Punkte 
D  ausserhalb  AB\  projicire 
einen  Punkt  E  der  Geraden 
CD  von  Ä  und  B  aus  auf  Z>^' 
und  DAf  und  durchschneide  AB^ 
mit  der  Geraden  FG\  dann  ist      A  Ä        C  B 

CC  ein  Paar  der  Involution.  0&.^:^ 

12.  Wir  knüpfen  hieran  die  Frage  nach  den  Parabeln,  die  in  einem  Kegel- 
schnittbüschel enthalten  sind  und  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dass  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  vier  reale  Schnittpunkte  B^  B^  B^  B^  haben.  (Vergl.  §  1 1,  No.  6). 

Wählt  man  das  gemeinsame  Polarendreieck  zum  Achsendreieck,  so  enthält 
jeder  Kegelschnitt  K  ^  a^x^  -f-  a^x^  -h  a^x^  =  0 ,  der  durch  einen  der  vier 
Punkte  B  geht,  auch  die  drei  andern;  werden  die  Coordinaten  von  Bi  mit 
x^iX^iX^i  bezeichnet,  so  folgt  daher  für  diese  Coordinaten  die  Proportion: 


-*. 

-'t* 

*, 

i6o  Analytische  Geometrie. 

Bezeichnet  man  die  positiven  Wurzeln  aus  ^f,  ^  jt^j,  jirj^  der  Reihet  nach 
mit  ö^t  b^,  ^3,  so   haben   daher  die  Coordinaten   der  Punkte   B,  die  Werthe 

1.  X^   =  0\t         «^2  =  ^8>         -^3  =  ^31 

Äj  Äj  ^3  ^j  ^j  Ä, 

/<j         ^t         /<j  /'i  ^j         /*s 

^1         ^2         ^'S  ^1         ^2         ^3  ^1        ^2       ^l' 

Die  erste  Coordinatengruppe  enthält  lauter  positive  Werthe;  von  jedem 
Viereck  liegt  also  ein  Eckpunkt  im  Innern  des  Dreiecks  der  Diagonal- 
punkte.    Dieser  Punkt  werde  mit  ß^  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  der  drei  Paare  Gegenseiten  des  Vierecks  j5j^^^,i?^  sind 

^1^3   —  ^3«^!    =  Ö,        d^x^    -f-  d^x^   =  0, 
d^Xi  —  d^x^  =  0,       ^2*^1   "*"  ^1-^2  =  ö* 
Als  Gebilde   zweiter  Ordnung   haben   das   erste   und   das  zweite  Paar  die 

Gleichungen:    (^3:^2  —  ^2*^3)  (^3'^a  "+"  ^2*^3)  ^  ^i^S  — ^i^f  =  0, 

(^1^3  —  ^,^i)(^iJf3  -+-  ^3^i)  =  b}xl  —  d^xj  =  0. 
Die  Gleichung  jedes  durch  die  Punkte  B  gehenden  Kegelschnitts  wird  daher 
in  der  Form  erhalten:  {b^xj  —  ^|^|)  •+■  ^{b^xg  —  bjxf)  =  0,  oder  geordnet 

—  kbjxf  H-  d^xl  -h  (X^2  —  ^1)^1  =  0. 

Ist  diese  Curve  eine  Parabel,  so  ist  (§  13,  No.  18  und  23): 

1^  1  1 

Hieraus  ergiebt  sich  für  X  die  quadratische  Gleichung 

^'  >^|    ^        U »  ^  //|        ;i jj  ^  "^  >4f  ^  "  • 

Je   nachdem   diese  Gleichung   zwei  reale,    eine  reale,    oder  zwei  conjugirt 

complexe  Wurzeln  für  X  liefert,    hat  das  Büschel  zwei  Parabeln,  eine  Parabel 

oder  keine  Parabel. 

Die  Gleichung  hat  complexe  Wurzeln,  wenn 

/^2  A2  ^2\2  A2        A2 

\/l?^  AI    h'i)      ^ hl  hl^  "• 

Diese  Differenz  ist  bekanntlich  das  Produkt  aus  vier  linearen  Faktoren;  man 
erhält  somit  als  Bedingung  flir  complexe  Wurzeln: 

Der  erste  Faktor  ist  der  positiven  Einheit  gleich.  Von  den  andern  drei 
Faktoren  haben  je  zwei  eine  positive  Summe,  es  können  also  nicht  zwei  von 
ihnen  negativ  sein;  die  Bedingung  2.  erfordert  daher,  dass  jedes  der  Trinome 

ty   _^  'k  _  -^3.  ^  1  _  '1^3 

^1  ^2  //s  //j 

^L    _    ^    _^    ^.3     _    j     ..      ?^ 

ßi^         h^         h^  h^  * 


//,         ^2         ^3  ^1 

positiv  ist,  dass  mithin  ^j,  ^2»  ^s   l^leiner  sind,  als  ^h^,  \h^,  ^h^ 


wenn 
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Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  drei  andern  Punkte 
ffj,  B^f^B^  in  den  an  den  Seiten  des  Achsendreiecks  anliegenden  zweieckigen 
Feldern  sich  befinden,  und  dass  B^  im  Innern  des  Dreiecks  B^  B^  B^  liegt. 
Auch  sieht  man  leicht,  dass,  wenn  ein  Eckpunkt  B^  eines  Vierecks  im  Innern 
des  Dreiecks  der  drei  andern  liegt,  dieser  Punkt  positive  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  der  Diagonalpunkte  hat,  und  daher  die  Gleichung  2.  erfüllt 
ist  Wir  schliessen  daher:  Durch  vier  im  Endlichen  liegende  Punkte 
lassen  sich  nur  dann  zwei  Parabeln  legen,  wenn  keiner  sich  im  Drei- 
ecke der  drei  andern  befindet. 

Der  Fall,  dass  durch  die  vier  Punkte  nur  eine  Parabel  möglich  ist,  tritt  ein, 

wenn  eine  von  den  drei  Gleichungen  gilt: 

Wie  man  leicht  sieht,  ist  dann  einer  der  Punkte  B^  B^  B^  unendlich  fem. 

Durch  drei  im  Endlichen  und  einen  (in  bestimmter  Richtung)  unend- 
lich fern  liegenden  Punkt  ist  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt. 

13.  Sind  A'i  =  0,  A'j  =  0,  AT,  =  7^  AT^  4-  7^  AT,  =  0  die  Gleichungen 
dreier  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder  einer  Schaar,  so  kann  man  bei  geeigneter 
Wahl  des  Verhältnisses  r^  :  r j  die  Gleichung  jedes  vierten  Kegelschnitts  des 
Büschels  oder  der  Schaar  in  der  Form  schreiben  K  ^  ''iTi-^i  "+-  ^iti^i  =  0. 

Der  Quotient  r^ir^  heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Kegel- 
schnitte K^K^K^K^  und  wird  durch  {K^K^K^K)  bezeichnet. 

Auf  Grund  dieser  Definition  können  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnitt- 
schaaren  in  den  Kreis  projectiver  Gebilde  gezogen  werden:  ^\nd  R^R^R^  und 
JRi'R^'R^'  die  Gleichungen  für  je  drei  Punkte  einer  Geraden,  oder 
Strahlen  eines  Büschels,  oder  Punktepaare  einer  Punktinvolution, 
oder  Strahlenpaare  einer  Strahleninvolution,  oder  Kegelschnitte 
eines  Büschels  oder  einer  Schaar,  und  werden  je  zwei  Elemente 
(Punkte,  Strahlen,  Punktpaare,  Strahlenpaare,  Kegelschnitte)  der  beiden  Ge- 
bilde auf  einander  bezogen,  für  welche  (R^R^R^R)  =  {R^' R^'R^^R'), 
so  heissen  die  beiden  Gebilde  projectiv. 

Beachtet  man  die  Gleichungen  der  Polaren  eines  Punktes  fUr  die  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  K^  =0,  ATj  ==  0,  AT,  =  0,  IC  =  0,  so  findet 
man  sofort:  Das  Polarenbüschel,  welches  die  Polaren  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  bilden,  ist  mit  dem 
Kegelschnittbüschel  projectiv.  Insbesondere:  Das  Büschel  der  Tan- 
genten, welche  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  in  einem  Träger 
des  Büschels  berühren,  ist  mit  dem  Kegelschnittbüschel  projectiv. 
Femer  folgt  aus  No.  7:  Ein  Kegelschnittbüschel  und  alle  die  Punkt- 
involutionen, in  denen  das  Büschel  von  den  Geraden  einer  Ebene 
geschnitten  wird,  sind  projectiv,  und  zwar  entspricht  einem  Kegel- 
schnitt des  Büschels  das  Punktepaar  jeder  Involution,  das  auf  dem 
Kegelschnitte  liegt. 

Die  Punktreihe,  in  welcher  eine  durch  einen  Träger  gehende 
Gerade  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  schneidet,  ist  mit  dem 
Büschel  projectiv. 

Ebenso  findet  man:  Die  geradlinige  Punktreihe,  welche  die  Pole 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  bildexv^ 

ScHLoanijC^  Handhurh  d«r  Mathematik.    Bd.  II,  W 
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ist  mit  der  Schaar  projectiv.  —  Die  Reihe  der  Punkte,  in  welchen 
die  Kegelschnitte  einer  Schaar  einen  Träger  der  Schaar  bertthren, 
ist  mit  der  Schaar  projectiv.  —  Die  Strahleninvolutionen,  welche  von 
den  Tangentenpaaren  gebildet  werden,  die  man  von  den  Punkten 
der  Ebene  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  legt,  sind  mit  der 
Schaar  projectiv.  —  Das  Tangentenbüschel,  welches  von  einem 
Punkte  eines  Trägers  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  gelegt 
werden  kann,  ist  mit  der  Schaar  projectiv. 

14.  Die  Aufgabe:  Drei  Paare  entsprechende  Elemente  einer  Punkt- 
reihe und  eines  projectiven  Kegelschnittbüschels  sind  gegeben;  man 
soll  zu  einem  Punkte  der  Reihe  den  entsprechenden  Kegelschnitt 
des  Büschels  construiren  —  wird  auf  folgendem  Wege  gelöst 

Es  seien  /*,  P^P^  die  gegebenen  Punkte,  und  K^K^K^  die  gegebenen  ent- 
sprechenden Kegelschnitte. 

a)  Ist  ein  realer  Träger  des  Büschels  bekannt,  so  ziehe  man  durch  den- 
selben eine  Gerade  und  bestimme  die  Punkte  QxQ^Q^t  in  welchen  diese 
Gerade    die   Kegelschnitte   K^K^K^    schneidet.     Hierauf  construire   man   den 

Tunkt  Q  der  Punktreihe  CiCaCa  so,  dass  (CiCaösC)  =  (Pi^i^t-^  I^"^ 
ist  Q  ein  Punkt  des  gesuchten  Kegelschnitts.  Führt  man  diese  Constniction 
an  vier  durch  den  Träger  gezogenen  Geraden  aus,  so  hat  man  mit  dem 
Träger  fünf  reale  Punkte  und  kann  dann  nach  Pascal  weiter  construiren. 

ß)  Ist  kein  realer  Träger  bekannt,  so  construire  man  die  Polaren  T^T^T^ 
eines  beliebigen  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^  K^  K^  und  con- 
struire den  Strahl  T  so,  dass  {J*^T^1  ,T)  =  {P^P^P^P)»  Femer  construire  man 
die  Schnittpunktpaare  B^C^  und  B^C^  einer  durch  A  gehenden  Geraden  a  und 
der  Kegelschnitte  K^  und  AT^.  Man  hat  nun  das  Punktepaar  XY  der  durch 
B^C-^  und  B^C^  bestimmten  Involution  aufzusuchen,  das  zu  dem  Punkte  A  und 
zu  dem  Schnittpunkte  Ä  der  Geraden  a  und  T  harmonisch  liegt;  dieses  Paar 
ist  der  Durchschnitt  der  Geraden  a  und  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Alle  Paare,  welche  zu  AÄ  harmonisch  sind,  bilden  eine  Involution,  welche 
A  und  A^  zu  Asymptotenpunkten  hat  Construirt  man  zwei  in  realen  Punkten  D 
und  E  sich  schneidende  Kreise,  welche  a  in  A  und  A'  berühren,  so  bestimmen 
dieselben  das  Kreisbüschel,  welches  die  Gerade  a  in  den  Punktepaaren  der  zu 
A  und  A  gehörenden  Involution  schneidet  Construirt  man  femer  zwei  Kreise, 
von  denen  einer  durch  B^C^,  der  andere  durch  B^C^  geht,  und  die  beide 
den  Punkt  Z>  enthalten,  so  haben  diese  Kreise  noch  einen  realen  Punkt  P  ge- 
mein. Der  durch  die  drei  Punkte  D,  £,  F  bestimmte  Kreis  trifft  alsdann  a  in 
dem  gesuchten  Punktepaare  XY.  Wiederholt  man  diese  Constniction  an  noch 
zwei  durch  A  gehenden  Geraden,  so  hat  man  dann  sechs  reale  Punkte  des  ge- 
suchten Kegelschnitts. 

Die  Auflösung  der  dual  entsprechenden  Aufgabe:  Von  einem  Strahlen- 
büschel und  einer  projectiven  Kegelschnittschaar  sind  drei  Strahlen 
und  die  entsprechenden  Kegelschnitte  gegeben;  man  soll  den  Kegel- 
schnitt construiren,  der  einem  Strahle  des  Büschels  entspricht  — 
lässt  sich  der  soeben  mitgetheilten  Construction  leicht  nachbilden. 

15.  Wir  schliessen  noch  einige  Betrachtungen  über  das  System  von  Kegel- 
schnitten einer  Ebene  an,  die  zwei  Punkte  gemein  haben,  sowie  über  das  dual 
entsprechende  System  von  Kegelschnitten,  die  zwei  Tangenten  gemein  haben. 
Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  einer  Ebene,  die  zwei  Punkte  gemein  haben. 
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wollen  wir  als  ein  System  mit  zwei  Trägern,  oder  kürzer  als  ein  'zwei- 
punktiges  System  (von  Kegelschnitten)  bezeichnen. 

Die  Kreise  einer  Ebene  haben  die  beiden  imaginären  ICreispunkte  gemein, 
bilden  also  einen  besonderen  Fall  eines  zweipunktigen  Systems. 

Die  Gerade,  welche  die  realen  oder  conjugirt  complexen  Grundpunkte  ent- 
hält, heisse  die  Achse  des  Systems.  Je  zwei  Kegelschnitte  des  Systems  haben 
ausser  der  Achse  noch  eine  gemeinsame  Secante;  sie  mag  die  zweite  Secante 
der  beiden  Kegelschnitte  heissen. 

Wählt  man  die  Träger  zu  Ecken  A^  und  A^  des  Coordinatendreiecks,  so 
genügen  die  Coordinaten  x^  =  x^  =  0,  und  x^  =  x^  =  0  der  Gleichung 
jedes  S3rstemkegelschnitts;  also  ist  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 

Soll  der  Kegelschnitt  nicht  in  die  Achse  und  eine  weitere  Gerade  degeneriren, 
so  muss  «2  8  von  Null  verschieden  sein,  und  man  kann  der  Gleichung  die 
Fonn  geben 

2.  AT  ^  ^1-^1*  -^  a^x^x^  ■+■  ^z^i^i  "+"  ^i^z  =  ^• 

Ein  zweiter  Kegelschnitt  des  Systems  habe  die  Gleichung 

Hieraus  folgt 

4.  K^  K^  =  x^  [(^1  —  ^1)^1  -+-  (^2— ^2)-*^8  -+-  (^3  —^3)^8]  =  Ö. 
Hieraus  schliessen  wir,  dass 

5.  Z  =  («1  —  ^i)^:^  H-  (fla  —^3)^2  "^  (^3—^3)^8  =  ^ 
die  Gleichung  der  zweiten  Secante  von  K  und  K^  ist. 

Die  zweiten  gemeinsamen  Secanten  der  drei  Paare  Kegelschnitte  des  Systems 

^i-ÄT,,  K^K^,  J^z^i  seien  g,,  gj,  g^;  dann  ist 

•^1^1   ^^  ^2  —  -^8»        ^1^2  ^^  ^z  —  ^\t       ^\^z  «s  ATj  —  Ky 

Hieraus  folgt  die  Identität  gjH-gg-hgjsrsO.  Dies  ergiebt  den  Satz:  Die 
drei  zweiten  Secanten  dreier  Kegelschnitte  eines  zweipunktigen 
Systems  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

16.  Ein  Kegelschnitt  K  des  durch  zwei  Kegelschnitte  K^K^  des  Systems 
bestimmten  Büschels  hat  die  Gleichung  K  ^  ^\^i  "+-  ^2-^2  =  ö»  wobei  wir 
ohne  Beschränkung  Xj  -H  Xj  =  1  voraussetzen  können. 

Die  Gleichung  irgend  eines  andern  Systemkegelschnitts  sei  AT'  =0;  für  die 
Gleichung  der  zweiten  Secante  Z'  von  K  und  K'  ist  alsdann 

x^r  sa  K—K'  =  0. 

Nun  ist  AT  SB  \K^  -h  XgATgj  da  Xj  -h  Xj  =«  1,  so  kann  man  für  K* 
schreiben  (Xj  -H  \^)K*\  hierdurch  erhält  man 

x^r  =  Xi(Ari~Ar')  +  x^ix^  —  ic). 

Sind  Zj  =  0  und  Zj  =  0  die  zweiten  Secanten  von  K^K'  und  K^K\ 
so  ist  daher 

J^      **-■    A|  JLt\      "T"     ^Q-^2» 

Hieraus  folgt,  dass  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Z^  und  Zj  auch  auf  Z' 
liegt.  Da  nun  der  Schnittpunkt  von  L^  und  Zj  nach  No.  14  auf  der  zweiten 
Secante  des  durch  die  Kegelschnitte  ATj  und  K^  bestimmten  Büschels  (d.  i.  auf 
der  zweiten  Secante  von  K^  und  K^  liegt,  so  haben  wir  den  Satz:  Ein 
Büschel  in  einem  zweipunktigen  Kegelschnittsysteme  wird  von  einem 
andern  Systemkegelschnitte  AT'  so  geschnitten,  dass  die  zweiten 
Secanten  von  K^  und  den  Kegelschnitten  des  Büschels  sich  in  einem 
Punkte  der  zweiten  Secante  des  Büschels  treffen, 
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17.  Der  soeben  entwickelte  Satz  lehrt  die  Construction  der  Kegel- 
schnitte eines  Büschels,  die  einen  Kegelschnitt  K^  berühren,  der 
durch  zwei  Träger  des  Büschels  geht.  E^  seien  ABCD  die  TrSgcr  des 
Büschels,  und  AT'  gehe  durch  A  und  B,  Man  construire  die  zweite  Secante  L 
eines  Büschelkegelschnitts  und  des  Kegelschnitts  K'\  vom  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden L  und  CD  aus  lege  man  Tangenten  an  K^\  und  construire  die  Büschel- 
kegelschnitte, welche  durch  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  gehen. 

18.  Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  einer  Ebene,  die  zwei  gemeinsame 
Tangenten  haben,  heisse  ein  System  mit  zwei  Grundlinien,  oder  kürzer  ein 
zweiliniges  System.  In  ähnlicher  Weise,  wie  die  analogen  Sätze  für  das 
zweipunktige  S3rstem,  findet  man  für  das  zweilinige  System: 

Legt  man  ein  Coördinatendreieck  zu  Grunde,  in  welchem  die  gemeinsamen 
Tangenten  die  durch  A^  gehenden  Seiten  sind,  so  ist  die  Gleichung  eines 
Systemkegelschnitts   S  ^s  a^u^  ■+■  a^u^u^  ■+-  «3«! «3  -4-  «2»3  ==  0. 

Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  des  zweiten  gemeinsamen  Tangentenpaares 
M  der  Systemcurven  J(^  und  St^  ist 

^-^(Äi-Ä,)  =  0. 

In  einem  zweilinigen  System  liegen  die  drei  Schnittpunkte  der 
drei  zweiten  gemeinsamen  Tangentenpaare  dreier  Kegelschnitte  auf 
einer  Geraden;  die  Schnittpunkte  der  zweiten  gemeinsamen  Tangen- 
tenpaare eines  Kegelschnitts  mit  den  Kegelschnitten  einer  Schaar 
liegen  auf  einer  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  des  zweiten 
gemeinsamen  Tangentenpaares  der  Schaar  geht 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  kann  man  die  beiden  Kegelschnitte  einer  Schaar 
finden,  die  einen  Kegelschnitt  tangiren,  der  von  zwei  «Grundlinien  der  Schaar 
berührt  wird. 

§  15.    Curven  dritter  Ordnung.    Construction  derselben  aus  neun 

gegebenen  Punkten. 

1.  Wir  geben  in  den  folgenden  Abschnitten  eine  Reihe  von  Entwicklungen 
aus  der  Geometrie  der  Curven  dritter  Ordnung,  die  sich  an  das  bisher  Mit- 
getheilte  zunächst  anschliessen. 

Unter  einer  Curve  «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Curve,  deren  Gleichung 
in  Punktcoordinaten  vom  Grade  n  ist. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  in  Bezug 
auf  ein  homogenes  Coordinatensystem  ist 
/=  ^'iii^i*  •+-  Söii^-^i^^j  4-  Sa^^^x^^x^  -h  Sa^^^x^x^  -+■  ^a^^^x^x^x^ 

Bildet  man  die  Summe  ^a/kiXfXj^Xif  indem  man  für  jeden  der  Indices  i,  k,  l 
der  Reihe  nach  die  Nummern  1,  2,  3  nimmt,  und  setzt  dann  die  Coeffidenten  üiki 
einander  gleich,  die  sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Indices  unterscheiden, 
so  erhält  man  die  Function  /;  es  mag  daher  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Function  /  durch  die  Summe  l^aikiXiXkXi  bezeichnet  werden. 

Soll  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  so 
sind  die  Coefficienten  anti  so  zu  wählen,  dass  der  Gleichung  2a,kiXi^Xkxi  =  0 
genügt  wird;  dies  ist  eine  homogene  lineare  Gleichung  fUr  die  zehn  Grössen  aikh 
Durch  neun  solcher  Gleichungen  sind  die  Verhältnisse 
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111 


119 


118 


a 


laa 


a 


123  •  188 


a 


329 


:  a 


223 


238 


'8  8  8 


besdmmt     Hieraus  folgt:    Eine   Curve   dritter  Ordnung  ist   durch  neun 
Punkte  bestimmt 

Die  Gleichung  einer  durch  neun  Punkte  /\,  P^,  F^  ,  ,  ,  F^  gehenden  Curve 
dritter  Ordnung  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  veränderliche  Punkt  derselben 
cubischen  Gleichung  genügt,  wie  die  gegebenen,  dass  also  die  zehn  Gleichungen 
vereint  sind 

laikiXiXkXi        =  0, 

T^^ikiXi^Xk^xi^  =  0, 


"St^ihlXi^Xk^Xi^   =  0. 

Die  Bedingung  für  den  Verein  dieser  zehn  Gleichungen  ist 

*W     ^\    ^2'      ^l^Zf  X^X^,  X^X^X^,  *l*8*i   ^2*»   •*2'-^8'   *2'^8*»    *8* 


/ 


Xix,    ^11*21' 


*.»! 


*A»    ^1*2*22» ^^2 


^iSi 


*19**2  9» 


^h 


«0, 


also  ist/s=0  die  gesuchte  Curvengleichung. 

2.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  schneiden,  werden  auf  folgendem  Wege  ermittelt: 

Die  Gleichungen  der  beiden  Curven  seien 
1.  /'  IS  laikiXiXkXi  =  0,        2.    /"  "  TLbikiXiXkXi  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  von  /'  und  /"  sind  die  Werthe  von  x^^ 
x^j  x^,  die  den  Gleichungen  1.  und  2.  und  der  Gleichung 


3. 

genügen.    Aus  3.  zieht  man 

4.  j 


Ä, 


4^H-^=  1 


A 


2 


•=^-('-^-^) 


und  setzt  dies  in  1.  und  2.  ein;  dann  erhält  man  zwei  nicht  homogene  cubische 
Gleichungen  zwischen  x^  und  atj,  die  nach  Potenzen  von  x^  geordnet  in  der 


Form  erscheinen 

5. 

F' 

B 

^0^2* 

-h 

A,x,^ 

.4- 

A^x^ 

4- 

A^ 

= 

0, 

6. 

F' 

s 

B,x,^ 

-h 

B^xi 

4- 

^2*2 

-+- 

^8 

= 

0. 

Hierin  sind  A^,  B^,  A^,  B^,  A^,  B^  Ausdrucke  von  demselben  Grade  in  x^, 
den  der  Index  angiebt;  A^  und  Bf^  sind  von  den  Coordinaten  unabhängige  Zahlen. 

Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x^  zu  eliminiren,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  5.  und  6.  der  Reihe  nach  mit  x^  und  x^  und  erhalten  so  im  Ganzen 
die  sechs  Gleichungen: 


^'  -  >4,  H- 


7. 


x^F' 
x^F 
F' 
x,F' 
xfF' 


B^ 


A^x^ 


B^x^ 
B^x^ 


A^x} 
A^x^ 
A^x^ 

A^2* 
^2^2* 
^8^2* 


4-  AqX^^ 
A^x^ 
4-  A^x^  4-  A.x^  4-  A(.x 


0*2 


2'*2 

B^xi 
B,xi 

4-   -^2^2*    -+- 


l'*2 


0*2 


0'*2 


^1^2* 


4-  Bt,x 


0**2 


=  0, 

=  0, 

=  0, 

=  0, 

==  0, 

=  0. 


Betrachtet  man  diese  sechs  Gleichungen  als  homogene  lineare  Gleichungen 


der  sechs  Grössen 


x^ 
•*2  ' 


X 


2  ' 


X^, 


x^,  so  folgt 
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8. 


R 


A, 

^, 

^, 

^0 

0 

0 

0 

^J 

^8 

^. 

^0 

0 

0 

0 

^:. 

A, 

^1 

A 

^3 

B^ 

Bx 

Bo 

0 

0 

0 

B% 

B, 

^1 

^0 

0 

0 

0 

B. 

^, 

^, 

B 

=  0. 


Denkt  man  sich  statt  R  zunächst  eine  andere  Determinante  R\  welche  aus 
R  hervorgeht,  indem  man  die  Nullen  jeder  Zeile  durch  Symbole  A  und  B  ersetzt, 
die  man  derart  mit  Indices  versieht,  dass  die  absteigende  Folge  der  Indices  in 
jeder  Zeile  nicht  gestört  wird  (so  dass  man  also  die  Nullen  der  ersten  Zeile  der 
Reihe  nach  durch  A—^  und  -^—2»  ^^®  ^^^  letzten  durch  B^  und  B^  ersetzt),  und 
bezeichnet  dann  das  Element,  welches  der  iten  Zeile  und  der  ktca  Colonne 
angehört,  mit  Cikt  so  tiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  in  den  Elementenpaaren 
Cik^r*  und  CitCrkt  wenn  man  die  c  wieder  durch  die  Elemente  von  JP  ersetzt, 
die  Summe  der  unteren  Indices  dieselbe  ist;  z.  B.  ist  ^33^40  »=  A^B—^,  und 
^S6^4  8  '^  A-^B^,  die  Summe  der  Indices  also  in  beiden, Paaren  gleich  Null. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  der  Determinante  R'  die  Summe  der  Indices 
aller  Glieder  gleich  der  Indexsumme  des  Diagonalgliedes,  also  =  9  ist  Diese 
Thatsache  wird  nicht  geändert,  wenn  man  A^  =  A^  =  -4-j  =  A^^  =s  B^  =^  B^ 
=  ^_i  =  ^_2  =  0  setzt,  und  dadurch  zur  Determinante  R  zurückkehrt.  Da 
nun  der  Index  an  A  oder  B  den  Grad  dieser  Funtion  in  Bezug  auf  die  Coor- 
dinate  x^  angiebt,  so  folgt:  Die  Determinante  R  ist  vom  neunten  Grade 
bezüglich  der  Unbekannten  x^. 

Wählt  man  nun  für  x^  eine  der  neun  Wurzeln  der  Gleichung  ^  =  0,  imd 
setzt  diese  in  die  beiden  Gleichungen  F'  =  0  und  ^'  =  0  ein,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass  diese  beiden  Gleichungen  wenigstens  eine  gemeinsame  Wurzel  x^ 
haben.  Denn  multiplicirt  man  die  Colonnen  in  R  der  Reihe  nach  mit  xf,  x}, 
x^f  xjf  x^,  x§  und  addirt  die  zweite  etc.  zur  ersten  Colonne,  so  erhält  man 


R  = 


^', 

A, 

Ax 

Ao 

0 

0 

x,r, 

A» 

A, 

Ax 

Ao 

0 

x^r, 

0 

At 

A, 

Ax 

A 

F\ 

B, 

Bi 

Bo 

0 

0 

*»  F", 

B, 

B, 

B, 

Bo 

0 

x^F\ 

0 

B, 

B, 

Bx 

B 

=  FF'  H-  QF'\ 


Hierin  sind  F  und  Q  quadratische  Functionen  von  x<^.  Nimmt  man  nun 
für  x^  eine  der  neun  Wurzeln  von  7?  =  0,  sowie  für  x^  der  Reihe  nach  die 
zugehörigen  Wurzeln  von  F''  =  0,  so  wird  R  =  FF'  -^  QF''  =  0,  und  F''  =  0, 
also  auch  FF*  =  0.  Da  nun  F  vom  zweiten  Grade  ist,  so  muss  für  wenigstens 
eine  der  drei  Wurzeln  x^  die  Function  F'  verschwinden. 

Um  diese  Wurzel  zu  bestimmen  geht  man  auf  die  Gleichungen  zurück 


F' 
x^F 


-/!•      ■+-     A^X 


2*^3    -+-    A^X^     -h    AqX2 
8*^2      ""    ^3*^2     '^~   ^1^2 


=  0, 

B^  H-  ^a'^3  -+-  ^1^2^  H-  ^0*^2^  =  0, 

B^x^  4-  B^x^^  -+-  B^x^  -h  ^Q  =  0. 
Man  schliesst  aus  ihnen  das  Verschwinden  der  Determinante 


9. 


A^      -h     A^X^y 

A^x^f 
B^  -H  -^8-^2» 
B^x^t 


B, 


a 


-«0 

Ax 
B, 

Bx 


0 

A, 

0 

B, 


So   +  •SiATj  =   0, 


und  erhält  die  gesuchte  Wurzel  «,  ^  —  5q  :  5j 
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Haben  die  Gleichungen  F^  und  J^"  zu  der  Wurzel  ^^  zwei  gemeinsame 
Wurzeln  für  x^^  so  verschwindet  S  identisch,  und  zur  Berechnung  der  beiden 
Wurzeln  genügen  die  beiden  Gleichungen 


r 


A^x^ 


A^xf 


'0«*! 


.8    


=  0, 


/?^'  —  i?3  H-  B^x^  H-  B^x^  -h  B^x^  =  0, 
aus  denen  man  durch  Elimination  von  x^  die  quadratische  Gleichung  erhält 


A,{B, 


B^x^ 


+  B,x,^)  -  ^0(^8  -^  ^2*f*)  =  0, 


welche  die  beiden  gemeinsamen  Wurzeln  x^  ergiebt 

Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  Wurzel  x^  der  Gleichung  -^  =  0  eine  ge- 
meinsame Wurzel  JP2  =  —  «S^o  •  »^1  ^^^  Gleichungen  i?^  =  0  und  F'  =0.  Wir 
schliessen  hieraus:  Zwei  Curven  dritter  Ordnung  haben  neun  Schnitt- 
punkte; davon  ist  wenigstens  einer  real. 

3.  Soll  eine  Curve  III.  O.  durch  acht  Punkte  /j,  /,  .  .  .  /g  gelegt  werden, 
so  stelle  man  die  neun  Gleichungen  auf 


1. 
2. 
3. 

9. 


111*1 
^ii-^ii 
^1 1 1^1% 


3a 
Ba 

3^11 


iiJ^i^  *i 

112'*11*J1 


1*12*2  2 


-h    3tf,i8^f   *8       -»- 

^^iis-^ii-^si 

3^1  1  8^12-^82 


^8  8  8*1      =   0' 
-   0, 


8  8  8*81 


«8  8  8*l2    =   0, 


4  11*1  8 


3^11 


2*18*28 


3^113*18*8  8 


-^   «8  88*l8    =   0- 


Man  schliesst  hieraus  das  Verschwinden  der  Determinante 

^111*1    ~^3öjj2*i    *2»     *1    *8>  *1*2»   *1*2*8'  *1*8»  *2»  *2*8' *2*8»  *l 

''l  1 1*1  1'+"3äi  12*1 1*21»  ^ll"*  81» *8*1 

^111*iS"'~3äi12*12*2  2»  *12*8  2» *8*2 


10. 


^Ill*18~^'3^112*f8*2  8»  *1%*8  8» *8*8 

Diese  Determinante  zerfällt  in  die  Summe  zweier  Determinanten 
11.  /^a^,,f  -H  3iiii,/", 

wobei  /'  und  /"  die  Functionen  dritten  Grades  sind 


12.     /' 


8 


*1  *8> 


XJ'X 


*^1  »      "^1  ■*8»      '^l 
*1 1 »     *1 1*8  l » 


2» 


*1*2*8» 


XtX 


l-^t  9 


2  > 


xJx 


XmX, 


2  •♦8»     ■♦2'*8  » 


12» 


*?2* 


82» 


'I. 


89 


*18»     *18*8  8» *8 


8 


13.     /' 


*1**2» 


JC.'jit: 


8»       ^1  •*2»   *1*2*8>   *l* 


3  » 


•8  >   *2  *8 »   *2*8   »   *l 


*11*21»   *11*81»  *81 

*12*2  2»   *12*8  2»  - 


*18*2  8»   *18*8  8»  •       •      *8  8 

Die  Gesammtheit  der  durch  die  gegebenen  acht  Punkte  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung  ergiebt  sich,  wenn  man  in  11.  dem  Verhältniss  der  beiden  unbe- 
stimmt gebliebenen  CoefAcienten  a^^^  :  3a^^^  alle  möglichen  Werthe  giebt. 

Aus  11.  folgt,  dass  alle  Punkte,  für  welche/'  =  0  und/"  =  0  ist,  auch 
auf  der  Curve  /=  0  liegen.  Nun  sind  /'  =  0  und  /"  =  0  zwei  völlig  bestimmte 
Curven  dritter  Ordnung,  haben  also  neun  bestimmte  Schnittpunkte.  Unter  diesen 
sind  die  acht  gegebenen  Punkte,  da  für  jeden  derselben  die  erste  Zeile  in/ 
und  /"  mit  einer  der  übrigen  identisch  wird,  und  daher  /'  und  /"  verschwinden. 
Wir  schliessen  daher:  Alle  Curven  dritter  Ordnung,  die  durch  acht 
gegebene  Punkte  gehen,  haben  noch  einen  durch  die  gegebenen 
Funkte  bestimmten  neunten  realen  Punkt  gemein. 
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Oder:    Wenn  zwei  Ciirven  III.  O.  A  und  B  durch  acht  Punkte  einer 
Curve  III.  O.  C  gehen,  so  liegt  auch  ihr  neunter  Schnittpunkt  aufC 
4.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Curve  l^aneiXiXkXi  =*  0  und  der 


Geraden  a^x^ 


a^x^ 


^8^3 


=  0  sind  die  Lösungen  des  Systems 


^  = 


1.    ^üikiXiXi^i^^,       2.    «1^1 -f- öj^a -+- «sJc:,  =  0,       3.    t^H-t^-Ht^  =  1 

yij       ^9       ^s 

Aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  kann  man  x^  und  x^  linear  durch  x^  aus- 
drücken. Setzt  man  diese  Werthe  in  1.,  so  erhält  man  eine  cubische  Gleichung 
für  x^ ;  zu  jeder  der  drei  Wurzeln  folgen  dann  aus  2.  und  3.  die  zugehörigen 
Werthe  von  x^  und  x^.  Wir  sehen  daher:  Eine  Curve  dritter  Ordnung 
hat  mit  einer  Geraden  drei  Schnittpunkte,  von  denen  wenigstens 
einer  real  ist. 

Legt  man  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  PPy^  einer  Curve  HI.  O.  C", 
so  hat  dieselbe  mit  C"  noch  einen  Punkt  Q  gemein.  Rückt  man  P^  an  /J 
bis  der  Abstand  PP<^  verschwindet,  so  bleibt  Q  im  Allgemeinen  in  endlicher 
Entfernung  von  P^  und  die  Gerade  PPy^  wird  zur  Tangente  der  Curve.  Wir 
finden  daher:  Eine  Gerade,  die  eine  Curve  dritter  Ordnung  in  einem 
Punkte  P  berührt,  schneidet  die  Curve  noch  in  einem  realen  Punkte  Q. 

Dieser  Punkt  Q  wird  der  Begleitet  des  Punktes  /*  genannt 

Um  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung und  eines  Kegelschnittes  zu  finden,  setze  man 

'.  =  ".('-17-0 

in  die  Gleichung  der  C"  und  des  Kegelschnitts  ein  und  ordne  die  nun  ent- 
stehenden Gleichungen  nach  Potenzen  von  x^ .  Man  erhält  aus  den  Gleichungen 
der  C"  und  des  Kegelschnitts 


5. 
6. 


G  = 


a 


A^x^ 
B^x^ 


-f-  AoX^  -h  A^x^  =  0, 


2^2 

*qX^ 


a  — 


=  0, 


wobei  für  die  A  und  B  dasselbe  gilt  wie  in  No.  2. 
Aus  dem  Verein  der  Gleichungen 


a 


F^ 


A^x^  -h  AqxI 
A^x}  4-  A^xl 


G  ^  B^  -h  B^x^  -h  BqxI 


x^G  ^ 


B^x^ 


B,xl 

x^G  ^  B^x^ 

folgt  das  Verschwinden  der  Determinante 


IJqX^ 


i-^a 


==  0, 

^o^i  =  0, 

=  0, 

=  0, 

B^xi  =  0, 


7. 


i? 


0 

B, 
0 
0 


-^a 

B, 
0 


^1 
A 


a 


B, 


^1 
0 

B^     B^ 


0 
A 
0 
0 
B 


8 


=    0 


a» 


Man  sieht  leicht,  dass  jR  sechsten  Grades  flir  x^  ist. 

Multiplicirt  man  die  Colonnen  in  Ä  von  der  zweiten  an  der  Reihe  nach  mit 

x^,  x^,  x^  und  addirt  sie  dann  zur  ersten,  so  entsteht 


8. 


P 


X 


F 
G 


x^G 


B. 


xjG     0 


^1 
A, 

B. 


0 


0 

0 
0 


PF-hQG, 
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wobei  P  eine  lineare  Function  von  x^  ist.  Setzt  man  nun  in  PF  -^  QG  dir  x^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  7.  und  alsdann  für  x^  der  Reihe  nach  die  beiden 
zugehörigen  Wurzeln  der  Gleichung  G  =  0  ein,  so  folgt,  dass  auch  PF  ^=  0 
ist;  da  nun  P  linear  in  x^  ist,  so  muss  wenigstens  für  einen  der  beiden  Werthe 
von  x^  die  Function  P  verschwinden.  Diese  gemeinsame  Wurzel  der  Gleichungen 
^  =  0  und  G  =  0  findet  man  durch  Zusammenstellung  der  drei  Gleichungen 

^  esss  ^3  -h  A^x^  -f-  A^xj  -f-  AqX^   =  0, 


G 

=  -^3  -h  ^i^c^  -h  B^xl 

=  0, 

x^G  BS             B^x^  H-  B^xl  4-  B^xl  =  0, 

aus  deren  Verein  sich  ergiebt 

A^  -h  A^X^  f       yf  j     Aq 

5« 

B,  +  B^xi ,      Bo   0 
BjXf ,      B^    B^ 

^s,  +  s. 

,  =  0. 

Hieraus  folgt  die  gesuchte  Wurzel  x^  =  —  Sq  :  S^,  Verschwinden  Sq  und 
5j  identisch,  so  haben  P  und  G  zu  der  ausgewählten  Wurzel  x^  der  Gleichung 
i?  =  0  zwei  zugehörige  gemeinsame  Wurzeln  ^rg,  nämlich  die  Wurzeln  der 
Gleichung  G^  =  0.  Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  der  sechs  Wurzeln  x^  (der 
Gleichung  7)  eine  gemeinsame  Wurzel  ^j  =  —  Sq  :  S^  der  Gleichungen  /^  =  0 
und  Cr  =  0;  berechnet  man  zu  jedem  dieser  Werthe  von  x^  und  x^  noch  die 
Coordinate  x^  nach  der  Gleichung  4.,  so  hat  man  die  Coordinaten  eines  Schnitt- 
punktes. Wir  haben  also  gefunden:  Eine  Curve  dritter  Ordnung  und  ein 
Kegelschnitt  haben  sechs  Schnittpunkte. 

5.  Schneidet  man  eine  C"  durch  eine  Gerade  T^  in  den  Punkten  1,  2,  3 
und  durch  eine  andere  Gerade  T^  in  4,  5,  6,  verbindet  diese  Punkte  paarweis 
durch  die  drei  Geraden  S^S^S^,  und  verbindet  die  dritten  Schnittpunkte  7  und  8 
der  Geraden  S^  und  5,  mit  C"  durch  eine  Gerade  T^j,  so  hat  man  zwei 
Curven  III.  O.,  nämlich  die  Geradentripel  T^T^T^  und  S^S^S;^,  die  acht 
Schnittpunkte,  nämlich  die  Punkte  1  ...  8,  auf  C"  haben;  also  liegt  auch  ihr 
neunter  Schnittpunkt  auf  C",  d.  i.  T^  geht  durch  den  Punkt  9,  in  welchem  C" 
von  ^3  geschnitten  wird.  Werden  also  die  Schnittpunkte  einer  Curve 
dritter  Ordnung  und  zweier  Geraden  paarweis  durch  drei  Gerade  ver- 
bunden, so  schneiden  diese  die  Curve  in  drei  Punkten  einer  Geraden. 

Rückt  T'j  unendlich  nahe  an  T', ,  so  werden  S^S^jS^  zu  Tangenten  der 
Curve,  und  7,  8,  9  werden  die  Begleiter  von  1,  2,  3.  Liegen  drei  Punkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  auf  einer  Geraden,  so  liegen  auch  ihre 
Begleiter  auf  einer  Geraden. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  eine  Gerade  mit  einer  Curve  dritter 
Ordnung  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat.  Eine  solche  Gerade 
heisst  Wendetangente  der  Curve,  der  Punkt  heisst  Wendepunkt.  Denkt  man 
sich  jeden  von  zwei  Wendepunkten  in  drei  unendlich  nahe  Punkte  aufgelöst, 
so  schneiden  die  drei  Geraden,  welche  diese  Punkte  paarweis  verbinden,  die 
Curve  wieder  in  drei  unendlich  nahen  Punkten;  da  nun  diese  auf  einer  Geraden 
Hegen,  so  folgt:  Eine  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  verbindet,  trifft  die  Curve  noch  in  einem  dritten  Wendepunkte. 

6.  Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  einer  Curve  dritter 
Ordnung  C"  und  eines  Kegelschnitts  AT  paarweis  durch  drei  Gerade  T^  T^  T^ , 
durchschneidet  mit  diesen  C"  in  den  Punkten  7  8  9  und  verbindet  7  und  8 
durch  eine  Gerade  5,  so  hat  man  zwei  Curven  dritter  Ordnung,  nämlich  das 
Geradentripel  7\  T^  T^  und  den  Verein  des  Kegelschnitts  K  und  der  Geraden  5, 
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welche  acht  Schnittpunkte  1  ...  8  auf  C"  haben;  also  liegt  auch  der  neunte 
Schnittpunkt  auf  C" ,  d.  i.  5  geht  durch  9.  Wir  schliessen  daher:  Die  drei 
Geraden,  welche  die  sechs  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und 
einer  Curve  III.  O.  paaiweis  verbinden,  schneiden  die  Curve  in  drei 
Punkten  einer  Geraden.  Wenn  ein  Kegelschnitt  eine  Curve  DI.  O.  in 
drei  Punkten  berührt,  so  liegen  die  Begleiter  der  Berührungspunkte 
in  einer  Geraden. 

I.egt  man  durch  die  Schnittj)unkte  1,  2,  3  einer  Curve  III.  O.  und  einer  Ge- 
raden 5  drei  Gerade  T^T^T^,  welche  die  C"  in  den  sechs  weiteren  Punkten 
4,  5,  6,  7,  8,  9  treffen,  und  legt  durch  die  fünf  Punkte  4,  5,  6,  7,  8  einen  Kegelschnitt 
IT,  so  haben  das  Geradentrii)el  T^  T^  T^  und  der  Verein  von  5  und  K  acht 
Schnittpunkte  1  ...  8  auf  C";  also  liegt  auch  der  neunte  auf  C",  d.  i.  JT  geht 
durch  9.  Hieraus  folgen  die  Sätze:  Liegen  von  den  neun  Punkten,  in 
welchen  eine  Curve  III.  O.  von  drei  Geraden  geschnitten  wird,  drei 
auf  einer  Geraden,  so  liegen  die  andern  sechs  auf  einem  Kegel- 
schnitte. —  Zieht  man  durch  jeden  dreier  auf  einer  Geraden  liegenden 
Punkte  einer  C"'  eine  Tangente  an  dieselbe,  so  wird  sie  in  diesen 
drei  Punkten  von  einem  Kegelschnitte  berührt.  —  Zwei  durch  einen 
Punkt  einer  C"  gezogene  Gerade  und  eine  durch  den  Begleiter 
gehende  treffen  die  C"  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts.  — 
Drei  durch  einen  Wendepunkt  einer  C"  gehende  Gerade  treffen  die 
C"  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts. 

7.  Legt  man  durch  vier  Punkte  AB  CD  einer  C"  einen  Kegelschnitt  Ki, 
und  verbindet  die  beiden  fernen  Schnittpunkte  5,  6  von  K^  und  C"  durch  eine 
Gerade  T^\  legt  man  femer  durch  ABCD  einen  andern  Kegelschnitt  iT,,  und 
zieht  die  Gerade  T^  durch  die  ferneren  beiden  Schnittpunkte  7,  8  der  Curven 
C"  und  K^\  so  hat  man  zwei  Curven  III.  O.  nämlich  den  Verein  von  JT^  und 
T^  und  den  von  K^  und  T^ ,  welche  die  acht  Schnittpunkte  ABCD  5  6  7  8  auf 
der  Curve  C"  haben;  mithin  liegt  auch  ihr  neunter  Schnittpunkt  auf  C",  also 
schneiden  sich  T,  und  T^  in  einem  Punkte  E  der  Curve  C'\ 

Dieser  Punkt  E  ist  nur  von  Ä',  abhängig;  denn  durch  K^  sind  die  Punkte 
5  und  6,  also  die  Gerade  T^ ,  also  ihr  weiterer  Schnittpunkt  E  mit  C"'  bestimmt 
Setzt  man  nun  für  K^  nach  einander  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  mit  den 
Trägem  ABCD,  so  ändert  T^  seine  Lage,  geht  aber  immer  durch  E,  beschreibt 
also  ein  Strahlbüschel,  dessen  Träger  E  auf  6""  liegt  Wir  haben  daher: 
Liegen  die  Träger  eines  Kegelschnittbüschels  auf  einer  Curve  HL  O. 
so  bilden  die  Geraden,  welche  die  weiteren  zwei  Schnittpunkte 
jedes  Büschelkegelschnitts  und  der  Curve  verbinden,  ein  Strahl- 
büschel, dessen  Träger  auf  der  Curve  liegt 

8.  Die  Gleichung  jeder  Curve  III.  O.  C",  die  durch  die  neun  Punkte 
ABCDbei  HE  geht,  ist  unter  der  Form  enthalten 

denn  man  kann  das  Verhältniss  a^  :  a^  immer  so  bestimmen,  dass  der  Gleichung 
/  =  0  durch  einen  beliebigen  Punkt  Pq  der  Curve  C"  genügt  wird,  der  mit 
keinem  der  Punkte  A  .  ,  ,  E  zusammenfällt  Bezeichnet  man  nämlich  die 
Werthe,  welche  die  Functionen  K^K^1\1\  für  die  Coordinaten  von  P^  annehmen, 
mit  •Ä'jqA'iq 7^2 0^10»  so  nehme  man  a^  \  a^  ^=^  K^^T^^  :  —  ATjqT^o,  also 
8«  /  ^  -äTjqT'iq  •  K^T^  —  -^10^20  *  -^j^i  =  ^> 

diese  wird  durch  die  Coordinaten  von  P^  identisch.    Da  nun  die  Curve  /  mit 
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C"  zehn  Punkte  gemein  hat,  nämlich  ABCDb^l^EF^,  so  ist/  mit  C" 
identisch. 

Irgend  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  ABCD  hat  die  Gleichung 
3.  K^  \Ky^  -f-  XjjAT,  =  0. 

Um  die  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnitts  mit  /  zu  erhalten,  ersetzen  wir 
gemäss  der  Gleichung  3.  in  der  Gleichung  1.  die  Grösse  K^  durch  —  ^i-ÄTj  :  X, 
und  erhalten 

5.  (X^^^iT,  — Xia,r,)^,  =  0. 

Die  Schnittpunkte  von  K  und  /  befriedigen  also  theils  A'j  =  0,  theils  die 
lineare  Gleichung 

6.  7-=  Xja,r,  —  \a^T^  =  0; 

die  ersteren  sind  die  vier  Träger  des  Kegelschnittbüschels;  die  letztere  Gleichung, 
welche  von  den  beiden  übrigen  Schnittpunkten  der  Curven  K  und  /  erfüllt  wird, 
ist  die  Gleichung  eines  Strahles  des  Strahlbüschels  T^T^,  dessen  Träger  E  ist. 
Aus  den  Gleichungen  3.  und  6.  ergiebt  sich  sofort: 

Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Träger  auf  einer  Curve  lU.  O. 
liegen,  und  das  Büschel  der  Strahlen,  welche  die  beiden  übrigen 
Schnittpunkte  jedes  Büschelkegelschnitts  und  der  Curve  III.  O.  ent- 
halten, sind  projectiv. 

Jede  Curve  III.  O.  kann  also  auf  unendlich  vielfache  Weise  als 
Ort  der  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines  projec- 
tiven  Strahlbüschels  angesehen  werden.  Man  kann  dabei  die  Träger 
des  Kegelschnittbüschels  ABCD  beliebig  auf  der  Curve  auswählen; 
der  Träger  E  des  Strahlbüschels  ist  durch  ABCD  eindeutig  bestimmt. 

Der  Punkt  ^  heisst  der  den  \der  Punkten  ^-5 CZ?  gegenüberliegende  Punkt 

9.  Im  vorigen  Abschnitte  ist  gezeigt  worden,  wie  man  bei  einem  Strahl- 
büschel und  dazu  projectiven  Kegelschnittbüschel  zu  jedem  Strahle  T  den  zuge- 
hörigen Kegelschnitt  A'construirt;  und  früher  wurde  gezeigt,  wie  man  die  Schnitt- 
punkte eines  Strahles  mit  einem  Kegelschnitte  findet 

Die  Aufgabe,  eine  Curve  dritter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  zu  construiren,  ist  daher  gelöst,  sobald  man  im  Stande  ist,  aus 
neun  gegebenen  Punkten  einer  Curve  dritter  Ordnung  zu  vieren  der- 
selben den  gegenüberliegenden  Punkt  zu  construiren. 

Sind  ABCD  5  6  7  8  9  die  gegebenen  Punkte,  und  nimmt  man  wieder  ABCD 
zu  Trägem  des  Kegelschnittbüschels,  so  kommt  es  darauf  an,  zu  den  fünf  Kegel- 
schnitten K^K^K^K^K^  des  Büschels,  die  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  5,  6, 

7.  8,  9  gehen,  einen  Punkt  E  zu  construiren,  so  dass  die  Strahlen  T^T^T^T^T^^ 
die  durch  E  und  der  Reihe  nach  durch  5,  6,  7,  8,  9  gehen,  mit  den  Kegelschnitten 
K^K^K^K^K^  projectiv  sind.  Dies  ist  erreicht,  wenn  die  beiden  Doppelverhältniss- 
gleichheiten bestehen. 

1.  (T^T^T.T^)  =  {K^K^K.K,)    und 

2.  (T,T,T,T,)  =  {K,K,K,K,). 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Kegelschnitten  eines  Büschels  ist  dem  Doppel- 
verhältniss  der  Tangenten  gleich,  welche  die  Kegelschnitte  in  einem  Träger 
des  Büschels  berühren.  Wir  sehen  uns  daher  durch  die  Forderungen  1.  und  2. 
zunächst  vor  die  Aufgabe  gestellt:  Den  Ort  der  Punkte  zu  construiren, 
von  denen  aus  vier  gegebene  Punkte  a,  ß,  7,  6  durch  Strahlen  pro- 
jicirt  werden,  die  das  Doppelverhältniss  von  vier  gegebenen  Strahlen 
haben. 
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Diese  Aufgabe  haben  wir  bereits  gelöst;  wir  haben  in  §  11,  No.  15  A  ge- 
funden, dass  dieser  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  der  durch  die  vier  Punkte  a,  ß,  T»  ^ 
geht.  Construirt  man  nun  die  Tangenten  S^S^S^S^S^f  welche  die  Kegelschnitte 
K^K^K^K^K^  z.  B.  in  A  berühren,  und  hierauf  den  Kegelschnitt  H^ ,  auf  dem 
die  Punkte  liegen,  von  denen  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  8  unter  dem  Doppel- 
verhältniss  (55^6  5 7  iSg)  projicirt  werden;  sowie  den  Kegelschnitt  ZT,,  auf  dem  die 
Punkte  liegen,  von  denen  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  9  unter  dem  Doppelverhältniss 
(Sj^S^S^S^)  projicirt  werden,  so  geht  H^  durch  5,  6,  7,  8  und  H^  durch  5,  6,  7,  9; 
H^  und  H^  haben  die  drei  gegebenen  Punkte  5,  6,  7  gemein,  und  schneiden  sich 
daher  in  einem  vierten  realen  Punkte;  die  Strahlen,  welche  denselben  mit 
5,  6,  7,  8,  9  verbinden,  genügen  den  beiden  Gleichungen 

also  auch  den  Gleichungen  1.  und  2.  Der  vierte  Schnittpunkt,  den  die 
Kegelschnitte  If^  und  /Tg  ausser  den  Punkten  5,  6,  7  gemein  haben, 
ist  daher  der  gesuchte  Punkt  £,  der  den  Punkten  A,  B,  C,  D  gegen- 
überliegt. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  eine  Curve  dritter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  zu  construiren,  erledigt. 

10.  Diese  Entwicklungen  lassen  noch  einige  brauchbare  Folgerungen  zu: 
Der  Ort  der  Punkte,  welche  vier  Punkten  ABCD  von  acht  gege- 
benen Punkten  ABCDb  6  7  8  in  allen  durch  diese  acht  Punkte  gehenden 
Curven  dritter  Ordnung  gegenüberliegen,  ist  der  Kegelschnitt  H^^^ 
von  dem  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  8  durch  Strahlen  projicirt  werden, 
die  dasselbe  Doppelverhältniss  haben,  wie  die  durch  diese  Punkte 
gehenden  Kegelschnitte  des  Büschels  ABCD, 

Ist  9  der  neunte  Schnittpunkt  aller  durch  ABCJ?  5ß7  S  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung,  sind  £  und  jE^  Punkte  des  Kegelschnitts  H^ ,  und  bezeichnet 
man  die  von  £  aus  durch  5,  6  .  .  .  gehenden  Strahlen  durch  £  (b,  ß  .  » .),  sowie 
die  durch  ABCD  nach  5,  6  .  .  .  gehenden  Kegelschnitte  durch  ABCD  (5,  6  . . .), 
so  ist  ABCDib,  6,  7,  8,  9)  7^  ^(5,  6,  7,  8,  9),  ABGD{b,  6,  7,  8,  9)  7^  £\b,  6,  7,  8,  9), 
mithin  hat  man  die  projective  Beziehung  J?(5,  6,  7,  8,  9)  7^ -5' (5,  6,  7,  8,  9),  also 
liegen  die  Punkte  5  67  8^^'  und  9  auf  demselben  Kegelschnitte.  Der  neunte 
Schnittpunkt  aller  durch  acht  gegebene  Punkte  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung  liegt  also  auf  dem  Kegelschnitte  der  Punkte,  die 
vieren  von  den  acht  Punkten  in  allen  diesen  Curven  gegenüberliegen. 

Construirt  man  den  Kegelschnitt  /  der  Punkte,  die  den  Punkten  A,  B^  C,  5 
in  den  durch  A^  B,  C,  Z>,  5,  6,  7,  8  gehenden  Curven  III.  O.  gegenüberliegen,  so 
liegt  der  neunte  Schnittpunkt  9  dieser  Curven  auch  auf  J,  Die  Kegelschnitte  ^^ 
und  J  haben  die  gegebenen  Punkte  G,  7,  8  gemein,  mithin  ist  9  der  vierte  Schnitt- 
punkt von  H^  und  J.  Hierdurch  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Den  neunten 
Punkt  zu  construiren,  in  dem  sich  alle  durch  acht  gegebene  Punkte 
gehenden  Curven  dritter  Ordnung  schneiden. 

11.  Die  Aufgabe:  Von  den  sechs  Schnittpunkten  eines  Kegel- 
schnitts K  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  sind  vier  gegeben,  man 
soll  die  beiden  andern  construiren,  ist  nun  leicht  zu  lösen.  Man  sucht 
den  Punkt  £,  der  den  vier  gegebenen  Punkten  ABCD  in  C"  gegenüberliegt, 
und  construirt  den  Strahl  T  des  Büschels  £,  der  dem  Kegelschnitt  K  des 
Büschels  ABCD  entspricht;  die  Schnittpunkte  von  T  und  K  sind  die  gesuchten 
Punkte. 
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12.  Sind  vier  Schnittpunkte  ABCD  zweier  Curven  dritter  Ordnung 
C"*  und  F"  gegeben,  und  von  jeder  noch  fünf  Punkte,  so  kann  man 
den  Kegelschnitt  construiren,  auf  dem  die  übrigen  fünf  Schnittpunkte 
5,  6,  7,  8,  9  liegen. 

Man  construire  die  Punkte  E  und  E^ ,  die  den  Punkten  ABCD  in  C"  und 
r"'  gegenüberliegen.  Die  Strahlbüschel  E  und  E\  die  mit  dem  Kegelschnitt- 
büschel die  Curven  C"  und  T'"  erzeugen,  sind  projectiv  mit  dem  Kegelschnitt- 
büschel, also  auch  unter  einander  projectiv;  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  bilden  also  einen  Kegelschnitt  K,  Die  Strahlen  beider  Büschel,  die 
durch  5,  6,  7,  8,  9  gehen,  entsprechen  den  durch  diese  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitten, sind  also  entsprechende  Strahlen;  also  liegen  diese  fünf  Punkte  auf 
dem  Kegelschnitte  K. 

Die  Construction  der  fehlenden  vier  Schnittpunkte  6,  7,  8,  9  zweier 
Curven  dritter  Ordnung  C"  und  F",  von  denen  fünf  Schnittpunkte 
A^  Bf  Q  D,  5  gegeben  sind,  kann  auf  die  Construction  der  Schnittpunkte 
zweier  Kegelschnitte  zurückgeführt  werden;  denn  constnürt  man  zu  den  gegebenen 
Schnittpunkten  ABCD  den  Kegelschnitt  K^  auf  dem  die  Punkte  5,  6,  7,  8,  9 
liegen,  sowie  zu  den  gegebenen  Punkten  ABC 5  den  Kegelschnitt  Ä"',  der  die 
Punkte  D,  6,  7,  8,  9  enthält,  so  sind  die  unbekannten  vier  Punkte  die  gemeinsamen 
Punkte  von  K  und  K'. 

Sind  sechs  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Curven  dritter 
Ordnung  gegeben,  so  construire  man  zu  fünf  von  ihnen  die  Kegelschnitte  Ä^ 
und  ^';  diese  haben  dann  den  sechsten  bekannten  Punkt  gemein  und  unsere 
Aufgabe  ist  daher  darauf  reducirt,  die  drei  unbekannten  Schnittpunkte 
zweier  Kegelschnitte  zu  construiren,  die  einen  gegebenen  Punkt 
gemein  haben. 

Sind  sieben  von  den  neun  Schnittpunkten  gegeben,  so  kennt  man 
von  den  Kegelschnitten  IC  und  AT'  bereits  zwei  Schnittpunkte,  und 
kann  daher  die  beiden  andern  Schnittpunkte  der  Curven  III.  O.  mit 
Lineal  und  Zirkel  construiren. 

13.  Die  Aufgabe:  Zu  drei  gegebenen  Schnittpunkten  eines  Kegel- 
schnitts und  einer  Curve  dritter  Ordnung  die  fehlenden  drei  zu  con- 
struiren, kann  zugleich  mit  der  Aufgabe  gelöst  werden:  Die  beiden  fehlenden 
Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  C"  zu  finden,  wenn  der  dritte 
Schnittpunkt  gegeben  is|t. 


Besteht    eine   Curve    III.    O.    C 


ni 


aus 


einem  Kegelschnitte  AT  und  einer  Geraden 
T,  so  kann  der  Punkt,  der  drei  Punkten 
ABC  des  Kegelschnitts  und  einem  Punkte 
D  der  Geraden  gegenüberliegt,  in  einfachster 
Weise  dadurch  gefunden  werden,  dass  man 
aus  dem  Kegelschnittbüschel  ABCD  einen 
möglichst  einfachen  Kegelschnitt,  ein  Ge- 
radenpaar, herausgreift.  Wählt  man  z.  B. 
das  Geradenpaar  AD^  BC,  und  durch- 
schneidet K  mit  AD  in  E^  und  T  mit  BC 
in  Ff  so  ist  der  Schnittpunkt  G  von  K  und 
EF  der  gesuchte  Punkt.    Führt  man  die  gleiche  Construction  mit  den  Geraden« 
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paaren  DB^  AC  und  DQ  AB  aus,  so  bestimmt  man  dadurch  zugleich  die  pro- 
jective  Beziehung  des  Strahlbüschels  G  und  des  Kegelschnittbüschels  ABCD. 

Ist  nun  eine  Curve  dritter  Ordnung  f"  durch  die  Punkte  A^  B,  C,  D  und 
fünf  weitere  Punkte  bestimmt,  und  soll  man  den  Kegelschnitt  construiren,  der 
die  fünf  übrigen  Schnittpunkte  von  C"  und  F'"  enthält,  so  bestimme  man  den 
Punkt  Hy  der  ABCD  in  f"  gegenüberliegt,  sowie  die  Strahlen  des  Büschels  H^ 
die  den  drei  Geradenpaaren  des  Büschels  ABCD  entsprechen;  dadurch  ist  die 
projective  Beziehung  der  Strahlbüschel  G  und  H  bestimmt,  und  mithin  der  von 
ihnen  erzeugte,  gesuchte  Kegelschnitt  gefunden. 

Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  drei  fehlenden  Schnittpunkte  von  F'"  und  iT, 
sowie  die  beiden  fehlenden  von  F"'  und  T, 

Hierdurch  ist  die  zweite  der  gestellten  beiden  Aufgaben  gelöst,  und  die 
erste  ist  auf  das  Fundamentalproblem  cubischer  Aufgaben  zurückgeführt:  Ein 
Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  {G)  ist  gegeben,  man  soll  die  drei 
andern  finden. 

14.  Zwei  Strahlenpaare,  welche  einen  gemeinsamen  Träger  haben,  sind 
Ausartungen  von  Curven  zweiter  Ordntmg,  und  können  ebenso,  wie  zwei  eigent- 
liche Kegelschnitte,  zur  Erzeugung  eines  Kegelschnittbüschels  dienen. 

Sind  T  und  T  die  Strahlen  des  einen  Paares,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Strahlen  des  andern  Paares  von  der  Form  ö  T  -h  a'  7"  =  0,  ^  7*  -+-  ^'  7^  =  0, 
mithin  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Paare 

1.  TT  =  0    und    (aT-^  a! T)  {bT ^  hV)  =  0. 

Die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnitts  des  von  den  beiden  Paaren  be- 
stimmten Kegelschnittbüschels  ist 

2.  AT  =  \rr  -+-  Xj  (aT^  a'T)  {bT  H-  VT)  =  0. 
Löst  man  die  Klammem  auf  und  ordnet,  so  erhält  man 

K  s  Xjfli^  .  7-2  -+-  (X,  -+-  K^a'b  -+-  l^ab')  TT  -+-  X^a'V  •  7"«  =  0. 
Die  Function  K  ist  eine  homogene   quadratische  Function  der  Grössen  T 
und  7",  und  kann  daher  in  zwei  in  Bezug  auf  T^  V  homogene  lineare  Faktoren 
zerlegt  werden,  die  sich  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

3.  Xgö^  1^1    H-  (Xj  H-  \^a!b  -h  \^ab')  ^  -+"  ^%^'^'  =  0 

in  Bezug  auf  die  Unbekannte  T :  T'  ergeben ;  findet  man  aus  3.  die  Wurzeln  a 
und  ß,  so  zerfallt  AT,  abgesehen  von  einem  constanten  Faktor,  in  das  Produkt 
der  linearen  Functionen  T  —  a  7"  und  T  —  ß  7^,  also  zerfallt  der  Kegelschnitt 
^  =  0  in  die  beiden  Geraden  T  —  fiV  =  0  und  T—^T  =  0. 

Das  Kegelschnittbüschel  besteht  daher  aus  lauter  Geradenpaaren.  Da  nun 
diese  Geradenpaare  eine  Transversale  in  einer  quadratischen  Punktinvolution 
schneiden,  so  folgt,  dass  dieselben  die  Strahlenpaare  einer  quadratischen  Strahlen- 
involution bilden.  Wir  finden  daher:  Die  Strahlenpaare  einer  quadratischen 
Involution  sind  als  die  Kegelschnitte  eines  ausgearteten  Kegelschnitt- 
büschels zu  betrachten. 

Eine  Strahleninvolution  und  ein  projectives  Strahlenbüschel  erzeugen  eine 
Curve  III.  O.  C"  von  besonderer  Art;  jede  durch  den  Träger  D  der  Involution 
gehende  Gerade  T  hat  nämhch  mit  C"  ausser  D  nur  noch  einen  Punkt 
gemein,  nämlich  den  Schnitt  von  T  mit  dem  Strahl  des  projectiven  Büschels, 
welches  dem  Strahlenpaare  der  Involution  entspricht,  zu  welchem  T  gehört 
Bei  allen  durch  D  gehenden  Geraden  fallen  daher  zwei  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Curve  C"  in  D  zusammen;  folglich  hat  C"  in  D  einen  Doppelpunkt 
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Eine  quadratische  Strahleninvolution  und  ein  projectives  Strahl- 
büschel erzeugen  also  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  Träger 
der  Involution  zum  Doppelpunkte  hat. 

15.  Sind  die  Involution  und  das  Strahlbüschel  derart  auf  einander  bezogen, 
dass  dem  Strahle  7*,  der  durch  den  Träger  der  Strahleninvolution  geht,  das  Strahlen- 
paar entspricht,  zu  welchem  dieser  Strahl  gehört,  so  sagt  man,  das  Büschel 
und  die  Involution  sind  in  reducirter  Lage.  Ist  T^  die  Gerade,  die 
mit  T  ein  Strahlenpaar  der  Involution  bildet,  so  entspricht  bei  reducirter  Lage 
der  Strahl  T  dem  Paare  TT^.  Ist  ferner  (aT-^  a^T^)  (bT -^  b^T^)  =  0  ein 
anderes  Paar  der  Involution  und  entspricht  ihm  der  Strahl  J,  entspricht  femer 
dem  Strahle  aT-h  a^S:  =  0  das  Paar 

so  entsprechen  sich  allgemein 

Xjar-hXja^a:  =  0  und  \^TT^  H- ^aßi  («^H- «i^i)  (^^-^  ^1^1)  =  0. 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  Xj  und  Xj,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  Curve,  welche  durch  das  Strahlbüschel  und  die  Involution  erzeugt 
wird,  nämlich 

aip-Sr^i  -^  fi^^T  {aT  ^  a^2\)(bT  ^  b^T^)  =  0. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  ein  Produkt: 

r[a,ßSri  —  aßi  (aT-\'  a^T^)  (bT-hb^T^)]  =  0. 

Die  Curve  III.  O.,  welche  eine  quadratische  Strahleninvolution 
und  ein  dazu  projectives  Strahlbüschel  in  reducirter  Lage  erzeugen, 
zerfällt  also  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt 

Umgekehrt  schliesst  man:  Liegt  der  Träger  einer  quadratischen 
Strahleninvolution  auf  einem  Kegelschnitte  AT,  so  gehen  die  Geraden, 
welche  die  Schnittpunkte  jedes  Paares  der  Involution  verbinden, 
durch  einen  Punkt  und  bilden  ein  mit  der  Involution  projectives 
Strahlbüschel.  Sind  nämlich  M^  und  M^  zwei  Paare  der  Involution  und 
Si  und  S^  die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  der  Paare  M^  und  M2  und 
des  Kegelschnitts  IC  verbinden,  ist  femer  A  der  Träger  der  Involution,  B  der 
Schnitt  von  S^  und  S^  und  T  der  Strahl  AB,  und  bezieht  man  das  Büschel  B 
projectiv  auf  die  Involution,  so  dass  5^,  5,  ;^  M^,  M^  und  T  dem  Paare 
entspricht,  zu  welchem  T  gehört,  so  befinden  sich  die  Involution  und  das  pro- 
jective  Büschel  in  reducirter  Lage;  sie  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  K\  der 
durch  A  und  durch  die  vier  Punkte  geht,  in  denen  K  von  S^  und  5 2  geschnitten 
wird.    Da  mm  K'  diese  fünf  Punkte  mit  K  gemein  hat,  so  ist  A"  mit  K  identisch. 

Hieraus  folgt  eine  einfache  Construction  der  Aufgabe,  eine  quadratische 
Strahleninvolution  zu  ergänzen.  Man  construire  einen  Kreis  AT,  der  den 
Träger  A  der  Involution  enthält,  und  zwei  Sehnen,  deren  jede  die  Schnittpunkte 
eines  Strahlenpaares  der  Involution  mit  K  enthält.  Legt  man  durch  den  Schnitt- 
punkt dieser  Sehnen  eine  Gerade,  die  -^  in  ^  und  B^  schneidet,  so  ist  AB, 
AB^  ein  Strahlenpaar  der  Involution. 

16.  Mit  Hülfe  dieser  Sätze  kanu  die  Aufgabe:  Die  drei  Schnittpunkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  C"  und  einer  geraden  Linie  T  zu  con- 
struire n,  auf  das  cubische  Fundamentalproblem  zurückgeführt  werden. 

Wir  construiren  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  projectives  Strahlenbüschel, 
welche  die  Curve  C"  erzeugen.  Dieselben  schneiden  T  in  einer  quadratischen 
Punktinvolution  und  einer  dazu  projectiven  Punktreihe.  Die  Schnittpunkte  von 
T  und  C"  sind  nun  die  Punkte  der  Reihe,  welche  mit  einem  Punkte  des  ent- 
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Sprechenden  Punktpaares  zusammenfallen.  Unsere  Aufgabe  ist  daher  auf  die 
folgende  reducirt:  Auf  einer  Geraden  T  liegen  eine  quadratische 
Punktinvolution  und  eine  dazu  projective  Punktreihe;  man  soll  die 
Punkte  A' der  Reihe  finden,  die  mit  einem  Punkte  des  entsprechenden 
Paares  zusammenfallen. 

Wir  projiciren  von  einem  willkürlich  gewählten  Punkte  A  aus  die  Punkt- 
involution und  die  Punktreihe  und  erhalten  so  in  A  eine  Strahleninvolution/ 
und  ein  dazu  projectives  Strahlbüschel  S\  die  Strahlen  des  Büschels,  welche 
nach  einem  der  gesuchten  Punkte  X  gehen,  fallen  mit  einem  Strahle  des  ent- 
sprechenden Paares  der  Strahleninvolution  zusammen.  Legen  wir  einen  Kreis  K 
durch  A^  und  verbinden  die  Punkte,  in  welchem  der  Kreis  von  jedem  Strahlen- 
paare  der  Involution  getroffen  wird,  so  bilden  diese  Verbindungsgeraden  ein 
Strahlbüschel  2,  welches  mit  der  Involution  J  projectiv  ist  Die  projectivcn 
Büschel  5  und  2  erzeugen  einen  Kegelschnitt  C,  der  durch  den  Träger  A  des 
Büschels  geht,  und  daher  den  Kreis  K  in  drei  weiteren  Punkten  Kj,  Kj,  Y^ 
schneidet.  Der  Strahl  des  Büschels  S  und  das  Paar  der  Involution  y,  auf  denen 
einer  dieser  Punkte  Y  liegt,  entsprechen  dem  durch  Y  gehenden  Strahle  des 
projectiven  Büschels  2,  sind  also  einander  entsprechend.  Die  gesuchten  Punkte 
der  Geraden  T  sind  daher  die  Punkte,  in  denen  T  von  den  Strahlen  AYy^^  AY^, 
A  Kj  geschnitten  wird. 

17.  Hat  man  ein  Kegelschnittbüschel  und  das  dazu  projective  StrahlbÜschd 
bestimmt,  durch  welches  eine  Curve  III.  O.  erzeugt  wird,  und  rückt  ein  Strahl  T 
des  Strahlbüschels  unendlich  nahe  an  einen  Träger  A  des  Kegelschnittbüschels 
heran,  so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  IC  des  Büschels  mit  C"  in  A 
zwei  unendHch  nahe  benachbarte  Punkte  gemein;  mithin  haben  C"  undKmA 
eine  gemeinsame  Tangente.  Die  Tangente,  die  eine  Curve  dritter  Ordnung 
in  einem  gegebenen  Punkte  A  derselben  berührt,  wird  daher  in  folgender 
Weise  gefunden.  Man  construire  den  Punkt  £  der  C",  der  dem  Punkte  A  und 
drei  weiteren  Punkten  der  C"  gegenüberliegt,  ziehe  £A  und  construire  in  A  die 
Tangente  des  Kegelschnitts,  der  diesem  Strahle  entspricht. 

§  16.    Tangente  und  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve 

dritter  Ordnung. 

1.  Wir  verbinden  zwei  Punkte  5)3  und  FI  und  bestimmen  die  Verhältnisse,  in 
welchen  die  Strecke  iß  Fl  von  den  Schnittpunkten  der  Geraden  ^  0  und  der  Curve 
dritter  Ordnung  geschnitten  wird: 
1.  /  ^  la/k/XiXkX/  =  0;     /,  ^,  /  =  1,  2,  3. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  1. 

^»  -      Xj  -f-  Xj     '     ""  -  ^'  ^'  ^ 
und  erhalten  für  das  gesuchte  Theilverhältniss  |jl  =  Xg  :  Xj  die  Gleichung: 

-f-/(5).|x5  =  0. 

Hierin  bedeuten  £(}[)  und  F(i)  die  Werthe,  welche  eine  Function  I^  erhält, 
wenn  man  die  Xx  durch  die  y»  bez.  5«  ersetzt;  femer  bedeuten 
A^a^^^x^-^2a^^^x^x^-^2a^^^x^x^-^a^^^xl-^2ai^^x^x^-hai^^xiMssSai,'kX^k, 
3/a=«iij-^i^-+- 2^1 2  j-^i^2-+-2<af  128^1^8 -»-^323^1  ^"2aj2  3:r,Ä3H-Ö833A:|«2a/,^ 

/3"^118^f^-2<»l  38*1^2 -+-2«i  33^1^8 -+-^»»8-^^-»-2a288^2'^8^-<»888*l"*2^^*^^ 
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f\\^  ^\\\^\   "^  ^112-^2  "^  ^1  IS-^S'        7  22    ^   ^12  2*^1    "^  d^^^X^  -f-  d^^^X^^ 

^'       f\%^^\\  2^1   "^^12  2*^2  "+"^12  3*^3  >        7  2  3^^12  3*^1    "^^22  8*^2  "^^23  S'^S  » 

/l  8    ^   ''llS*!   ■+"  ^12S'^2  "*"  ^13  8'^3'        /s  3    ^   ^ISS*^!    "*"  ^2  8  3*^2  "•"  ^8  8  3*8' 

Für  diese  Functionen  gelten  die  Identitäten 

f\    ^/ll-^l    "^yi2'^2   ~*"yi8^3» 
^'  7  2    ^  y  1  2*^1    "^  /  2  2*^2  ~*~  /  2  8'^3  » 

y  8    ^  /  1  %^\   "^  /  2  3*^2  "*"  f%  8'*^8  » 
/  ™  /l*l   -+-  /2^2  -^-  /8^3 

ss/,j.Tj     -f-  2/j  3:^,^2   -h  2/,  3Jfi.^3  "+"  7  22^2     "*"  2/23'*^2^3   "^"y38'^3  ' 

2.  Wir  nehmen  zunächst  an,  ^  sei  auf/  gelegen;  alsdann  ist/(j:)  =  0  und 
die  Gleichung  2.  hat  die  selbstverständliche  Wurzel  [x  =  0,  welcher  der  Punkt  ^ 
entspricht.  Die  beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  2.  erhält  man  aus  der 
quadratischen  Gleichung: 

.    3[AW.Si  -h/2(rt-52  -f-/8W-53]  +  3[Ai(?:).5i»  -h  2/,a(rt.5i53  -h  2/i3W-5,Ss 

-H  AsW  •  S/  -h  2/,3(rt  .  U\^  H-/3sW  •  63*]  •  |x  -h  /(S)  .  |x»  =  0. 
Liegt  n  auf  der  Geraden  T  s  f^[ts  •  ^^  H-Z^ljc)  •  %^  -^f^[%)  •  Ss  =0»  so  hat 
die  Gleichung  1.  eine  Wurzel  fi.  =  0;  die  Gerade  $11  hat  dann  in  $  zwei 
zusammenfallende  Punkte  mit  der  Curve  /  gemein,  berührt  also  /  im  Punkte  $. 
Die  Gerade  T  geht  durch  $,  denn  setzt  man  in  T  für  die  Veränderlichen  6«  die 
Coordinaten  %x  des  Punktes  $,  so  erhält  man 

2.  /lW-?i    -^/2W-?2    -»-/8W-y8» 

und  dies  ist  nach  6.  identisch  mit  /(jr),  also  gleich  Null,  da  $  auf  /  liegt.  Es 
giebt  daher  nur  eine  Gerade,  welche  eine  Curve  III.  O.  in  einem  gegebenen 
Punkte  derselben  berührt,  und  die  Gleichung  der  Tangente  der  Curve 
/=  0  im  Punkte  g}  ist 

3.  Die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  Curvenpunkte  wird  nur  dann 
unbestimmt,  wenn  für  die  Coordinaten  dieses  Punktes  die  drei  Functionen 
/i»  f%>  A  zugleich  verschwinden.  Aus  der  Identität  No.  1,  6  folgt,  dass  unter 
dieser  Bedingung  Sß  auf  der  Curve  /  liegt. 

Ist  für  die  Coordinaten  von  $  /i  =  /g  =  /a  =0,  so  wird  die  Gleichung  3. 
identisch  und  jede  durch  Jß  gehende  Gerade  schneidet  die  Curve  /  im  Punkte  $P 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten;  hierdurch  ist  der  Punkt  $  als  Doppel- 
punkt charakterisirt 

Die  drei  Gleichungen  /i  ^/a  =/3  =  0  sind  homogen  quadratisch  für  die 
unbekannten  Coordinaten  ^x  des  Doppelpunktes,  haben  daher  im  Allgemeinen 
kein  gemeinsames  System  von  Wurzeln;  eine  Curve  III.  O.  hat  also  im  All- 
gemeinen keinen  Doppelpunkt.  Mehr  als  einen  Doppelpunkt  kann  eine 
eigentliche  Curve  dritter  Ordnung  nicht  haben;  denn  eine  zwei  Doppelpunkte 
verbindende  Gerade  würde  mit  der  Curve  vier  Schnittpunkte  haben. 

4.  Zwischen /,  /i,  /g,  /j,  /n,  /12»  /la»  /22»  /23»  /88  bestehen  die  Identi- 
täten No.  1,  5;  dieselben  lehren  sofort:  Wenn  es  einen  Punkt  $P  giebt,  für 
welchen/i  -=/%  =/8  =  0,  so  verschwindet  für  diesen  Punkt  auch  die  Determinante : 

f\\     /i  2     /l  8 

H  ^       /l  2      /2  2      /2  8 
/l  3      /2  3      /3  3 

Diese  Determinante  heisst  die  HEssE'sche  Determinante  der  cubischen 
Function  /.  Sie  ist  homogen  dritten  Grades  in  den  Coefficienten  von  /  sowie 
in  den  Coordinaten  Xx*    Die  Gleichung  /T  =  0  ist  daher  die  Gleichung  einer  zur 

Tf>«in>iiJi  der  Mathwnatik.    Bd.  U.  \^ 
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Curve  /  in  einer  bestimmten  Beziehung  stehenden  Curve  dritten  Grades;  man 
nennt  dieselbe  die  HESSE'sche  Curve  der  Curve  /  =  0.  Wir  haben  daher:  Hat 
eine  Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt,  so  liegt  derselbe  auf 
der  zugehörigen  HESSE'schen  Curve. 

5.  Ist  ^  der  Doppelpunkt  einer  mit  Doppelpunkt  versehenen  Curve  dritter 
Ordnung,  so  wird  der  dritte  Schnittpunkt  einer  durch  ^  gehenden  Geraden  und 
der  C"  aus  der  Gleichung  bestimmt,  die  aus  No.  2,  1  nach  der  Substitution 
/i  =/2  =/3  =  0  und  nach  Absonderung  der  Wurzel  ji  =  0  übrig  bleibt: 

H-  /(£)  •  Ji  =  0. 
Wird  nun  der  Punkt  n  so  gewählt,  dass 

so  hat  die  Gleichung  1.  die  Wurzel  (1  =  0,  alle  drei  Schnittpunkte  der  Geraden 

$n  fallen  also  in  den  Doppelpunkt  $. 

Da   die  HESSE'sche  Determinante   für   die  Coordinaten  des  Doppelpunktes 

verschwindet,    so  folgt  (§  13,  No.  3),    dass  der  Kegelschnitt  2.  in  zwei  Gerade 

zerfallt.    Die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  dieser  beiden  Geraden  genügen  den 

Gleichungen 

/iiW  •  Si  -+-/12W  •  5a  -^/laW  •  ^3  =  0, 
/12W  •  5i   -+-  /22W  •  ^2  -*-  /23W  •  ^3  ==  0, 

/i.^W  •  Si  ^-  /23W  •  ^2  -fr-  AM  •  Sa  =  0. 

Ersetzt  man  hierin  i»  durch  ^r»,  so  gehen  die  linken  Seiten  in/i(rt,  /jW»  /sW 
über,  verschwinden  also;  der  Doppelpunkt  5ß  ist  also  zugleich  der  Doppelpunkt 
der  Curve  2.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  durch  2.  repräsentirten  Geraden 
diejenigen  Geraden  sind,  die  durch  ^  gehen  und  in  ^  drei  zusammenfallende 
Schnittpunkte  mit  der  Curv^e  /=  0  haben.  Diese  beiden  Geraden  heissen  die 
Doppelpunktstangenten. 

Verlegt  man  den  Eckpunkt  A^  des  Coordinatendreiecks  in  den  Doppelpunkt, 
so  ist  j:^  =  //p     1^2  ^  T3  =  0,  mithin 

/iiW  =  «iii'^'i»      /12W  =  ^iia'^'ii      /13W  =  «113^11 

AaW  =  ^122^1  f      /23W  =  «i23'^'i  '      /»aW  =  ^133^1  • 
Die  Gleichung  der  beiden  Do])pelpunktslangenten  wird  nach  Weglassung  des 

Faktors  //^ 

^lll«^!^   -+-   2rtf,  12^1^2   -fr-   S^iLvTi.rg   -h   ^i22^'^2^  -fr-  2ä,  23-^2^3   -^  <»1S3^S*    =   Ö. 

Sind  dieselben  real,  und  nimmt  man  A^  und  A^  auf  ihnen  an»  so 
muss  sich  die  linke  Seite  auf  ein  Vielfaches  von  ^2-^3  beschränken,  daher  ist 

^111     ^^    ^112    =    ^113    =^   ^^122    ==    ^13  3    =    ^• 

Bezieht  man  also  die  Gleichung  einer  mit  Doppelpunkt  versehenen 
Curve  III.  O.  auf  ein  Coordinatcndreieck,  das  die  Ecke  ^1  im  Doppel- 
punkt und  die  Ecken  A2,  A.^  auf  den  Doppelpunktstangenten  hat,  so 
ist  die  Gleichung  von  der  Form: 

3.     /  =   Oa^i^X^X^X^  -f-  «222'^"2^  -^  3^22:5^'2"'^3  -+-  3ö^233^2^3^  -fr-  ^833*3*   =   ^' 

Für  die  Function  /j  p  /^  j,  /^  3  erhalten  wir  jetzt 

/^ll    ^   ^»  /22    ^^   ^22  2'*2  -fr"  ^2  23'^S  » 

/l  2    ^   ^1  2  3  ^3  '  A  3    ^   ^1  2  3  -^1   "*-  ^2  2  3  "^2   "^  ^2  3  3  ^3  ' 

y  13    *=^   '^12  3*^2  '  y  tii    "^"-    ^233*^2   " ^      3333  * 

Die  Gleichung  der  HESSE'schen  Curve  wird  daher 

0  ,  ^1  2  3*^*3  >      '^12  3  "^2 

H^      ^123^3  1      722»  ^23  ^^   ^* 

^1  a  3  *2  »    /a  3  »  /s  8 
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Entwickelt  man  nach  den  Gliedern  der  ersten  Zeile,  so  erhält  man 


.H^  — 


3 » 


Hieraus  ergiebt  sich 
1 


/a3 


-h  X. 


X 
X 


3  ' 
2  » 


/22 
/2  8 


X 


3  ' 
2  ' 


'^2/2  2  ^z/n 

^2/2  3  —  ^z/sZ 


4. 


«f 


23 


•  If^  2«! 


2  3*1*2*3   —  ^ 


222*2 


^2  2  3*2  *3 


Xi^X 


'288'*2'*3 


2  


'8  3  8*8 


Die  Gleichung  H=  0  hat  dieselbe  Gestalt,  wie  3.  Wir  schliessen  hieraus: 
Hat  eine  Curve  dritter  Ordnung  /  einen  Doppelpunkt,  so  hat  ihre 
HESSE'sche  Curve  H  in  demselben  Punkte  einen  Doppelpunkt,  und 
beide  Curven  haben  die  Doppelpunktstangenten  gemein. 

Haben  zwei  Curven  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt,  so  gilt  derselbe  für 
vier  Schnittpunkte;  haben  sie  ausserdem  noch  gemeinsame  Doppelpunktstangenten, 
so  haben  sie  noch  zwei  auf  den  Doppelpunktstangenten  gelegene,  dem  Doppel- 
punkte unendlich  nahe  gemeinsame  Punkte,  also  zählen  der  gemeinsame  Doppel- 
punkt und  die  gemeinsamen  Doppelpunktstangenten  fiir  zusammen  sechs  Schnitt- 
punkte. Die  drei  Schnittpunkte,  welche  die  Curven  /  und  H  noch  ausserdem 
gemein  haben,  befriedigen  die  Gleichung 


/- 


'*12  3 


.^=   4^322*2*   -*-  ^^333*3'    =   0. 


Diese  Gleichung  liefert  die  Verhältnisse  x^  :  x^  der  drei  andern  Schnitt- 
punkte; sind  a'  und  a"  die  beiden  conjugirt  complexen  Wurzeln  der  Einheit, 
und  ist  fft  die  reale  Cubikwurzel  aus  ( — ö333)«^222»  ^^  ^^^  "^^^ 

«222*2^*    4-^833*3^    ^   «2  2  2  (*2  ^  M-^s)  (*2  —  «V^s)  (*2  ^  a>*3)- 

E^  sind  daher  x^  —  ^x^  =0,  x^  —  «'[x^fg  =0,  x^  —  a'V*3  =  ^  ^^^ 
Gleichungen  der  Strahlen,  welche  von  A^  aus  nach  den  andern  Schnittpunkten 
gehen.  Eine  Curve  III.  O.  mit  Doppelpunkt  und  realen  Doppelpunkts- 
tangenten und  ihre  HESSE*sche  Curve  haben  ausser  dem  Doppelpunkte 
noch  einen  realen  und  zwei  conjugirt  complexe  Schnittpunkte. 

6.  Es  kann  sich  ereignen,  dass  die  beiden  Tangenten  eines  Doppelpunkts 
einer  Curve  «ten  Grades  zusammenfallen.  Man  bezeichnet  dann  den  Doppel- 
punkt als  einen  Rückkehrpunkt  und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  als 
Rückkehrtangente.  Legen  wir,  um  diesen  Fall  bei  cubischen  Curven  aufzu- 
suchen, die  Ecke  A^  des  Coordinatendreiecks  in  den  Rückkehrpunkt,  die  Ecke 
A^  auf  die  Rtickkehrtangente;  dann  muss  sich  die  Gleichung  der  Doppelpunkts- 
tangenten auf  die  Gleichung  der  doppelt  zu  zählenden  Achse  A^A^^  also  auf  ^^^  ==  0 
reduciren. 

Hieraus  folgt  äj^j  =  a^^^  =  «113  =  «123  =  «133  "^  ^>  mithin  ist  die 
Gleichung  der  Curve 


222-*2 


X 


3 


'223'^2*^3 


2a3"^2'*3     ^^    "333 


1.      /s    3^122*1*2     +    « 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  eine  Curve  III.  O.,  deren 
Gleichung  unter  der  allgemeinen  Form  1.  enthalten  ist,  den  Punkt  A^  zum 
Rückkehrpunkt  und  die  Achse  A^A^  zur  Rückkehrtangente  hat. 

Die  HESSE'sche  Curve  hat  dann  die  Gleichung 

0  «122*2»  ^ 

H^       tf  122*2'      ^1 22*1  "^  ^222*2  "^  ^2  2  3*3  »      ^2  2  3*2*^^2  3  3*3        ^^    ^*» 
0»  ^2  2  3*2  "^  ^2  3  3*3  »  ^2  3  3*2  "^  ^3  3  3*3 

diese  Gleichung  giebt  entwickelt 

H^  —  ^?2  2*2^  (^2  3  3*2  "T"  '♦3  3  8'*3 


*3)    =    0. 

Die  HESSE'sche  Curve  einer  mit  Rtickkehrpunkt  versehenen  Curve 


12' 
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m.    O.    zerfällt   also    in   die  doppelt   zu   zählende   Rtickkehrtangente 
und  in  die  durch  den  Rückkehrpunkt  gehende  Gerade 

Legt  man  den  Eckpunkt  A^  des  Coordinatendreiecks  auf  die  Gerade  7*,  so 
muss  <72  8  3^=^^  ^€\n\  in  Bezu«;  auf  dieses  Coordinatensystem  lautet  also  die 
Gleichung  der  Curve  III.  O.  mit  Rückkchq)unkt: 

2.  /=   3öi22*l^'l    +    <^222-^l    -+-    3</223'*^l^3    "^   ^388^8    =   ^' 

Wir  bemerken,  dass  die  Curve  mit  ihrer  HESSE'schen  Curve  ausser  den 
Rückkehrpunkt  noch  einen  immer  realen  Punkt  gemein  hat,  nämlich  den  Punkt, 
der  sich  aus  jcj  =  0  und  /=>  0,  also  aus  jCj  :=  0  und  3aj22^i  "*■  ^fsi*«  "^  ^ 
bestimmt. 

Ist  ^  ein  Wendepunkt  (Inflexionspunkt)  einer  Curve  III.  O.  und  11  auf  der 
Wendetangente  (d.  i.  auf  der  Tangente  im  Wendepunkt)  gelegen,  so  muss  die 

Gleichung  3  [/,iW-e?  -¥  ^/.^(j)'  ^x^^  4-  ^Az{r)'lxi^  4-/22«  •  5|  -H  ^f^z(f)'UU 
■♦-/aaC?)  •  53*]  -+-/(6)-|i.  =  0,    durch  welche  der  Begleiter  der  Tangente  in  $ 
bestimmt  wird,  die  Wurzel  ji  =  0  ergeben.     Die  Bedingung  hierfür  ist,  dass 
^=/i  1 W  •  ??+2/,  3« .  Si5,-t-2A  ,(?)•  e,S,+/„()r).  5|+2/„(y).5,5,H-/«fr>e/=0. 
Ausserdem  erfüllt  FI  rtoch  die  Gleichung  der  Wendetangente 

r^/,()t)6j  +Mf)k,  +/,«?,  =  0. 

Beide  Gleichungen  können  nur  dann  für  unzählige  Punkte  11  zusammen- 
bestehen, wenn  F  zwei  Gerade  darstellt,  deren  eine  T  ist.  Zerf^lt  F  in  zwei 
Gerade,  so  verschwindet  für  die  Coordinaten  des  Punktes  $  die  Determinante 

/i  1    /i  2    /i  3 

H  ^      /l  2     7  2  2     ^2  3       =  0 1 

/ 1 3    y  2  3    y  3  3 
die  Wendepunkte  einer  Curve  III.  O.  liegen  also  auf  der  HESSE'schen 

Curve. 

Umgekehrt:  Jeder  Schnittpunkt  einer  Curve  III.  O.  mit  ihrer  Hesse- 
schen  Curve,  der  nicht  Doppelpunkt  ist,  ist  ein  Wendepunkt  Denn 
ist  $P  ein  solcher  Punkt,  so  ist  nach  der  Voraussetzung  f{j)  =  0  und  /^(jc)  =  0. 
Aus  der  letzteren  Gleichung  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  F  in  zwei  Gerade  zer- 
fällt; aus  No.  1,  6  erkennt  man,  dass  F  den  Punkt  ^  enthält.  Die  Gerade  T 
berührt  F  in  $ß.     Der  Doppelpunkt  D  der  Curve  F  genügt  den  Gleichungen 

^1  ^/iiW-"^!   -i-/i2W--^2  -+-/i3W--^3  =  0, 

^2    ^/l2W-''Vl    +/22W--'^2    -^/23W-^3    =    0, 
^3    ^/isW-'^l    -+-/23W-^'^2    H-/33(Ö-^3    =    0. 

Nach  No.  1,  5  ist  T  ^  T^x-^i  -H  ^^2^2  "*~  ?^3-^3-  Hieraus  folgt,  dass  I>  auf 
T  enthalten  ist.  Wenn  nun  $ß  nicht  Doppelpunkt  von  C"  ist,  so  werden  von  $ 
die  Gleichungen  F^  =  F^  =  F^  =^  0  nicht  erfüllt,  also  sind  $ß  und  D  verschieden; 
folglich  ist  T  ein  Theil  von  F,  d.  i.  jeder  Punkt,  der  7"  =  0  erfüllt,  genügt  auch 
^=  0;  folglich  hat  die  Gleichung  No.  1,  2  für  jeden  Punkt  11  der  Geraden  T 
drei  Wurzeln  |i.  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Eine  Curve  III.  O.  ohne  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  hat  daher 
neun  Wendepunkte;  eine  Curve  III.  O.  mit  Doppelpunkt  hat  drei 
Wendepunkte;  eine  Curve  III.  O.  mit  Rückkehrpunkt  hat  einen  realen 
Wendepunkt. 

8.  Sind  auf  einer  Geraden  zwei  Punkte  A^A^  gegeben,  so  haben  wir  einem 
Punkte  ^  der  Geraden  einen  andern  Punkt  FI  in  Bezug  auf  A^A^  harmonisch 
zugeordnet,  indem  wir  für  die  Verhältnisse  p.^  und  fxj,  in  welchem  die  Strecke 
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^n  von  den  Punkten  A^  und  A^  getheilt  wird,  die  Gleichung  festsetzten 

P^i  -+"  |J^2  =  ö. 
Hiervon   ausgehend,    ordnet   man  einem  Punkte  $P  in  Bezug  auf  «Punkte 

A^A^  .  .  Auf  die  mit  ihm  auf  einer  Geraden  liegen,  die  Punkte  zu,  für  welche 

die  Verhältnisse  jx^,  jxj,  .  .  ji«,  in  denen  die  Strecke  ^U  von  A^A^  .  .  An  getheilt 

wird,  den  Bedingungen  genügen 

ji-i  -h  [Xa  4-  JX3  -f-  .  .  .  4-  ji„  =0, 

2ffta(Mp.<r   =    0,         llLal»'6[»-c\»'ä    =   0,    .    .    .    .         SflapL^JX^  .  .  .  JV   =    0, 

wobei  für  ade,  abcd,  .  .  .  .  ,  abc  .  .  r  alle  Combinationen  dritter,  vierter,  .  .  . 
(«  —  l)ter  Klasse  aus  den  Zahlen  1,  2,  3  ...  zu  nehmen  sind.  Setzt  man  FAi  =  ^/, 
FU  =  jc,  so  ist 

_  i^^.  FAi ^ 

^  ""  Aiü  ""  i'n  —  /'^z  '-  x--di' 
Wird  dies  in  SfXap.^  .  .  {a^  =  0  eingesetzt,  so  entsteht 

V     ^a  db  de  dk      

j:  —  da  X  —  db  X  —  de  '  '  *  X  —  dk 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  {x  —  d^){x  —  d^)  {x  —  ^j)  .  .  .  (jc  —  <4)> 
so  verschwindet  in  jedem  Gliede  der  linken  Seite  der  Nenner,  und  das  Produkt 
dadb  -  -  '  dk  wird  mit  dem  Produkte  von  n  —  k  Differenzen  x  —  d/  multiplicirt 
Die  Gleichung  1.  wird  daher  vom  Grade  (« —  k)  in  Bezug  auf  x,  und  wird 
folglich  von  n  —  k  Punkten  H  erfüllt. 

Die  Gruppe  der  {n  —  k)  Punkte  11,  welche  der  Gleichung  gentigen 

SjltfJl^lV  .   .  .  fXyfc    =    0, 

nennt  man  die  harmonischen  Pole  {n  —  >^)ten  Grades  der  Punkte 
A^A^  .  ,  An  in  Bezug  auf  den  Punkt  ^. 

9.  Besteht  die  Gruppe  der  Punkte  A  aus  drei  Punkten  A^,  A^,  A^,  so 
giebt  es  zu  jedem  Punkte  $ß  zwei  harmonische  Pole  zweiten  Grades  und  einen 
harmonischen  Pol  ersten  Grades,  die  sich  der  Reihe  nach  aus  den  Gleichungen 
ergeben 

1.  V-l  -^  V-2  -^  V-Z   =  0,        |li|1.2  4-  |i.2»^8  -^  P-sI^i    =  0. 

Dividirt  man  dieselben  durch  {jL^fXjpia,  so  entsteht 

2.  H 1 =  0, 1 1 =  0. 

1*21*3       V-iV-z       V-iV-x  P-a        V-x        V-i 

Nun  sind  1  :  iij ,  1 :  p.2»  1  •  F^3  die  Theilverhältnisse  WA^  :  A^^  . .  .  . ,  also 
werden  durch  die  Gleichungen  2.  die  harmonischen  Pole  ersten  und  zweiten 
Grades  für  den  Punkt  11  in  Bezug  auf  die  Punkte  A^,  A^,  A^  definirt.  Hieraus 
folgt:  Ist  n  ein  harmonischer  Pol  zweiten  Grades  von  %  so  ist  ^  der 
harmonische  Pol  ersten  Grades  von  11;  und  umgekehrt:  ist  0  der  har- 
monische Pol  ersten  Grades  von  $,  so  ist  Sß  ein  harmonischer  Pol 
zweiten  Grades  von  0. 

Drtickt  man  die  Bedingungen  1.  durch  die  Grössen  x  und  ^aus,  so  erhält  man 

4.  d^d^  {x  —  d^)  4-  d^d^  (x  —  d^)  4-  d^d^  {x  —  d^)  =  0. 

Fällt  $  mit  einem  der  drei  Punkte  A,  z.  B.  mit  A^  zusammen,  so  ist  d^  s=  0, 
und  die  Gleichung  3.  vereinfacht  sich  zu  d^{x — d^  x  -{-  d^'  x{x  —  d^)  =  0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  jc  =  0,  die  andere  folgt  aus 

d^  {x  —  d^)  4-  i/j  (^  — •  ^i)  =  ö; 
durch  diese  Gleichung  wird  der  harmonische  Pol  von  Sß  in  Bezug  auf  das  Pimkt- 


i82  Analytische  Geometrie. 

paar  A^A^,  d.  i.  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A^A^  definirt    Die  Gleichung 

4.  giebt  für  ^3  =  0  über  in  ^  -=  0.  Wir  schliesscn  daher:  Fällt  der  Punkt 
^  mit  einem  Punkte  A^  der  Gruppe  A^A^A^  zusammen,  so  fällt  von 
den  harmonischen  Polen  zweiten  Grades  des  Punktes  $  in  Bezug  auf 
AyA^A^  einer  auf  5ß,  der  andere  ist  der  harmonische  Pol  von  $  in 
Bezug  auf  A^A2\  der  harmonische  Pol  ersten  Grades  von  $  in  Bezug 
auf  A^A2A^  fällt  mit  5p  zusammen. 

Wenn  zwei  von  den  Punkten  A^A2A^  zusammenfallen,  z.  B.  A^  1^  A^,  so 
ist  ^3  =  ä^  und  diese  Gleichung  3.  erhält  den  Faktor  x  —  //,.  Daher:  Fallen 
zwei  von  den  Punkten  A^A^A^  zusammen,  so  fällt  für  jeden  Punkt  ^ 
einer  der  beiden  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  mit  den  beiden 
Punkten  zusammen.  Ebenso  folgt:  Wenn  die  drei  Punkte  A^A^A^  in 
einen  Punkt  A  zusammenfallen,  so  fallen  für  jeden  Punkt  $  der 
Ebene  die  beiden  harmonischen  Pole  zweiten  und  der  harmonische 
Pol  ersten  Grades  auf  A, 

Ordnet  man  die  Gleichungen  3.  und  4.  nach  jt,  so  erhält  man 

5.  (^1  -+-  ^2  -^  ^3)  -^^  —  2  {d^d^  -+-  d^d^  4-  d^d^)  a:  4-  3  d^d^d^  =»  0, 

6.  (//j^s  ■+-  ^3^1  4-  //1//2)  ^  —  3  ^1^2^3  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  5.  mit  x^  und  jcj,  so  genügen 

daher  die  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  den  Gleichungen 

7     1       L^llL      1      1\         i_     i—i/'l     1      _I     1      i. . -i^ 
'   x^       X2        3  \//j       d^      d^J  '       x^     X2       3  V^2  ^s       ^3  '  ^i       ^i  '  ^%) 
und  für  den  harmonischen  Pol  ersten  Grades  erhält  man 

^  ""  3  V^/i  "^  ^2  "^  ^J  ' 
Hieraus  folgt 

X        2  \x^       X2J 
Dies  ergiebt:    Der  harmonische  Pol  ersten  Grades  eines  Punktes  $ 

in  Bezug  auf  drei  Punkte  A^A^A-^   ist  zugleich  der  harmonische  Pol 

von  $P    in  Bezug   auf  die  beiden  harmonischen  Pole  zweiten  Grades 

von  ^  in  Bezug  auf  ^j^g'^a- 

9.  Die  Verhältnisse,  in  denen  eine  Strecke  SpO  von  den  drei  Schnittpunkten 
der  Geraden  ^ßfl  und  der  Curve  dritter  Ordnung/  =  0  getheilt  wird,  ergeben 
sich  aus  der  Gleicliung  (No.  2) 

/W  -f-  3[/i W  .  ?i  -^UX)  •  S2  +  AW  •  e,l .  |x  -+-  3  [/,,(r]  .  ?i2  ^  2/, 2W  •  IM 
-^2/i3(?:)...y,  4-/22W.e2-  -4- 2/2, W.  32?,  -t-/H3W-?.']-p^'  -H/(5)  -ji«  =  0. 

Ist  n  ein  harmonischer  Pol  zweiten  Grades,  so  verschwindet  die  Summe 
der  Wurzeln  dieser  Gleicliung,  so  ist  also 

?'  ^/iiW  •  ^?  ^  2/12W  •  ei$2  -^  2Ä,w .  e^e.,  -^/ssW?»'  -^  s/ajW-s,?, 

Der  Ort  der  harmonischen  Pole  zweiten  Grades,  die  zu  einem 
Punkte  Sß  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  der  durch  Sß  gehenden 
Strahlen  mit  der  cubischen  Curve/=0  gehören,  ist  also  der  Kegel- 
schnitt <p'  =  0. 

Dieser  Kegelschnitt  heisst  die  erste  oder  die  conische  Polare  des  Punktes 
^  in  Bezug  auf  die  Curve  /  =  0. 

Ist  n  der  harmonische  Pol  ersten  Grades,  so  verschwindet  die  Summe  der 
Produkte  je  zweier  der  drei  Wurzeln  jjl  der  obigen  cubischen  Gleichung,  es  ist 
daher  9"  ^  f^(t\  -  5^  4-/2W  •  «2  -^/M  '^z  =0. 


^ 
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Der  Ort  der  harmonischen  Pole  ersten  Grades,  die  zu  einem 
Funkte  $  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  der  durch  Sß  gehenden 
Strahlen  mit  der  cubischen  Curve  /  =  0  gehören,  ist  somit  die  Ge- 
rade 9"  =  0. 

Diese  Gerade  heisst  die  zweite  oder  die  gerade  Polare  des  Punktes  fß 
in  Bezug  auf  die  Curve  /  =  0. 

Nach  dem  letzten  Satze  der  vorigen  Nummer  ist  die  gerade  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  zugleich 
die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  desselben 
Punktes. 

10.  Legt  man  von  $ß  eine  Tangente  an/,  und  ist  A  der  Berührungspunkt 
und  A^  sein  Begleiter,  so  fallt  einer  der  harmonischen  Pole  zweiten  Grades 
von  ^  in  Bezug  auf  den  doppelt  zu  zählenden  Punkt  A  und  den  Punkt  A^  mit 
A  zusammen;  die  erste  Polare  von  $  geht  also  durch  A,  Und  umgekehrt:  Ver- 
bindet man  einen  nicht  auf/  gelegenen  Punkt  $  mit  einem  Schnittpunkte  A^ 
der  Curve  /  und  der  ersten  Polaren  9'  des  Punktes  %  so  fallt  in  ^3  einer  der 
Schnittpunkte  von  ^A^  und  /  mit  einem  harmonischen  Pole  zweiten  Grades 
von  f}  in  Bezug  auf  diese  drei  Schnittpunkte  zusammen;  wenn  nun  die  Gleichung 

^i  (*  —  ^j)  (^  —  ^3)  -H  ^2  (^  —  ^3)  (««^  —  ^1)  -+-  ^3  (^  —  ^1)  (^  —  ^2)  =  0' 
welche  die  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  liefert,  eine  Wurzel  x  ^=  ä^  ent- 
hält, so  folgt  ^3  (^3  —  ä^)  {d^  —  d^)  =  0.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  ^ 
nicht  auf  /  liegt,  so  ist  d^  ^  0,  folglich  ist  entweder  d^  =:  d^,  oder  d^  =  ^j  1 
es  fallen  also  zwei  Schnittpunkte  der  Geraden  ^A^  und  der  Curve/  in  A^ 
zusammen,  die  Curve  /  wird  von  ^A^  in  A^  berührt 

Wir  haben  daher  den  Satz:  Die  Tangenten,  die  von  einem  Punkte 
ausserhalb  einer  Curve  IIL  O.  an  die  Curve  gelegt  werden,  berühren 
dieselbe  in  den  Schnittpunkten  mit  den  ersten  Polaren  des  Punktes. 
Von  jedem  Punkte  der  Ebene  aus,  der  nicht  auf  der  Curve  liegt,  lassen 
sich  daher  im  Allgemeinen  sechs  Tangenten  an  eine  Curve  111.  O.  legen. 

Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  ein,  wenn  die  Curve  /  einen  Doppelpunkt  oder 
Rückkehrpunkt  hat.  Für  jeden  Punkt  ^  der  Ebene  geht  die  erste  Polare  durch 
den  Doppelpunkt;  da  nun  in  dem  Doppelpunkte  zwei  Schnittpunkte  von  /  und 
9'  zusammenfallen,  so  bleiben  vier  weitere  Schnittpunkte  von  /  und  <p'  übrig. 
Hat  also  eine  Curve  111.  O.  einen  Doppelpunkt,  so  lassen  sich  von 
jedem  Punkte,  der  nicht  auf  der  Curve  liegt,  nur  vier  Tangenten  an 
die  Curve  legen. 

Hat  die  Curve  111.  O.  einen  Rückkehrpunkt,  und  wählt  man  dasselbe 
Coordinatensystem  wie  in  No.  6,  2,  so  ergiebt  sich  für  die  erste  Polare  eines 
Punktes  ^  die  Gleichung 

9*   ^   2Äi32?Ca  '-^i-^a   "+•  (^122?^1   "^  ^22a?^2  "+■  ^223^^3)  '^1  "^  2ä223?^2'^2^3 
-♦-«33S?^3-'*3     =    0. 

Setzt  man  hierin  x^  =  0,  so  folgt  x.f  =  0;  hieraus  ersieht  man,  dass  9' 
die  Rückkehrtangente  A^A^  im  Rückkehrj^unkte  A^  berührt. 

Hat  also  eine  Curve  III.  O.  einen  Rückkehrpunkt,  so  geht  die 
erste  Polare  jedes  Punktes  der  Ebene  durch  denselben  und  berührt 
die  Rückkehrtangente. 

Femer  ergiebt  sich  die  Identität  Sx^^'  —  ^T^f 

i— (Sa^jjJ^i  -♦-  ^ii2h  -^^^22sh)^l  "+-  30333^3^2^3^  —  ^^iZdl^i^i  =  0- 
Für  die  Punkte,  für  welche  die  rechte  Seite  und  /  verschwindet,  ist  auch 
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^'  =—  0.  Wir  schliessen  hieraus:  Eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehr- 
punkt hat  mit  der  ersten  Polaren  jedes  Punktes  ausser  dem  Rückkehr- 
punkte drei  Punkte  gemein.  Hat  eine  Curve  III.  O.  einen  Rttckkehr- 
punkt,  so  lassen  sich  von  jedem  Punkte  der  Ebene  aus  drei  Tangenten 
an  die  Curve  legen. 

Liegt  $P  auf  der  Curve  /,  so  wird  die  Gleichung  der  geraden  Polaren 
mit  der  Gleichung  der  Curventangente  in  *^  identisch;  die  Gleichung  f'  wird 
alsdann  von  $  erfiillt,  und  da  <p"  die  Polaren  von  ^  in  Bezug  auf  ff  ist,  so 
ergiebt  sich:  Die  erste  Polare  eines  Punktes  der  Curve/ =  0  berührt 
die  Curve  in  diesem  Punkte.  Zugleich  folgt:  An  eine  Curve  XU.  O.  ohne 
Doppel-  und  Rückkehrpunkt  lassen  sich  von  einem  Punkte  der  Curve 
aus  vier  Tangenten  legen;  an  eine  Curve  III.  O.  mit  Doppelpunkt 
lassen  sich  von  einem  Punkte  der  Curve  aus  zwei  Tangenten  legen; 
an  eine  Curve  III.  O.  mit  Rückkehrpunkt  lässt  sich  von  einem  Funkte 
der  Curve  aus  eine  Tangente  legen. 

Ist  ^  ein  Wendepunkt  der  Curve  /,  so  zerfallt  (No.  6)  die  erste  Polare  von 
fß  in  zwei  Gerade,  deren  eine  die  Wendetangente  ist;  daher  folgt:  Von  einem 
Wendepunkte  einer  Curve  III.  O.  aus  lassen  sich  (ausser  der  Wende- 
tangente) noch  drei  oder  eine  Tangente  an  die  Curve  legen,  je  nachdem 
die  Curve  ohne  Doppelpunkt  ist  oder  nicht. 

11.  Die  erste  Polare  ^'  eines  Punktes  ^  zerfallt  in  zwei  Gerade,  wenn  die 
HESSE'sche  Determinante  //  für  die  Coordinaten  von  Sß  verschwindet,  also  wenn 
^  auf  der  HESSE'schen  Curve  ZT  =  0  liegt.  Die  Coordinaten  des  Doppelpunkts 
von  <p'  erfüllen  die  Gleichungen 

/12W  •  ^1  -hA2W  •  ?2  -+-/23W  •  h  =  0, 

Ordnet  man  diese  Gleichungen  nach  y^ ,  jc^*  ?^3>  so  erhält  man  (vergl.  No.  1,  4) 

/i  1®  •  Ti  4-/,  2(5)  •  h  ^/i  3(0  •  r,  =  0, 

/l2(«)  •  h   H-/22(?)  •  h    -^/23®  •  ?^3    =    0, 
/l3{^)'h    -hA'Ä^'h    -+-/33(«)-?^3    =    0. 

Hieraus  folgt,  dass  für  die  Coordinaten  des  Doppelpunkts  von  9'  ebenfalls 
die  Determinante  1/  verschwindet.  Wir  schhessen  daher:  Der  Ort  der  Punkte, 
deren  erste  Polaren  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  /  in 
zwei  Gerade  zerfallen,  sowie  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  zer- 
fallenden  Polaren  ist  die  HESSE'sche  Curve  der  Curve/. 

12.  Aus  dem  ersten  Satze  in  No.  9  folgt:  Ist  <p'  die  erste  Polare  von 
^4J>  so  gehen  die  geraden  Polaren  aller  auf  cp'  liegenden  Punkte  durch 
%  und  die  Pole  der  durch  i\^  gehenden  Geraden  (d.  i.  die  Punkte,  welche 
diese  Linien  zu  geraden  Polaren  haben)  liegen  auf  9'. 

Ist  <Pj'  die  erste  Polare  von  A^,  ^^  ^^^  ^''^^^  Polare  von  A^,  und  B  ein 
Schnittpunkt  von  9/  und  92',  so  geht  die  gerade  Polare  von  B  durch  A^  und 
durch  A^t  ist  also  die  Gerade  A^A.^.  Sind  x-^^  und  A^g  die  Coordinaten  von 
Ay^  und  A^t  so  hat  irgend  ein  Punkt  P  auf  A^A^  die  Coordinaten 

Aj   -f-  A2 
daher  ist  die  Gleichung  der  ersten  Polaren  von  F\  9'  ^  ^^i<Pi'  H-  ^%^%    =  0. 

Wir  schliessen:  Es  giebt  vier  Punkte,  welche  eine  gegebene  Gerade 
zur  Polaren    haben.     Die    ersten  Polaren  der  Punkte  eine»:    Geraden 
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bilden   ein   mit   dieser  Punktreihe   projectives   Kegelschnittbüschel, 
dessen  Träger  die  Pole  der  Geraden  sind. 

13.  Besteht  eine  Curve  III.  O.  aus  drei  Geraden,  die  nicht  durch 
denselben  Punkt  gehen,  und  nimmt  man  die  Geraden  zu  Coordinatenachsen, 
so  ist  die  Gleichung  des  Vereins  dieser  drei  Gersiden /^  ßx^Xi^x^  =  0,  wobei 
der  Faktor  6  hinzugefügt  worden  ist,  um  Uebereinstimmung  mit  der  allgemeinen 
Form  der  cubischen  Gleichung  zu  haben.     Für  diese  Function  /  ist 

/  =  2x^x^  ,     j  =  ^x^x^  ,     7  3  =  ^x^x^  t 

yi  1    =   0  >        Jli^^^Z»        yiS    ^^   ^2»        7  22    ^^    ^»        7  28    ^^   ^1  *        7  83    *^   ^' 

Die  Gleichungen  der  ersten  Polaren  und  der  geraden  Polaren 
eines  Punktes  $  in  Bezug  auf  die  aus  den  Seiten  des  Achsendreiecks 
bestehende  cubische  Curve  sind  daher 

1         ^n^fi^^_^^   _   Q 


^hr%Tz  ^  Xi  h  ?^8 

Beide  Polaren   lassen  sich  leicht  construiren.     Setzt  man  in  9"  die  Coor- 
dinate  x^  =  0,  so  erhält  man 


x^       x^ 


r.  =  -^  -+-  ^  =  0. 

?^2  ^3 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  durch  A^  gehenden  Geraden;  mithin  die 
Gleichung  der  Geraden,  die  A^  mit  dem  Punkte  verbindet,  in  welchem  <p"  die 
Dreieckseite  A^A^  schneidet. 

Ebenso  erhält  man,  dass  die  Strahlen,  die  A^  und  A^  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Polaren  9"  und  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Coordinaten- 
dreiecks  verbinden,  die  Gleichungen  haben 

Den  Achsen  x^  =  0,  x^  =  0  und  der  Geraden  7*1  ist  die  Gerade  A^^ 
hannonisch  zugeordnet;  denn  die  Gleichung  von  A^^  ist 

^-^  =  0; 

ebenso  ist  Aq^  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  ^^  =  0,  x^  =  0  und  T^, 
sowie  A^^  harmonisch  zu  jc^  =  0,     X2  "=  0  und  T^- 

Um  daher  die  gerade  Polare  eines  Punktes  ^  in  Bezug  auf  ein  Dreieck 
^\A^A^  zu  construiren,  verbindet  man  $P  mit  A^  und  A^t  constriürt  zu  A^A^, 
-^1-^3»  -^1^  cicn  vierten  harmonischen  Strahl  T^,  sowie  zu  A^A^,  -^2-^3»  ^2? 
den  vierten  harmonischen  T.^  und  verbindet  die  Punkte,  in  denen  A^A>^  und 
^x^i  von  Tj  und  T^  geschnitten  werden;  diese  Gerade  ist  die  gesuchte  Polare. 

Die  erste  Polare  9'  geht  durch  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks.  Die 
Gleichung  der  Tangente  an  9'  im  Punkte  li  ist 

(^2  •  ^3  7^-  ?C3  •  ^2)^1  -H  (?^3  •  5i  -h  ;:i  •  53)^2  -+-  (Ji  •  ^2  -^  ?f2  •  ^1)^3  =  Ö. 
Die  Gleichungen  der  Tangenten,  welche  in  A^^  A^,  A^  berühren,  sind  daher 

r^x^  -f-  JC2^3  =  0»      ?^i^3  -+-  ?^3^i  =  0,      }:^x^  4-  Txx^  =  0; 
dies  sind    aber   der  Reihe  nach  die  Geraden  T^,   T^,   T^,     Die  erste  Polare 
eines  Punktes  ^  in  Bezug  auf  das  Dreieck  A^A^A^  wird  also  erhalten,  indem 
man  T^  und  7\  construirt,   und  den  Kegelschnitt  zeichnet,  der  durch  A^A^A^ 
geht  und  T^  und  7\  berührt. 

14.  Diese  Constructionen  lehren  zugleich,  wie  man  für  einen  Punkt  $P 
in  Bezug  auf  drei  mit  ^  auf  einer  Geraden  T  gelegene  Punkt  ABC  die 


-.  y 
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beiden  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  und  den  harmonischen 
Pol  ersten  Grades  findet.  Man  ziehe  durch  ABC  drei  Gerade  5^,  5j,  Äj, 
die  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  und  construire  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
T  mit  der  ersten  Polaren  des  Punktes  $P  in  Bezug  auf  die  Geraden  Äj,  S^^  S^\ 
diese  Schnittpunkte  sind  die  gesuchten  harmonischen  Pole  zweiten  Grades; 
femer  construire  man  die  gerade  Polare  von  $  in  Bezug  auf  S^^  S^,  S^l  diese 
schneidet  T  in  dem  gesuchten  harmonischen  Pole  ersten  Grades. 

15.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  $  zwei  Gerade  und  nimmt  auf  jeder 
derselben  drei  Punkte  an  A,  B,  C  und  A\  B\  C\  so  hat  $  für  alle  cubischen 
Curven,  die  durch  diese  sechs  Punkte  gehen,  dieselbe  gerade  Polare,  denn  diese 
ist  die  Verbindungslinie  der  harmonischen  Pole  ersten  Grades  für  den  Punkt  ^ 
in  Bezug  auf  ABC  und  ÄßC,  Die  einfachsten  Curven  111.  O.,  die  sich 
durch  die  sechs  Punkte  legen  lassen,  sind  die  sechs  Vereine  von  drei  Geraden, 
welche  die  Punkte  paarweis  verbinden,  z.  B.  der  Verein  der  Geraden  AÄ^  BB^ 
CC\  Um  daher  die  gerade  Polare  von  $P  in  Bezug  auf  die  Curve  III.  O. 
/=0  zu  construiren,  verbinden  wir  $P  mit  zwei  bekannten  Punkten  A  und 
Ä  der  Curve  /  und  construiren  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  von  /  mit  der 
Geraden  ^A  und  ^A^\  diese  Punkte -^C  und  ^'C  werden  durch  gerade  Linien 
und  Kreise  nach  §  IT),  No.  i;^  gefunden.  Unter  Anwendung  des  Lineals  allein 
bestimmt  man  nun  die  gerade  Polare  von  $P  in  Bezug  auf  die  drei  Geraden 
AA\  BB\  CC  (oder  ABy  BA\  CC  u.  s.  w.);  diese  ist  die  gesuchte  Linie. 

16.  Die  erste  Polare  eines  Punktes  5ß  für  eine  Curve  III.  O. /=sO 
wird  in  folgender  Weise  gefunden: 

Man  verbinde  $P  mit  drei  bekannten  Punkten  A,  A\  A'*  der  Curve  /  und 
bestimme  die  Punktpaare  BC,  B'C\  B^'C"  in  welchen/  von  den  Strahlen  fßA, 
^A',  ^A"  noch  geschnitten  wird.  Hieraufziehe  man  AA\  BB\  CC*  {oder  AB, 
BA'f  CC  u.  s.  w.)  und  construire  die  zwei  Paar  Schnittpunkte  der  Geraden  fßA 
und  ^A'  mit  der  ersten  Polaren  des  Punktes  Sß  in  Bezug  auf  den  Verein  von 
Geraden  AA\  BB\  CC]  durch  diese  vier  Punkte  geht  die  gesuchte  erste  Polare. 
Zieht  man  nun  A'A'\  B'B'\  CC,  so  geht  die  erste  Polare  von  $ß  in  Bezug  auf 
diese  drei  Geraden  durch  die  schon  bekannten  beiden  liarmonischen  Pole  zweiten 
Grades  von  ^  in  Bezug  auf  die  Punkte  A'B^C  und  durch  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  A'A'\  B'B",  CC",  ist  also  durch  diese  fiinf  Punkte  bestimmt;  constniirt 
man  liiemach  die  Schnittpunkte  dieser  Polaren  mit  '^^A",  so  hat  man  nun  auch 
die  beiden  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  von  $P  in  Bezug  auf  A*'B"C", 
also  nocli  zwei  Punkte  der  gesuchten  ersten  Polaren  von  ^  für  /,  die  nun  durch 
im  Ganzen  sechs  Punkte  mehr  als  ausreichend  bestimmt  ist. 

§  17.    Construction  von  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppel-  und 

Rückkehrpunkt. 

1.  Eine  Curve  III.  O.  mit  Doppelpunkt  wollen  wir  durch  Ci,  eine  Curve 
III.  O.  mit  Rückkehrpunkt  durch  Cp  bezeichnen. 

Ist/  Bss  l^üikiXiXkXi  ==  0  die  Gleichung  einer  Cg,  und  sind  die  Coordinaten 
6x  des  Doppelpunktes  11  gegeben,  so  bestehen  die  Gleichungen 

2.      ^iiaSi^  -H    2fli22Sl?3  •+■    2«i2:iSl?3   -+"  ^222^2^   -^  2<722h?253   -+-«23858*    =   0» 

3.     fln3M^  -+-  2^i23mS8  -+■  2«i:u5iE3  -+"  «223^2^  "+- 20^2336363  4-033365»  =  0. 
Durch  jeden  weiteren  Punkt  der  Curve   ist   noch   eine  homogene  lineare 
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Gleichung  der  Coefficienten  gegeben,  wir  brauchen  daher  ausser  dem  Doppel- 
punkte noch  sechs  weitere  Punkte,  um  die  Coefficientenverhältnisse 


^111  •  ^iia 
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eindeutig  zu  bestimmen.  Eine  Cg  ist  daher  durch  den  Doppelpunkt  und 
sechs  weitere  Punkte  bestimmt. 

2.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  einer  Ci  zwei  Strahlen  T'j, 
T'j,  welche  die  Curve  ausserdem  in  ß^^Cy^  und  B^C^  schneiden,  so  wie  einen 
dritten  Strahl  7*3,  und  hebt  einen  weiteren  Schnittpunkt  B^  desselben  mit  der 
Curve  hervor;  zieht  die  Strahlenpaare  S^S^^  ^2^2»  ^^rch  welche  B^C^  und 
B^C^  mit  dem  Doppelpunkte  0  verbunden  werden,  sowie  den  Strahl  S^,  der 
von  n  nach  B^  geht;  so  ist  durch  die  Strahlenpaare  S^S^',  S^S^'  eine  quadra- 
tische Strahleninvolution  bestimmt.  Setzt  man  nun  das  Strahlbüschel  des  Punktes 
A  mit  dieser  Involution  derart  in  projective  Beziehung,  dass  T^  dem  Strahlen- 
paare S^S^',  7'j  dem  Paare  ^j^Sj'  und  7'^  dem  Paare  entspricht,  zu  welchem 
*^3  gehört,  so  ist  dadurch  die  Projectivität  des  Strahlbüschels  und  der  Involution 
vollständig  bestimmt. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  Büschels  mit  den  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  der  Involution  ist  (§  15,  No.  14)  eine  Curve  III.  O.,  die  den 
Träger  der  Involution  zum  Doppelpunkte  hat,  und  durch  den  Träger  des  Strahl- 
büschels geht;  diese  Ortscurve  hat  daher  ausser  .dem  Doppelpunkte  noch  die 
sechs  Punkte  A,  B^,  Cj,  ^^2»  ^a»  ^3  ™^  ^^^  gegebenen  Curve  Ci  gemein,  folg- 
lich ist  sie  (No.  1)  mit  Cg  identisch.  Wir  schliessen  hieraus:  Eine  Ci  kann  in 
unendlich  vielfacher  Weise  durch  eine  Strahleninvolution,  deren 
Träger  der  Doppelpunkt  ist,  und  ein  projectives  Strahlbüschel 
erzeugt  werden;  jeder  einfache  Punkt  der  Curve  kann  zum  Träger 
des  Strahlbüschels  genommen  werden.  Ferner:  Die  Punktpaare, 
in  welchen  eine  Cß  durch  die  Strahlen  eines  Büschels  geschnitten 
wird,  dessen  Träger  auf  der  Curve  liegt,  werden  vom  Doppelpunkte 
aus  durch  die  Strahlenpaare  einer  Involution  projicirt,  die  mit  dem 
Strahlenbüschel  projectiv  ist. 

3.  Um  eine  C5  aus  dem  Doppelpunkte  0  und  sechs  weiteren 
Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  A  zu  construiren,  stellt  man  die  Involution  her,  die 
mit  dem  projectiven  Strahlbüschel,  dessen  Träger  A  ist,  die  Curve  erzeugt. 

Schneidet  man  das  Strahl- 
büschel durch  eine  Gerade  a,  die 
durch  5  geht  und  die  nach  1,  2, 
3,  4  gehenden  Strahlen  in  1',  2', 
3',  4'  trifft,  und  projicirt  man  diese 
Punkte  von  einem  auf  der  Gera- 
den 05  gelegenen  Punkte  B  aus, 
so  ist  das  Büschel  B  projectiv 
mit  dem  Büschel  A,  also  auch 
mit  der  gesuchten  Involution.  Der 
Strahl  B5  entspricht  dem  Paare 
der  Involution,    zu  welchem  05  (M.426.) 

gehört;  da  nun  B  auf  115  liegt,  so  befinden  sich  die  Involution  0  und  das 
Büschel  B  in  reducirter  Lage  (§  15,  No.  15),  erzeugen  also  keine  eigentliche 
Curve  HL  O.,  sondern  eine,  die  in  die  Gerade  ÜB  und  einen  durch  0  gehenden 
Kegelschnitt  JC  zerfällt.    Von  diesem  Kegelschnitte  sind  nun  fünf  Punkte  bekannt; 
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n,  und  die  Punkte  Z>,  E,  F,  G,  in  denen  die  Strahlen  Ol,   112,   US,  04  von 
B\\  BV,  B3\  B^  geschnitten  werden.     Hierdurch  ist  derselbe  bestimmt 

Um  nun  die  gesuchte  Ci  zu  vervollständigen,  d.  i.  um  den  Punkt  zu  erhalten, 
der  auf  einem  beliebigen  durch  11  gezogenen  Strahle  5  liejt,  bestimme  man  nach 
dem  PASCAL*schen  Satze  den  Punkt  H^  in  welchem  K  von  S  zum  zweiten  Male 
getroffen  wird,  verbinde  H  mit  B^  und  zeichne  den  Strahl  des  Büschels  A^  der 
BH  entspricht;  dieser  trifft  5  in  dem  gesuchten  Curvenpunkte. 

4.  Einem  Strahle  des  Büschels  A,  der  an  dem  Doppelpunkte  11  unendlich 
nahe  vorbei  geht,  entspricht  ein  Paar  der  Involution,  dessen  Strahlen  die  Ci  in 
Punkten  treffien,  die  dem  Doppelpunkte  nächst  benachbart  sind.  Die  Doppel- 
punktstangenten sind  daher  das  Strahlenpaar  der  Involution,  das  dem 
nach  dem  Doppelpunkte  gehenden  Strahle  des  Büschels^  entspricht 

Nähert  sich  ein  Strahl  eines  Strahlenpaares  der  Involution  dem  Punkte  A^ 
so  nähert  sich  einer  von  den  Schnittpunkten  des  dem  Paare  entsprechenden 
Strahles  und  der  Curve  dem  Punkte  A.  Die  Tangente  an  dieQ  im  Punkte 
A  entspricht  daher  dem  Strahlenpaare  der  Involution,  auf  welchem 
A  liegt. 

Diese  Bemerkungen  geben  die  Auflösung  der  beiden  Aufgaben:  Eine  Curve 
Ci  ist  durch  den  Doppelpunkt  und  sechs  weitere  Punkte  gegeben; 
man  soll  die  Doppelpunktstangenten  und  die  Tangenten  der  Curve 
in  einem  gegebenen  Punkte  derselben  construiren. 

5.  Sind  5j5/  =  0,  S^S^  =  0,  S^S^  =  0  drei  Strahlenpaare  einer  In- 
volution, so  hat  man  S^S<^^  ^  a^S^S^'  -f-  a^S^S^,  Die  Gleichung  jedes 
andern  Paares  kann  dann  geschrieben  werden 

SS'  ^  X^a^S^S^'  -+-  \^a2S^S^*  =  0. 
Es  kann  sich  ereignen,  dass  für  gewisse  Werthe  des  Verhältnisses  X^  :  Xj  das 
Paar  SS'  aus  conjugirt  complexen  Geraden  besteht,  von  denen  nur  der  Träger 
n  der  Involution  real  ist.  Legt  man  durch  11  einen  Kreis  AT,  und  verbindet  die 
Punkte,  in  welchen  der  Kreis  von  S^S^',  ^g^g',  S^S^',  SS'  geschnitten  wird, 
durch  die  Strahlen  I^^,  jR^t  -R^,  -R,  so  schneiden  diese  sich  in  einem  Punkte  C 
und  bilden  ein  der  Involution  projectives  Büschel;  hat  man  also  -^3  ^  ^i-^i  -*-  ^j-^fy 
so  ist  die  Gleichung  des  Strahles  R 

Durchläuft  das  Verhältniss  Xj  :  Xg  die  reale  Zahlenreihe,  so  beschreibt 
der  Strahl  R  das  ganze  Strahl büschel  C  Liegt  nun  C  im  Innern  des  Kreises 
Kf  so  schneidet  jeder  Strahl  des  Büschels  den  Kreis,  jedem  Werthe  von  Xj  :  Xg 
gehört  also  ein  reales  Strahlen])aar  der  Involution  zu;  liegt  hingegen  C  ausser- 
halb des  Kreises,  so  wird  der  Kreis  nur  von  dem  kleineren  Theile  der  durch  C 
gehenden  Strahlen  geschnitten,  es  gehören  also  nur  zu  einem  bestimmten  Werth- 
gebiete  des  Verhältnisses  Xj  :  Xg  reale  Strahlenpaare.  Die  Werthe  von  Xj  :  X^, 
welchen  die  Strahlen  zugehören,  die  den  Kreis  K  berühren,  grenzen  das  Gebiet 
der  Zahlen  Xj  :  Xg,  zu  welchem  reale  Strahlenpaare  der  Involution  gehören,  von 
dem  Gebiete  ab,  welchem  complexe  Strahlenpaare  zugehören;  diesen  beiden 
Grenz werthen  entsprechen  die  Asymptoten  der  Involution.  Wir  schliessen  daher: 
Ist  ein  Strahlbüschel  mit  einer  quadratischen  Strahleninvolution 
projectiv,  und  hat  die  Involution  keine  realen  Asymptoten,  so  ent- 
spricht  jedem  Strahle  des  Büschels  ein  reales  Strahlenpaar  der  Invo- 
lution. Hat  die  Involution  reale  Asymptoten  ^3  und  ®|,  so  construire 
man   die   ihnen   entsprechenden  Strahlen  X  und  X^   des   projeptiren 
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Büschels;  diese  Strahlen  theilen  die  Ebene  in  zwei  Paar  Scheitel- 
winkel; den  Strahlen,  welche  durch  das  eine  dieser  beiden  Paare 
gehen,  entsprechen  reale  Paare,  denen,  die  durch  das  andere  Paar 
Scheitelwinkel  gehen,  entsprechen  conjugirt  complexe  Strahlenpaare 
der  Involution. 

Die  Strahlen  iE,  3Ej  werden  die  Verzweigungsstrahlen  des  Strahl bUschels 
C  in  Bezug  auf  die  projective  Involution  [1  genannt. 

6.  Hat  man  (nach  No.  3)  ein  Strahtbilschel  und  die  dazu  projective  Invo> 
lution,  durch  welche  eine  Cg  erzeugt  wird,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  die 
Involution  reale  Asymptoten  hat,  und  dass  der  Doppelpunkt  0  zwischen  den 
Verzweigungsstrahlen  I  und  Sj  des  Strahlbüschels  in  einem  der  beiden  Scheitel- 
winkel hegt,  durch  welche  die  Strahlen  gehen,  denen  complexe  Strahlcnpaare 
entsprechen.  In  diesem  Falle  hat  die  C«  keine  realen  Doppelpunktstangenten; 
und  da  keiner  der  Strahlen  des  Büschels,  welche  durch  das  Winkelfeld  gehen, 
in  welchem  11  liegt,  die  Ci  schneidet  —  denn  keinem  entspricht  ein  reales  Strahlen- 
paar der  Involution  —  so  hat  die  Curve  in  der  Umgebung  des  Doppelpunktes 
keine  realen  Punkte.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  den  Doppclpunkt  als 
isolirten  Punkt. 

Die  Verzweigungsstrahlen  i  und  3E|  berühren  die  Ct  in  den  Schnittpunkten 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Asymptoten  ®  und  ©^  der  Involution. 

Hat  eine  Ct  einen  isolirten  Punkt,  und  wählt  man  der  Reihe  nach  alle 
Funkte  der  Curve  zu  Trägem  eines  Strahlbüschels  und  bestimmt  die  zugehörige 
Involution,  welche  mit  dem  BUschel  die  .C«  erzeugt,  so  muss  jede  solche  Invo- 
lution reale  Asymptoten  haben  und  FI  immer  in  dem  Gebiete  zwischen  den 
Verzweigungsstrahlen  liegen,  dessen  Strahlen  keine  realen  Stiahlenpaare  der  In- 
volution entsprechen.  Wir  schliessen  daher:  Hat  eine  Curve  III.  O.  einen 
isolirten  Punkt,  so  gehen  von  Jedem  Punkte  der  Curve  aus  zwei 
reale  Tangenten  an  die  Curve  (ausser  der  Geraden,  welche  die  Cu  in  dem 
Punkte  selbst  berührt). 

7.  Liegt  der  Träger  0  einer  quadratischen  Strahleninvolution  auf  einem  der 
bttden  Verzweigungsstrahlen  3E  eines  projectiven  Strahlbüschels,  so  fallen  die 
Doppelpunktstangenten  der  duich  das  Büschel  und  die  Involution  erzeugten  C%, 
die  dem  nach  H  gehenden  Strahle  i  entsprechen,  in  eine  Asymptote  ©  der 
Involution  zusammen.  Die  Curve  III.  O. 
hat  also  in  diesem  Falle  11  zum 
Kttckkehrpunkte  und  @  zur  RUck- 
^ehrtangente. 

8.  Sind  von  einer  Curve  C%  der 
Kjtckkehrpunkt  ü,  die  RUckkehr- 
tangente  7"  und  vier  weitere  Punkte 
3,  4,  5,  A  gegeben,  so  kann  die  Curve 
b  wesentlich  derselben  Weise  construirt 
werden,  wie  eine  durch  den  Doppelpunkt 
und  sechs  Punkte  bestimmte  Ci. 

Dem  Strahle  A  ö  entspricht  die  Rück- 
kehrtangente  T,  mithin  entspricht  dieser 
im  Büschel  B  der  nach  dem  Schnitte 
von  HA  und  a  gehende  Strahl  BV.  Da 
diesem   Strahle    die  Asymptote    T  der 
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Involution  11  entspricht,   so  wird  der  von  der  Involution  und  dem  Bttschel  B 
erzeugte  Kegelschnitt  K  von  dem  Strahle  BV  in  D  berührt.    Der  Kegelschnitt  K 
ist  daher  durch  die  vier  Punkte  FI,  D,  F,  G  und  durch  die  Tangente  DB  m 
Punkte  D  bestimmt 

9.  Um  eine  C\  aus  dem  Doppel- 
punkte n,  den  Doppelpunktstan- 
genten 7*,,  Tj  und  vier  wäteren 
Punkten  3,  4,  5,  A  zu  constniiren, 
verfährt  man  ebenfalls  nach  No.  3; 
nur  treten  jetzt  der  Strahl  AV^  an 
die  Stelle  der  beiden  Strahlen  A\, 
A%  und  die  Geraden  Ty,  7*,  filr 
die  Geraden  111,  HS  ein. 

10.  Eine  C«  kann  aus  dem 
Doppelpunkte!!,  einem  Punkte 
und  der  Tangente  in  dem- 
selben und  aus  vier  weiteren 
Punkten  nach  folgendem  Ver- 
fahren   constniirt  werden,  welches 

"*■  ^^■'  auch  noch  anwendbar  bleibt,  wenn 

von  der  Ci  ausser  0  vier  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien  der- 
selben, oder  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  denselben  gegeben  sind. 
Stellt  man  dieselbe  Figur  her,  wie 
in  No.  3,  so  fallen  diesmal  zwei  ge- 
_  gebene  Punkte  auf  1  und  den  nächst 
benachbarten  Punkt  der  gegebenen 
Tangente  7";  diesen  gehören  zwei 
unendlich  nahe  an  BV  benachbarte 
Strahlen  des  Büschels  B  und  zwei 
unendlich  nahe  an  11 1  gelegene  Ge- 
rade durch  n  zu.  Diese  beiden  Paare 
zugehöriger  Geraden  des  Büschels  B 
und  der  Involution  fl  schneiden  sich 
in  zwei  unendlich  nahen  bei  D 
liegenden  Punkten;  es  kommt  nur 
darauf  an,  die  Gerade  S  zu  finden, 
auf  der  sie  liegen,  diese  wird  dann 
die  Tangente  des  Kegelschnitts  K 
im  Punkte  D  sein. 
Projicirt  man  die  Punkte  der  Geraden  T  von  A  aus,  und  construirt  mit  Hülfe 
der  Geraden  a  die  entsprecli enden  Strahlen  von  B,  und  projicirt  sodann  auch  die 
Punktreihe  T  von  W  aus,  so  erhält  man  zwei  projective  Strahlhüschel  W  und  B,  in 
denen  Ol  und  B\',  sowie  die  genannten  diesen  beiden  unendlich  nahen  Strahlen 
einander  entsprechen.  Diese  Büschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  T,  der  durch 
B,  [I  und  D  geht,  und  mithin  durch  zwei  weitere  Punkte  bestimmt  ist,  die  man 
durch  Projection  zweier  beliebigen  Punkte  der  Geraden  T  gewinnt.  Die  Tangente 
dieses  Kegelschnitts  im  Punkte  D  ist  die  gesuchte  Gerade  S. 

Der  Kegelschnitt  K  (No.  3)  ist  nun  durch  die  Punkte  Ü,  D,   F,  G  und  die 
Tangente  in  D  bestimmt. 


(M.  1».) 
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11.  Um  eine  Ci  aus  dem  Doppelpunkte  ü,  einem  Wendepunkte  1, 
der  zugehörigen  Wendetangente  T  und  zwei  weiteren  Punkten  4  und  5 
zu  construiren,  hat  man  die  Construction  No.  3  dem  Umstände  entsprechend 
zu  verändern  I  dass  diesmal  drei 
Punkte  1,  2,  3  in  1  zusammen- 
fallen. Construirt  man,  wie  in 
No.  10,  den  Kegelschnitt  F,  so 
hat  dieser  mit  K  im  Punkte  D 
drei  unendlich  nahe  Punkte  ge- 
mein, r  und  K  berühren  sich 
also  in  D  dreipimktig.  Die  Kegel- 
schnitte r  und  K  haben  vier 
Punkte  gemein»  nämlich  11  und 
die  drei  in  D  zusammenfallenden 
Punkte.  Durch  diese  vier  Punkte 
geht  auch  das  Geradenpaar  M^ 
das  aus  der  von  11  nach  einem 
der  drei  Punkte  bei  D  gehenden 
Geraden  WD  und  aus  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  andern 
Punkte,  d.  i.  aus  der  Geraden  S 
besteht,  die  T  in  D  berührt. 

Der  Kegelschnitt  K  kann  nun  als  der  durch  G  gehende  Kegelschnitt  des 
von  r  und  M  bestimmten  Kegelschnittbüschels  construirt  werden.*) 


§  18.    Correspondirende  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

1.  Sind  T^T^\  ^2^V»  ^3^3'  drei  Strahlenpaare  einer  quadratischen  Involu- 
tion, und  S^S^',  S2S2\  S^S^*  die  entsprechenden  Paare  einer  projectiven  Involu- 
tion, und  ist 

SO  entsprechen  sich  die  Paare 

Tr s  Xi^i .  riT"/  4-  X2Ö2  .  T^T^'  =  0  und  SS'  ^  \^d^  - S^S^'-hl^^^  •  S^S^'  =  0. 

Die  Punkte,    in   denen  sich  entsprechende  Paare  schneiden,    genügen  der 

Gleichung,   die  aus  TT'  =  0  und  SS'  =  0  durch   Elimination  von  X^    und  Xg 

hervorgeht  7^01^2  *  ^1^1' '  '^2^2  —  ^2^1  '  ^2^2'  '  »S^i^/  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  vom  vierten  Grade.  Wenn  T^  =  0  und  T^  =  0,  oder 
wenn  S2  =  0  und  5^  =  0,  so  ist  auch  /  =  0,  also  geht  die  Curve  /  durch  die 
Träger  der  beiden  Involutionen.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Strahlenpaare  zweier  projectiven  Involutionen  ist  also  eine  Curve 
vierter  Ordnung,  die  durch  die  Träger  der  beiden  Involutionen  geht. 

2.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Curve  «ter  Ordnung  mit  einer 
Geraden  T^^a^^x^  -+-  ^2^2  "+"  ^3-^3  =  ^  ^^^^  ^^®  Wurzeln  der  Gleichungen 

Aus  den  letzten  beiden  linearen  Gleichungen  ergeben  sich  X2  und  x^   als 
lineare  Functionen  von  x^ ;  setzt  man  diese  Werthe  in  /  ein,  so  erhält  man  eine 


•)  Ueber  Curven  III.  O.   mit  Doppelpunkt  vergl.  Weyr,    Theorie   der  mehrdeutigen   geo- 
metrischen Elementargebilde.     Leipzig  1869. 
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Gleichung  «ten  Grades,  die  nur  die  Unbekannte  x^  enthält  Zu  jeder  der 
/iWurzeln  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
die  zugehörigen  Werthe  von  x^  und  x  .  Dies  ergiebt:  Eine  Curve  «ter 
Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  «Punkten  geschnitten. 

3.  Jede  durch  den  Träger  A  der  ersten  Involution  (No.  1)  gehende  Gerade 
T  gehört  zu  einem  bestimmten  Strahlenpaare  TT'  dieser  Involution;  die  Punkte, 
in  welchen  dieses  Paar  die  Curve  /  =  0  schneidet,  liegen  auf  dem  entsprechenden 
Strahlenpaare  SS'.  Also  hat  die  Gerade  T  ausser  dem  Punkte  A  noch  rwd 
Punkte  mit  der  Curve  gemein.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  jede  durch  A  gehende 
Gerade  im  Punkte  A  zwei  zusammenfallende  Schnittpunkte  mit  der  Curve  /  =  0 
hat,  dass  also  A  ein  Doppelpunkt  der  Curve  ist.  Durch  zwei  projective 
Strahleninvolutionen  wird  eine  Curve  vierter  Ordnung  erzeugt,  welche 
die  Träger  der  beiden  Involutionen  zu  Doppelpunkten  hat 

4.  Wenn  die  Strahlenpaare  zweier  Involutionen  sich  entsprechen,  zu  welchen 
der  die  Träger  verbindende  Strahl  gehört,  so  sagt  man,  die  Involutionen 
befinden  sich  in  reducirter  Lage.  Ist  I^  der  durch  die  Träger  gehende 
Strahl,  und  entsprechen  sich  die  Paare  I^T^'  und  jRS^',  so  kann  man  in  No.  1 
die  Paare  J^T^^'  und  -^5/  statt  der  Paare  T^Ti'  und  S^S^'  nehmen.  In  der 
Gleichung  /  =  0  tritt  dann  der  Faktor  Ä  auf,  indem  man  hat 

/^  J? (a^d^T^' '  S^S^'  —  a^b^T^T^'  -  5/). 
Die  Cur\'e  vierter  Ordnung  /  zerfallt  also  in  die  Gerade  i?  =  0  und  in  die 
Curve  III.  O. 

(p  s  a^b^T^'S^S^'  —  a^b^T^T^'Sy'  =  0. 
Der  Gleichung  <p  =  0  wird  genügt,  wenn  T'j '  =  0  und  T^  =  0,  sowie  wenn 
5j  =  0  und  5i'  =  0,  also  geht  die  Curve  <p  durch  die  Träger  der  beiden 
Involutionen.  Jede  durch  einen  der  beiden  Träger  gehende  Gerade  hat  ausser 
dem  Träger  noch  zwei,  im  Ganzen  also  drei  im  Allgemeinen  von  einander  ge- 
trennte Punkte  mit  der  Curve  9  gemein.  Wir  schliessen  daher:  Zwei  pro- 
jective Strahleninvolutionen  in  reducirter  Lage  erzeugen  eine  Curve 
III.  O.,  welche  die  Träger  der  Involutionen  zu  einfachen  Punkten  hat 

0.  Die  (jcrade  R  k«ann  als  die  durch  A  gehende  Gerade  aufgefasst  werden, 
die  unendlich  nahe  am  Träger  7>*  der  andern  Involution  vorbeigeht  Sie  schneidet 
daher  den  Strahl  S^'^  der  zu  dem  RT^'  entsprechenden  Paare  gehört,  in  einem 
unendlich  nahe  bei  B  liegenden  Punkte.  Da  dieser  Punkt,  als  ein  Durchschnitts- 
punkt der  Paare  RT^'  und  RS^'y  auf  <p  liegt,  so  folgt,  dass  die  Gerade  S^'  die 
Curve  cp  im  Punkte  B  berührt.  Ebenso  folgt,  dass  <p  von  T^'  m  A  berührt  wird. 
Die  beiden  Strahlen  7\'  und  S^'  schneiden  sich  auf  der  Curve  (p;  dies  ergiebt: 
Die  Träger  zweier  projectiven  Involutionen  in  reducirter  Lage  haben 
auf  der  von  den  luvolutionen  erzeugten  Curve  III.  O.  denselben  Be- 
gleiter. 

Zwei  Punkte  einer  Curve  III.  O.,  die  denselben  Begleiter  haben,  werden  als 
correspondirende  Punkte  der  Curve  bezeichnet  Von  einem  Punkte  P  einer 
Curve  III.  O.,  die  keinen  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  besitzt,  lassen  sich  (ausser 
der  Tangente  in  F)  vier  Tangenten  an  die  Curve  legen;  zu  jedem  Curven- 
punkte  giebt  es  daher  drei  correspondirende  Punkte. 

Vier  Curvenpunkte,  die  denselben  Begleiter  haben,  die  also  zu  je  zweien  corre- 
spondirend  sind,  heissen  das  dem  Begleiter  zugehörige  Punktquadrupel. 

6.  Die  Frage,  ob  je  zwei  correspondirende  Punkte  eine  Curve  lU.  O.  als 
Träger  zweier  projectiven  Involutionen  in  reducirter  Lage  auftreten,  durch  welche 
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die  Curve  erzeugt  wird,  wollen  wir  dadurch  beantworten,  dass  wir  angeben,  wie 

eine  Curve  III.  O.  aus  zwei  correspondirenden  Punkten  A  und  B^  den 

Tangenten  in  diesen  Punkten  und  einer  genügenden  Anzahl  weiterer 

Punkte  durch  zwei  projective  Involutionen  construirt  werden  kann. 

Sind  A^y  A^  zwei  correspondirende  Punkte  einer  C",  A^  ihr  Begleiter,   so 

.  nehme  man   A^A^A^    zum   Coordinatendreieck.     Die    Durchschnittspunkte    der 

\  Geraden  A^A^  und  der  Curve  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


1. 


^232"^2     "^  ^^m^2  -^S   "^"  3^233"^2'^3     "•"  ^SSS-^S     —  ^' 


Da  nun  von  den  Schnittpunkten  zwei  mit  A2  und  einer  mit  A^  zusammen- 
Wlcn,  so  muss  sich  die  Gleichung  1.  auf  x^x^  =  0  reduciren,  es  ist  also 


a 


292 


=  a 
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=  a 


333 


=  0. 


Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  x^  :  x^  für  die  Schnittpunkte  von  A^A^ 
und  der  Curve  erhält  man  aus 

Da  diese  Gleichung  zwei  mit  A^  und  einen  mit  A^  zusammenfallenden 
Sdunttpunkt  ergeben  muss,  so  muss  sie  sich  auf  x^x^  =  0  reduciren;   folglich 

Die  Gleichung  der  Curve  in  Bezug  auf  A^A^A^  ist  daher 

Die  Verhältnisse  der  fünf  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  werden  durch 
Ar  weitere  Punkte  bestimmt.  Dies  ergiebt:  Eine  Curve  III.  O.  ist  durch 
iwei  correspondirende  Punkte,  ihren  Begleiter  und  vier  weitere 
Paukte  eindeutig  bestimmt. 

7.  Um  die  C"  zu  construiren,  welche  A^A^  zu  correspondirenden 
Ponkten,  A^  zu  ihrem  Begleiter  hat,  und  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4 
geht,  legen  wir  einen 
Icgelschnitt  K^  durch 
ip  1,  2,  3,  4  und  einen 
Kegelschnitt  JC^  durch 
4  h  2,  3,  4. 

Sind  yi  und  /^  die 
piDJectiven  Involutionen 
Bot  den  Trägem  A^  und 
i},  durch  welche  die 
Corve  erzeugt  wird,  so 
sehen  wir  die  beiden 
Stnhlbüschel,  die  mit/i 
od  fj  zusammen  die 
Kegelschnitte  ATj  und  ATj 
«ocugcn;  die  Träger 
dieser  Büschel  seien  B^ 
^By  T>2iA^A^,  A^A2 
Ä  Paar  der  Involution 
/i  ist,  so  liegt  B^  auf  der  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  D  und  E  von  K^ 
■id  A^A^^  ^1^2  verbindet;  ebenso  liegt  B^  mit  den  Schnittpunkten  G  und  jF 
"OD  iTj  mit  A^A^,  A^A^  auf  einer  Geraden. 

Die  Büschel  B^^   und  B^   sind  projectiv  mit  den  beiden   projectiven  Invo- 
hbonen^j  undy^i  ^^^o  sind  sie  auch  unter  einander  projectiv,  und  die  Schnitt- 
CBt^rechender  Strahlen  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  Z.    Da  nun  in  den 
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Büscheln  B^  und  B^  die  Strahlen  sich  entsprechen,  die  nach  1,  %  3,  A,  C  gehen, 
so  folgt,  dass  Z  durch  1,  2,  3,  4,  C  geht.  Die  Punkte  B^  und  B^  sind  daher 
die  Punkte,  in  denen  der  durch  1,  2,  3,  4,  C  bestimmte  Kegelschnitt  Z  die  Ge- 
raden jD£  und  FG  zum  zweiten  Male  schneidet. 

Mit  Hülfe  des  Kegelschnitts  Z  findet  man  zu  einem  Strahle  des  Büschels  B^ 
den  entsprechenden  des  Büschels  j?2»  "^^  durch  die  Kegelschnitte  K^  und  K^ 
ergeben  sich  dann  aus  je  zwei  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  Bi  und  B^ 
zwei  entsprechende  Strahlenpaare  der  Involutionen  /i  und  Z^' 

Hat  man  auf  diesem  Wege  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  der  Involutioneii 
gefunden,  etwa  die,  zu  deren  Schnittpunkten  1  gehört,  so  hat  man  noch  ausser- 
dem die  beiden  entsprechenden  Paare    A^A^,  A^A^  7^  A^A^,  A^A^. 

Die  Projectivität  der  Involutionen  ist  durch  diese  entsprechenden  Paare  und 
dadurch,  dass  z.  B.  das  Paar,  zu  welchem  der  Strahl  Ay2  gehört^  dem  Faaie 
entspricht,  zu  welchem  A^  2  gehört,  vollständig  bestimmt,  und  die  Ergänzung  der 
Involutionen  kann  nun  ohne  Benutzung  der  Kegelschnitte  K^,  K^  und  L  in  ein- 
facherer Weise  erfolgen.  Man  lege  durch  A^  eine  Gerade  A^H  und  beschreibe 
cBe  beiden  Elreise  A^A^H  \xnd  A^A^H.  Die  projectiven  Strahlbüschel,  welche 
mit  den  Involutionen  J^  und  J^  zusammen  diese  Kreise  erzeugen,  haben  ihre 
Träger  auf  ^^ ZT,  und  dieser  Strahl  entspricht  sich  selbst;  daher  sind  die  Büschel 
perspectiv.  Da  aus  den  bekannten  entsprechenden  Elementen  der  Involutionen 
y^  und  J^  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  der  beiden  projectiven  Büschel 
folgen,  so  ist  die  Gerade  M  bekannt,  auf  der  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  liegen.  Mit  Hülfe  dieser  Geraden  M  findet  man  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel,  und  indem  man  die  Schnittpunkte  dieser  Strahlen  und  der 
beiden  Kreise  von  A^  und  A^  aus  projicirt,  erhält  man  zwei  entsprechende 
Strahlenpaare  der  Involutionen  y^  und  J^. 

Die  Construction  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  Kegelschnitte  K-^ 
und  K^  die  Geraden  Ay^A^  und  A^A^  in  A<^  bez.  A^  berühren;  denn  dann 
fallen  die  Geraden  DE  und  GF  mit  der  Geraden  A^A^  zusammen,  und  ihr 
Schnittpunkt  ist  unbestimmt.  Alle  Curven  111.  O.,  welche  die  conjugirten  Punkte 
A^  A^,  sowie  den  gemeinsamen  Begleiter  A^  haben,  und  durch  die  Pimkte  1,  2,  3 
gehen,  haben  daher  noch  ausserdem  den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte 
gemein,  die  durch  1,  2,  3  gehen  und  A^A^  bez.  -^^g^j  in  ^^  bez.  A^  berühren. 


n.  Theil.    Analytische  Geometrie  des  Raumes. 
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§  1.    Coordinaten  des  Punktes. 

1.  Um  die  Lage  eines  Punktes  P  im  Räume  zu  bestimmen,  wählen  wir 
einen  beliebigen  Punkt -d?,  den  wir  als  den  Nullpunkt  bezeichnen;  durch  O 
legen  wir  drei  Ebenen,  die  Coor-  ^ 

dinatenebenen,   deren  jede  auf 
den  beiden  andern  senkrecht  steht. 
Diese   Ebenen    schneiden   sich   in 
drei  Geraden,  den  Coordinaten- 
achsen,  deren  jede  mit  den  beiden 
andern  rechte  Winkel  bildet.    Wir 
bezeichnen  die  Coordinatenachsen 
mit  OX,  OY,  OZf  die  Coordinaten- 
ebenen   mit  XOY,   XOZ,    YOZ, 
oder  kürzer  als  die  XY-^  XZ-  und 
KZ-Ebene.     Wir   bestimmen   nun  . 
dieNormalprojectionen  P\  F\  i"" 
des  Punktes  P  auf  die  drei  Ebenen 
und  messen  die  Strecken  P  P,  P' P,  P''' P 

Ueber   das  Vorzeichen   der  Strecken   wollen   wir   in   folgender  Weise  ent- 
scheiden:    Eine  Schaar  von  parallelen  Geraden  durchschneiden  wir  mit  einer 
Ebene  E  in  den  Punkten  A^,  A^^  A^,  A^  ,  ,  ,  ,  und  bestimmen  nun  den  positiven 
sämmtlicher  Parallelen  so,  dass  die  auf  ihnen  liegen- 
den positiven  Strecken  A^B^,  A^B^,  A^B^,   .... 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  £  liegen.    Der  positive 
Sinn  aller  Normalen  zu  den  drei  Coordinatenebenen 
ist  hiemach  bestimmt,  wenn  man  über  den  positiven 
Sinn  der  Coordinatenachsen  entschieden  hat.     Wir 
wollen  festsetzen,  dass  OX,  OY,  OZ  positive  Strecken 
der  Coordinatenachsen  sind. 

Die  drei  Strecken  PP,  P'P,  P''P  bezeichnen 
wir  der  Reihe  nach  mit  or,  y^  z\  sie  sind  die  Coor- 
dinaten, specieller  die  rechtwinkeligen  oder 
orthogonalen  Coordinaten  des  Punktes  P, 

Alle  Punkte,  deren  Coordinate  x  einen  gegebenen 
Werth  a  hat,  liegen  auf  einer  Ebene,  die  zur  KZ- 
Ebene  parallel  ist  und  von  der  X-Achse  eine  Strecke  0(^  ^^s^  a  a\>^\mft\&<&X\ 
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alle  Punkte,  deren  Coordinate  j'  einen  gegebenen  Werlh  6  hat,  ain^  auf  einer 
Parallelebene  zu  XOZ  entlialten,  die  von  der  K-Achse  eine  Streclte  OQ*  ^b 
abschneidet;  und  der  Ort  aller  Punkte,  deren  Coordinate  t  den  gegebenen  Wetth 
c  hat,  ist  eine  Ebene  parallel  zu  XO  Y,  die  von  der  Z-Achse  die  Strecke 
OQ"  =  c  abschneidet 

Zu  den  drei  Coordinaten  x^^  a,  y  =  b,  z  =  i  gehört  der  Schnittpunkt  der 
drei  Ebenen,  die  parallel  zu  den  Coordinaten  ebenen  sind  und  von  den  Achsen 
der  Reihe  nach  die  Strecken  OQ'  =  a,  OQ"  =  b,  OQ'"  =  c  abschneiden.  Die 
Lage  eines  Punktes  gegen  die  Coordinatenebenen  ist  somit  durch 
seine  Coordinaten  eindeutig  bcstimnftt. 

Durch  die  drei  Coordinatenebenen  wird  der  Raum  in  acht  dreiseitige  Ecken 
zerlegt.  Für  die  Punkte  im  Innern  der  Ecke,  welche  die  Kanten  OX,  OY,  OZ 
hat,  sind  alle  drei  Coordinaten  positiv. 


^ 

r^-'^L. 

a 

^^'-'' 

_,—-'-" 

.? 

^ 

j-v- 

f— --^ 

p  , 

^^ 

^ 

! 

__^ — 

1 

^.- 

„^ 

^^ 

u^^ 

u-—^ 

— -^ 

^ 

I 

P* 

Y 

. 

A 

^.—^ 

-^ 

^^„-^—"^ 

■      !^ 

^--^ 

fi 

, 

'-' 

■"^■^ 

(H.4SU 

Es  sei  P  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  die  positiven  Werthe  a,  b,  ^ 
haben.  Der  Punkt  P^,  dessen  Coordinaten  x,  y,  s  der  Reihe  nach  gleich  —  a,h,^ 
sind,  liegt  symmetrisch  zu  P  in  Buzug  auf  die  K^-Ebene;  der  Punkt  P^,  dessei» 
Coordinaten  a,  —  b,  c  sind,  liegt  symmetrisch  zu  P  in  Bezug  auf  die  .ATZ-Ebene; 
der  Punkt  P^,  der  die  Coordinaten  a,  b,  —  (  hat,  liegt  symmetrisch  zu  P  rück- 
sichtlich der  ^K-P^bene.  Der  Punkt  P^,  der  den  Coordinaten  a,  —  b,  — t  zu- 
gehört,  liegt  symmetrisch  zu /"j  rücksichtlich  derA'K-Ebene  und  symmetrisch  zu 
P^  rUcksichtlich  der  A'zf-Ebene;  der  Punkt /"j,  dessen  Coordinaten  — a,  b,  — c 
sind,  liegt  symmetrisch  zu  /*,  und  P.^  in  Bezug  auf  die  XY-  und  die  XZ-Ebene; 
der  Punkt  P^,  der  die  Coordinaten  —  a,  —  b,  f  hat,  liegt  symmetrisch  zu  P^ 
und  Pj  bezüglich  der  XZ-  und  KZ-Ebene.  Der  Punkt  y„  dessen  Coordinaten 
—  a,  —  b,  —  c  sind,  Hegt  symmetrisch  zu  P^,  P^,  P^  in  Bezug  auf  die  Ebenen 
YOZ,    XOZ,   XO  Y.     Es   giebt   also  acht  Punkte,    deren  Coordinaten  Reiche 
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absolute  Werthe  haben,  in  jeder  der  acht  von  den  drei  Coordinatenebenen  ge- 
bildeten dreiseitigen  Ecken  ist  einer  enthalten;  sie  sind  die  Ecken  eines  recht- 
^dnkeligen  Parallelepipeds,  dessen  Ebenen  parallel  den  Coordinatenebenen  sind, 
und  dessen  Kanten  von  den  Coordinatenebenen  normal  halbirt  werden. 

Alle  Punkte,  die  gleiches  x  und  y  haben,  haben  dieselbe  Horizontalprojection 
P^  liegen  also  auf  einer  durch  die  Coordinaten  x  und  y  bestimmten  Parallelen 
zur  Z- Achse;  die  Punkte,  die  gleiches  x  und  z  haben,  haben  dieselbe  Vertical- 
projection  P'^  und  liegen  auf  einer  Parallelen  zur  F- Achse;  und  die  Punkte^  die 
gleiches  y  imd  z  haben,  gehören  zu  derselben  seitlichen  Projection  -P"'  und 
liegen  auf  einer  Parallelen  zur  X-Achse. 

Die  Ebene  PPP'  (Fig.  432)  ist  parallel  zur  FZ-Ebene;  ihr  SchnittpunTct  Q* 
mit  der  Jf-Achse  ist  daher  die  Normalprojection  des  Punktes  P  auf  die  .Y-Achse 
und  die  Geraden  PQ!  und  P^^Q  sind  normal  zu  OX,  Ebenso  treffen  die  Ebenen 
PPP''  und  PP'p''  die 

F-    und    die   Z-Achse   in  Z 

Punkten  C"  und  C'"*  die 
die  Normalprojectionen 
des  Punktes  P  auf  diese 
Achsen  sind. 

2.  Die  Strecke  zwi- 
schen zwei  Punkten  /\ 
und  /j  ergiebt  sich  leicht 
aus  ihren  Coordinaten. 
Für    die    Strecke   P^ P^' 

folgt  aus  den  Coordinaten 

dieser    Punkte    in    Bezug  j 

auf  das  ebene  Coordinaten- 

system  XOY\ 

Ferner  ist  P^P^  =  P^P^  4-  {P^P^  —  ^l'^l)^  <laher  ist 
1.  P^  P^  =  (x^  -  x^y  4-  (j'a  -y^y  -¥  (z,  ~  z,)\ 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  Strecke  PiP^  ^^^  den  Achsen  OX, 
OY,  OZ  bildet,  der  Reihe  nach  mit  9,  ij*,  x,  und  sind  öi'»  Qi\  öi'"»  bez. 
Ö2'»  ö»"»  Qi'  <^ie  Projectionen  von  F^  und  F^  auf  die  Achsen,  so  ist 

Nun  ist  für  jeden  Punkt  F 

OQ'=^x,      OQ''=y,      OQ'^'^z, 

also  ist  e/ö»'  ==  ^3  -  ^, ,     C/'e^"  =  y^  -yx  >     Qi''Qr  ^z^^z^. 

Daher  hat  man,  wenn  man  P^P^  niit  d  bezeichnet: 


-jr 


2. 


COSf^    = 


x^  —  x^ 


cos^  = 


y%  —yi 


^2 
^^n  =  — 


z 


Quadrirt  man  diese  drei  Werthe  und  addirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
auf  1.  die  bemerkenswerthe  Gleichung 

3.  COS^if  -h  COS^^  -+-  CffS^J^  =    1. 

3.   Theilt  ein  Punkt  P  die  Strecke  P^P^  im  Verhältnisse 

SO  werden  die  Projectionen  F^P^\  F^'P^',  P^"'P2"  von  den  Projectionen 
P,  P'y  P**  im  gleichen  Verhältnisse  getheilt;  die  Coordinaten  von  P  ergeben 
sieb  daher  aus  den  Coordinaten  von  P^  und  P^  nach  den  Formeln 
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X  =  * 


9*^9 


y^ 


^j\  -+-  ^^y 


8 


S   = 


K^i 


-h  X,» 


Ä*f 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Strecke  PiP^  sind  insbesondere 

4.  Die  Lage  eines  Punktes  kann  man  auch  durch  Polarcoordinaten 
bestimmen.  Man  geht  dabei  von  einem  festen  Punkte,  einer  durch  diesen  Punkt 
gehenden  festen  Geraden,  und  einer  durch  diese  Gerade  gehenden  festen  Ebene 
aus;  wir  nehmen  dazu  den  Nullpunkt,  die  Jf-Achse  und  die  A'K-Ebene  eines 
rechtwinkeligen  Coordinatensystems.  Als  Polarcoordinaten  eines  Punktes  P  ver- 
wendet man  nun  die  Strecke  OP^  den 
Winkel  9,  den  die  Jf- Achse  mit  der 
Geraden  bildet,  auf  welcher  OP  ge- 
legen ist,  und  den  Flächenwinkel  o, 
den  die  Ebene  XO  Y  und  der  Winkel 
XOP  einschliessen;  die  Strecke  OP 
heisst  Radius  vector  des  Punktes  P 
und  wird  mit  r  bezeichnet 

Der  Zusammenhang  dieser  Polar- 
coordinaten mit  den  rechtwinkeligen 
in  Bezug  auf  das  System  XYZ  wird 
durch   folgende   Formeln   hergestellt: 


1.  y  ==  Q'P  =  Q'P'  cosio  =  r 

z  =  P'P  =  Q'P'  Costa  =  r 

Hieraus  folgt  umgekehrt: 


sin<fC0S(D , 
sin^sinta . 


r»  =  x^ 


COS<D    =i    — 

^         r 


Z' 


Stflff    = 


yy^  4-  z^ 


Costa  = 


VJ' 


stntü  = 


Z' 


V~y 


9 


.9 


5.  In  vereinzelten  Fällen  legt  man  analytisch-geometrischen  Untersuchungen 
ein  schiefwinkeliges  Coordinatensystem  zu  Grunde,  d.i.  drei  Coordinaten- 
ebenen,    die  sich  nicht  unter  rechten  Winkeln  schneiden.     Man  projicirt  dann 

jeden  Punkt  P  gewöhnlich  durch 
Strahlen,  die  den  Coordinaten- 
achsen  OK,  OY,  (7Z  parallel  sind, 
und  bezeichnet  als  Coordinaten 
des  Punktes   die   Strecken  P'P, 

diesem  Falle  acht  Punkte,  deren 
Coordinaten  den  absoluten  Wer- 
Y  then  nach  übereinstimmen  und 
nur  nach  den  Vorzeichen  ver- 
schieden sind;  dieselben  bilden 
die  Eckpunkte  eines  Parallel- 
epipeds,  dessen  Kanten  den  Coor- 


JP' 
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dinatenachsen  parallel  sind  und  von  den  Coordinatenebenen  halbirt  werden. 
6.   Sind  <p,   4»,   X   ^^^   Winkel,   welche   die   Achsen   eines   rechtwinkeligen 
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Coordinatensystems  mit  dem  Radius  vector  eines  Punktes  P  dnschliessen,  so  ist 
1.  X  =  rcos^,      y  ^  rcosif,       z  ^^  rcosx- 

Werden  die  entsprechenden  Bestimmungsstucke  für  zwei  Punkte  P^,  F^  durch 
die  Indices  1  und  2  unterschieden,  so  hat  man  iUr  des  Cosinus  des  Winkels  der 
Geraden  OF.  und  OP,  die  Formel 

Nun  ist    rj  =  äJ  -\-y^  +  »f  ,      rf  -=  «j  -t-^/  +  »l , 

P,Pi  =  («,-:r,)i+(j-,->,)'+C»i-»,)': 
daher  hat  man    rj  +  rj  —  P^Pj  =  2«,*i  +  2^,^|  -*-  2*,», . 

Da  nun  femer    x,  =  r^  co$^^ ,     ^,  =  r,  Cffs^i ,      «j  =>  r,  cosxi  • 
Xf  =  »-,  «JT»  .      >!=''»  «*+i .       «1  =  *■!  "'Xi . 
so  folgt  schliesslich  die  Formel 
8.  «J  ('■i''i)  =  fw^i  ir«?|  +  eosifi  wi+i  +  «JXi  '■"Xi  ■ 

Der  Wnkel  zweier  Geraden  ist  dem  Winkel  zweier  durch  einen  Punkt 
(z.  B.  durch  O)  gelegten  Parallelen  gleich;  mithin  giebt  die  Formel 

3.  COSi  =  «»<p,  COSff  +  «J^i  £OS^j  +  tOSXl  ^"'Xt 

allgemein  den  Cosinus  des  Winkels  zweier  Geraden,  die  mit  den  Coor- 
dinatenachsen  die  Wmkel  f,,  <{ii,  Xi>  bez.  fj,  i|i„  Xi  hilden. 

Zwei  Gerade  sind  daher  normal,  wenn  ihre  Richtungswinkel  (d.  i.  ihre 
Winkel  mit  den  Coordinatenachsen)  der  Gleichung  genttgen: 


g  2.  Transformation  rechtwinkeliger  CoordinatensyBteme. 

1.  Sind  die  Achsen  0' X,  O'Y',  O"  Z"  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systems gleichsinnig  parallel  den  Achsen  OX,  OY,  OZ  eines  andern  Systems, 
und  sind  If,  N",  N"',  Q',  Q",  Q'",  X',  R",  R'"  der  Reihe  nach  die  Projec- 
tionen  des  Punktes  O'  auf  OX,  OY,  OZ  und  des  Punktes  P  auf  OX,  OY,  OZ, 
bez.  O'X',  O'Y,  O'Z',  so  hat  man 

OQ'    =  Oir    -\-  N'  Q'    =  OJV    +  O'R' , 

OQ"  =  ON"  -¥N"Q"  =  ON"  +0'Ji", 

0Q"'=  0N"'  +  JV"Q"'=  O/iT"  +  O'X'"  . 

Nun  sind  OQ',  OQ",  OQ'"  _     j,, 

die  Coordinaten  x,y,  z  des  Punktes 

P  in  Bezug  auf  das  System  XYZ\ 

O'Jt,    O'R",    O'Jf"    die   Coor- 

dtnaten  *',  y,  »'  von  P  in  Bezug 

auf  das    neue    System    XY'Z; 

femer   ON',    ON".    ON"    die 

Coordinaten  des  Nullpunkts  0'  in 

Bezug  auf  das  System  XYZ,  die 

wir  mit  a,  b,c  bezeichnen  wollen. 

Daher  haben  wir  die  Trans- 
formationsformeln - 

2.  Transformation  aus  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysteme 
in  ein  anderes  mit  demselben  Nullpunkte,  aber  anders  gerichteten 
Achien 


f- 

s" 

~-  p^^-^ 

r 

w 

R' 

e' 

g-     ^^ 

0 

y 

II        »  tt 

f>         n  tt 


aoo  Analytische  Geometrie. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Achsen  OX,  OV,  OZ  des  ursprünglichen 
Systems  mit  den  Achsen  0X\  0Y\  OZ  des  neuen  Systems  bildeiii  mögen 
folgende  tabellarisch  zusammengestellte  Werthe  haben: 

Cosinus  des  Winkels  der  Achse        OX      OY      OZ 
mit  der  Achse  0X^\         a^         ß^  ifi  , 

Or\         aj  ß,  T», 

0Z'\  a,  ß,  73 . 

Zwischen  diesen  neun  Grössen  bestehen  sechs  Gleichungen.    Aus  §  1,  2  folgt 

«f  -^  n  +  7i^  =  1 1 

1.  «I  -^  ßl  4-  tI  =  1  > 

«I  +  n  +  tI  =  1  . 

Da  femer  das  neue  System  X  F'  Z  ebenfalls  rechtwinkelig  ist,  so  ist  (§  1,  6) 

2.  a^a,  -h  ßißa  -hTiTs  =  0» 

Auf  Grund  dieser  sechs  Gleichungen  kann  man  die  neun  Cosinus  durch  drd 
derselben,  oder  durch  drei  andere,  von  einander  unabhängige  Grössen  ausdrücken. 

Die  beiden  Systeme  von  Gleichungen  1.  und,  2.  kann  man  durch  rwei 
andere  Systeme  ersetzen.  Da  die  Winkel  der  -Y-Achse  mit  den  rechtwinkeligen 
Achsen  OX^  0Y\  OZ  die  Cosinus  aj,  ao,  «3  haben  u.  s.  w.,  so  ist  auch 

3.  ßi«  4-  ßa^  ^  ^i  =  l, 

Ti^  4-   Ts^  -^   73^  ■=  1- 
Da  femer  die  Achsen  des  Systems  XYZ  rechte  Winkel  bilden,  so  ist 

«ißi   -+-  «2?»  +  «sßa  =  0» 

ßiTi    H-  ßaT2   -+-  ßsTs  =  0. 
Die   sechs  Gleichungen    3.  und  4.  können  algebraisch  als  eine  Folge  der 

Gleichungen  1.  und  2.  nachgewiesen  werden;  wir  sehen  indess  davon  ab,  diesen 

Nachweis  zu  liefern. 

3.  Sind  zwei  Punkte  A  und  B  durch  einen  aus  drei  Strecken  A  C,  CD  und 
DB  bestehenden  gebrochenen  Linienzug  verbunden,  und  sind  A\  ff^  C,  D'  die 
Normalprojectionen  der  Punkte  A,  B,  Q  D  auf  eine  Gerade  C?,  sind  femer  X, 
jjL,  V  die  Winkel  der  Geraden  G  mit  AC^  CD^  DBy  so  hat  man  bekanntlich 

AB  =  ÄC  4-  CD'  4-  D'B\ 
mithin  Äff  ==  cos  k-  AC  -^  cas\L  -  CD  4-  cos  ^  *  DB, 

4.  Die  Projectionen  der  Strecke  ÖjP  auf  die  Achsen  OX,  OY*,  OZ  sind 
der  Reihe  nach  die  Coordinaten  x\  y\  z\  Projicirt  man  statt  der  Strecke  OF 
die  gebrochene  Linie  OQ'F^F  vFi^.  432),  so  erhält  man  nach  der  vorigen  Formel 

1.  y  =  fx.^x  4-  ßo^'  4-  T2^' 

z'  =  n^x  H-  ^^y  4-  7s^- 

Diese  Formeln   vermitteln  den  Uebergang  aus  dem  Systeme  XYZ  in  das 

System  X  Y'  Z\  die  Formeln  fiir  den  Uebergang  aus  diesem  in  jenes  erhält  man, 

wenn  man   1.   der  Reihe  nach  mit  a^,  ag,  «3*,   dann  mit  ß^,  ß,,  ßg;   schliesslich 

^^  Ti>  72»  T3   niultiplicirt  und  addirt;  in  Rücksicht  No.  2,  3  und  4  erhält  man 

^  =  ajo:'  4-  «jy  4-  «a^'i 
2.  y  ==  ß,y   4-  ßay  -+-  ßa^', 
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5.  Hat  das  neue  System  weder  dieselben  Achsenrichtungen,  noch  denselben 
Nullpunkt  wie  das  ursprüngliche,  so  kann  man  ein  Hülfssystem  einschalten,  das 
mit  dem  ursprünglichen  in  Bezug  auf  die  Achsenrichtungen  und  mit  dem  neuen 
in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  übereinstimmt. 

Sind  X,  y,  z,  x\  y\  z'  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  ursprünglichen 
bez.  im  neuen  Systeme,  sind  femer  a,  d,  c  die  Coordinaten  des  neuen  Nullpunkts 
in  Bezug  auf  das  alte  System,  und  werden  die  Cosinus  der  Winkel  der  Achsen 
des  neuen  Systems  mit  den  Achsen  des  alten  wie  in  No.  3  bezeichnet,  so  hat 
man  die  Transformationsformeln 

y  ^  b  -\'  ßi^'  -+-  ßa/  -H  ßs'S 
5  =  f  -+-  7iä'  -+-  Tf^y   4-  73«'. 

6.  Wenn  zwei  orthogonale  Coordinatensysteme  XYZ  und  X*  V Z  einen 
gemeinsamen  Nullpunkt  haben,  so  kann  die  Ebene  XOY  in  die  neue  Lage 
X'OY^  auf  folgende  Weise  übergeführt  werden. 

Wir  bemer- 
ken zunächst, 
dass  in  allen 
Coordinatenebe- 
nen  der  positive 
Drehungssinn  für 
Winkel  so  ge- 
wählt sein  soll, 
dass   die  Winkel 

XO  V,       xoz, 

K(?Z  rechte  Win- 
kel (und  nicht 
=  270°)  sind.  Wir 
beachten  nun  die 
Schnittgerade 
der  Ebenen 
XOrundXOY 
und   entscheiden 

über  ihren  positiven  Sinn;  Ö3E  sei  eine  positive  Strecke  dieser  Geraden.  Hierauf 
drehen  wir  das  Coordinatensystem  XYZ  um  die  Achse  OZ^  so  dass  die  Achse 
OX  den  Winkel  X02i  beschreibt;  dabei  komme  OY  in  die  Lage  0%.  Nun  be- 
merke man  die  Schnittlinie  der  Ebenen  X'OY*  und  ^OZ]  die  positive  Strecke 
Ö5D'  auf  dieser  Geraden  wähle  man  so,  dass  3EÖ2)'  ein  rechter  Winkel  (und 
nicht  =270°)  ist,  und  drehe  das  Coordinatensystem  3E?)Z  um  die  Achse  Ö3E  so, 
dass  OS  den  Winkel  2)02)'  beschreibt;  hierdurch  komme  OZ  in  die  Lage  03« 

Schliesslich  drehe  man  das  Coordinatensystem  3E2)'3  um  die  Achse  03  so, 
dass  03E  den  Winkel  3E0X  beschreibt;  dann  fällt  die  3E- Achse  mit  OX',  und, 
da  X  02)' =  Ar'Or  =  90°,  auch  die  F-Achse  mit  OV  zusammen. 

Hat  man  so  durch  drei  aufeinander  folgende  Drehungen  um  die  Achsen  OZ, 
OX,  und  03  die  -YK-Ebene  in  die  neue  Lage  X'O  V  gebracht,  so  föllt  die  Achse 
OZ'  entweder  mit  O^  zusammen,  oder  bildet  mit  03  einen  gestreckten  Winkel. 
Im  ersten  Falle  kann  man  das  Coordinatensystem  XYZ  durch  Drehung  in  die 
neue  Lage  X^Y^Z  bringen,  im  andern  Falle  nicht;  im  ersten  Falle  bezeichnet 
man  die  Coordinatensysteme  als  gleichsinnig,  im  andern  als  ungleichsinnig. 
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1. 


2. 


3. 


Bei  jeder  einzelnen  der  drei  Drehungen  bleibt  eine  Achse  des  jewriligen 
Coordinatensystems  unverändert,  also  auch  die  parallel  zu  ihr  gemessene  Coor- 
dinate  eines  Punktes;  die  beiden  andern  Coordinaten  ändern  sich  infolge  der 
Drehung  der  Coordinatenebene,  mit  welcher  sie  parallel  sind,  für  dieselben  gelten 
daher  die  für  Coordinaten  in  der  Ebene  aufgestellten  Transformationsfonneln. 
Bezeichnet  man  die  Winkel  XOi,  %0%\  JiOX'  der  Reihe  nach  mit  f,  »,  f^ 
und  die  Coordinaten  eines  Punktes  F  in  den  Systemen  XYZ^  ^9^9  SS'Si  J^'l^S 
der  Reihe  nach  mit  x,  y,  z;  j:,  9,  s;  j:,  9',  3;  x',y,  3;  so  hat  man  die  successiven 
Transformationsformeln : 

a)  für  den  Uebergang  aus  dem  Systeme  XYZ  in  das  System  i%Z\ 
X  =  cos^  •  ^  —  sin^  -9,      J*  =  siff^  •  jr  -h  cos^  •  9,      z  ^=^  z\ 

ß)  für  den  Uebergang  aus  dem  Systeme  £3)Z  in  das  System  X9'3' 
;c  =  jr,      9  =  cos^  •  9'  —  sin%  -3,      «  ==  sinb  •  9'  -h  r^f 0  •  ] ; 

7)  für  den  Uebergang  aus  dem  Systeme  3Eä)'3  in  das  System  -^'1^3: 
jr  =  cos  ff  X*  —  sintp-y,      p'  =  sin^ '  x'  -h  cos^*y\      J  =  J« 

Im  Falle  zweier  gleichsinnigen  Systeme  hat  man  schliesslich  z^  ^^  i^m 
Falle  ungleichsinniger  Systeme  ist  «'  =  —  3. 

Drückt  man  nun  durch  die  Formeln  1.,  2.,  3.  die  ursprünglichen  Coordinaten 
Ä,  y^  z  durch  die  neuen  Coordinaten  x\  y\  z'  aus,  so  ergeben  sich  die  Trans- 
formationsformeln: 

X  =  {cos f^  cos ^  —  sintf  sin^  cos^) '  X*  —  {sin ff  cos ^  -h  cos^sin'^cosV)*^ 
dt    sin^sin%'z\ 
4.      j'  =  {cosffsin^  4-  sintf  cos^  cos^) '  x'  —  {sinf^sin^  —  cos^cos^cosV)»^ 
q=    cos^sinb'Z*  ^ 

z  =    sinffsin^'X*  4-  cosi^sin^-y  zt  cosb '  z' . 

Hierbei  gelten  die  oberen  Vorzeichen  für  gleichsinnige,  die  unteren  für 
ungleichsinnige  Systeme. 

Vergleicht  man  diese  Transformationsformeln  mit  den  Formeln  in  No.  4,  so 
erhält  man  die  neun  Cosinus  a^,  «g»  ^ai  ßi»  P2»  ßs»  7i»  Ta»  Ts  ^^"*ch  die  drei 
von  einander  nicht  abhängigen  Winkel  ^,  ^,  b  ausgedrückt;  man  hat 
ttj  =  cosfpcos^ — sin^sin^cosb]  a^  =  —  sintfcos^ — cos^sin^cosb;  a, ^*^:hsin^sin9] 
Pi  =  cos^sin^-^sini:fCos^cosb\  ßj  = — sinr^sin^-^cos^cos^cosb;  ßg  =  i^  cos^sinb] 
Yj  =  i/«9j/«d;       72  =  cosffsinb]      73  =»  ±  ^^jft. 


§  3.    Die  Ebene,  die  Gerade  und  der  Punkt. 
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1.  Fällt  man  auf 
eine  Ebene  T  vom  Null- 
punkte O  aus  eine  Nor- 
male 01^,  so  kann  die 
Ebene  als  der  Ort  der 
Punkte  definirt  werden, 
die  den  Schnittpunkt  A 
dieses  Lothes  und  der 
Ebene  zur  Normalpro- 
^  jection  auf  ON'  haben. 
Ist  ä  die  positiv  zu  rech- 
nende Strecke  OA,  sind 
OL,  ß,  7  die  Winkeli  welche 


i. 


v-    -■ 
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OA  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  und  sind  x^  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  F  der  Ebene,  so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Normalprojection 
von  P  auf  die  Gerade  ON  mit  dem  Pimkte  A  zusammenfallt: 

cosa  '  X  -h  ^os^  »y  -+-  cos^  »  z  ^s^  d. 

Die  Coordinaten  jedes  Punktes  der  Ebene  genügen  dieser  Gleichung;  und 
umgekehrt,  alle  Punkte,  deren  Coordinaten  dieser  Gleichung  genügen,  liegen  auf 
der  Ebene;  die  Gleichung  ist  daher  die  Gleichung  der  Ebene  T. 

Eine  Ebene,  deren  Normale  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß,  7 
macht  und  die  vom  Anfangspunkte  um  die  Strecke  d  entfernt  ist,  hat  daher  die 
Gleichung 

1.  cosd  •  X  -t-  cos^  *  y  -4-  cos^  •  z  —  d  ^s  0. 
Diese  Gleichung  ist  linear  bezüglich  der  Coordinaten. 
Dividirt  man  sie  durch  d,  so  entsteht 

cos  OL  cos^  cosy 

Nun  ist,  wie  man  aus  der  Figur  sieht, 

OS^  =  dicosa,       OS^  ==  dicos^f       OS^  =  dicos-^. 
Wenn  man  die  Achsenabschnitte  OS^,  OS 2,  OS^  der  Reihe  nach  mit  a,  d,  c 
bezeichnet,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Form: 

^      y       ^        .        ^ 

2.  --+-TH 1=0. 

a        0        c 

Umgekehrt  schliesst  man:  Jede  lineare  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  eines  Punktes  ist  die  Gleichung  einer  eindeutig  be- 
stimmten Ebene.    Denn  dividirt  man  die  allgemeine  lineare  Gleichung 

3.  Ax  -ir  By  -^  Cz  '\'  D  ^  ^ 
durch  — D^  so  erhält  man 

^  ^  ^  ,         n 


und  erkennt  nun  durch  den  Vergleich  mit  2.,  dass  3.  die  Gleichung  einer  Ebene 
ist,  deren  Achsenabschnitte  betragen 

D        ^  D  D 

Durch  Multiplication  mit  einem  geeigneten  Faktor  r  kann  man  die  allgemeine 

lineare  Gleichung  3.  auch  auf  die  Normalform   1.  bringen,  und  dadurch  den 

Abstand    der  Ebene  3.  vom  Nullpunkte    und    die  Winkel    bestimmen,   die   die 

Normale  der  Ebene  mit  den  Achsen  bildet.     Aus  der  Identität 

rAx  -+-  rBy  -f-  rCz  -h  rD  ^  cos^  •  x  -h  cos^  -y  -h  cos^ '  z  —  d 

folgen  die  Gleichungen 

rA  =  cosa,       rB  =  cos^  ^       rC  =  cos^^       rD  =  —  df. 

Quadrirt  man  die  ersten  drei,  addirt,  und  beachtet,  dass 

cos^fi  -4-  cos^^  -f-  cos'^^  =  1, 
so  erhält  man 

r»  {A^  H-  ^»  -+-  C»)  =  1,      also  r  =  ^       = ; 

nuthin  hat  man  • 


4.    cosfi  t=s  ,    cos^  =    .  ,     cos-x  = 


c 


^  =  — 


YA^-^B^-hC^' 
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2.  Setzt  man  in  der  Gleichung  einer  Ebene  T: 

T^  -  -^i:  -h-  —  1  =0 

a        a        c 
die  Coordinate  ;ar  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die  Coordinaten  x  und 
y  der  Punkte  der  Ebene,  welche  auf  der  -YF-Ebene  liegen,  also  die  Gleichung  der 
Horizontalspur  S^  S^  der  Ebene  T]  ebenso  erhält  man  die  Gleichung  der  Spuren 
S^S^  und  S^S^,  wenn  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  y  =  0  bez.  jc  =  0  setzt 

daher  ist  die  Gleichung  der 

X       y 

Horizontalspur    S^S^'        h  -r  —  1=0, 

X         z 

Verticalspur        S^S^:        — i 1  =0, 

seitlichen  Spur  S^S^:        j  -A 1  =  0. 

Man  kann  diese  drei  Gleichungen  auch  als  Gleichungen  von  Ebenen  be- 
trachten; da  z.  B.  in  der  ersten  derselben  die  Coordinate  x  nicht  vorkommt,  so 
wird  der  Gleichung  von  jedem  Punkte  des  Raumes  genügt,  dessen  x  und  y  diese 
Gleichung  erfüllen,  dessen  Horizontalprojection  jP  also  auf  S^S^  liegt;  als 
Gleichung  eines  räumlichen  Gebilds  aufgefasst,  ist  daher 

X      y 
a       0 

die  Gleichung  einer  Ebene,  die  parallel  zur  Z-Achse  ist.    Ebenso  sind 

X       z  y       z 

-H 1  =  0      und     tH 1  —  0 

a       c  0        c 

die  Gleichungen  von  Ebenen,  die  parallel  zur  K-Achse,  bez.  parallel  zur  Jf-Achse 

sind. 

3.  Liegen  vier  Punkte  P^  /\,  P^,  P^  auf  einer  Ebene  Ax  -^  By  -^  Cx  -h  D  ^=^  0 
so  bestehen  die  vier  Gleichungen 


Ax 

-h 

By 

-h 

Cz 

-h 

D 

: 

0, 

Ax^ 

-h 

By, 

4- 

Cz^ 

4- 

D 

= 

0, 

Ax^ 

-h 

By^ 

4- 

CZ2 

4- 

D 

= 

0, 

Ax^ 

-h 

By, 

4- 

Cz^ 

4- 

D 



0. 

0. 


Der  Verein  dieser  in  Bezug  auf  A,  B,  C,  D  homogenen  linearen  Gleichungen 
erfordert  das  Verschwinden  der  Determinante 

X  y  z  \ 
X,  y^  z^  1 
^2    jVa    z^    1 

•^3  y^  ^3   1 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  P  mit  P^P^P^  auf  derselben  Ebene  liegt, 
ist  also  die  Gleichung  der  Ebene  P^P^P^. 

4.   Der  Winkel  6  zweier  Ebenen 
T  ^  Ax  -^  By  -i-  Cz  -^  B  ==  0 ,        ^i  =  A^x  4-  B^y  -^  C^z  -^  D^  =  0 , 
innerhalb  dessen  der  Nullpunkt  liegt,  ist  dem  Winkel  ihrer  Normalen  supplementär; 
sind   a,    ß,   7,     a^,    ß^   71   die  Winkel   der  Normalen  von  T  und  7\   mit  den 
Coordinatenachsen,  so  ist 

—  cos^  =  cosacosa^  4-  cos^cos^^  4-  cosicos'i^. 

Setzt  man  hier  die  in  No.  1,  4  gefundenen  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 

AA^  4-  BB^  4-  CCj 


1.  cos^  =  — 


y^a -1- ^2 -1- c» .  y^i»  4- i?!»  4- Cj» 
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Zwei  Ebenen  sind  daher  normal  zu  einander,  wenn 
2.  AA^  4-  BBi  4-  CC^  =  0. 

Zwei  Ebenen  sind  parallel,  wenn  cosol  :  cos^  :  cosi;  =  cosa^  :  cos^^  :  cos'\^, 
also  wenn 

A  •  Jj  •  O   ^^^       1  •  ^^1  •      1  • 

5.  Ist  n  die  Normalprojection  eines  beliebigen  Punktes  F  auf  die  durch  O 
gehende  Normale  der  Ebene 

T  ^  cosa  •  X  -+-  cos^  -y  -h  cos^  •  z  —  d  =  0, 
so  ist  OU  =  COSOL  •  jc  4-  cos^  'y  -h  ^^^7  •  «. 

Der  Abstand  ^  des  Punktes  P  von  der  Ebene  T'  ist 

p  =  n^  =  OA  —  ön  =  ^  —  (^<?xa  •  jc  -h  r^jß  .  j;  -h  ^^JY  •  «)  =  —  jT. 
Ist  also  T^  COSOL  •  a:  -h  cos^  »y  -f-  ^^^7  •  a:  —  ^  =  0  die  Gleichung  einer 
Ebene,  so  ist  der  Werth,  den  das  Polynom  T  für  die  Coordinaten 
irgend  eines  nicht  auf  T'  =  0  gelegenen  Punktes  annimmt,  dem  Ab- 
stände des  Punktes  von  der  Ebene  entgegengesetzt  gleich;  dabei  wird 
der  Abstand  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  mit  dem  Nullpunkte  O 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegt  oder  nicht 

Der  Abstand  eines  Pimktes  P  von  der  Ebene  Ax  -+-  By  -h  Ca?  -h  Z?  =  0  ist 

Ax  -^^  By  -^  Cz-k-  D 

^^         y^»  4-  B^  -TC»      ' 

6.  Sind  AC  und  BD  zwei  Strecken  einer  Ebene  T  und  normal  zur  Schnitt- 
linie mit  einer  andern  Ebene  7\,  sind  femer  Ä  und  B'  die  Normalprojectionen 
von  A  und  -^  auf  jT^,  so  ist 

A^  CDB^  =  \CD  '{A'C-h  B'D)  =  ^CD  -  {ACcos  TT^  -+-  BD  cos  TT^) 
=  \CD  '{AC  -¥  BD)coslT^. 

Daher  hat  man  ^-^^.^ 

1.      AB'DC  ^  ABDC'Cosfi.  ^^       ^\^ 

Projicirt   man   die  Ecken  eines  ^y^  ^^. 

auf  T  gelegenen  Polygons   auf  die         ^^    iL B  \^ 

Schnittlinie    von    T    und    7\,     so       J'^v.    l^^c-" -pv,^ -^ 

erscheint   die  Fläche   des  Polygons 

als  ein  Polynom  von  rechtwinkeligen  ^ 

Trapezen,  derart  wie  ABDQ  und     ^y^  j, 

die  Projection  des  Polygons  auf  die     j»  »^v- 

Ebene    T^    ist    das    gleichgebildete       '  (M.441.) 

Pol)mom  aus  den  Projectionen  der 

Trapeze.     Wendet  man  auf  die  Projection  jedes  Trapezes  die  Formel  1.  an,   so 

gelangt    man    zu   dem    Satze:     Die   Fläche    der   Normalprojection   einer 

ebenen  Figur  ist  gleich  der  Fläche  der  projicirten  Figur  multiplicirt 

mit    dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  projicirten  Figur  gegen 

die  Projectionsebene. 

Der^Neigungswinkel  einer  Ebene  gegen  eine  Coordinatenebene  ist  dem  Winkel 
gleich,  den  die  Normale  der  Ebene  mit  der  auf  der  Coordinatenebene  normalen 
Achse  einschliesst 

Sind  daher  f\  /",  /'"  die  Projectionen  einer  ebenen  Fläche  /  auf  die 
Coordinatenebenen  und  a,  ß,  7  die  Winkel  der  Normalen  zu  /  mit  den  Achsen, 
so  hat  man   /'  ^s^fcos^j    /"  =^  f  cosu.  ^    /'"  z=i  f  cos% 

Quadrirt  man  diese  drei  Werthe  und  addirt,  so  entsteht 
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Projicirt  man  eine  ebeneFläche  auf  dieEbenen  eines  orthogonalen 
Coordinatensystems,  so  ist  die  Summe  der  zweiten  Potenzen  der  drei 
Projectionen  gleich  der  zweiten  Potenz  der  projicirten  Fläche. 

7.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  F^F^F^  gehenden  Ebene  (No.  3) 
giebt  nach  den  Gliedern  der  ersten  Zeile  entwickelt 


1. 


yi 

«1 

1 

J's 

«» 

1 

yt 

«s 

1 

X  — 


Zi 


1. 

*i  yx   1 

*»    /t 

1 

'y-\- 

xt   yt    1 

•  s  — 

«»  yt 

1 

*s  yi   1 

*»  y* 

a 


Die  Coefhcienten  von  Xy  y,  z  stimmen  rücksichtlich  der  absoluten  Werthe 
mit  den  doppelten  Flächen  der  Dreiecke  F^'"F^'"F^"\  ^i"/'j"/'t",  /\'/*,'/',' 
überein;  um  die  Gleichung  1.  auf  die  Normalform  zu  bringen,  hat  man  sie  daher  durdi 

2  Y(F^"'F^"'F^'")^  +  (^i"  A"  A")'  -^  (^1'^2'^i?  =  :t  2  -  F^F^F^ 
zu  dividiren.    Bezeichnet  man  mit  Aq  die  von  Fq  ausgehende  Höhe  des  Tetraiklers 
FqF^F^F^  und  mit/o  die  Fläche  F^F^F^,  so  hat  man  daher  (No.  5) 


1 
2/0 


=  =t^, 


J-o 

'» 

1 

Jl 

'i 

1 

J*» 

«» 

1 

y» 

*s 

1 

•*o   yo    ^0    1 
*i    >'i    «1    1 

^8     >'a     5,     1 

*s   yi    «8    1 

Hieraus  folgt,  wenn  man  mit  F  das  Volumen  des  Tetra^ers  F^F^F^P^ 
bezeichnet: 


=  ±6F. 


Die  Determinante  stimmt  also  dem  absoluten  Werthe  nach  mit  dem  sechs- 
fachen Tetraedervolumen  überein. 

Um  auch  dem  Vorzeichen  eine  geometrische  Bedeutung  zu  geben,  haben 
wir  uns  über  den  positiven  oder  negativen  Sinn  von  Tetraedern  zu  entscheiden. 
Wir  wollen  ein  Tetraeder  ABCD  als  positiv  oder  negativ  ansehen,  je  nachdem 
von  dem  Eckpunkte  A  aus  betrachtet  das  Dreieck  BCD  als  positiv  oder  negativ 
erscheint,  vorausgesetzt,  dass  man  für  Dreiecksflächen  eine  bestimmte  Drehrichtung 
(z.  B.  links  herum)  als  die  positive  angenommen  hat. 

Die  Tetraeder  ABCD,  ACDB,  ADBC  haben  dasselbe  Zeichen;  die 
Tetraeder  ACBD,  ABDC,  ADCB  haben  das  entgegengesetzte  Zeichen;  denn 
die  Dreiecke  BCD,  CDB,  DBC  erscheinen  von  demselben  Punkte  A  aus  in 
gleicher  Drehrichtung,  die  Dreiecke  CBD,  BDC,  DCB  in  der  entgegengesetzten. 

Lässt  man  also  die  erste  Ecke  unverändert  und  permutirt  die  drei  andern, 
so  haben  die  Tetraeder  denselben  Sinn,  bei  denen  die  drei  letzten  Buchstaben 
Permutationen  von  derselben  Klasse  sind. 

Das  Dreieck  BCD  erscheint  von  A  aus  in  anderer  Drehrichtung  als  das 
Dreieck  ACD  von  B  aus;  die  beiden  Tetraeder  ABCD  und  BACD  sind  daher 
ungleichen  Sinnes;  und  zugleich  sind  ABCD  und  BACD  Permutationen  von 
verschiedener  Klasse.  Durch  Vertauschung  der  ersten  beiden  Buchstaben  und 
nachmalige  Permutation  der  drei  letzten  Buchstaben  kann  man  aber  alle  Per- 
mutationen der  vier  Buchstaben  ABCD  herstellen.  Wir  sehen  daher:  Tetraöder, 
die  sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Eckbuchstaben  unter- 
scheiden, sind  gleichen  oder  ungleichen  Zeichens,  je  nachdem  die 
Folge  ihrer  Eckbuchstaben  Permutationen  von  gleicher  Klasse  sind, 
oder  nicht 


\.-. 
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X 

y 

z 

1 

*l 

yi 

«1 

1 

X, 

yi 

*J 

1 

*s 

y» 

*s 

1 

hat  für  zwei  verschiedene  Lagen  Fl'  und  H"  des  variabeln  Punktes  F  im  All- 
gemeinen verschiedene  Werthe  A'  und  A";  sollen  diese  ungleiche  Vorzeichen 
haben,  so  muss  A  für  einen  Punkt  der  Strecke  FI' 11"  verschwinden.  Hieraus 
folgt:  Die  Determinante  hat  für  alle  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
PyP^P^  dasselbe  Zeichen  und  wechselt  das  Zeichen,  wenn  P  von  einer  Seite 
von  P^P^P^  auf  die  andere  übertritt.  Unter  denselben  Umständen  behält  oder 
wechselt  aber  auch  das  Tetraeder  PP^P^P^  das  Zeichen;  denn  das  Dreieck 
P^P^P^  erscheint  von  allen  Punkten  aus,  die  auf  derselben  Seite  von  P^P^P^ 
liegen,  in  derselben  Drehrichtung,  von  Punkten  auf  verschiedenen  Seiten  aus  in 
entgegengesetzten  Drehrichtungen.  Hieraus  folgt,  dass  für  alle  Lagen  der  Punkte 
P^P^P^P^  die  Determinante 


L 


S 


yu 

«0 

1 

y\ 

«1 

1 

yi 

'» 

1 

yi 

«s 

1 

dem  sechsfachen  Volumen  des  Tetraeders  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich  ist 
Um  nun  zu  entscheiden,  welcher  von  beiden  Fällen  gilt,  genügt  es,  ein  Beispiel 
zu  untersuchen.  Wir  wählen  das  Tetraeder  OS^S^S^  (Fig.  440).  Die  Deter- 
minante A  wird  jetzt 


=  —  abc , 


Rechnet  man  ein  Dreieck  ABC  positiv,  wenn  die  Drehungsrichtung  von  A 
über  B  nach  C  linksum  erfolgt,  und  ist,  wie  in  unseren  Figuren,  der  positive  Sinn 
der  Coordinatenachsen  so  gewählt,  dass  vom  Anfangspunkt  aus  gesehen  ein 
Dreieck  ABC  positiv  erscheint,  dessen  Ecken  auf  den  Achsen  OX^  OY^  OZ 
liegen,  imd  die  Endpunkte  der  positiven  Strecken  OA,  OB^  OC  sind,  so  ist  das 
Tetraeder  OS^S^S^  positiv.  Hieraus  folgt,  dass  auch  rücksichtlich  des  Vor- 
zeichens die  Gleichung  gilt 


0 

0 
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1 

a 

0 
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1 

G'P^P^P^P^  =  - 


•^1 

X 

X, 
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1 

8.    Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  drei  Ebenen 

T^  SB  A^x-^  B^y-^-  C^z  -h  £>^  =0, 

T^  ^  A^x  -h  B^y  -h  C^z-^D^  =  0, 

7^3  ^  A^x  4-  B^y  -h  C^z  4-  i?,  =  0. 

sind  die  Werthe  von  x,  y,  z,  welche  den  drei  Gleichungen  T',  =0,  T^j  =  0,7^3  =  0 

genügen,  also  die  Auflösungen  des  Unearen  Systems 

A^x  -\-  B^y  -Jf  C^z  ^  —  D^, 
1.  A^x  4-  B^y  -h  C^z  =  —  Z>,  , 

A^x  -h  B^y  -^  C^z  =  —  i>j  . 
Dieses  System  ergiebt 
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2.  (ABC)' X  =  —  (£>£€),    {ABC)- y=  —  {ADC), 

(^iPC)  ■  jr  = 

wenn 

^1    A     Ci 

i?,     ^i     Ci 

{ABC)  ES 

S             X/A              Oo 

,        (Z?^C)  » 

Z>,    Bi    C, 

-^3       -^J       <^S 

^3     -»3     C-, 

A      ^1       C-, 

^1     ^t     -Ol 

{ADC)  = 

^8    2),     C, 

,        (^^2?)  » 

^»     ^»     A 

Ai    Z>,     Cj 

^3      ^3      ^. 

Sind  die  drei  Zeilen  der  Determinante  {ABC)  oder  zwei  derselben  pro- 
portional, so  sind  die  drei  Ebenen  parallel  (No.  4),  oder  zwei  derselben  sind 
parallel,  und  die  Determinante  {ABC)  verschwindet.  Ist  {ABC)  s=  0  und  sind 
zwei  Colonnen  proportional,  so  verschwindet  auch  eine  der  andern  drei  Deter- 
minanten, die  andern  beiden  unterscheiden  sich  durch  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Faktor  und  verschwinden  daher  gleichzeitig;  sind  diese  beiden 
Determinanten  nicht  Null,  so  ist  eine  Coordinate  des  Schnittpunkts  unbestimmt, 
die  beiden  andern  sind  unendlich  gross;  die  Ebenen  schneiden  sich  daher  in 
drei  parallelen  Geraden,  die  einer  Coordinatenebene  parallel  sind.  Ist  z.  B. 
A^  \A^  :A^  =  B^  iB^iB^,  also  B^  =  nA^,  B^  =  nA^,  B^  =  nA^^ 
so  ist  {DBC)  =  n{DAC)  =  —  n{ADC),  und  {ABD)  =  0.  Wenn  {DBq 
nicht  verschwindet,  so  ist  auch  {ADC)  von  Null  verschieden,  und  die  Coordinaten 
des  Schnittpunkts  sind  j;  =  oo ,  j;  =  oo ,  z  unbestimmt  Die  Ebenen  schneiden 
sich  daher  in  drei  zur  X  F-Ebene  parallelen  Geraden. 

Wenn  (ABC)  dadurch  verschwindet,  dass  die  Glieder  einer  Colonne  Null 
sind,  so  sind  aych  zwei  der  drei  andern  Determinanten  Null;  die  drei  Ebenen 
sind  in  diesem  Falle  einer  Coordinatenachse  parallel ;  wenn  die  vierte  Determinante 
nicht  verschwindet,  so  schneiden  sie  sich  in  drei  zu  dieser  Achse  parallelen 
Geraden;  wenn  sie  verschwindet,  so  gehen  sie  alle  drei  durch  eine  zu  dieser 
Achse  parallele  Gerade.  Ist  z.  B.  -^i  :=  ^2  =-^3=0,  so  haben  die  Ebenen 
die  Gleichungen 

T^^B^y-hC^z-^jD^=0,  T^^B^y-hC^z-^D^^O,  T^^B^y-^C^z-^D^^^O, 
sind  also  parallel  der  AT-Achse;  betrachtet  man  ihre  Gleichungen  als  Gleichungen 
von  Geraden  in  der  KZ-Ebene,  so  sind  dies  die  seitlichen  Spuren  der  drei 
Ebenen;  diese  drei  Spuren  haben  einen  oder  keinen  gemeinsamen  Punkt,  je 
nachdem  die  Determinante  {BCD)  verschwindet  oder  nicht  verschwindet 

Wenn  die  Determinante  {ABC)  verschwindet  und  weder  zwei  Zeilen  noch  zwei 
Colonnen  proportional  sind,  und  wenn  zugleich  keine  der  drei  andern  Determinanten 
{DBC)t  {ADCj,  {ABD)  verschwindet,  so  sind  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punkts sämmtlich  unendlich  gross,  die  drei  Ebenen  schneiden  sich  also  in  drei 
parallelen  Geraden,  die  keiner  Coordinatenebene  parallel  sind.  Verschwindet 
hingegen  noch  eine  der  drei  andern  Determinanten,  z.  B.  {DBC)^  so  hat  man 
durch  Entwicklung  der  Determinanten  {ABC)  und  {DBC)  die  beiden  Gleichungen. 


3. 


4. 


^2 
^3 

B^ 

Ca 

Bi 

c. 

•  A^   -H 

B, 

•  Aj   + 

B, 

1 

^2 

•  Z>,  + 

B^ 
Br 

c, 

•Z>2    -*- 

B, 
B, 

C, 

.^3=0, 


•  />,  =  0. 


Fügt  man  hierzu  noch  eine  der  beiden  identischen  Gleichungen  {BBC)  =  0 
und  {CBC)  =  0,  oder  entwickelt: 


5. 


•  B,   -+- 


'3 


C, 


'  B.  -h 


B,     C, 


B 


2 


•^3    =    0, 
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6. 


3 


c. 


B,     C, 


B,     C, 


2 


c,  =  0. 


so  folgt,  indem  man  3.,  4.,  5.  und  dann  3.,  4.,  6  zusammennimmt,  noch  das 
Verschwinden  der  beiden  übrigen  Determinanten: 

(ABD)  =  0,       {A£>C)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  also  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  sämmtlich  un- 
bestimmt Da  (ACD)  =  0  und  {BCD)  =  0,  so  verschwindet  für  alle  Werthe 
von  X  und  y  auch  die  Determinante 


C,     D, 


Co     D 


3 


A^x  ^  B^y, 
A^x  -h  B^y , 

Multiplicirt  man  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  z^  und  äddirt  dann  die 
dritte  und  die  vierte  Reihe  zur  ersten,  so  entsteht  die  Identität 


A^x  4-  B^y  -h  C^z  -¥  D^  ,      C^,  D^ 


0. 


A^x  -h  B^y  -h  C2Z  -h  D^  f      Cj,  D^ 

As^  -+-  J^^y  +  Q^  -*-  ^3  f     ^3»  ^3 

Entwickelt  man  nach  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  und  bezeichnet  die 
drei  Determinanten  aus  je  zwei  Colonnen  der  Elemente 

£>,     £>,    D, 
mit  m^,  m^,  m^^  so  erhält  man 

7.  >»!  ^'1   -f-  ^2  ^2  "^  ^3  ^3  ^^  ^  • 

Dieser  Identität  zufolge  wird  für  jeden  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  die 
Poljmome  7\  und  T»^  verschwinden,  auch  das  Polynom  T^  gleich  Null,  folglich 
geht  die  Ebene  T^  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  T',  und  ^g. 

Umgekehrt:  Wenn  drei  Ebenen  Tj  =  0,  7'j,=0,  73=0  dieselbe 
Gerade  enthalten,  so  giebt  es  drei  Zahlen  m^,  m^,  m^,  durch  welche 
die  Identität  hergestellt  wird: 

m^T^  -^  m^T^  -h  m^T^  =  0  . 

Denn  sind  T^q,  T.jq  die  Werthe,  welche  die  Polynome  T^  und  T^  für  einen 
ausserhalb  der  Schnittlinie  T^  T^  auf  T^  gelegenen  Punkt  F^  annehmen,  so  bilde 
man  die  Ebenengleichung. 

8.  5^20  *  ^1   —  ^10  '  ^2  =  Ö* 

Derselben  wird  von  jedem  Punkte  genügt,  für  welchen  T'i  =  T'g  =0,  d.  i. 
von  jedem  gemeinsamen  Punkte  der  Ebenen  T'j  und  T,^  ;  sowie  von  dem  Punkte 
P^,  Folglich  ist  die  Ebene  8.  identisch  mit  Zj,  und  es  giebt  daher  eine  Zahl 
j,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 


m^T^ 


^2  0  •  ^1  —  ^1 0  *  ^2  • 


Dies  ist  aber  die  behauptete  Identität,  wenn  man  nur  m^  und  m^  durch  — 
T'jQ  und  7^0  ersetzt. 

9.  Vier  Ebenen  T^  =  0,  T'j  =  0,  1\  =  0,  T'g  =  0  gehen  durch  einen 
Punkt,  wenn  die  Determinante  des  Systems  der  vier  Gleichungen  verschwindet, 
also  wenn 


B.     C.     D 


B, 


A 


2 


2 


0 


0 

^2 
^3 


=  0. 


Unter  dieser  Bedingung  giebt  es  vier  Zahlen  m^^  m^,  m^,  tn^^  für  welche 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  .r,  y,  z,  und  addiit, 
so  erhält  man  die  Identität 

m^T^  -h  ''^1^1   ■+-  fft^T^  -^  ^jT'j  =  0. 

Wenn  also  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  so  giebt  es 
vier  von  Null  verschiedene  Zahlen,  durch  welche  die  Identität  her- 
gestellt wird 

m^TQ  -4-  Wi  ^\   -h  ///2^2   ^~  ^'3^3  ^0. 

Umgekehrt:  Wenn  es  vier  Zahlen  w^,  Wj,  ///g,  Wj,  giebt,  durch 
welche  diese  Identität  hergestellt  wird,  so  haben  die  vier  Ebenen 
Tq^  T^y  jTj,  7^3  einen  Punkt  gemein. 

10.    Sind  T'i  =  0  und  7\  =  0  die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  Normalfonn,   - 
so  sind  die  Abstände  eines  Punktes  F  von  diesen  Ebenen  py^  =  —  T^^  p^:=z  —  7*1 . 
Ein  Punkt,  der  gleiche  oder  entgegengesetzt  gleiche  Abstände  von  den  beiden 
Ebenen   hat,    erfüllt   also    die  Gleichung    T^  =  T^,    bez.    ^1  =  —  ^2,    d.  i- 
r,  —  7^2  =  0 ,  bez.  7\  -4-  7*2  =  0 . 

Also  sind  T^  —  T^=  0  und  T^  -f-  T^  =  0  die  Gleichungen  der  Ebenen, 
welche  die  Winkel  der  Ebenen  1\  und  T'j  halbiren;  und  zwar  halbirt 
T^  —  T^^O  den  Winkel,  in  welchem  der  Nullpunkt  liegt,  7\  4-  7^2=0 
die  Nebenwinkel  desselben. 

Es  seien  T^  =  ü,  7*2  =  0,  T.^  =  0  die  Gleichungen  dreier  Ebenen  in  Normal- 
form. Die  Ebenen  Sj,  Jg»  -^s»  welche  die  Winkel  der  Ecke  halbiren,  in  welcher 
der  Nullpunkt  liegt,  haben  die  Gleichungen: 

3,^72-^3  =  0,   5,^r3-r,=o,   33  =  r,-r2=o. 

Die  Summe  S^  -H  22  -4-  23  verschwindet  identisch;  also  folgt  (No.  8)  der 
aus  den  P^lementen  bekannte  Satz:  Die  Ebenen,  welche  die  Winkel  einer 
dreiseitigen  Ecke  halbiren,  schneiden  sich  in  einer  Geraden. 

Die  Ebenen,  wclclie  die  übrigen  Elächenwinkcl  der  drei  gegebenen  Ebenen 
halbiren,  haben  die  Gleichungen 

2/^7^2 -+-7^3=0,     22'--73  4-7\=0,    23'^  7\  4- ^^  — 0. 

Man  erhält  so  für  die  drei  Paar  Halbirungsebcnen  die  Zusammenstellung: 

22  -  7^3  -  7\  =  0,        22'-  7^3  +  T,  =  0; 
23--7\-72=0,        23'^r,  4-72=0. 
Wie  man  sieht,  sind  folgende  Identitäten  erfiillt: 

Hieraus  folgt:  Die  drei  Paar  F.bencn,  welche  die  Winkel  einer 
dreiseitigen  Ecke  und  deren  Nebenwinkel  halbiren,  gehen  viermal 
zu  je  dreien  durch  eine  Gerade. 

11.    Eine  Ebene,  die  durch  den  Schnitt  von 

7^1  =  A^x  4-  i^i7  4-  C^z  4-  Z>i  =  0     und 
T^  =  A.^x  -\-  B.^y  4-  C2-  4-  Z>2  =  0 
geht,  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

7'=  ///j  Ty  4-  m^  7*2  ^ 

Soll  nun  T  normal  zu  einer  Ebene 

\ 
\ 
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-+-i?A=0 


^^2(^2^0 


CjCo)    =0. 


Mi 


=  —  {A^A^  H-  ^,^0  ■+-  ^iQ- 


Tq^AqX-^  BqJ/^  CqZ 
sein,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein 

{m^A^  -h  m^A^)Af^  +  {m^B^  4-  m^B<^B^ 

oder        WjC^i^^o  -»-  ^1^0  ^-  ^1^0) 
Man  kann  daher  wählen 

^1  ^^  -^2-^0  "*■  -^2-^0  "•"  ^2^0  » 
Setzt  man  nun  abkürzungsweise 

SO  sind  die  Gleichungen  der  Ebenen  Sj,  Sj,  J©»  ^^^  normal  zu  7\,  7^,  7^^ 
sind  und  durch  die  gegenüberliegenden  Kanten  der  dreiseitigen  Ecke  T^T^T^ 
gehen 

3i  ^1x2^2  —  ixo^o  =  0, 

^2  ^^^0^0  —  fiiT,  =0, 

2o  ^  f^i  ^1  —  K-a  7^2  =  0 . 

Die  Summe  Jj  -h  ?2  "+"2^0  verschwindet  identisch;  also  haben  wir  den  Satz: 

Die    Ebenen,    welche    die    Kanten    einer   dreiseitigen   Ecke    auf   die 

gegenüberliegenden    Seiten    normal    projiciren,    gehen    durch    eine 

Gerade. 

12. .  Die  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Punkte,  deren  Ab- 
stände von  zwei  Ebenen  ein  gegebenes  Verhältniss  fn^\m^  haben,  ergiebt  sich, 
wenn  7\  =  0  und  Tj  =  0  die  Normalgleichungen  der  Ebenen  sind,  aus 

p^\p^  =  m.^\m^,    p^==  —  T^,    /2  =  — ^2»     2" 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  die 
durch  die  Kante  T^T^  geht.  Aus  einem  Normal- 
schnitte der  drei  Ebenen  ist  ersichtlich,  dass 

P\  •/2  =  ^^*«  ^1  ^-  ^'"«  ^^2  » 
mithin  theilt  die  Ebene  T'den  Flächenwinkel 

T^T^  im  Sinusverhältniss  m^:m^,  d.  h.  so, 
dass  sin  T^T:  sin  TT^  =zm^  :  m^,  und  zwar  geht 
T  im  Falle  eines  positiven  Verhältnisses, 
f»2  :/«i  durch  den  Winkel,  in  welchem  der 
Nullpunkt  liegt,  im  Falle  eines  negativen 
durch  die  beiden  Nebenwinkel. 

13.  Sind  7\  =  0,  T'g  =0,  T'q  =  0  die  Normalgleichungen  der  Seiten  einer 
Ecke,  und  theilt  man  die  Winkel  T^  T^ ,  T^T^,  T^  T^  der  Ecke  der  Reihe  nach 
in  den  Sinusverhältnissen  fi^  :  |Jt.2 ;  V^i'^V-ot  K-o  •  P-i »  ^^  ^^^^  ^^  Gleichungen  dieser 
drei  Theilungsebenen: 

So  ^  —  ^,   ~  —  ^2  =  0, 

K«!  ^«2 

2i  ^  —  ^2  -  —  ^0  =  0. 

•  -^2   —  „     -'o         ,,     -'i  —  ^• 

r-o  ri 

Hieraus  folgt  die  Identität  Sj  -h22  4-So^O;  man  hat  daher  den  allge- 
meinen Satz:  Die  Ebenen,  welche  die  Winkel  einer  Ecke  der  Reihe 
nach  in  den  Sinusverhältnissen  ^i'^^^i  V-%'V'qi  K'o  •  l^i  theilen,  gehen 
durch  eine  Gerade. 

Die  Sätze  10  und  11   sind  als  besondere  Fälle  dieses  Satzes  zu  betrachten. 
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14.  Sind  7'i=0,  T,  =0,  T,  =  0,  7^=0  die  Normalgleichungen  der 
Ebenen  eines  Tetraeders,  in  dessen  Innern  der  Nullpunkt  Hegt,  so  haben  die 
Halbirungsebenen  der  Tetraederwinkel  und  ihrer  Supplemente  die  Gleichungen: 

T,, ^7-, —7-2=0,  r,,s7'i+7',  =0. 

Ti,^?', -7',=0,  T'io^T-, +r,=0. 

Ti4^^, -^4=0,  T'j.^r,  4-7V=0, 

Tii^Tj-T^=0,  r,,e=r,-h7',=0, 

T,4^7',-7;  =  o,     T'j,sr,-i-7;=o, 
T,4 -» 7',  -  7-,  =  0 ,     r„«r:,-t-7\=o. 

Hieraus  folgt  die  Identität: 

1.  Ti,H-T„-f.T,,-T,,=0. 

Diese  vier  Halbirungsebenen  gehen  also  durch  einen  Punkt;  da  nun  be- 
kanntlich T^j  mit  T|2  "'^^  ^^14»  sowie  Tj4  mit  Tj,  und  T,j  durch  eine 
Gerade  geht,  so  folgt:  Die  sechs  Ebenen,  welche  die  Winkel  eines 
Tetraeders  halbiren,  gehen  durch  einen  Punkt. 

Femer  ergeben  sich  noch  die  Identitäten: 

2.  T,,  +  T„+T',,-r,«=ü. 

3.  Tj  3-4-1.34  —  '■l8~'"Tl4^^» 

4.  Tj2         'Tu  "*"   ^  «3  —   ^    34  ^^» 

5.  Fj^       li4 — Tjj-t-Tij^O. 

Durch  den  Punkt  2.  gehen,  wie  man  aus  Satz  10  schliesst,  noch  die  Ebenen 
Ti3  (weil  sie  mit  T^.^  und  Tg,  durch  eine  Gerade  geht),  sowie  T'j^  (weil  sie 
mitTj«  und  T'34  durch  eine  Gerade  geht).  Ebenso  findet  man,  dass  durch  den 
Punkt  3.  noch  die  Ebenen  T^^  und  T'i..;  durch  4.  noch  die  Ebenen  Tj4  und  * 
T'13;  durch  5.  noch  die  Ebenen  T,3  und  T'24  gehen;  man  hat  daher  den  Satz: 
Je  sechs  Ebenen,  welche  drei  an  einer  Ebene  liegende  Aussenwinkel 
eines  Tetraeders  und  die  drei  nicht  anliegenden  Tetraederwinkel 
halbiren,  gehen  durch  einen  Punkt  Man  hat  ferner 
6. 
7. 
8. 

Durch  den  Punkt  (>.  gehen  noch  die  Ebenen  Tj  3  und  T24;  durch  7.  noch 
die  Ebenen  T14  und  T32*)  durch  8.  noch  die  Ebenen  T^^  und  T34.  Hieraus  folgt: 
Je  sechs  Halbirungsebenen  zweier  gegenüberliegenden  Tetraöder- 
winkel  und  der  vier  nicht  neben  diesen  liegenden  Aussenwinkel 
gehen  durch  einen  Punkt. 

15.  Die  Coordinalen  eines  Punktes,  der  von  den  beiden  Punkten  P^  und  /'j 
gleiche  Abstände  hat,  gentigen  der  Bedingung 

Hieraus  folgt  für  x,  y,  z  die  lineare  Gleichung 

7'=2(^2-^J.A--+-20'2->'i)-JH-2(^2--i>-W--^?-+-V-^i*-+-«2*~«^^^ 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene.    Wird  die  Strecke  J^xjP^  mit  ^bezeichnet, 

so  folgt  ftir  die  Winkel,  welche  die  Normale  dieser  Ebene  mit  den  Coordinaten- 

achsen  bildet  (No.  1) 

cosa  =  -^— -, — -,        cos^  =    "^^-^ — -,        COS1  =  , —  -, 

Dieselben  Winkel  (§  1,  No.  2)  bilden  die  Gerade  P^P^  mit  den  Achsen. 
Femer  ist  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  7"  =  0  identisch  erfüllt  wird,  wenn 
man  fUr  x,  y,  z  die  Werthe 


T' 

12 

T' 

33 

-H 

V 

34 

T' 

14 

« 

0, 

T' 

13 

T 

1 
34 

-h 

r 

24 

T' 

14 

= 

0, 

T' 

1 

14 

T 

24 

r 

2  3 

T' 

1  3 
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d.  i.  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Strecke  /*i^2  einsetzt.  Daher  hat, 
man  den  Satz:  Der  Ort  der  Punkte,  die  von  zwei  gegebenen  Punkten 
/^jUnd/'j  gleiche  Abstände  haben,  ist  die  Ebene,  welche  die  Strecke 
jPi-P^  normal  halbirt. 

Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  F^F^P^   normal  halbiren, 
haben  die  Gleichungen: 

S,,  =  2(jr,~xj).^-h  2(^1 ->',).>' -h  2(2,— sj). 2  — (^f~^|4-j'2—^|-h0«--5^^ 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Identität  J^j   -l-23iH-2i2=0.     Dieselbe  lehrt 

den  Satz:     Die  drei  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  normal 

halbiren,  schneiden  sich  in  einer  Geraden. 

Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  unebenen  Vierecks  F^F^F.^F^  normal 

halbiren,  haben  die  Gleichungen 

225  =  2(x3-^3).^-H2O'a-j'3).^^-2(«j-2:0-^-G^I~-»''3-Ky|— ^'^■^«1^ 

5^4  =  2(^3-^,). ^-h2(>3--^,).>'^2(23-2,)-«-(-^|--^4*^->'|--J'/-<-«?---5^)  =  0, 

'i^^^'l{x^-x^yx^^(y^^y^yy-\X^^-^,)^z-{xl-xl^yl--y\-\^zl^%l)r^^, 
Hieraus  folgt  die  Identität  Jj,  H-S23  H-^s*  "•"342  "^  Ö»  "^^  daher  der 
Satz:  Die  vier  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  unebenen  Vierecks 
normal  halbiren,  gehen  durch  einen  Punkt;  dieser  Punkt  ist  das 
Centrum  der  dem  Viereck  umgeschriebenen  Kugel.  Durch  den  Punkt 
geht  auch  die  Ebene  2 13,  welche  die  Strecke  F^F^^  normal  halbirt  (da  sie  mit 
2i  j  und  Jjs  durch  eine  Gerade  geht)  und  die  Ebene  S24»  d*^  ^^^  Strecke  P^P^ 
normal  halbirt  (da  diese  mit  $23  und  $34  durch  eine  Gerade  geht).  Man  kaim 
daher  den  obigen  Satz  auch  durch  den  folgenden  ersetzen:  Die  sechs  Ebenen, 
welche  die  Kanten  eines  Tetraeders  normal  halbiren,  treffen  sich  in 
einem  Punkte.  

16.    Die  Punkte,  deren  Coordinaten  den  Gleichungen  zweier  Ebenen 

1.  A^x  -+-  By^y  -h  C^z  -h  I>y   =0, 

2.  A^x  -h  B^y  -h  C\z  -h  £>^  =  0 , 

genügen,  liegen  auf  der  Geraden,  die  den  beiden  Ebenen  gemeinsam  ist;  eine 
gerade  Linie  im  Räume  wird  also  durch  den  Verein  zweier  linearen 
Gleichungen  dargestellt.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  1.  und  2. 
der  Reihe  nach  die  Coordinaten  Zj  y^  jc,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der 
Normalprojectionen  der  Geraden  auf  die  drei  Coordinatenebenen, 
nämlich 

3.  Horizontalprojection:      {AC)  x  -H  {BC)y  -+-  {DC)  =  0, 

4.  Verticalprojection:  (AB)  x  -h  (CB)  z  -h  {DB)  =  0, 

5.  Seitliche  Projection:  {BA) y  -h  \cA)  z  -H  {DA)  =  0, 
wenn  man  mit  {MN)  die  Determinante  bezeichnet: 

Von  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Ebene  sind  zwei  willkürlich,  z.  B. 

X  und  y\  die  dritte  z  ist  von  ihnen  abhängig;  sie  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

Ax  -^  By  -h  Cz  -{-  J?  =  0  der  Ebene  zu 

Ax  -^  By  -h  £> 
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Von  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden  ist  dagegen  nur  eine  ^1- 
kürlich,  z.  B.  x',  die  beiden  andern  ergeben  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

einer  Geraden,  z.  B.  aus  3.  und  4.  zu 

___        (AQx  -+-  (PC)  _  ^  {AB)  X  -h  (^DB) 

'    y  —  {BC)  '      ^  -  —  ^CB) 

17.  Ist  F  ein  Punkt  einer  Geraden  G^  die  durch  den  Punkt  /\  geht  und 
mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  %  7  bildet,  und  wird  die  Strecke  P^P 
mit  p  bezeichnet,  so  hat  man 

X  —  x^  =  p  cosoL ,      y  —  >'i  =  p  ^^f  P ,      z  —  ^1  =  p  ^osi  \ 
eliminirt  man  p,  so  erhält  man: 

I  ^""'^1  ^  y—y\  ^  g  — ^1 

^^^a  r^jp  cos^    ' 

dies  sind  also  die  Gleichungen  der  Geraden  G,     Sind  die  Gleichungen  der 

Horizontal-  und  der  Verticalprojection  einer  Geraden  in  der  Form  gegeben: 

2.  y  =  Mx  -+-  ö »      ^  =  ^^  -+-  ^ » 

und  ist  /*!  ein  Punkt  dieser  Geraden,  so  hat  man 

y^  =  Mx^   -h  Q,      Sj   =  Nx^   -h  Ä, 
also  durch  Subtraction: 

j'— j^j  =  M(x  —  x^),      Z'-z^  =  jy(.\— X|). 
Daher  hat  man  durch  Vergleich  mit  1.:    , 

cosa  :  cos^  :  cos^  =  1  :  J/:  iV. 
Mit  Hülfe  der  Gleichung 

schliesst  man  hieraus 

1  n  ^^  -^ 

Für  den  Winkel  5  zweier  Geraden,  deren  Gleichungen  sind 

y    —  AIx    -+-(?,         5r  =  iVa-    -H  R , 

ergiebt  sich  hiemach 

1  4-  MN^  -h  NiV^ 


COS^    =    ------    —  —  _-:  — 


yr-H  M^ -h  iV-' .  -/i  -h' j/,2  -f.  ^v^2  * 

Die  beiden  Geraden  sind  daher  normal  zu  einander,  wenn 

1  4-  MM^  4-  NN^  =  0; 
sie  sind  parallel,  wenn  ihre  Projectionen  parallel   sind,   also  wenn  il/=  J/|, 

18.  Der  Winkel  e  einer  Geraden 

y  =  Mx  -\-  Q  i      z  =  Nx  -f-  R 

mit  der  Ebene 

T  =  Ax  -^  By  ->r  Cz  ^  D  =  0 

ist  das  Complement  des  Winkels  der  Geraden  und  einer  Normalen  zur  Ebene  T, 

daher  hat  man 

A  -H  MB  -h  NC 

1.  stnt  =     .  -- .         — = 

■\/A^  -^B^  ^C^  .  -j/l  -^M^  -\-N^ 

Die  Gerade  ist  daher  parallel  zur  Ebene  7^,  wenn 

2.  A  -^  MB  -\-  NC  =  0\ 
sie  ist  normal  zu  T',  wenn 

3.  A:  B  \C  =  \  :  M\  N, 

19.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden 

y  =   Mx   H-    öl        «   =   ^^   -^   ^ 

mit  der  Ebene 
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T  1^  Ax  -^  By  -h  Cz  -h  Z>  =  0 
sind  die  Lösungen  des  Systems  dieser  drei  Gleichungen.    Man  erhält 

_        BQ  -\-CR^  D  __  —  M(CR  -^  D)  ■\-  Q{CN -f-  A) 

^  A-^  BM^  CN'      -^  "*  A^  BM^  CN 

^  _  N{BQ  -^D)  ^  R{BM-^  .4) 
^  ■"        '   "  A^  BM^  CN 
Diese  Werthe  werden  unendlich  gross,  wenn  A  -h  BM  -^  CJV  =  0;  diese 
Bedingung  des  Parallelismus  einer  Geraden  und  einer  Ebene  ist  schon  in  voriger 
Nummer  gefunden  worden. 

Wenn  die  Bedingungen  A  -h  BM-^  CN^  0  und  ^Ö  -*-  ^^  -♦■  ^  =  0 
erfüllt  sind,  so  ist  auch 

—M{BQ'\'CR'\'D)^Q{A^BM^CN)^'-M{CR'¥D)'¥Q{CN^Ä)^(S, 
—  N{BQ^CR^D)  -h  Ö(^-H  CM-^CJST) » ^N{BQ^D)  -h  R{BM-{-  C)  =  0; 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  sind  also  unbestimmt;  folglich  ist  die  Ge- 
rade ganz  in  der  Ebene  enthalten. 

20.  Jede  Ebene,  die  normal  zu  der  Geraden  G  ist: 

y  =  Mx  -+-  ö»      ^  =  ^^  -*"  ^» 
hat  eine  Gleichung  von  der  Form  (No.  18) 

X  -{-  My  -h  Nz  -^  J?  =  0, 
in  welcher  D  willkürlich  ist.    Geht  die  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  P^, 
so  ist  x^  4-  My^   -h  Nz^   4-  Z>  =  0; 

durch  Subtraction  der  letzten  Gleichungen  wird  D  eliminirt;  man  erhält  so  die 
Gleichung  der  durch  F^  gehenden  Normalebene  zu  G 

T^  x  —  x^  4-  M^y—y^)  -h  ^(«  —  ^1)  =  0. 
Die  Normalprojection  II  des  Punktes  F^    auf  die  Gerade  G  ist  der  Schnitt 
der  Ebene  T  mit  der  Geraden  G,  also  ergeben  sich  die  Coordinaten  von  11  nach 
den   Formeln  der  vorigen  Nummer,   indem   man  in  denselben  A^  B^  Q  D  der 
Reihe  nach  durch  \,  M,  N,  —  {x^  -H  My^  -h  Nz^  ersetzt: 

p  _  —  MQ  —  NR  4-  x^  4-  My^  -h  Nz^ 

—  MNR  -h  g  -h  QN'^  -f-  M{x^  -h  My^  -h  Nz^) 

1  -4-  J/>  -h  iV*  ' 

^  —  MNQ  -¥  R-¥  RM^  -h  N(x^  -4-  My^^  4-  Nz{) 

Der  Abstand  des  Punktes  jPj  von  der  Geraden  G  kann  aus  den  Coordinaten 
von  F^  und  11  berechnet  werden. 

21.  Zwei  Gerade  haben  einen  gemeinsamen  Punkt,  wenn  der  Verein  der 
Gleichungen  der  Geraden 

y  =  Mx   -h  Q ,       z  -=  Nx   4-  R, 

y  =  M^x  -H  öl»      «  =  ^i^  -»-  ^1 
durch  ein  System  von  Werthen  x^  y,  z  erfüllbar  ist.     Durch  Subtraction  ergeben 
sich  die  beiden  Gleichungen 

0  =  {M---M,)x  -h  (e-Öi),      0  =  {N^N,)x  -h  (R-R,); 
hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwei  Gerade  schneiden 

N—N^,      R^R^     "  "• 

22.  Durch  zwei  Gerade,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  lassen  sich 
zwei  zu  einander  parallele  Ebenen  legen.  Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 
Gl  und  G^  seien 


^4  = 
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y  =    M^X   -f-    öa  »         ^   =    -^2-^   "*"   -^8  • 

Die  Gleichungen    der  beiden  Parallelebenen  können  in  der  Form  voraus- 
gesetzt werden 

X  ^  By  ^  Cz  -^  D^  =  0,      X  -^  By  -h  Cz  -h  D^  =  0. 

Da  Gl  in  7\  und  G2  in  T,^   enthalten  ist,  so  bestehen  für  B,  C,  Di,  D^ 
die  vier  Gleichungen: 

1.  1  -+-  BM^  4-  CN^   =  0,  3.      BQ^   -h  CR^  -h  2?i  =0, 

2.  1  -h  i^J/2  H-  C'A'jj  =  ü;  4.      BQ^    +-  C^j  -+-  -ö,  =  0. 
Aus  1.  und  2.  erhält  man: 

aus  3.  und  4.  folgt  weiter 

Die  Gleichungen  der  beiden  Parallelebenen  sind  daher 

r,  BS  (M^N^  —  M^N^)  X -h  {N,  —  N^)  Y  —  (J/,  —  J/2)3  -h  R^{Aii—M^) 

-<22W-^2)  =  0. 
T.^ie  Winkel  a,   ß,  7,   welche  die  gemeinsame  Normale  der  beiden  Geraden 
Gl  und  Gq  mit  den  Achsen  bildet,  ergeben  sich  daher  aus 

1  jsr.—N.  Mi'-Af. 

cosa  =  -^,        cos^  =  ^, —  -,       cos^  =  —  « 

Der  kürzeste  Abstand  d  der  beiden  Geraden  ist  dem  Abstände  der  parallelen 
Ebenen  T^   und  7\  gleich,  also  ist 

a  =  a^  —  a^  =    —  — — -- — . 


23.  Statt,  wie  bisher  geschehen,  den  Punkt,  können  wir  auch  die  Ebene 
als  Raumelement  verwenden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  in  der  analytischen 
Planimetrie  die  Gerade  verwendet  haben.  Als  orthogonale  Coordinaten 
der  Ebene  T  defmiren  wir  die  reciproken  Achsenabschnitte  und  setzen 

1      _  1      _  1_     _ 

OS,    ~~  ^'        ÖS^  "  ^''        OS^  ^  ^^'' 
Sind  die  Coordinaten  einer  Ebene  durch  eine  (jleichung  verbunden 

so  sind  nur  zAvei  Coordinaten,  z.  B.  //  und  i\  willkürlich,  die  dritte  folgt  aus  ihnen 
gemäss  dieser  Gleichung;  aus  den  sämmtlichen  Ebenen  des  Raumes  wird  also 
durch  die  Gleichung  eine  unendlich  grosse  Anzahl  ausgewälilt.  Man  gebe  u 
einen  bestimmten  Wertli  u^  und  hierauf  v  eine  Reihe  um  endliche  Beträge  von 
einander  verschiedener,  auf  einander  folgender  Worthe  v^^  z//',  z^i'"  u.  s.  w. 
und  bestimme  die  zu  u,  und  z^j',  v,'\  v^'"  .  .  .  gemäss  der  Gleichung/(«,  t;,  w)  =  0 
zugehörigen  Werthe  7a,'  7f/j",  7£'|"'  ....  Hierauf  nehme  man  flir  u  einen  andern 
Werth  //g,  für  7j  eine  Reihe  von  Werthen  z/o',  z^g",  v>/"  .  .  ■  und  bestimme  die 
zugehörigen  w./,  tv,/',  7vJ"  .  .  .  Dies  kann  man  beliebig  fortsetzen.  Man  erhält 
dadurch  eine  Anzahl  von  Ebenen,  deren  Coordinaten  die  Gleichung  /(u,  v,  w)  *=  0 
erfüllen.    Diese  Ebenen  bilden  eine  Polyeder-Schale.    Lässt  man  nun  die  Differenz 


v-.--.^. 
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der  Werthe  u^,  «2»  •  •  •  »  sowie  für  jedes  u  die  Differenz  der  Werthe  v\  v",  v' 
verschwindend  klein  werden,  so  erhält  das  Polyeder  unendlich  kleine  Flächen 
und  die  Wnkel  zweier  benachbarter  Polyederflächen  werden  verschwindend  klein 
(oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  unendlich  wenig  von  einem  gestreckten 
Winkel  verschieden);  das  Polyeder  c^eht  daher  in  eine  krumme  Oberfläche  über, 
welche  von  den  Ebenen  T' berührt  (umhüllt)  wird. 

24.  Alle  Ebenen,  die  dasselbe  u  und  v  haben,  haben  dieselbe  Horizontal- 
spur; alle  Ebenen,  die  zu  demselben  u  und  w  gehören,  haben  dieselbe  Vertical- 
spur;  alle  Ebenen,  die  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  v  und  7V  übereinstimmen, 
haben  dieselbe  seitiiche  Spur.  Die  Ebenen,  die  dieselbe  Coordinate  u  haben, 
gehen  durch  denselben  Punkt  der  -Y-Achse ;  die  Ebenen,  die  dieselbe  Coordinate 
v  haben,  gehen  durch  denselben  Punkt  der  K-Achse;  und  die  Ebenen,  die  die- 
selbe Coordinate  w  haben,  gehen  durch  denselben  Punkt  der  Z-Achse.  Ins- 
besondere treffen  die  Ebenen,  für  welche  «  =  0,  bez.  z;  =  0,  oder  a/  =  0  ist, 
die  Achse  OX,  bez.  OY  oder  OZ,  in  einem  unendlich  fernen  Punkte. 

Für  die  Ebenen,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen,  ist  //  =  00,  v  =  00, 
w  =  00;  doch  hat  man  diesen  unendlich  grossen  Werthen  für  jede  durch  O 
gehende  Ebene  bestimmte  Verhältnisse  beizulegen,  nämlich  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  einer  Parallelebene. 

25.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  der  Ebene 

X        y        z 

a         0         c 
die  reciproken  Achsenabschnitte  \  :  a,  1  :  ^,  l  :  c  der  Reihe  nach  durch  «,  v,  w, 

so  erhält  man 

ux  -h  vy  -\-  WZ  —  1=0. 

Sieht  man  in  dieser  Gleichung  alle  sechs  Coordinaten  als  veränderlich  an, 

so  erscheint  sie  als  die  Bedingung,   welche  die  Coordinaten  eines  Punktes  und 

einer  Ebene  erfüllen,  wenn  der  Punkt  und  die  Ebene  vereint  liegen  (d.  i.  wenn 

der  Punkt  auf  der  Ebene  liegt.     Giebt  man  u,  v,  w  bestimmte  Werthe,  so  ist 

ux  ->r  vy  -\-  WZ  —  1 

die  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Punkte,  die  auf  der  Ebene 
liegen,  die  die  gegebenen  Werthe  «,  z;,  w  zu  Coordinaten  hat,  ist  also  die 
Gleichung  dieser  Ebene.  Ertheilt  man  hingegen  den  Coordinaten  x^  y,  z 
gegebene  Werthe,  so  ist  ux  -^  vy  -h  wz  —  \  =^  0  die  Bedingungsgleichung 
für  die  Coordinaten  aller  Ebenen,  die  durch  den  Punkt  F  gehen,  der  die  ge- 
gebenen Coordinaten  x^  y^  z  hat;  wir  nennen  sie  daher  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  dieses  Punktes  F. 

Jede   lineare   Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  einer  Ebene 
ist  die  Gleichung  eines  eindeutig  bestimmten  Punktes.    Vergleicht  man 
die  allgemeine  lineare  Gleichung  in  Ebenencoordinaten 
1.  Au  +  Bv  -{-  Cw  -\-  D  =  0, 

mit  XU  -\-  yv  -^  zw  —  1    =0, 

so  sieht  man,  dass  1.  die  Gleichung  des  Punktes  ist,  der  die  Coordinaten  hat 

X  =  —  A:D,      y  ^  —  B\D,      z  =  —  C\D, 
Die  Gleichungen 

Au  ^  Bv  -^  D  =^  0,       Au  -h  Cw  -h  n  =  0,      Bv  -h  Cw  -h  £>  =  0 

sind  die  Gleichungen  von  Punkten,  deren  Coordinaten  der  Reihe  nach  sind 

X  =  —  A:jD,      y  =  —  B\D,      ä  =  0; 

JF  =  —  A:D,     y  =  0,  z  =  —  C\D\ 

;c  =  0,  y  ^  —  B\D,      z  =^  —  CiD\ 
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Bv-^Cur^D^O, 


also  sind 

die  Gleichungen  der  Projectionen  des  Punktes 

F  ^  Au  -h  Bv  -h  Cw  -h  £>  =  0. 
26.    Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen  T^,   T^,  T^  ergiebt 
sich  durch  Elimination  von  A^  B^  6",  D  aus  den  vier  Gleichungen:  • 

Au    -\-  Bv    -\-  Civ    -h  /?  =  0, 
Au^  -h  Bv^  -f-  C7ti^ 

Au.2   -\-  Bv.2   -h  C7f'2 


-+-  i?  ==  0, 

-hz>  =  ü, 


Man  erhält  hieraus 


Au^  -h  Bv^  4-  6«'3  H-  Z>  =  0. 


u 
u, 

Ui 

Uy 


V 


tt/j 


1 
1 
1 
1 


=    0. 


Die  Bedingung  dafür,  dass  vier  Ebenen  T^,  T^,  T^,  T^  durch  einen  Punkt 
gehen,  ist  daher: 


u. 


V. 


2 


70, 


3 


1 
1 
1 
I 


=    0. 


27.    Die  Coordinaten  des  Punktes  B,  der  die  Strecke  ByP,j  im  Verhältnisse 
Xg  :  X^  theilt,  hat  die  Coordinaten 


X    =    -  -r- 


9     2 


^,  _  ii;'i 


Xj;», 


K 


Aj, 


Xj  -h  Xj      ' 

und  mithin  die  Gleichung: 

B  ==■  (X^.v,  -f-  Xg^-g)  //  -f-  (X,j',  -h  Xo^'g)  7'  -+-  (Xj^i   -1-  XoSsj)7£'  —  (Xj  -h  Xj)  =  0, 

oder:  7^==  X^/*,  -f-  Xg/^g  =  ^»     wobei 

/^^  ^  x^  u  4- Ji  f'  -h  XTjtt'  —  1  =  0,       J\  =  x.,u  -^  y^v  -\-  z<^7V  —  1  =0 

die  Gleichungen  der  Punkte  F^  und  7^  in  Nor  mal  form  (d.  i.  mit  dem  Absolut- 

gliede  —  1)  sind. 

Umgekehrt:     Bildet  man  aus  zwei  linearen  Functionen 

P^  E^  A^u  -h  B^  V  4-  C^7u  -\-  D^    und   P^  ^  A^u  -h  B^v  -h  C^w  h-  D^ 

der  Ebenencoordinaten  eine  neue  lineare  Function  /*  ss  jt^/*!  -+- fij-^j» 

so  ist  /*  =  0  die  Gleichung  des  Punktes,  der  die  Strecke  der  Punkte 

P^  =  0  und  7^2  =  Ö  ^"  ^^"™  Verhältniss  theilt: 

P^P\PP,  ^  jx,7?,  :p.27?2- 
28.    Der  Punkt  /{  dessen  Coordinaten  aus  den  Coordinaten  dreier 

gegebenen  Punkte  Py,  7^^,  P^   nach  den  Formeln  abgeleitet  werden: 


r^lX^ 
X  =    - 


^2^2 


^3-^.1 


^. 


2 


y  = 


Xi  -h  X,  4-  X, 


theilt  das  Dreieck  P^P^P^  im  Verhältniss  Xj  :  Xg  :  Xj,  d.  h.  es  ist 

"*  2  "*  3  ■*   •  ■*  3  ■*  1  ■*  •  ■*  1  -^2  "^  ^^  X j  :  ^2  :  A j  . 
Bezeichnet   man    nämlich    mit  /,  k^  /  irgend    eine  Permutation   der  Ziffern 
1,  2,  3,    so   hat  der  Punkt  FI/,    welcher  PjPk  im  Verhältniss  X,  :  X*  theilt,    die 
Coordinaten: 

hXf  -h  y^kXk  hyi  -f-  \kyk         «         hzi  -+-  X*  Zk 


£/  = 


i:^  = 


X/  -h  X*      '       •"  -      X/  4-  X^      '       "  -      X/  4-  X* 
Da  nun  die  Coordinaten  von  P  durch  die  Formeln  gewonnen  werden: 
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(h-h  ht)h -^  hxi 


y^ 


(X,  -f-  \k)y\i  -h  hyi 


z  = 


(X,-  -h  X*)C/  -^hzi 


X/-+-X*-f-X/      '      ^  "       X,-4-X^4-X/      '      "  "~       Xz-f-X^H-X/ 
so  folgt,  dass  der  Punkt  /'die  Strecke  -P/Il/  in  dem  Verhältnisse  (X/  4-  X*) :  Xy  theilt 
Daher  hat  man   Fil\i :  Füi  =  (/'/-P-f-  i^ü/) :  FHi  =  (X/  -h  X*  -h  X/)  :  X/. 
Nun  ist  aber    PtPkPi  :  /'/A/'  =  ^/H/ :  Ptti,    also  folgt 

/^J°fe/' :  PiFkPi  =  X/  :  (X/  -h  X*  -h  X/). 
Hieraus  ergeben  sich  die  drei  Formeln: 
P^P^P\  PiP^P^  =  Xj  :  (Xj  -h  X,  -h  X,), 
P%P\P'*  P\P%P^  =  Xj  :  (Aj  -H  X2  -l-  X3) , 

P\P%P  *•  P\P^P^  ^^   X3  I  (Xj  -+-  X2  -h  X3)  , 

also  ist  wie  behauptet  worden  war 

•*j-*  S-*  •  P^P\P  •  P\P%P  *^  Xj  ;  A2  i  X3 . 
29.  Aus  den  Coordinaten  dieses 
Punktes  P  ergiebt  sich  seine  Gleichung 
sofort  zu  P^  Xj/»!  -h  \^P^  -h  Xj-P,  =  0, 
wobei  P^  =0,  /'j  =  0,  -P3  =  0  die 
Normalgleichungen  der  Punkte  P^P^P^ 
sind.  Umgekehrt:  Bildet  man  aus  drei 
linearen  Functionen  der  Ebenen- 
coordinaten 

^1 


A^u  -\-  B^v  -{-  C^w  -h  Z>i  y 


(M.443.) 


2 


B^V 


C^w 


D 


3 » 


eine  neue  lineare  Function 

80  ist  /*=  0  die  Gleichung  des  Punktes,  der  das  Dreieck  P^P^P^  der 
Punkte  P^  =0,  /j  =  ^»  -^3  =  0  in  dem  Verhältnisse  y-x^x  '  ^-2-^2  •  ^-3^3  <^^eilt. 

Hieraus  schliesst  man  weiter:  Wenn  man  zu  vier  linearen  Functionen 
derEbenencoordinaten  Pq,  P^,  P^,  P.^  vier  Zahlen  ;//q,  Wp  ;w2>  ^3  finden 
kann,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 

^qPq  -+-  m^P^  H-  m^P^  -h  /Wg/'a  =  0, 
so  liegen  die  vier  Punkte  P^  =  0,  /*,  =  0,  P^  =  0^  P^  ^=^  0  auf  einer 
Ebene. 

Denn  aus  dieser  Identität  folgt 


m 


Mi 


m. 


^  Wo  ^0  ^^0 

also  liegt  Pq  auf  der  Ebene  PyP^P^, 

30.    Die  Ebenen,  deren  Coordinaten  dem  Vereine  zweier  linearen  Gleichungen 
genügen 

/\  s^j«  -»-  -ffiZ'  -h  CjO/  4-  2?i  =  0,     -P2  =^2"  ^-  -^2^  -*■  ^2^''  -+-  -^2  =  0, 
gehen  durph  die  beiden  Punkte  P^  und  P^t  umhüllen  daher  die  Gerade  P^P^* 

Eine  Gerade  wird  also  durch  zwei  lineare  Gleichungen  in  Ebenen- 
coordinaten  dargestellt.     Bildet  man  die  Identitäten 

S^^  C^'Py  —  Cy'P^^  (AC)  u  H-  (BC)  V  4-  {DC) , 


iSj  ^  B^  •  jPj  —  ^ 


i-A 


{AB)u  ^  {CB)w  ^  {DB), 


S^  ^A^-P^  —  A^'P^  =  (BA)  V  4-  {CA)  w  4-  (^^, 
so  erkennt  man,  dass  Sy^  =0,    ^g  =  0,    5^  =  0  die  Gleichungen  von  Punkten 
sind,  die  auf  der  Geraden  Py^P^  liegen;  da  femer  in  jeder  der  Functionen  S 
nur  zwei  Coordinaten  vorkommen,  so  folgt,  dass  5^  s:  0,    iSj  =  0,    «S,  =  0 
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die  Gleichungen    der  Spurpnnkte   der  Geraden  auf  der  XY-^  XZ-  und 
l'Z-Kbene  sind. 

Hl.  Unter  dem  Doppel  verhiiltniss  (7', yj^'-^Z'^)  von  vier  Ebenen  eines 
Büschels  (d.  i.  von  vier  Ebenen,  die  durch  dieselbe  Gerade  gehen)  7\,  T'j,  T^  T^ 
vorsteht  man  den  Quotienten 

(T   T  T   T\    ^    "^  ^l/'»   .  ^'^_Il^A 

Hieraus  folgt,  dass  das  Dopj^elverhältiiiss  von  vier  Ebenen  eines  Büschels 
gleich  dem  Doppelverhältniss  eines  Normal  Schnitts  derselben  ist. 

Eine  beliebige  Ebene  S  schneide  den  Träger  des  Büschels  (d.  L  die 
Gerade,  welche  allen  Ebenen  des  Büschels  gemein  ist)  im  Punkte  A,  und  einen 
Normalschnitt  i  des  Büschels  in  einer  Geraden  G\  femer  seien  B^,  B^,  B^,  B^ 
die  Schnittpunkte  von  G  mit  T^,  T^,  r,,  T^,  Alsdann  ist  {T^T^T^T^  glddi  .; 
dem  Doppelverhältniss  der  Strahlen  des  Normalschnitts  2,  mithin  auch  gleidi 
dem  der  Punkte  j?,,  B^,  B^,  Bj^^  und  daher  auch  gleich  dem  der  Geraden,  in  < 
welcher  die  Ebenen  des  Büschels  von  der  Ebene  S  geschnitten  werden.  Durch 
irgend  eine  Gerade,  die  die  Büschelebenen  in  den  Punkten  Cj,  Cj,  Cj,  C^  trifll, 
und  einen  Punkt  A  des  Busch eiträgers  ist  eine  Ebene  S  bestimmt;  da  nun  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen  dem  der  vier  Geraden  AC^,  AC^,  AC^,  AC^ 
ist,  so  ist  es  auch  gleich  dem  der  vier  Punkte  6',,  6\,,  Cj  C^.  Wir  haben  daher 
den  Satz:  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Ebenen  ist  gleich  dem 
Doppelverhältniss  von  vier  Punkten,  in  denen  sie  von  irgend  einer 
Geraden  geschnitten  werden. 

Der  Begriff  projectiver    Gebilde   kann    nun    auf  Ebenenbüschel 
ausgedehnt  werden.    Sind  T^  =0,  7*2  =  ü  die  CJleichungen  zweier  Ebenen, 
so  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen 
T^   =  0,  7\  =  0,  7\  =  a^T^   -+-  a^2\  =0,   T  ^  K<^xT^  -^  ^2«s^s  =  Ö    j 

Sind  7?i  =  0,  R.^  =  0,  ^3  ^  b^R^  H-  b^R^  =  0,  die  Gleichungen  der  den 
gleichbeziffertcn  Ebenen  ents|)rechenden  Punkte  einer  Geraden,  oder  Ebenen  , 
eines  Büschels,  oder  Strahlen  eines  Büschels  (in  irgend  einer  Ebene,  bezogen 
auf  ein  in  derselben  liegendes  Coordinatensystem),  oder  Kegelschnitte  eines 
Büschels,  oder  Punkt-  oder  Straiilenpaare  einer  quadratischen  Involution,  so  ist 
die  (jlcichung  des  der  Ebene  T  entsprechenden  Elements  des  projectiven  Ge- 
bildes :  : 

R  ===  K^b-^Ry^    -+-  X^b^R^  =0.  ' 

§  4.    Die  Kugel. 

1.  Sind  dr,  /',  c  die  Coordinaten  des  Kugelcentrums  und  ist  p  der  Kugel- 
radius, so  ist  ein  Punkt  F  auf  der  Kugel  gelegen,  wenn  seine  Coordinaten  der 
Gleichung  genügen 

{x  -  a)^   -h  O'  -  b)^  -H  (-  -  cy  =  p«  , 
oder  entwickelt: 

1.  x^  -f-y^  -H  s2  —  ^ax  —  Iby  —  Icz  -h  ä^  -h  ^2  -h  r»  —  p»  =0. 
Dies  ist  daher  die  Gleichung  der  Kugel  in  Punktcoordinaten. 
Sie  ist  vom  zweiten  Grade  in  den  Coordinaten  «r,  y^  z.     Eine  allgemeine 

Gleichung  zweiten  Grades  hat  die  Form: 

2.  Ax^  -+-  IBxy  -{-^Cxz  h-  £>y^  -+-  2£yz  -+-  Fz^  -h  2Gx  4-  ^Ify-hi/M -hX^O. 
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Von  derselben  unterscheidet  sich  die  Kugelgleichung  dadurch,  dass  die 
irlieder  x^,  y^,  z^  denselben  Coefficienten  haben,  und  dass  keine  Glieder  vor- 
landen  sind,  die  die  Produkte  zweier  Coordinaten  enthalten.  Umgekehrt  sieht 
oan  leicht,  dass  jede  Gleichung  zweiten  Grades  in  Punktcoordinaten,  in  welcher 
i  :=:  D  =  jF,  und  jB  =  C  ^=  £  =  0  ist,  die  Gleichung  einer  eindeutig  bestimmten 
Cugel  ist  Denn  nach  Division  durch  A  erhält  die  Gleichung  die  Form: 
}.  x^  -^  y^  -^  z^  -h  2Lx  -h  2My  -+-  2Nz  4-0  =  0. 

Durch  Vergleich  mit  1.  sieht  man,  dass  3.  die  Gleichung  einer  Kugel  ist 
nit  den  Centrumscoordinaten  und  dem  Radius. 

a  =  — Z,      b  =  —  M,      c^  —  N,      p  =  i'iX^  J/a  -¥~ N^  —  Q . 

Ist  Z^  -h  M^  4-  iV*  —  ö  <  0,  so  schreibe  man  die  Gleichung  3. 
{x  4-  Z)2  4-  (^  4-  J/)»  4-  (s  4-  N)^  ^  {Q  ^  L^  ^  M^  —  N^)  =  0. 

Unter  der  Voraussetzung  Z*  4-  M^  4-  N^  —  ö  <  0  sind  alle  vier  Glieder 
lieses  Polynoms  bei  realen  Werthen  von  x,  y^  z  positiv;  also  wird  die  Gleichung 
lurch  reale  Werthe  der  Coordinaten  nicht  befriedigt.  Man  kann  in  diesem  Falle 
Ue  Gleichung  als  die  einer  Kugel  mit  realem  Centrum  und  mit  imaginärem 
ladius 

P  =  /  -/^  —  z»  ~  ii/2  _  jsr^ 

lufiassen. 

2.  Legt  man  durch  einen  Punkt  W  eine  Gerade,  die  mit  den  Achsen  die 
pVinkel  a,  ß,  7  bildet,  und  ist  P  ein  Punkt  dieser  Geraden,  so  hat  man  fiir  die 
Joordinaten  von  F  (nach  No.  17)  die  Formeln 

:c  =    S  -h  rcosay      j;  =  tj  4-  rcos^^       2:  =  C  4-  r  cos^^. 
Liegt  der  Punkt  F  auf  der  Kugel 

K  =  x^  -^y^  -\-z^  —  lax  —  Iby  —  Icz  4-  a«  4-  ^2  _^  r«  —  p»  =0, 
&o  hat  man: 

[5  4-  rcosfiY  -h  (t)  4-  rcos^^Y  -»-  (C  -H  rcosi)^  —  2<?(;  4-  r  cosa)  —  2^(7]  4-  rcos^) 

—  2f  (C  4-  rcosi)  4-  flr2  4-  ^3  4-  r2  —  pJi  =  9. 
Ordnet  man  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  r,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Formel  cos^'a  4-  cos^^  4-  cos^^  =  1  die  Gleichung: 

r«  4-  2[(5-fl)re?5a  4-  (y\  —  b)cos'^  4-  {l  — c)cosi)]' r  4-  52  _^  t)«   4-  C» 
—  2fl«  —  2/^r,  —  2r:  -^  a^  -V-  b'^  -+-  r*-»  —  p«  =  0 . 
Diese  Gleichung    liefert   zwei  Werthe  r'  und    r"  für  r;    das  Produkt  der- 
selben ist 

1.  rV"  =  52  4.  Tj2  4.  ;»  —  2«;  —  2^r)  —  2f  C  4-  «»  4-  z^»  4-  ^2  _  p2  ; 
dasselbe  ist  unabhängig  von  der  Richtung  der  durch  0  gezogenen  Geraden  und 
liängt  nur  von  den  Constanten  der  Kugelgleicliung  und  den  Coordinaten  von  11 
ab.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Wird  ein  Strahlenbündel  (d.  i.  die  Gesammt- 
heit  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden)  von  einer  Kugel  geschnitten, 
so  sind  die  Produkte  der  Strecken,  die  auf  jedem  Strahle  vom  Träger 
des  Bündels  (IT)  bis  an  die  Kugel  reichen,  einander  gleich. 

Dieses  constantc  Produkt  heisst  die  Potenz  des  Punktes  fl  in  Bezug 
auf  die  Kugel.  Wie  man  aus  1.  sieht,  ist  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  eine  Kugel  dem  Werthe  gleich,  den  die  Gleichung  der  Kugel  (in  der  Form 
^^o.  1,  1)  ftir  die  Coordinaten  des  Punktes  annimmt.  Die  Potenz  des  Punktes 
n  in  Bezug  auf  die  Kugel  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  II  von  der  Kugel 
ausgeschlossen  wird,  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  ist  die  Potenz  gleich  dem 
Quadrate  der  von  fl  an  die  Kugel  gelegten  Tangenten,  im  zweiten  gleich  dem 
Quadrate  des  Halbmessers  des  auf  der  Kugel  gelegenen  Kreises,  dessen  Centrum  11  ist. 
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3.  F(ir  die  Coordinatcn  der  Punkte,  die  zwei  Kugeln  gemeinsam  sind,  be- 
steht der  Verein  der  Kugclgleichungen 

1.  Äj  ^  .V»  -!->•»  -+-  Ä^  —  2«!^  —  2^^y  —  2riZ  -h  d^  =0, 

2.  ATj  s  x^  -+- j'*^  -H  ^2  _  2<72.r  —  2fi^y  —  S^-^ä  -+-^2=0» 
wobei  //j  und  //j  abkür/ungsweise  fiir  d^  -^b^  -^c^  —  pi^  und  a^  -\-  bf  -h  cf —  p/ 
gesetzt  worden  sind. 

Durch  Subtraction  erhält  man  aus  1.  und  2. 
L^  K^  —  K^  ^2(^2  —  «j).r-f-  2(^2  —  ^)>'-+-  2(^2  —  ^i)«  —  (^2  —  ^i)  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  normal  zu  der  Geraden  steht, 
welche  die  Centren  der  beiden  Kugeln  verbindet;  man  nennt  diese  Ebene  die 
Chordalebene  der  beiden  Kugeln.  Wenn  die  Kugeln  sich  schneiden  oder 
berühren,  so  ist  Z  =  0  die  Gleichung  ihrer  Schnittebene  bez.  ihrer  gemeinsamen 
Tangentenebene;  und  wenn  die  Chordalebene  von  den  beiden  Kugeln  nicht 
getroffen  wird,  so  haben  dieselben  keinen  realen  Punkt  gemein. 

F'ür  jeden  Punkt  der  Chordalebene  ist  A'^  —  A'g  =  0,  also  ATj  =  AT,;  dies 
ergiebt  den  Satz:  Jeder  Punkt  der  Chordalebene  zweier  Kugeln  hat 
für  beide  Kugeln  gleiche  Potenz.  Umgekehrt  sieht  man  leicht,  dass  jeder 
Punkt,  der  für  beide  Kugeln  gleiche  Potenz  hat,  auf  der  Chordal* 
ebene  liegt. 

4.  Die  Chordalebenen  der  drei  Kugeln  A',  =  0,   AT,  =  0,   A'j  =  0  haben 
die  Gleichungen: 
Z12  ^  A'j  —  Aj  =  0 ,       Zjg  ^  Ag  —  A'g  =  0 ,      Z3J  ^  iTj  —  ATj  ^0. 

Hieraus  folgt  die  Identität  Zjj  -H-^23  -+--^31  ^  0,  und  daher  der  Satz: 
Die  drei  Chordalebenen  dreier  Kugeln  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden; diese  Gerade  ist  normal  zur  Ebene  der  Kugelcentren  und  geht 
durch  den  Chordalpunkt  der  drei  Kreise,  welche  diese  Ebene  mit 
den  Kugeln  gemein  hat;  sie  ist  der  Ort  der  Punkte,  die  gleiche  Poteni 
für  die  drei  Kugeln  haben.  Diese  Gerade  wird  als  die  Chordalachse  der 
drei  Kugeln  bezeichnet. 

Vier  Kugeln  Ä'^,  A'j,  A'.p  K^,  deren  Centren  die  Ecken  eines  Tetraeders 
bilden,  lassen  sich  zu  sechs  Paaren  ordnen  und  ergeben  daher  sechs  Chordal- 
ebenen; die  Gleichungen  derselben  sind 

Z  j  3  ^:==  A I    —  A .;   ■=  i^ ,         Z^ 4   5=^  A 2  —  A^   =  0  , 
/^j4  =^=?  A,  -     A4    ^=  0 ,  /».,  4  ■ --=  A.,  —  A^   =0. 

Aus  ihnen  fol.ü:t  die  Identität  L^^j  -f-  Zg^  -H  Z34  —  L^^  ^  0.  Da  nun  Zj, 
mit  Zj2  "nd  Zg;,,  sowie  L^  mit  L,j^  und  Z.^4  eine  (ieradc  gemeinsam  hat,  so 
folgt  der  Satz:  Die  sechs  Chordalebenen  je  zweier  von  vier  Kugeln 
gehen  durch  einen  Punkt;  dieser  Punkt  hat  gleiche  Potenz  für  die 
vier  Kugeln;  er  heisst  der  Chordalpunkt  der  vier  Kugeln. 

T.egt  man  von  einem  Punkte  //  aus  eine  Tangente  an  eine  Kugel  K  und 
beschreibt  eine  Kugel  A'j ,  welche  A  zum  Centrum  hat  und  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  geht,  so  schneiden  sich  die  Kugeln  A'  und  A',  unter  rechten 
Winkeln.  Damit  ein  Punkt  A  das  Centrum  einer  Kugel  sei,  welche  gegebene 
Kugeln  A\,  A^,,  A'g  .  .  .  .  normal  scimeidet,  müssen  die  Längen  der  von  A  aus 
an  die  Kugeln  gelegten  Tangenten,  von  A  bis  zum  Berührungspunkte  gerechnet, 
gleich  sein.  Wir  schliessen  daher  aus  den  obigen  Sätzen:  Der  Ort  der 
Centren  der  Kugeln,  welche  zwei  gegebene  Kugeln  normal  schneiden, 
ist  die  Chordalebene  der  beiden   Kugeln;    der  Ort  der  Centren  der 
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Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  normal  schneiden,  ist  die 
Chordalachse  der  drei  Kugeln;  es  giebt  eine  Kugel,  die  vier  gegebene 
Kugeln  normal  schneidet,  ihr  Centrum  ist  der  Chordalpunkt  der  vier 
Kugeln. 

5.  Ist         II^  ^  x^ -\-y^ -^z^ —2a^x  —  2d^y'-2ciZ -h  ä^      und 

1^2  ^5  x^  -hy^  4-  «^  —  2^2^  —  2^2^  —  ^c^z  -\-  d^t    so  ist 
K  BS  \^K^  -\-  XjÄ'a  =  0 
die  Gleichung  einer  Kugel;  das  Centrum  hat  die  Coordinaten 

Aj  -f"  Aj  Aj  -+•  Aj  Aj  — f-  Ag 

dasselbe  liegt  daher  auf  der  Geraden  der  Centren  Cj  und  Cq  der  Kugeln  K^^=0 
und  ATj  =0  und  theilt  die  Strecke  K^K^  im  Verhältniss  X^  :Xj. 

Durchläuft  das  Verhältniss  Xj  :  Xg  alle  Werthe,  so  erhält  man  eine  unend- 
liche Folge  von  (realen  und  imaginären)  Kugeln ;  die  Gesammtheit  dieser  Kugeln 
heisst  ein  Kugelbüschel. 

Durch  jeden  Punkt  Pq  des  Raumes  geht  eine  Kugel  eines  Kugel- 
büschels. Denn  bezeichnet  man  mit  AT^^,  K^^  die  Werthe,  welche  die  Poly- 
nome ATj  und  ATj  annehmen,  wenn  man  in  ihnen  x,  y^  z  durch  die  Coordinaten 
•*0'  yof  ^0  ersetzt,  so  geht  K  durch  jPq,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist 

Man  kann  daher  X,  =  A'jq,  X,  =  —  K^q  wählen  und  hat  somit  als 
Gleichung  der  gesuchten  Kugel 

-ÄTj  0  Ä'j  —  AT,  Q  K^  =  0  . 

Diese  Gleichung  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  ATj^  =  ä'jq  =  0,  d.  i. 
wenn  P^  auf  den  Kugeln  K^  und  K^  zugleich  liegt.  Punkte,  die  A\  und  AT^ 
gemeinsam  sind,  gehören  allen  Kugeln  des  Büschels  an. 

Da  es  in  der  Gleichung  einer  Büschelkugel  K  ^  ^\^i  "^  ^2-^2  =  ^  ^^^ 
auf  das  Verhältniss  der  Zahlen  Xj  :  X^  ankommt,  so  kann  vorausgesetzt  werden, 
dass  Xj  -h  X2  =  1  sei,  so  dass  dann  A'^  0  in  der  Normal  form  erscheint  (d.  i, 
so,  dass  x^,  y^  und  z^  den  Coefficienten  1  haben). 

6.  Die  Chordalebene  zweier  Kugeln  A',  K'  der  Büschels  A^j,  K^ 

K  =  y^yKy^  -h  XjATj  =  0,       A"  ^  fiiA'i   -+-  fi.2^'2  =  ^ 
hat  die  Gleichung 

L  ^  JT-A-'  ^  (Xi-piJA'i   4-  (X2-P.2) ATj  =  0. 
Da   vorausgesetzt   wird,    dass   Xj  -j-X^  =  1,     p-j  -h  fxj  =  1 ,    so   folgt,    dass 
X,  —  jxj  =  —  (X3  —  fjig),  also  ergiebt  sich 

^^0.,-t^,)(A', -A',)  =  0. 
Mithin  ist  L  mit  der  Chordalebene  der  Kugeln  K^  und  K^  identisch.  Die 
Kugeln  eines  Büschels  haben  also  eine  gemeinsame  Chordalebene. 
Aus  jedem  Punkte  der  Chordalebene  eines  Kugelbüschels  als  Centrum 
lässt  sich  daher  eine  Kugel  construiren,  die  alle  Kugeln  des  Büschels 
normal  schneidet. 

Sind  8p  82»  ^3»  ^4  •  •  •  ^^^  Chordalebenen,  welche  eine  nicht  zum  Büschel 
gehörige  Kugel  ,R  =  0  mit  den  einzelnen  Kugeln  des  Büschels  ATj,  A'j,,  A'g,  A'^  .  ,  . 
bestimmt,  und  ist 

K^  ^  ^1 3^1   "^  A23A2  =  0,         A|3   4-  X23   =   1| 
K^  ^  'k'^^K'^   4-  X24A2  =  0,        Xj^   -|-  Xj^  ==  1  , 
so  haben  8^  und  84  die  (Tleichungen 

8j  ^sak  X^jATj    -j-  X2  3Ar2  —  »^  =  0 ,        84   ^  Xi^Aj    -h  X24A2  —  ol   =  0  . 
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Hieraus  folgt 

Da  nun  Xj  3  — X^^  =  —  (X33  — X24),  so  folgt  die  Identität 

8,-8,  ^(>-i,->-.4)(A', -^j)^(>.i,-XiJZ, 
wobei  Z  ^  A\  —  /i.j  =  0  die  Gleichung  der  Chordalebene  des  Büschels  ist. 
Dies  ergiebt  den  Satz:   Die  Chordalebenen,  die  die  Kugel  eines  Büschels 
mit  einer  nicht  zum  Büschel  gehörigen  Kugel  bestimmen,  treffen  die 
Chordalebene  des  Büschels  in  derselben  Geraden. 

7.  Um  den  Schnitt  einer  Ebene  £  mit  einem  Kugelbüschel  zu  untersuchen, 
nehmen  wir  die  Ebene  £  zur  -YK-Ebene  eines  Coordinatensystems.  Setzen  wir 
nun  in  den  Gleichungen  der  Büschelkugeln  z  =0,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 
der  Schnittlinien  der  Ebene  £  mit  den  Kugeln  des  Büschels.  Die  Schnitte  mit 
den  Kugeln  Ä'p  Ä'g,  X  sind  daher  die  (realen  oder  imaginären)  Kreise: 

kl  s  x^  4-^2  —  üa^x  —  'Ib^y  -{-  d^  =  ü, 
k^  s  x^  -+- j'*  —  2^2*^  —  2^2^  -+-  ^8  =0, 

Eine  Ebene  £  schneidet  die  Kugeln  eines  Büschels  in  Kreisen, 
die  ein  Kreisbüschel  bilden;  die  Chordale  dieses  Kreisbüschels  ist 
der  Schnitt  der  Ebene  £  mit  der  Chordalebene  Z  des  Kugelbüschels. 

Wenn  das  Kreisbüschel,  in  welchem  das  Kugelbüschel  von  der  Ebene  E 
geschnitten  wird,  keine  realen  Schnittpunkte  hat,  so  giebt  es  bekanntlich  auf  der 
Büschelcentralen  zwei  Punkte,  die  als  Büschelkreisc  mit  verschwindend  kleinem 
Radius  zu  betrachten  sind.  In  diesen  beiden  Punkten  wird  die  Ebene  E 
durch  je  eine  Kugel  des  Büschels  berührt. 

S.  Eine  Gerade  G  wird  von  den  Kugeln  eines  Büschels  in  Punkte- 
paaren einer  {|uadratischcn  Involution  getroffen;  denn  eine  durch  G 
gele;3:te  Ebene  durchschneidet  das  Kugclbüscliel  in  einem  Kreisbüschel.  Die 
Asymptotenpunkte  dieser  Involution  sind  die  Berührungspunkte  der  Geraden  mit 
Kugeln  des  Büschels.  Es  giebt  also  zwei  Kiageln  eines  Büschels,  die 
eine  gegebene  Gerade  berühren;  sie  sind  beide  real  oder  beide 
imaginär;  geht  die  Gerade  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  aller 
Büschelkugeln,  so  fallen  die  beiden  berührenden  Kugeln  in  eine 
zusammen. 

9.  Die  gemeinsamen  Punkte  dreier  Kugeln  A',  =  0,  A'g  =  0,  A'j  =  0,  die 
nicht  demselben  Büschel  angehören,  liegen  auf  den  drei  Chordalebenen  der  drei 
Kugeln,  mithin  auf  ihrer  Schnittlinie,  der  Chordalachsc.  Drei  Kugeln  haben 
also  höchstens  zwei  reale  Punkte  gemein,  dieselben  liegen  sym- 
metrisch zur  Ebene  der  drei  Centren;  wenn  die  Schnittpunkte  nicht 
real  sind,  so  ist  doch  die  Gerade  real,  auf  der  sie  liegen. 

10.  Die  Gesammtheit  aller  Kugeln 

1.  A    ^^   ^'l*^!    ~^  AjjA2   ~+"  ^»^Ag    =    ü, 

die  man  aus  drei  Kugeln  A',  =  0,  K^  =  0,  A'^  =  0,  die  nicht  demselben  Büschel 
angehören,  erhält,  indem  man  die  Verhältnisse  X,  :  \.j  :  X3  in  jeder  möglichen 
Weise  abändert,  nennt 'man  ein  Kugelbündel.  Da  es  in  der  Gleichung  Ä' =s=  0 
nur  auf  die  Verhältnisse  Xj  :  X^  :  A.^  ankommt,  so  kann  man  voraussetzen,  dass 
Xj  -^  Ä^  -f-  Xjj  =  1  ist,  so  dass  die  Gleichung  A'  =  0  in  der  Normalform  erscheint 
Die  Punkte,  für  welche  A\  =  Ä\j  =  A'g  =  0,  genügen  auch  der  Gleichung 
A' =  0;  die  Kugeln  eines  Büschels  haben  also  zwei  gemeinsame  (reale 
oder  imaginäre)  Schnittpunkte. 

l 
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Die  Chordalebene  zweier  Kugeln  des  Bündels 
K  B  X^ATi  -+-  XjATj  4-  \^K^  =  0    und    K'  s  }^y^K^  -H  X^AT,  -+-  p.3^3  =0 
hat  die  Gleichung 

8_ir-ir  —  (Xi-v^JiTj  H- (X j  ~  ^L,) ^,  4- (X3  -  PL3) iTj  ==  0. 
Da  nun  vorausgesetzt  wird,  dass  Xj  4-  X,  4-  X3  =  1,     ji-i  4-  p.»  4-  ji.3  =  1, 
so  folgt  (Xj  —  p.i)  4-  (X,  —  fjLj)  4-  (Xg  —  fig)  ==  0.     Hiemach  erhält  man 

2  <=  (^1  -  1*1)  (^1  -  ^s)  +  (^»  -  (*»)  (^»  -  ^s)- 
Bezeichnet  man  die  Chordalebenen  von  AT^,  K<^  und  K^^  K^  mit  8j3  und 

8j3,  so  hat  man    8^3  ^t  K^  —  Ä'3  =  0,      B^s  ^  -^2  —  -^3=0,  und  daher 

*8«(X^^^j8,3+(X,-^,)8,3. 

Hieraus  folgt:  Die  Chordalebenen  je  zweier  Kugeln  eines  Kugel- 
bündels gehen  durch  eine  Gerade;  oder:  Die  Kugeln  eines  Bündels 
haben  eine  gemeinsame  Chordalachse. 

11.  Soll  die  Kugel  K  durch  einen  gegebenen  Punkt  P^  gehen,  der  nicht 
mit  den  beiden  Trägem  des  Bündels  zusammenfallt,  so  hat  man  die  Coordinaten 
.Tq,  y^t  Zq  des  Punktes  Pq  in  das  Polynom  X^ATj  4-  XjAT,  4-  XjA'j  einzusetzen 
und  X|,  Xj,  X3  so  zu  bestimmen,  dass  das  Substitutionsresultat  verschwindet 
Bezeichnet  man  mit  K^q,  K^q,  K^q  die  Werthe,  welche  die  Functionen  Ä'j,  K^,  K^ 
fiir  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  annehmen,  so  sind  die  X  daher  der  Gleichung 
unterworfen    \K^^  ^ 

Man  erhält  hieraus 


^2'"' 80  "^  ^a-^'JO    —   ^' 

X3  =  —  Xi  .    „      — 

A30 

.     -^20 

A30 

und  nachdem  man  dies  in  K  eingesetzt  hat 

-^30  •  -AT  ^  Xj  (AT^jQ  '  K^  — -^10  •  -^3)  ■*"  ^2  (-^30  •  -^2  — -^20  •  -^3)- 
In  dieser  Gleichung  ist  noch  das  Verhältniss  Xj  :  Xj  willkürlich.     Nun  sind 

-^8  0  *  -^1  —  -^1 0  •  -^3  ="  Ö    ^'^^    -^3  0  *  -^2  —  -^2  0  '  -^3  =  ö 
die  Gleichungen  zweier  bestimmter  Kugeln  des  Bündels,  nämlich  die  Gleichungen 

der  durch  P^  gehenden  Kugeln  der  beiden  Büschel  K^^  K^  und  Ä'j,  K^\  daher 

folgt:     Durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  einfach  unendlich  viele 

Kugeln  eines  Bündels;    diese  Kugeln  bilden  ein  Kugelbüschel,   ihre 

Chordalebene  ist  die  durch  diesen  Punkt  und  die  Chordalachse  des 

Bündels  bestimmte  Ebene. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Kugel  eines  Kugelbüschels;  wir 
schliessen  daher:  Durch  zwei  Punkte  des  Raumes  ist  eine  Kugel  eines 
Kugelbündels  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt. 

Nur  dann,  wenn  das  Bündel  zwei  reale  Träger  hat,  und  wenn  dieselben  mit 
den  beiden  gegebenen  Punkten  auf  einem  Kreise  liegen,  gehen  durch  die  beiden 
Punkte  unzählig  viele  Kugeln  des  Bündels,  nämlich  alle  Kugeln,  die  diesen  Kreis 
gemein  haben,  also  alle  Kugeln  eines  Büschels. 

12.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  K  ^  K^\  -^  ^2-^2  "^  ^3^8  =  0  ^at  die 
Coordinaten 

a  =  Xjöj  4-  Xjöj  4-  Xjflj,  b  =  Xj^j  4-  Xj^^  "•"  ^3^3»  ^  =  ^1^1  ~^~  ^2^2  "*"  ^3^3» 
wir  schliessen  daher  (§  3,  28):  Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  eines  Bündels 
liegen  auf  einer  Ebene;  der  Mittelpunkt  von  K  theilt  das  Dreieck 
der  Centren  der  Kugeln  A'j,  A'j,  K^  im  Verhältnisse  Xj  :  Xj  :  X3. 

Femer  folgt  hieraus:  Jeder  Punkt  der  Centralebene  eines  Bündels 
(d.  i.  der  Ebene,  welche  die  Centren  der  Kugeln  des  Bündels  enthält)  ist  der 
Mittelpunkt  einer  (realen  oder  imaginären)  Kugel  des  Bündels. 

^^«mHw.^  ^  Marhiwiatik.    Bd.  IL  le 
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13.  Jeder  Punkt  der  Chordalen  eines  Kugelbündels  hat  gleiche  Potenz  für 
alle  Bündelkugeln;  aus  jedem  Punkte  der  Chordalachse  als  Centrum 
lässt  sich  also  eine  Kugel  construiren,  die  alle  Kugeln  des  Bündels 
unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Um  die  Kugel  des  Bündels  zu  erhalten, 
die  einen  gegebenen  Punkt  C  der  Centralebene  zum  Centrum  hat,  constniire 
man  daher  von  einem  Punkte  A  der  Chordalachse  aus  eine  Tangente  an  eine 
Kugel  des  Bündels,  und  mit  dieser  Tangente  als  Radius  beschreibe  man  um  A 
eine  Kugel  Ä;  diese  Kugel  trifft  die  gesuchte  Kugel  unter  rechten  Winkeln,  der 
Halbmesser  der  letzteren  ist  daher  die  von  C  an  A  gelegte  Tangente. 

Die  Kugeln  &  heissen  die  Orthogonalkugeln  des  Bündels.  Da  von 
jedem  Centrum  C  aus  nur  eine  Kugel  des  Bündels  construirt  werden  kann,  so 
folgt,  dass  von  jedem  Punkte  der  Centralebene  aus  gleich  lange  Tangenten  an 
alle  Orthogonalkugeln  gelegt  werden  können.  Die  Punkte  der  Centralebene 
des  Bündels  haben  also  für  alle  Orthogonalkugeln  desselben  gleiche 
Potenz.  Wenn  die  Kugeln  des  Bündels  keine  gemeinsamen  Punkte  haben,  so 
lassen  sich  vom  Schnittpunkte  Q  der  Chordalachse  und  der  Centralebene  aus 
Tangenten  an  die  Kugeln  des  Bündels  legen.  Construirt  man  von  Q  mit  dieser 
Tangentenlänge  als  Radius  eine  Kugel,  so  trif!l  diese  die  Centralebene  in  einem 
Kreise;  die  Bündelkugeln,  deren  Centren  auf  der  Peripherie  dieses 
Kreises  liegen,  haben  einen  verschwindend  kleinen  Radius.  Dtuch 
diesen  Kreis,  den  wir  den  Nullkreis  des  Bündels  nennen,  gehen  folglich  auch 
alle  andern  Orthogonalkugeln,  und  wir  schliessen  daher:  Die  Orthogonal- 
kugeln eines  Bündels  bilden  ein  Kugclbüschel,  dessen  Kugeln  den 
Nullkreis  gemein  haben. 

Der  analytisclie  Beweis  dieses  Satzes,  der  zugleich  den  Fall  umfasst,  wenn 
die  Kugeln  des  Bündels  reale  gemeinsame  Punkte  haben,  gestaltet  sich  folgender- 
maassen. 

Wenn  sich  zwei  Kugeln  rechtwinkelig  schneiden,  und  man  einen  Schnittpunkt 
mit  den  beiden  Centren  verbindet,  so  erhält  man  ein  rechtwinkeliges  Dreieck, 
dessen  Katheten  die  Radien  der  Kugeln  und  dessen  Hypotenuse  die  Strecke 
zwischen  den  Centren  ist.  Sind  p  und  p'  die  Radien  und  a,  ^,  c  bez.  a\  h\  i 
die  Coordinaten  der  Centren,  so  ist  daher  die  Bedingung  daftir,  dass  die  Kugeln 
sich  normal  schneiden 

p2  4-  p'2  =  (a  —  a'Y  -\-{p  —  //)»  -h  {c  —cy  ; 
wenn  man  dies  entwickelt  und  die  Abkürzungen  benutzt 

,/  =  ^2  -H  ^2  _^  r»  —  p2  ,       iV  =  rt'2  H-  /^'2  -h  r'«  —  p'»  , 
so  erhält  man  die  Bedingung  in  der  Form     d  -\-  d^  =  2  {aa^  -+-  bb^  -h  r^) . 

Wenn  nun  die  Kugel 

Ä  =  x^  -!->'«  -H«2  —  2a^-"2b;'  —  2cj8:-4-b  ==  0 
die  Kugeln  A'j  =  0 ,    A'j  =  0 ,    Ä'^  •=  0  unter  rechten  Winkeln  schneidet,  w 
gelten  die  Gleichungen  \ 

1.  b  -+-  //j  =  2  a^i  "h  2  b^,  -h  2  c^i , 

2.  b  ■+-  ^2  =  2  aflj  -H  2  b^3  H-  2  c^,  , 

3.  b  -h  ^3  =  2  a^s  -+-  2  b^3  -H  2  c^j . 
Durch  Subtraction  folgt 

4.  ^1—^2  =  2a  («1  —  Äj)  4-  2b  (^1  —  ^ä)  4-  2c  (^1  —  ^j); 

5.  d^  —  d^  =  2a  («1  —  A3)  -H  2b  {b^  —  c^)  -+-  2c  (^j  —  c^) . 
Durch    diese  Gleichungen    sind  a,    ^,    c   nicht   vollständig  bestimmt     Sind 

a',  b',  c'  und  a",  b",  c"  zwei  Werthsysteme,  die  diesen  Gleichungen  genügen,  und 


-'w.-'l. 
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erfüllen  die  Zahlen  p.'  und  p."  die  Bedingung  p.'  n-  ji"  =  1,  so  kann  jedes  Werth- 
system,  das  den  Gleichungen  genügt,  durch  geeignete  Wahl  von  ji'  und  p."  in 
der  Webe  hergestellt  werden 

6.  Ä  =  p.'a'  -+-  p."a" ,      b  =  p.'b'  4-  iJL"b" ,      c  =  p.'c'  4-  p."c" ; 
denn  diese  Grössen  genügen  den  Gleichungen  4.  und  5.  und  enthalten  eine  un- 
bestimmte Grösse  (p.'  oder  pi").    Femer  folgt  aus  1. 

b'   =  2a'  a^  -4-  2b'  b^  4-  2c'  c^—  dy^y 
b"  =  2a"öi  4-  2b"^i  4-  2c"ri  —  dy^ , 
fi'b'  4-  pL"b"  =  2  (p.'a'  4-  p."a")  0,  4-  2  (pi'b'  4-  pi^b")  ^^  4-  2  (pi'c'  4-  p."c")  ^1  —  ^, . 
Somit  hat  man  nach  den  Formeln  6. 

p.'b'  4-  fiL"b"  =  2aÄi  4-  2b^i  4-  2cri  —  flf ^ ,   d.  i.   p.'b'  4-  fiL"b"  =  b . 
Die  Gleichung  der  Kugel  &  ergiebt  sich  daher  zu 
Ä  ™  :r«  4-  ^'^  4-  iT«  -  2  (pi'a'  4-  p."a")  ^  —  2  (pi'b'  4-  p."b")  j^  -  2  (pi'c'  4-  fii^c")  % 
4-  |iV  4-  p."b"  =  0. 

Fügt  man  zu  den  drei  ersten  Gliedern  den  Faktor  p,'  4-  p."  =  1,  so  erhält  man 

7.  Ä  «  p.'Ä'  4-  p."Ä"  =  0, 
wobei           Ä'  «  a:«  4-y  4-  «3  —  2a'  Jt  —  2b' ;^  —  2c' «  4-  b'  =0 
und               Ä"  =  0:2  _,.y  -t-  «2  —  2a"A:  —  2b">^  —  2c";?  4-  b"  =  0 
die  Gleichungen   zweier  Orthogonalkugeln   des  Bündels   sind;    also   bilden  alle 
Orthogonalkugeln  des  Bündels  ein  Büschel. 

Umgekehrt  weist  man  leicht  nach:   Alle  Orthogonalkugeln  der  Kugeln 
eines   Büschels    bilden    ein  Kugelbündel,    dessen  Kugeln   durch   die 
beiden  Nullpunkte  des  Büschels,  d.  i.  durch  die  Punkte  hindurchgehen, 
'  die  als  verschwindend  kleine  Kugeln  anzusehen  sind. 

14.  Um  über  die  Kugeln  eines  Bündels  urtheilen  zu  können,  die  eine  ge- 
gebene Ebene  E  berühren,  wählen  wir  ein  Coordinatensystem,  dessen  A'y-Ebene 
in  diese  Ebene  fallt.    Die  Gleichungen  des  Schnittkreises  k  der  Ebene  E  mit 

einer  Kugel   K  ^  \^\  •+-  ^2-^2  "♦"  ^s-^s  =="  ^  ^^^  Bündels  erhalten  wir,  indem 
wir  in  der  Function  K  die  Coordinate  z  durch  Null  ersetzen.    Hierdurch  entsteht 

1.  k  ^s   Xj  ^j   4-  ^2^2  "t"  ^8^8    ^^   ^' 

wobei  >^j=0,    k^  ^=  0,    k^  =  0  die  Gleichungen  der  Kreise  sind,  in  denen 
die  Ebene  E  von  den  Kugeln  JC^,  K^,  K^  geschnitten  wird. 

Die  Gesammtheit  aller  Kreise  k,  deren  Gleichung  aus  den  Gleichungen 
dreier  gegebener  Kreise  k^^^  k^,  k^  linear  nach  der  Formel  1.  abgeleitet  werden, 
nennt  man  ein  Kreisbündel. 

Eine  Kugel,  deren  Centrum  auf  der  X  K-Ebene  liegt,  hat  die  Gleichung 
K  ^  x^  4- J'»  4-  :?2  —  2oLX  —  "l^y  4-  a»  -h  ß»  —  p«  =  0, 
wenn   a,    ß  die  Coordinaten   des  Centrums   und    p   der   Kugelradius   sind;    der 
Schnittkreis  dieser  Kugel  mit  der  A'F-Ebene  hat  die  Gleichung 

k^  x^  4-y  —  2aa:  —  "l^y  4-  a>  4-  ß*  —  p*  =  0, 
man  hat  also  die  Beziehung    Ä"  =  k  -\-  z^ , 

Die  Kugeln  Ä^,  Äj,  ^3,  Ä,  welche  ^j,  k^,  k^,  k  zu  grössten  Kreisen  haben, 
haben  also  die  Gleichungen 

Äj  «  >^j  4-  4r>  ,       Äj  s  >^2  4-  «»  ,       «8  ^  >^8  -^  ^*  '       Ä  es  >^  -h  «S 
oder  wenn  man  für  k  den  Werth  aus  1.  setzt  und  an  z^  den  Faktor  Xj  4-  Xj  4-  Xj 
\      s=  1  anbringt 

St  =  Xi>^i  4-  X,^,  4-  X,^,  —  (Xi  4-  X,  4-  X,)  5 . 
Hieraus  folgt 
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Die  Kugeln,  welche  die  Schnittkreise  einer  Ebene  E  mit  den 
Kugeln  eines  Bündels  zu  grössten  Kreisen  haben,  bilden  also  wieder 
ein  Bündel.  Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren,  auf 
dessen  Beweis  wir  hier  nicht  eingehen  wollen.  Die  Kugeln,  die  durch  die 
Kreise  eines  Kreisbündels  gehen  und  deren  Centra  in  einer  Ebene 
liegen,  bilden  ein  Kugelbündel. 

Die  Chordalachse  des  Bündels  2.  geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  die 
Ebene  E  von  der  Chordalachse  des  gegebenen  Bündels  der  Kugeln  K  getroflfen 
wird,  denn  dieser  Punkt  hat  für  die  Kreise  k,  mithin  auch  für  die  Kugeln  A 
gleiche  Potenz. 

Construirt  man  nun  den  Nullkreis  des  Bündels  Ä,  so  sind  die  Punkte  des- 
selben Kreise  des  Bündels  k  mit  verschwindendem  Radius,  und  die  Kugeln  JT, 
welche  durch  diese  Punkte  gehen,  berühren  die  Ebene  E,  Wir  haben  daher: 
Die  Punkte,  in  denen  eine  Ebene  E  von  den  Kugeln  eines  Bündels 
berührt  wird,  liegen  auf  einem  Kreise;  das  Centrum  desselben  ist  der 
Schnitt  der  Ebene  E  mit  der  Chordalachse  des  Bündels,  der  Halb- 
messer ist  die  Länge  einer  von  diesem  Punkte  an  eine  Kugel  des 
Bündels  gelegten  Tangente. 

15.  Um  die  Kugel  K  eines  Bündels  zu  construiren,  die  durch 
zwei  gegebene  Punkte  ^  und -5  geht,  lege  man  durchs  eine  Hülfekugel /T, 
welche  eine  Kugel  Ä"'  des  Bündels  schneidet,  und  suche  den  Punkt  C  auf,  in 
welchem  die  Ebene  dieses  Schnittkreises  die  Chordalachse  des  Bündels  trifit 

Verbindet  man  nun  C  mit  A^  so  ist  der  Punkt  D,  in  welchem  CA  die 
Hülfskugel  zum  zweiten  Male  schneidet,  ein  Punkt  der  gesuchten  Kugel.  Denn 
C  hat  gleiche  Potenz  für  Ä"'  und  H  und  gleiche  für  Ä"'  und  Ä",  folglich  auch 
gleiche  für  K  und  H\  folglich  treffen  K  und  H  den  Strahl  CA^  mit  dem  sie  den 
Punkt  A  gemein  haben,  noch  in  einem  zweiten  gemeinsamen  Punkte  Z>. 

Die  Gerade,  die  durch  das  Centrum  des  durch  A^  B  und  D  gehenden 
Kreises  normal  zur  Ebene  AB D  gelegt  wird,  trifft  die  Centralebene  des  Bündels 
im  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kugel.*) 

16.  Um  die  Kugel  K  eines  Bündels  zu  erhalten,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  A  geht  und  eine  gegebene  Ebene  E  berührt,  be- 
stimme man  zu  A  nach  der  vorigen  Methode  noch  einen  Punkt  B  der  Kugel  K^ 
und  schneide  die  Centralebene  F  des  Bündels  durch  die  Ebene,  welche  AB 
normal  halbirt;  die  Schnittlinie  a  ist  dann  der  Ort  der  Centra  aller  Bündelkugeln, 
die  durch  A  (und  B)  gehen. 

Die  Kugeln,  deren  Centra  auf  a  liegen  und  welche  die  Ebene  E  berühren, 
haben  ihre  Berührungspunkte  auf  der  Normalprojection  a'  der  Geraden  a  auf 
die  Ebene  E, 

Construirt  man  nun  in  E  den  Kreis  k  der  Punkte,  in  denen  E  von  Kugeln 
des  Bündels  berührt  wird,  so  sind  die  Punkte  C  und  D\  in  welchen  a'  und  k 
sich  schneiden,  die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Kugeln,  und  die  Centren 
sind  die  Punkte  C  und  D^  in  welchen  die  Centralebene  T  von  den  durch  C 
und  D^  gelegten  Normalen  zu  E  getroffen  wird. 


*)  Die  Ausführung  dieser  und  der  folgenden  Constnictionen  Über  Kugelbündel  Dach  den 
Methoden  der  descriptiven  Geometrie  kann  dem  Leser  als  nützliche  Uebung  empfohlen  werden; 
man  wird  dabei  mit  einer  Projectionsebenc  arbeiten  und  hierzu  am  besten  die  Centralebene 
des  Bündels  wählen. 

/ 
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17.  Die  Kugeln,  welche  zwei  sich  schneidende  Ebenen  E  und  F  berühren, 
haben  ihre  Mittelpunkte  auf  den  Ebenen,  welche  die  vier  von  E  und  F  einge- 
schlossenen Flächenwinkel  halbiren.  Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  eines 
Bündels,  welche  die  zwei  Ebenen  E  und  F  berühren,  liegen  also  auf 
den  Geraden  ß  und  7,  in  denen  die  Centralebene  des  Bündels  von  den  beiden 
Halbirungsebenen  geschnitten  wird.  Die  Construction  der  Centren  der  gesuchten 
Kugeln  erfolgt  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe,  wenn  man  a  der  Reihe  nach  durch 
ß  und  Y  ersetzt.  Es  giebt  also  vier  Kugeln  eines  Bündels,  die  zwei 
gegebene  Ebenen  berühren. 

18.  Um  über  die  Mittelpunkte  der  Kugeln  eines  Bündels  Auskunft  zu 
erhalten,  die  eine  gegebene  Gerade  G  berühren,  wählen  wir  die  Centralebene  zur 
JfK-Ebene  des  Coordinatensystems,  legen  den  Anfangspunkt  in  die  Spur  der 
Geraden  G  und  die  -Y-Achse  in  die  Projection  von  G  auf  die  A'F-Ebene. 

Ein  Punkt  P  der  -YF-Ebene  ist  dann  Centrum  einer  die  Gerade  G  berühren- 
den Kugel  des  Bündels,  wenn  der  Abstand  d  des  Punktes  P  von  der  Geraden  G 
gleich  dem  Radius  der  Bündelkugel  ist,  die  P  zum  Centrum  hat,  das  ist  also 
gleich  der  von  P  an  eine  Orthogonalkugel  gelegten  Tangente;  also  wenn  das 
Quadrat  des  Abstandes  d  gleich  der  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine 
Orthogonalkugel  gleich  ist 

Ist  die  Gleichung  einer  Orthogonalkugel 

Ä  a  x^'-^-y^  -h5»  —  2ajc—  2ß;^  —  272:  -h  5  =  0, 
so  ist  die  Potenz  von  P  der  Werth,  welchen  Ä  annimmt,  wenn  man  die  Coor- 
dinaten  von  P  (d.  i.  x^  y,  0)  einsetzt,  also  gleich 

x^  -+-y  —  2ajc~2ß;^-l-  a  =  0. 
Die  Projection  von  P  auf  die  -Y-Achse  sei  Q,  Der  Abstand  d  ist  die  Hypo- 
tenuse eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  von  dem  die  eine  Kathete  PQ,  die  andere 
der  Abstand  des  Punktes  Q  von  der  Geraden  G  ist.  Ist  nun  9  der  Winkel,  den 
G  mit  der  -YF-Ebene  bildet,  so  ist  die  Entfernung  des  Punktes  Q  von  G  gleich 
OQ  '  sinfp]  daher  hat  man 

d^  =a  PQ^  -h  OQ^'Sin^i^  =>'»-+-  x^sin^ff. 
Dies  soll  der  Potenz  von  P  für  die  Orthogonalkugel  gleich  sein;  daher  hat 
man  für  die  Coordinaten  von  P  die  Gleichung 

x^  ^y^  —  2ax  —  2ß;^  -h  §  =  x^sin^ff  -h^ . 
Hieraus  folgt 

x^cos^fp  —  2ax  —  2^y  4-5  =  0. 
Hierfür  kann  man  schreiben 

Dies  ergiebt:  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln  eines  Bündels, 
die  eine  gegebene  Gerade  berühren,  ist  eine  Parabel;  die  Achse  der- 
selben ist  normal  zu  der  Geraden,  die  Coordinaten  des  Scheitels 
und  der  Parameter  sind  der  Reihe  nach 

g  8cos^^  —  a*  ß 

costf'  2 ß  cos^ 9     '         cos^  9  * 

Es  giebt  daher  vier  Kugeln  eines  Bündels,  die  zwei  gegebene 
Gerade  berühren;  ihre  Centra  erhält  man  als  die  Schnittpunkte 
zweier  Parabeln. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Centra  aller  Kugeln  eines  Bündels, 
die  eine  gegebene  Ebene  E  berühren,  auf  einer  Ellipse  liegen,  nämlich  auf  der 


cos 
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Ellipse,  deren  Normalprojection  auf  E  der  Kreis  ist,  der  die  Berührungspunkte 
aller  die  Ebene  E  berührenden  Kugeln  des  Bündels  enthält  Es  giebt  mithin 
vier  Kugeln  eines  Bündels,  die  eine  gegebene  Gerade  und  eine  ge- 
gegebene Ebene  berühren;  ihre  Centra  erhält  man  als  die  Schnitt- 
punkte einer  Parabel  und  einer  Ellipse. 

19.    Die  Chordalebene  L  einer  beliebigen  Kugel  jt  und  der  Kugel  des  Bündels 

K  =  \K^  -h  XjATj  -+-  XjA',  =  0 
hat  die  Gleichung    Z  ^  Ä  —  AT  =  0. 

Setzt  man  (Xi-i-Xj-i-Xg)^  statt  Ä,  und  flir  AT  den  obigen  Werth,  so  erhält  man 

Nun  sind  Z^  =Ä  — A'i  =0,  Z,  ^Ä  — AT,  =0,  Z,  —  Ä  — JT,  =0 
die  Gleichungen  der  Chordalebenen  der  Kugel  £  und  der  Kugeln  ATj,  K^^  K^ 
Diese  drei  Chordalebenen  gehen  mit  den  drei  Chordalebenen  der  KugelpaAre 
K^K^f  K^K^t  K^Kn^  durch  einen  Punkt  (No.  4),  schneiden  sich  daher  auf  der 
Chordalachse  des  Bündels.  Wir  erhalten  hieraus:  Die  Chordalebenen,  die 
eine  Kugel  &  mit  den  Kugeln  eines  Bündels  bestimmt,  gehen  darch 
einen  Punkt  A^  der  auf  der  Chordalachse  des  Bündels  liegt;  dieser 
Punkt  hat  gleiche  Potenz  für  alle  Kugeln  des  Bündels  und  für  die 
Kugel  Ä. 

Legen  wir  durch  A  Tangenten  an  j^,  so  berühren  diese  jt  entlang  eines 
Kreises,  dessen  Ebene  normal  auf  der  Geraden  steht,  die  A  mit  dem  Centrum 
von  Ä  verbindet.  Sind  B  und  C  zwei  Punkte  dieses  Kreises,,  also  AB  ^=  AC, 
und  construirt  man  die  durch  B  und  C  gehende  Kugel  K  des  Bündels,  so  berührt 
dieselbe  AB  in  B  und  AC  in  C;  denn  die  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf 
die  Kugel  K  ist  gleich  dem  Quadrat  von  AB  oder  AC.  Die  Kugeln  K  und  St 
haben  folglich  den  Kreis  gemein,  der  AB  in  B  und  ^C  in  C  berührt  Rückt 
nun  C  immer  näher  an  B,  so  wird  dieser  Kreis  immer  kleiner  und  zieht  sich  zu 
einem  Punkte  zusammen,  wenn  C  mit  B  zusammenfallt.  Wir  schliessen  hieraus: 
Die  Kugeln  eines  Bündels,  die  eine  gegebene  Kugel  St  berühren, 
haben  ihre  Berührungspunkte  auf  einem  Kreise  k]  entlang  dieses 
Kreises  wird  die  Kugel  S(  von  den  Tangenten  berührt,  die  durch  den 
Punkt  der  Chordalachse  des  Bündels  gehen,  der  gleiche  Potenz  für 
Ä  und  die  Kugeln  des  Bündels  hat. 

Die  Geraden,  welche  das  Centrum  Q  der  Kugel  Ä  mit  den  Punkten  des 
Kreises  k  verbinden,  sind  die  Mantel linien  eines  Rotationskegels.  Wie  wir  in 
der  descriptiven  Geometrie  bereits  erfahren  haben,  ist  der  Schnitt  einer  Ebene 
mit  einem  Rotationskegel  eine  Curve  zweiten  Grades.  Die  Mittelpunkte  der 
Kugeln  eines  Bündels,  die  eine  gegebene  Kugel  berühren,  liegen 
also  auf  einer  Curve  zweiten  Grades. 

Hiermit  sind  die  Aufgaben  im  Prinzip  gelöst:  Die  Kugeln  eines  Bündels 
zu  finden,  die  zwei  Kugeln,  oder  eine  Kugel  und  eine  Gerade  be- 
rühren; es  giebt  vier  Lösungen  zu  jeder  dieser  drei  Aufgaben,  und  die  Mittel- 
punkte der  vier  Kugeln  werden  als  die  Schnitti)unkte  zweier  Kegelschnitte  erhalten. 

§  5.    Tangentenebene  und  Tangentialpunkt   an  Flächen  zweiten  Grades. 

Cylinder,  Kegel  und  Grenzfläche  zweiten  Grrades. 

1.  Die  allgemeine  Form  einer  Gleichung  zweiten  Grades  inPunktcoordinaten  ist 
1.  /=  Ax^  -h  2Bxy  -h2Cxz-h  Dy^  -h  "lEyz  4-  Fz'^  -h  2C;.x:-h2/^-h2/jr-HA'=  0. 
Die  Schnittpunkte  der  Fläche  /  =  jO  und  der  Ebene 
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2.  T  1^  ux  -h  vy  -^  WZ  —  l  =  0 

genügen  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  Berechnet  man  aus  2.  die  Coordi- 
nate  j?  =  (1  —  ux  —  vy) :  w  und  setzt  diesen  Werth  in  1.  ein,  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  durch  welche  die  Coordinaten  x  und  y  der  Schnittcurve  mit  einander 
verbimden  sind,  also  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  der  Schnitt- 
curve; dieselbe  ist  vom  zweiten  Grade.  Eliminirt  man  in  gleicher  Weise 
aus  1.  und  2.  der  Reihe  nach  y  und  x,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der 
Verticalprojection  und  der  seitlichen  Projection  der  Schnittcurve;  diese  sind 
ebenfalls  vom  zweiten  Grade. 

Um  mm  über  die  Natur  der  Schnittcurve  selbst  urtheilen  zu  können,  wählen 
wir  auf  der  Horizontalspur  der  Ebene  T  einen  Punkt  O'  zum  Anfangspunkte 
eines  auffliegenden  ebenen  Coordinatensystems;  die  Abscissenachse  O'E  legen 
wir  auf  die  Horizontalspur;  OY  sei  die  Ordinatenachse,  O'X'  ihre  Horizontal- 
projection. Die  Geraden  O'E  und  O'Y'  bilden  ein  in  der  Ebene  A'd^F  liegendes 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem;  transformiren  wir  die  Gleichung  der  Horizontal- 
projection der  Schnittcurve  auf  dieses  System,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  den  auf  dieses  System  bezüglichen  Coordinaten 

3.  aV  -h  2^5V  -+-  ^V*  -+-  2ö?5  H-  2<?V  -+-/  =  0. 

Ein  Punkt  P  der  Schnittcurve  und  sein  Grundriss  P  haben  dieselbe  Ab- 
scisse  6,  und  zwischen  der  Ordinate  y)  des  Punktes  P  und  der  Ordinate  tj'  seiner 
Projection  besteht  die  Gleichung  y)'  =»  r^cosi..  Wir  erhalten  also  die  Gleichung 
der  Schnittcurve  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  2Y,  wenn  wir  in  3.  rj' 
durch  y\cosri  ersetzen;  die  resultirende  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade.  Dies 
zeigt:  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Ebene  in  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten. 

2.  Um  über  die  Schnittpunkte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  /  =  0  und  einer 
Geraden  Auskunft  zu  erhalten,  können  wir  folgenden  Weg  einschlagen: 

Ziehen  wir  durch  einen  Punkt  P^   eine  Gerade,  die  mit  den  Achsen  die 
Winkel  a,  ß,  7  bildet,  so  hat  ein  Punkt  P  dieser  Geraden,   der  von  jPq  um  die 
Strecke  P^P  -=  r  entfernt  ist,  die  Coordinaten 
2.  jr  =  ^Q  H-  rcosdf      y  =z  y^  -^  r  cos^ ,      z  ^=  Zq  -^  rcos^, 

Soll  P  zwi  f  liegen,  so  müssen  diese  Coordinaten  der  Gleichung /=  0  ge- 
nügen; hieraus  folgt  für  r  die  quadratische  Gleichung 
A(xQ-h  r  cosay  -h  2B(xq-^  r  cosa)  (Jq-^-  r  cos^)  -H  2  C{xq  -h  r  cosa)  (Zq  -H  r  cvs-^) 

-+-  £>(yo -^  r  cos^)^  -h  2£(yQ -h  rc(?s'^){zQ -^  rcos^)  -h  F{zQ-^rc0sty 

-+-  2G(xq  -^rcosa)  -h  2B(yQ  -hrcos^)  -h  2/{zq  -^  r  cos-j)  -|-  AT  =  0, 
oder,  nach  Potenzen  von  r  geordnet: 

/o  -4-  2  {/xq' cos  OL  -^ /yo' cos^  -^/zo'cosi)r  4-  {Acos^ol  4-  2BcosaiCOs^ 
-h  ^Ccosacos-i  +  £>cos^^  -h  2£cos^cost  -h  Fcos^i)r^  =  0. 

Wenn  man  abkürzungsweise  setzt 

f^'  ^  Ax  ^  By  -Jf  Cz  -^^  G, 

4.  fy'  ^  Bx  -ir  Dy  '\'  Ez  '\-  H, 

/,'  ^  Cx  -^  Ey  '\-  Fz  -^  J , 

und  durch  angehängte  Nullen,  f^,  /^o',  fy^\  /zq,  bezeichnet,  dass  in  der  be- 
treffenden Function  statt  x,  y^  z  die  speziellen  Werthe  x^^  y^^  Zq  gesetzt  werden 
sollen. 

Aus  3.  folgt  zunächst:  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer 
Geraden  in  zwei  (realen  oder  imaginären)  Punkten  getroffen. 

3.  Nehmen  wir  an,  dass  Pq  auf  der  Fläche  liegt,  so  ist  /^  «  0;  die  qua- 
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dratische  Gleichung  für  r  hat  jetzt  die  Wurzel  r  =  0,  welche  dem  Punkte  P^ 
entspricht;  der  zweite  Schnittpunkt  der  durch  P^  gehenden  Geraden  G  und  der 
Fläche  bestimmt  sich  aus  der  linearen  Gleichung 

-t-  2CcosaiCos^  H-  Dcos^'^  4-  'iEcos^cos'i  -f-  Fcos^^r  =  0. 
Wir  fragen  nun  nach  den  durch  P^  gehenden  Geraden,  die  die  Fläche 
berühren,  d.  i.  deren  beide  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  in  den  Punkt  P^ 
fallen.  Ist  G  Tangente  der  Fläche,  so  muss  auch  der  aus  1.  sich  ergebende 
Werth  von  r  gleich  Null  sein;  die  nothwendige  Bedingung  hierfür  ist,  dass  das 
von  r  freie  Glied  der  Gleichung  1.  verschwindet,  also  dass 

2.  fjcQ    C0S1    -¥  fy^'  COS"^    -^  fzQ    C051   =   0. 

Ausser  dieser  Gleichung  besteht  noch  zwischen  cosa,  cos^^  cos-^  die  Gleichung: 

3.  cos^a  -h  cos^^  -+-  cos^i  =  1  . 

Durch  die  Gleichungen  2.  und  3.  sind  cosa^  cos'^,  cos^  noch  nicht  bestimmt; 
man  kann  einen  Werth,  z.  B.  cos-^  beliebig  annehmen  und  dann  die  zugehörigen 
Werthe  von  cosa  und  cos^  aus  2.  und  3.  ableiten.  Durch  einen  Punkt  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  lassen  sich  also  unendlich  viele  Tangenten 
an  die  Fläche  legen. 

Denkt  man  sich  7  stetig  geändert,  so  ändern  sich  auch  a  und  ß  und  damit 
die  Lage  der  zugehörigen  Tangente  stetig;  die  Tangente  beschreibt  daher  eine 
bestimmte  Fläche.  Um  die  Gleichung  dieser  Fläche  zu  erhalten,  haben  wir  die 
Winkel  a,  ß,  7  aus  der  Gleichung  1.  zu  entfernen  und  dafür  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  einer  Tangente  einzuführen.  Nun  ist,  wenn  p  den  Abstand  PqP 
bezeichnet: 

cosa  =  -,       cos^  =  ^,       cos-^  =  . 

9  9  9 

Setzt  man  diese  Werthe  in  2.  ein  und  unterdrückt  dann  den  gemeinsamen 
Divisor  p^,  so  erhält  man  die  Gleichung 

4.  Ao'  (^  —  ^0)  -^  /^o'  (y  —yo)  -+■  Ao  (z  —  Zq)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  linear  für  x^  y^  z\  wir  schliessen  daher:  Die  Tangen- 
ten, welche  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  gegebenen  Punkte 
derselben  berühren,  liegen  auf  einer  Ebene. 

Diese  Ebene  heisst  die  Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte  P^, 
Löst  man  die  Klammern  in  4.  auf,  so  ergiebt  sich 

Aus  den  Formeln  No.  2,  4  schliesst  man  sofort 

6.  Ao'-'^o  +/^'o'->'o  -+-/xo'-^o  ^/o  — (^-^0  -^  Hy^  -^-Jz^^K). 
Da  nun  f^  =  0,  so  erhält  man 

Ao'  •  ^  -»-  Lo  -y  -+-  /.o'  •  ^  =  —  (<^-^o  -H  ^yo  -^/^o  -^  ^\ 

man  hat  daher  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

7.  r^Ao'-^  +/^o'-JK    "r  fz^'  'Z  -h  Gx^  -h  Hy^  ^  Jz^  -h  AT  =  0 . 

4.  Die  Gleichung  der  Tangentenebene  ist  nur  dann  unbestimmt,  wenn 
sämmtliche  Coefficienten  verschwinden,  wenn  also 

Ao'  =  Ax^  -+-  ^jKo  H-  C^o  -»-  ^  =  0, 
/^o'  ^  Bx^  ^  Dy^  +  Ezq  ^  H  =  0, 
/.o'  ^  Cx^  +  Ey^  H-  /r^^  H-  /  =  0, 

Gx^  -h  /O'o  -^  Ao  -<-  ^  =  0  • 
Der  Verein  dieser  vier  linearen  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden 

ihrer  Determinante  bedingt 
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2. 


A 

B 

C 

G 

B 

D 

E 

H 

C 

E 

F 

J 

G 

H 

J 

K 

=  0. 


Diese  Determinante  ist  symmetrisch,  d.  h.  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
die  Colonnen  mit  den  Zeilen  vertauscht. 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  unter  der  Voraussetzung  A  =  0  die  vier  Ebenen 

nur  dann  einen  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkt  haben,  wenn  die 
drei  Ebenen  fx  =0,  /^'  =  0,  /,'  =  0  nicht  mehr  als  einen  Punkt  gemein  haben. 
Denn  sind  zwei*  der  Ebenen  identisch,  so  sind  zwei  von  den  ersten  drei 
Zeilen  und  die  entsprechenden  Colonnen  in  A  proportional.  Der  gemeinsame 
Punkt  F^  der  vier  Ebenen  bestimmt  sich  aus  einer  der  beiden  zusammenfallenden 
Ebenen  und  den  beiden  andern ;  die  Determinante  dieser  drei  linearen  Gleichungen, 
welche  der  gemeinsame  Nenner  der  Lösungen  ist,  hat  alsdann  zwei  proportionale 
Colonnen,  verschwindet  also  identisch,  /q  ist  also  unendlich  fem  oder  unbestimmt. 
Ist  z.  B.  fx'  ^fy\  so  ist  B  =  mA,  D  =  mß,  E  =  mC,  H^  mG,  und 
^0»  y^t  ^0  ergeben  sich  aus 

Ax^  -f-  mAy^  -4-  Cz^  =  —  6^, 

Cx^  -I-  mCy^  ^  Fz^  ^  --  /, 

Gx^  4-  mGy^  -H  Jz^  =  —  AT. 

Enthalten  femer  die  Ebenen  /,'  =  0,  fy  =^0,  /z  =  0  eine  Gerade,  ohne 

dass   zwei  derselben  identisch  sind,    so   besteht  für  zwei  Zahlen  m  und  n  die 

Identität 

//  —  m/x'  -h  n/;. 
Hieraus  folgt  C=  mA  -^  nß,  E^mß-^  n£>,  F=  mC-^  nE,  /=  mG  -h  nlf. 
Der  Punkt  Fq  bestimmt  sich  aus  /r'  =  0,  /^^  =  0  und  Gx  -^  Hy  -h  /z  -^^  K  ^  0, 
d.  i.  aus 

Axq 
ßx^ 
Gxq 
Die  Determinante 


^yo 

+  {jnA  +  nB)z^ 

G, 

Dy, 

H-  (mB  -hnD)zo 

^  -  H. 

Hy^ 

■+■  (mG  +  nH)z^ 

—  —  K. 

A 

B    (mA-hnB) 

B 

D    \mB  -H  «2?) 

G 

H    ImG+nH) 

verschwindet  identisch;  folglich  sind  die  Lösungen  des  Systems  unendlich  gross 
oder  unbestimmt. 

Umgekehrt  ist  einleuchtend,  dass  wenn  die  drei  Ebenen  fx  =0,  fy^=  0, 
/i'  «BS  0  nicht  mehr  als  einen  Punkt  gemein  haben,  dies  der  einzige  dem 
Systeme  1.  genügende  Punkt  ist. 

Wenn  daher  ein  einziger  im  Endlichen  liegender  Punkt  das  System  1.  erfüllt, 
so  kann  derselbe  aus  den  drei  Gleichungen  gefunden  werden 


3. 


und  es  ist 


Ax^ 
ßx^ 
Cxt 


A, 


^yo 

-f-  c*,  = 

=  -G, 

Dy^ 

-1-  ^«0  =  —  H, 

£y. 

+  ^«0 /. 

A 

B      C 

B 

D      E 

^0. 

C 

E      F 
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5.  Wenn  Aj  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  Pq  weder  unbestimmt  noch 
unendlich  fem.  Bezogen  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Nullpunkt  mit  dem 
Doppelpunkte  zusammenfallt,  müssen  die  Coefficienten  der  Flächengleichung 
solche  Werthe  haben,  dass  die  Gleichungen  No.  4,  1  durch  ^  =  ^  =  «  =  0 
erfüllt  werden;  hieraus  folgt 

Die  Flächengleichung  lautet  daher  jetzt 

1.  Ax^  -+-  IBxy  -h  ICxy  -h  Dy^  4-  ^Eyz  4-  Fz^  =  0. 

Sind  x^,  y^f  z^  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche,  und  r^  sein  Ab- 
stand vom  Anfangspunkte,  so  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  die  r^  mit  den  Coor- 
dinatenachsen  bildet 

cosa  =  — ^ ,       cos^  =  — ,       cos'i  =  — ^  . 
^i  ^1  ^1 

Daher  gelten  für  die  Coordinaten  jedes  Punktes  /*  der  Geraden  O/'j  die 
Formeln 

^1  yi  «1 

wenn  r  die  Strecke  OP  bezeichnet.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Flächen- 
gleichung 1.  ein,  so  erhält  man  als  Bedingung  dafür,  dass  P  auf  der  Fläche 
liegt 

r« 

2.  -^  {Ax^^  -h  2Bx^y^  -I-  2Cx^z^  -h  J^y^^  -h  ^Ey^z^  -h  Fzf)  =  0. 

Da  nun  P^  der  Fläche  angehört  so  verschwindet  der  Klammerinhalt;  also 
wird  der  Gleichung  von  jedem  Werthe  von  r  genügt  Wir  sehen  daher:  Jede 
Gerade,  die  ausser  dem  Doppelpunkte  noch  einen  Punkt  mit  der 
Fläche  gemein  hat,  liegt  ganz  auf  der  Fläche. 

Jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Ebene  £  schneidet  die  Fläche  in 
zwei  im  Doppelpunkte  sich  treffenden  Geraden,  die  real  und  von  einander 
verschieden,  oder  real  und  vereint,  oder  imaginär  sein  können.  Jede  Ebene, 
die  den  Doppelpunkt  nicht  enthält,  schneidet  die  Fläche  in  einer  eigentlichen 
Curve  zweiter  Ordnung;  die  Fläche  erscheint  somit  als  die  Bahn  einer 
Geraden,  die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  entlang  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  gleitet.     Die  Fläche  ist  daher  eine  Kegelfläche. 

6.  Wenn  die  vier  Ebenen 

/,.'  =  0,      //  =  0,    //  =  0,       Gx^By^/z^K^O 
einen   unendlich   fernen  Punkt   gemein  haben,  also  derselben  Geraden  parallel 
sind,  so  kann  man  das  Coordinatensystem  so  wählen,  dass  die  Achse  OZ  dieser 
Richtung   parallel  ist.     Die  Gleichungen  No.  4,  1,    bezogen  auf  dieses  System, 
entsprechen  dann  verticalen  Ebenen,  haben  also  die  Form 

mx  -h  «^  -h  /  =  0 . 

Hieraus  folgt 

C=E=P=^/==0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist  daher 
1.  Ax^  -+-  2Bxy  -h  I>y^  -h  2Gx  -+-  IHy  +  A^  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  z  nicht  mehr;  sie  wird  von  jedem  Punkte  erfüllt, 
dessen  Horizontalprojection  ihr  genügt.  Betrachtet  man  1.  als  die  Gleichung 
einer  auf  der  A'y-Ebene  gelegenen  Curve  zweiter  Ordnung  k^  so  ist  die  Fläche 
die  Bahn  einer  Parallelen  zur  Z-Achse,  die  entlang  der  Curve  k  sich  bewegt 

Hierdurch  wird  die  Fläche  als  Cylinder fläche  charakterisirt   Je  nachdem 
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die  Curve  k  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  bezeichnen  wir  die  Fläche 
als  elliptischen,  hyperbolischen  oder  parabolischen  Cylinder.  Zerfällt 
die  Curve  k  in  zwei  ungleiche  lineare  Faktoren,  oder  ist  sie  die  zweite  Potenz 
eines  linearen  Faktors,  so  artet  der  Cylinder  in  zwei  getrennte  oder  zusammen- 
fallende Ebenen  aus.  Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  quadratische 
Gleichung /  =  0  einen  eigentlichen  oder  ausartenden  Cylinder  dar- 
stellt, sind  also  (No.  4  und  5) 

A  =  0    und    AjL  =  0. 

7.  Sind  T^  =0,  T^  ^  0,  T^  =  a^T^  -h  a^T^  =  0,  und  T^  =  0, 
T^'  =  0,  7*3'  =i  ^jTi'  -h  b^T^'  =  0  die  Gleichungen  von  drei  Paar  ent- 
sprechenden  Ebenen  zweier  projectiven  Büschel,  so  werden  die  Gleichungen  je 
zweier  entsprechenden  Ebenen  in  der  Form  erhalten  (§  3,  30) 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  entsprechende  Ebenen  schneiden,  erfüllen  die 
Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  Xj  und  Xj  aus  7^=0  und  7^  =?  0 
entsteht, 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade. 

Wenn  die  Träger  der  beiden  Büschel  auf  einer  Ebene  Tq  liegen,  und  diese 
Ebene  in  beiden  Büscheln  sich  selbst  entspricht,  so  bezeichnen  wir  die  Büschel 
als  perspectiv.  Man  kann  dann  Tq  an  die  Stelle  von  7\  und  T^  in  1.  treten 
lassen  und  erhält 


1. 


=  0. 


To 


öj      «2^2 


=  0; 


die  Fläche  zweiter  Ordnung  zerfällt  in  die  beiden  Ebenen  7'^^  =  0  und 
aj3j7'j'  —  <»8^i7'j  =  0.  Zwei  perspective  Ebenenbüschel  erzeugen 
zwei  Ebenen,  deren  eine  die  selbstentsprechende  Ebene  ist. 

Wenn  die  Träger  der  beiden  Büschel  auf  einer  Ebene  liegen,  ohne  perspectiv 
zu  sein,  so  lässt  sich  aus  1.  ein  linearer  Faktor  nicht  absondern,  die  Gleichung 
gehört  also  zu  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter  Ordnung.  Schneiden  sich  die 
Träger  in  einem  Punkte  2,  so  gehen  die  Schnittlinien  je  zweier  entsprechenden 
Ebenen  durch  2  und  jeder  auf  der  Fläche  liegende  Punkt  bestimmt  mit  2  eine 
Gerade,  die  ganz  auf  der  Fläche  Hegt;  die  Fläche  ist  daher  eine  Kegelfläche. 
Zwei  projective  Ebenenbüschel,  deren  Träger  sich  schneiden, 
erzeugen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  den  Schnittpunkt  der 
Träger  zur  Spitze  hat.  Sind  die  Träger  zweier  projectiven  Büschel  parallel, 
so  sind  auch  die  Schnittlinien  je  zweier  entsprechenden  Ebenen  parallel,  und  die 
von  ihnen  beschriebene  Fläche  ist  mithin  ein  Cylinder.  ^ 

8.  Eine  Kegelfläche,  sowie  eine  Cylinderfläche  II.  O.  sind  durch 
fünf  Mantellinien  (d.  i.  auf  der  Fläche  enthaltene  Gerade)  bestimmt.  Um 
die  Flächen  zu  construiren,  durchschneide  man  die  Mantellinien  durch  eine 
Ebene,  welche  keine  von  ihnen  enthält.  Diese  Ebene  trifft  die  Mantellinien  in 
fünf  Punkten  und  die  gesuchte  Fläche  in  einer  Curve  IL  O.,  die  durch  die  fünf 
Punkte  geht,  und  mithin  construirt  werden  kann.  Legt  man  nun  durch  die 
Punkte  dieses  Kegelschnitts  Gerade,  die  durch  den  gemeinsamen  endlich  oder 
unendlich  fernen  Punkt  der  Mantellinien  gehen,  so  liegen  diese  ganz  in  der  Fläche. 

Es  ist  ersichtlich,  wie  man  eine  Reihe  von  auf  Kegelschnitte  bezüglichen 
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Sätzen   und  Constructionen    zu    entsprechenden  Sätzen   und  Constnictionen   für 
Kegel  und  Cylinder  ü.  O.  umarbeiten  kann. 

9.    Für  die  Gleichung  einer  Cylinderfläche  IL  O. 

/  s  Ax^  4-  ^Bxy  -h  Dy"^  -h  IGx  -h  "IHy  4-  AT  =  0 
sind  die  abgeleiteten  Functionen 

/,'  ^  Ax  -^  By  ^  G,      /;  ^  Bx  -^  Dy  -¥  H,      /,'  —  0. 
Daher   ist   die    Gleichung    der   Tangentenebene   eines    Punktes   x^,  y^^  z^ 
dieser  Fläche  (No.  3): 

{Ax^  4-  By^  -h  G)x  -h  {Bx^  -+-  Dy^  -f-  H)y  -h  Gx^  -h  Hy^  4-  iT  =  0. 
Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,    welche  parallel  zu  den  Mantellinien 
des  Cylinders  ist  und  die  Gerade  enthält,  die  die  Horizontalspur  (den  Normal- 
schnitt)  des  Cylinders  in  der  Horizontalprojection  des  Punktes  P  berührt. 

Die  Gleichung  der  Horizontalspur  des  Cylinders  in  Liniencoordinaten  ist 
bekanntlich 

G        u 

H       V 

K  —1 

—  1         0 

Die  Ebenen,  deren  Coordinaten  u,  v  dieser  Gleichung  genügen,  und  die 
parallel  der  Z-Achse  sind,  deren  Coordinate  w  also  gleich  Null  ist,  sind  Tan- 
gentenebenen des  Cylinders.  In  Liniencoordinaten  wird  daher  der 
Cylinder  durch  zwei  Gleichungen 

9  ^  a«*  -h  2?»Z'  4-  7Z/^  4-  28«  4-  2et^  4-  x  =  0,     und    w  =  0 
dargestellt.    Wir  werden  noch  wiederholt  der  Thatsache  begegnen,  dass  einem 
Gebilde  im  Räume  eine  Gleichung  in  Punktcoordinaten  und  zwei  Gleichungen 
in  Ebenencoordinaten ,    oder  umgekehrt  eine  Gleichung  in  Ebenencoordinaten 
und  zwei  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  zugehören. 
10.    Für  die  Gleichung  der  Kegelfläche 

/  =  Ax^  4-  IBxy  4-  ^Cxz  4-  Dy^  4-  lEyz  4-  i^«*  =  0 
hat  man 

fj  ^  Ax^  By^Cz,      /;  ^  Bx^  Dy-^  Ez,      /,'  ^  Cx -¥  Ey  -^  Fz , 
und  erhält  hieraus  die  Identität 

fJ'X  -¥  fy  ^y  -¥  fz  ^z  ^f, 
Ist  daher  P^  ein  Punkt  der  Kegelfläche,  so  ist  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene in  diesem  Punkte 

Jede  Tangentenebene  eines  Kegels  IL  O.  geht  durch  die  Spitze, 
und  berührt  den  Kegel  entlang  einer  Mantellinie.  Die  Tangentenebenen 
eines  Kegels  sind  daher  diejenigen  durch  die  Kegelspitze  gehenden  Ebenen, 
deren  Horizontalspuren  die  Horizontalspur  des  Kegels  berühren.     Ist 

(p  SE  aw»  4-  2ß«r^  4-  tv^  4-  2$z^  4-  2ew  4-  x  =  0 
die  Gleichung  der  Horizontalspur  eines  Kegels  in  Liniencoordinaten,  und 

2  ^  a^u  4-  ^iV  4-  tiW  4-  §1  =  0 
die  Gleichung  der  Kegelspitze,  so  wird  der  Kegel  in  Ebenencoordinaten 
durch  den  Verein  von  Gleichungen  dargestellt 

9  =  0    und    2  =  0. 
11.    Für  die  Coordinaten  u,  v,  w  der  Tangentenebene  der  Fläche  IL  O. 
/  =  0  im  Punkte  P^  derselben  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene (No.  3,  7)  die  Gleichungen 
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1.  Axq  -h  By^  -h  Cz^  ^  G  ^  k-u, 

2.  Bxq  -h  Dy^  -+-  Ez^  -^  H  =  k^v, 

3.  Cx^  -h  Ey^  -I-  Fz^  -+-   J  ^  k^w , 

4.  Gx^  4-  Hy^  -+-  /«o  -\'  K  =^  —  k . 

Reducirt  man  diese  Gleichungen  auf  Null,  und  fügt  noch  die  Gleichung  des 
Tangentialpunktes  jPq  hinzu 


5. 


UXt 


^yo 


WZt 


1  =  0, 


6. 


? 


so  kann  man  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Grössen  Xq,  y^,  Zq,  k  eliminireni 
und  erhält  als  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  die  Ebene  »,  v^  w  die  Fläche 
/=  0  berührt, 

A    B     C      G      u 

B    D   E      H     V 

CEF      J      w     =  0. 

G    H  J     AT  — 1 

u  VW  —  1  0 
Umgekehrt  erkennt  man  leicht,  dass  jede  Ebene  7",  deren  Coordinaten  der 
Gleichung  ^  =  0  genügen,  eine  Tangentenebene  der  Fläche  /  =  0  ist.  Denn 
ist  9  =  0,  so  giebt  es  vier  Zahlen,  äTq,  y^^  Zq,  k,  die  den  Gleichungen  1.  bis  5. 
genügen.  Setzt  man  nun  die  Werthe  für  ^«^,  kv^  kw  und  für  ( —  k)  aus  1  .  .  4 
in  die  mit  k  erweiterte  Gleichung  5.  ein,  so  erhält  man 

y^o'  •  ^0  -^  fyo  -yo  -t-  /-o'  •  ^0  -^-  ^^0  -+-  ^yo  4-/«o  ■+-  ^  =  0  • 
Nun  ist,  wie  man  durch  direkte  Multiplication  sieht  (vergl.  auch  No.  3,  6) 

die  linke  Seite  identisch  mit/^,  und  da  dieselbe  verschwindet,  so  sieht  man, 
dass  XQf  y^,  Zq  die  Coordinaten  eines  Punktes  Fq  der  Fläche  /  =  0  sind.  Ver- 
gleicht man  nun  die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Fläche  /  im  Punkte  Fq 
mit  der  Gleichung  der  Ebene  T,  so  sieht  man  aus  den  Gleichungen  1.  bis  4., 
dass  diese  Tangentenebene  mit  T  identisch  ist. 

Die  Gleichungen 
/^Ax^'^2Bxy'{'2CxZ'^Dy^-h2£yz-^Fz^-^2Gx-^2Ily'^2/z-^K^0, 
und 

A     B     C      D      u 

B    D    E      H     V 
f^  ^     C    E    F      J      w 

G    H    T      AT— 1 

u 


=  0 


H  J 

VW  —  1        0 

gehören  daher  zu  derselben  Fläche;/  =  0  ist  die  Bedingungsgleichung,  welche 
die  Coordinaten  der  auf  der  Fläche  gelegenen  Punkte  erfüllen  und  <p  =  0  die 
Gleichung,  der  die  die  Fläche  tangirenden  Ebenen  genügen.  Es  ist  hervor- 
zuheben, dass  die  Gleichung  ^  =  0  vom  zweiten  Grade  in  den  Ebenen- 
coordinaten  ist 


12.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Untersuchungen  über  die  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Ebenencoordinaten,  die  den  bisher  für  die  Gleichung 
in  Punktcoordinaten  durchgeführten  analog  sind.  Die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Ebenencoordinaten  ist 

1.  f^s^au^  -h  Ibuv  -^  2cuw-^äv^ -h2evw  -h/w^ -i-^gu-^^/iv  '\'  2iw-\-  k  =  0. 

Die  Ebenen,  welche  <p  berühren,  und  zugleich  durch  einen  Punkt  F  gehen, 
genügen  ausser  der  Gleichung  cp  =  0  noch  der  Gleichung  des  Punktes  F;  dieselbe  sei 

2.  P«  a«  -h  ßz^  -t-  71«/  -t-  ö  =  0. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  eine  der  Coordinaten,  z.  B.  w 
eliminiren;  man  erhält  aus  2. 

w  =  —  (au  -H  ßz^  -f-  8)  :  7 . 

Setzt  man  dies  in  1.  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  u  und  v,  also 
die  Gleichung,  welche  von  den  Horizontalspuren  der  durch  jP  gehenden  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  9  ^=  0  erfüllt  wird. 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade.  Da  nun  die  Ebenen,  welche  durch 
einen  Punkt  /*  gehen,  und  deren  Horizontalspuren  eine  Curve  zweiten  Grades 
berühren,  die  Tangentenebenen  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  sind  (No.  10),  so 
folgt:  Die  Tangentenebenen  einer  Fläche  zweiter  Klasse  (d.  i.  einer 
Fläche,  deren  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  vom  zweiten  Grade  ist),  die 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  umhüllen  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung.  Diesen  Kegel  bezeichnen  wir  als  den  Tangentenkegel  des 
Punktes  jP  für  die  Fläche  <p. 

13.  Bei  den  weiteren  Untersuchungen  werden  wir  von  folgendem  Satze 
Gebrauch  machen:  Bildet  man  aus  den  Coordinaten  u^,  v^,  w^  und 
u^,  V2t  ^2  zweier  Ebenen  7\  und  T^  mit  Hülfe  zweier  Zahlen  X^  und  X| 
die  Coordinaten  einer  Ebene  T  nach  den  Formeln 

Aj   -7—  Aj  Aj  -T"   Ag  Aj    "T~  A^ 

so  geht  7' durch  die  Schnittlinie  ^1^2»  ^^^  umgekehrt:  die  Coordinaten 
jeder  Ebene  des  Büschels  T'jT'g  können  bei  geeigneter  Wahl  des  Ver- 
hältnisses  Xj  :  Xj    durch   diese  Formeln   gewonnen  werden.     Denn  die 

Gleichung  der  Ebene  T  ist 

ux  -i-  vy  -h  WZ  —  1=0; 
wenn  man  mit  X|  -h  Xj,  multiplicirt,  und  «,  v,  w  aus  1 .  substituirt,  so  erhält  man 
7  ^  (XiWj  -4-  \.^u^x  -h  (X,z/,  -h  X^v.^y  -h  (Xi7£/i  -1-  \.^w^z  —  (Xj  -f-  X,)  ==  0. 
Hieraus  folgt 

wenn     T^  ^  u^x  -^  v^y  -\-  u\z  —  1  ,       T^  ^  u^x  4-  v.2y  -h  w^z  —  1. 

Da  nun  7"^  =  0,  T^  =  0  die  Cileichungen  der  Ebenen  T^  und  7j  sind, 
so  folgt,  dass  T  die  Schnittlinie  von  7\  und  T^  enthält. 

Um  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  hat  man  nur  zu  beachten 
dass  die  Gleichung  jeder  Ebene  des  Büschels  T^  T.^  in  der  Form  erhalten  wird 

T  =  \T^  -h  X^T^  =  0. 

14.  Wir   fragen    nun   nach    den  Ebenen  %   eines  Büschels  7'q7',    die    eine 

Fläche  zweiter  Klasse  <p  ==  0  berühren. 

Die  Coordinaten  von  %  seien 

^  ^  X|//o  4-  X^u        ^  ^  X^Vq  -hX^v         ^  ^  X^Wq  4-  X^w 

Aj  4"  Ag  Aj  4"  Ag  Aj  4~  Aj 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  in  den  drei  Formeln  durch  Xj  dividirt  mid 
Xj  :  Xj  mit  jjl  bezeichnet: 

"=    14-j.  '    ^  =  ^-:nr'    ^=    14-ft   • 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung 
^E5a«2  4_  2duv-+-  2cuw  4-  äv^  4-  2cvw  -h/w^  4-  2^«  4-  2//f^4-  2<W4-^  =  0 
mit  (1  4-  p.)^  und  substituirt  dann 

(1  4-  jjl)  U  =  «0  ■+■  P^^  »       (l-f-  |Jt)  ü  =  «'o  -^-  J*"^ »       (1  4-  jjl)  ti)  =  Wo  -H  |iw , 
so  erhält  man 
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2. 
3. 

erin  ist  gesetzt 

ffj  ms  au  -h  dv  -h  cw  -h  g , 
^^'  ^  ^u  -h  äv  -h  ew  -h  h , 

4. 

ffj  ^  cu  -h  fv  -h/w  -H  i , 

und  ^Q,    fuo't    f  p'o'»    Two'  bedeuten  die  Werthe,  welche  die  Functionen  9,    9«', 
?r',    9w'  flir  die  Coordinaten  der  Ebene  Tq  annehmen. 

Die  Functionen  91^',    ^„*    f^J  genügen  der  Identität 
5.  9»'  •  »  H-  ^t»'  •  t'  -I-  ^w  •  w  -\-  gu  -^  Äv  -^  iw  -h  k  ^  ^, 

Die  Gleichung  1.  ist  zweiten  Grades  für  jjl.  Wir  erfahren  daher:  Durch 
eine  Gerade  gehen  zwei  (reale  oder  imaginäre)  Tangentenebenen  einer 
Fläche  zweiter  Klasse. 

15.  Es  sei  nun  Tq  eine  Tangentenebene  von  9.  Dann  ist  ^^  =  0  und  die 
Gleichung  No.  14,  1  hat  eine  Wurzel  jt  =  0,  welcher  die  Ebene  T'^  zugehört; 
die  andere  Wurzel  ergiebt  sich  aus  der  linearen  Gleichung 

1.     2  (9«o'  •  ^  ■+-  ?t»o'  •  ^  -+-  ?wo'  •  ^  "^  ^^0  ■+"  ^^0  -+"  ^^0  4-  ^)  -h  9  •  ti  =  0. 
Soll  T  so   gelegen   sein,    dass  beide  durch  die  Schnittlinie  TqT  gehende 

Tangentenebenen  der  Fläche  9  mit  T^  zusammenfallen,  so  muss  die  Gleichung  1. 

die  Wurzel  p.  =  0  haben,    es  müssen  die  Coordinaten  der  Ebene  T  also  die 

Gleichung  erfüllen 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Punktes.  Wir  schliessen  daher:  Alle  Geraden 
auf  einer  Tangentenebene  Tq  einer  Fläche  zweiter  Klasse,  durch 
welche  ausser  Iq  noch  eine  mit  Tq  zusammenfallende  Tangenten- 
ebene der  Fläche  geht,  gehen  durch  einen  Punkt 

Dies  ist  der  Punkt,  in  welchem  eine  Tangentenebene  der  Fläche  9  von  den 
unendlich  nahe  benachbarten  getroffen  wird,  mithin  der  Punkt,  in  welchem  9 
von  Tq  berührt  wird.  Die  Gleichung  des  Punktes,  in  welchem  eine 
Tangentenebene  Tq  die  Fläche  zweiter  Klasse  9  =  0  berührt,  ist  daher 

Nach  der  Identität  No.  14,  5  hat  man,  da  <po  =  0 

und  kann  daher  die  Gleichung  des  Punktes  /*  auch  in  der  Form  schreiben 

16.  Der  auf  einer  Tangentenebene  Tq  gelegene  Berührungspunkt  wird  nur 
darm  unbestimmt,  wenn  in  der  Gleichung  jP  =  0  alle  vier  Constanten  zugleich 
verschwinden,  also  wenn  die  Coordinaten  von  Tq  den  vier  Gleichungen  genügen 

<p«o'  ^  ^^0  -+-  ^^0  -+-  ^^0  4-^  =  0, 

?t.o'  =  ^«0   "+-  ^^0  H-  ^«'o  4-  A  =  0, 

Two'  ^  ^*^o    -^  ^^0    -+■  f^o  -+-   /  =  0, 

^«0  4-  /^Vq  4-  /Wo  -h  ^  =  0. 

Die  Bedingimg  für  den  Verein  dieser  vier  für  Uq,  Vq,  Wq  linearen  Gleichungen  ist 

a    b     c    g 

b    d    e    h 

c     e    f    i 

g     h    i    k 
Ebenso,  wie  in  No.  4,  erkennt  man:    Soll 


A' 


=  0. 


das  System  1.  eine  eindeutig  be- 


stimmte Lösung  haben,  so  müssen  die  Gleichungen 

auQ  4-  bvQ  4-  cWq  =  .—  g, 

2.  buQ   4-  dvQ  4-  CWq  =  —  A, 

cUq  4-  cVq   -*r  Jwq  =  —  «, 
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von  einander  unabhängig  und  die  Determinante 

a    b    e 
Ai'  is     b    d    e 

Cef 
von  Null  verschieden  sein.    Die  Coordinaten  von  T^  werden  daher  a\is  S.  be- 
rechnet   Für  jede  auf  Tq  gelegene  Gerade  G  fallen  alsdann  die  durch  G  gehen- 
den beiden  Tangentenebenen  der  Fläche  <p  mit  T^  zusammen;  aus  diesem  Grunde 
wird  Tq  als  Doppelebene  der  Fläche  ^  =  0  bezeichnet 

17.  Die  Coordinaten  der  Doppelebene  erhalten  die  bestimmten  Werthe 
u^  =  2^0  =  ^0  =  0>  ^i^  Doppelebene  ist  also  unendlich  fem,  wenn,  wie  die 
Gleichungen  No.  16,  1.  .  .  4.  lehren 

^  =  ^  =  /  =  >^  =«  0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ^  vereinfacht  sich  in  diesem  Falle  zu 
1.  9  ES  au^  -h  ^buv  -h  2cuw  -h  dv^  -h  2evu  -^  fw^  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  homogen,  d.  h.  sie  enthält  nur  Glieder  zweiten  Grades. 
Wird  der  Gleichung  durch  die  besonderen  Werthe  »  =  »p   v  ^=^  v^^^  w  ^^  W'^ 
genügt,  so  wird  sie  auch  von  den  Werthen  »  =  «  •  »j,    t^  =  «  •  t^i,    w  =  11  •  «r^ 
erfüllt,  wobei  n  unbestimmt  bleibt,  mithin  von  allen  Ebenen,  deren  Coordinat< 
die  Verhältnisse  haben  u\v\w  =  u^  Wy^  iw^.    Diese  Ebenen  sind  der  Eben^- 
7*1    parallel.     Die    Gleichung    1.    wird    also    von   Schaaren    paralleler 
Ebenen  erfüllt    Um  über  die  Anordnung  derselben  eine  deutliche  Vorstellung' 
zu  erhalten,  greifen  wir  aus  jeder  Schaar  eine  Ebene  heraus,  z.  B.  die,  für  welche 
die  Coordinate  w  einen  bestimmten  Werth  Wi   hat;  diese  Ebenen  gehen  durcl». 
den  Punkt  5  der  Z- Achse,  für  welchen  OS  =  l  iw^  ist.    Die  Coordinaten  u,  t^ 
dieser  Ebenen  genügen  der  Gleichung 

au^  -h  2buv  -h  dv^  -h  ^C7u^  »u  -+-  2^«/^  •  z/  -^  fwf  =  0, 
ihre  Horizontalspuren  umhüllen  also  die  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Curve 
zweiten  Grades.     Die  Ebenen  umhüllen  daher  einen  Kegel  IL  O.,  der  die  Spitze 
S  hat     Die  Gleichung 

(p  ^  au^  H-  ^buv  -h  ^cu7v  -h  dv^  -h  ^evw  -h  fw^  =  0 
wird  also  von  den  Schaaren  von  Ebenen  umhüllt,  die  den  Tangenten- 
ebenen des  Kegels  parallel  sind,  der  die  Gleichungen  hat 

w  =i  w^,    au^  -h  ^buv  -H  dv^  -H  2ra/j  •  u  -h  2^0/^  •  v  -h  fw^  =  0 , 
wobei  w^  willkürlich  angenommen  werden  kann. 

18.  Ist  die  Doppelebene  nicht  unendlich  fem,  so  nehmen  wir  sie  zur 
A'K-Ebene  eines  Coordinatensystems.  Alsdann  werden  die  Gleichungen  No.  16, 
1.  .  .  4.  von  unbestimmten  Werthen  von  u^^  und  Vq  und  von  o/q  =  00  erfüllt; 
die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist 

<:  =  /?=/=  /  =  0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ^  wird  daher 
1.  9  ^  au^  -h  ^buv  -h  dv^  -h  ^gu  -H  ^hv  4-  >fc  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  Coordinaten  «,  v\  ihr  genügen  also  alle 
Ebenen,  deren  Horizontalspuren  die  Gleichung  erfüllen 

au^  4-  2buv  4-  dv^  -h  ^gu  4-  2//z/  4-  >??  =  0. 

Hat  eine  Fläche  zweiter  Klasse  eine  im  Endlichen  liegende 
Doppelebene,  so  wird  sie  von  unendlich  vielen  Büscheln  von  Ebenen 
berührt;  die  Träger  aller  dieser  Büschel  von  Berührungsebenen 
liegen  auf  einer  Ebene  und  sind  die  Tangenten  einer  Curve  zweiter 
Klasse.     Eine  solche  Fläche  wird  als  Grenzfläche  II.  Kl.  bezeichnet 
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19.    Ist  ^  =  0  die  Gleichung  einer  Grenzfläche  IL  KL,  so  ist 

9»   ^  au  -h  ^v  '\'  g,      ffv   ^^  bu  -^^  dv  -¥  h,      (p,„  ^  0 . 

Die  Gleichung   des   auf  der  Tangentenebene   T^    dieser  Fläche  gelegenen 
Tangentialpunktes  ersieht  sich  daher  zu  (No.  15) 

^  =^  (^'«o  -+-  ^2^0  -H  ^)  «  -h  (^«0  -^  dv^  -Jf  h)v  ^  gu^  -f-  hv^  H-  ^  =  0. 

In  dieser  Gleichung  fehlt  das  Glied  mit  7v\  wir  schliessen  daher:  Die 
Punkte  einer  Grenzfläche  IL  Kl.  liegen  alle  auf  der  Doppelebene 
und  sind  die  Punkte  eines  Kegelschnitts. 

Die  Grenzfläche  spielt  bei  den  Flächen  zweiter  Klasse  dieselbe  Rolle,  welche 
der  Kegel  bei  Flächen  zweiter  Ordnung  hat.  Dem  Cylinder  als  dem  Kegel  mit 
unendlich  femer  Spitze  entspricht  die  in  No.  17  behandelte  Grenzfläche  mit 
unendlich  femer  Doppelebene. 

20.  Sind  jc,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Ebene  T^ 
die  Fläche  ^  =  0  berührt,  so  muss  die  Gleichung  dieses  Punktes 


?-o' 


4-    ?»0    •  ^    -•-    ?«ro     •  «/    -h  gU^    4- 


hVi 


IW, 


0 


l»s  auf  einen  constanten  Faktor  m  mit  der  Gleichung 

XU  '\-  yv  '\-  zw  —  1  =  0 
übereinstimmen.     Wir  erhalten  hieraus  die  Beziehungen 


au^ 
du. 


dvt 


cuq  -I-  ev^   -»-/«'o  ■+- 


^»0 


hvt 


CWq    -hg   =   M'  X  , 

ewQ  -h  A  =  m-y, 
i  =  m  '  z , 
iWn   -+->&  =  —  m. 


Fügt  man  hierzu  noch  die  selbstverständliche  Gleichung 


a 

b 

c 

b 

d 

e 

c 

e 

f 

g 

h 

• 

i 

X 

y 

z 

xuq  -h  yvQ  -h  zwq  —  1  =  0, 
»bnn  man  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Grössen  Uq,  Vq,  Wq,  m  eliminiren; 
4  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  F  ein  Punkt  der  Fläche 
f  =  0  ist,  erhält  man  die  Gleichung 

h       y 
f  ^     c     e   f        i        jb;=0. 

k  -1 
—  1  0 
Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade.  Jede  Fläche  zweiter  Klasse 
ittt  daher  von  der  zweiten  Ordnung;  früher  (No.  11)  haben  wir  gefunden, 
LiBs  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  von  der  zweiten  Klasse  ist.  Es  ist  daher 
[■dit  nöthig,  die  Bezeichnung  zweiter  Klasse  und  zweiter  Ordnung  getrennt 
l'ötcr  v\  fahren;  man  fasst  beide  unter  der  gemeinsamen  Bezeichnung:  Flächen 
leiten  Grades,  zusammen. 
Eme  Grenzfläche  zweiter  Klasse  kann  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  in 
Koordinaten  dargestellt  werden.  Da  die  Punkte  der  Grenzfläche  einen 
:hnitt  bilden,  so  ist  die  Horizontalprojection  ebenfalls  ein  Kegelschnitt, 
die  Punkte  der  Grenzfläche  sind  daher  die  Punkte  des  Raumes,  welche  der 
chung  dieser  Horizontalprojection  und  ausserdem  der  Gleichung  der  Doppel- 
genügen. Die  Grenzfläche  wird  also  in  Punktcoordinaten  durch 
te  quadratische  Gleichung  z.  B.  zwischen  x  und  >> 

a^x^  -h  "Ib^xy  -h  c^y'^  -h  "id^x  -f-  le^y  4- /j  =  0 
*d  durch  eine  lineare  Gleichung,  die  Gleichung  der  Doppelebene, 

ax  -h  ßj'  H-  75  -h  8  =  0 
'»uktcrisirt 

Bd.  n.  16 


■.  v  - 
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Wir  erinnern  daran,  dass  in  gleicher  Weise  der  Kegel  in  Ebenencoordinaten 
durch  den  Verein  einer  Gleichung  zweiten  Grades  und  einer  linearen  Gleichung, 
der  Gleichung  der  Kegelspitze,  dargestellt  wird. 


21.    Wir  untersuchen  nun  den  Ort  der  Geraden,  die  durch  den  Schnitt- 
punkt zweier  gegebenen  Geraden  gehen  und  für  welche  die  Summe 

der  Winkel,  die 
sie  mit  diesen 
beiden  Geraden 
bilden,  eine  ge- 
gebene Grösse 
2ac  hat. 

Die  beiden  ge- 
gebenen Geraden 
seien  /  und  /j, 
und  ffx  =27. 
Wir  wählen  die 
Ebene  der  beiden 
Geraden  zur  XZ- 
y  Ebene  eines  Coor- 
dinatensystemsy 
ihren  Schnittpunkt 
zum  Nullpunkte, 
und  die  Halbimngs- 
linie  des  VTmkels 
27  zur  Z- Achse»  so 
dass/«  «  «/i  e=7- 

Es  sei  g  eine 
durch  O  gehende 
Gerade,  für  welche   ; 

Die  Gerade  /  '  ; 
mache     mit    den 
(M.  444.)  Achsen  die  Winkel 

?i  "^t   h  ^^  ^^^^  ^^  ^^^  Winkel  der  Geraden  /,  f^  und  g  mit  den  Richtungen 
OX^    OYf    OZ  die  Zusammenstellung  gilt: 


\  \         \    N 


\    \ 

\ 


.V \-,-;^. 


v 


V 

< 


ox, 

OY. 

OZ, 

/: 

90°  -  7. 

90°, 

^> 

U 

90°  +  T. 

90°, 

—  7. 

g  ■ 

T. 

+  . 

X- 

2. 


Aus  §  1,  No.  6  erhält  man 

cosgf  =  sin-xcos^  -f-  cos^cosyt       cosgf^  =  —  sin^cosf^  ^  cos'\cos^ 

Aus  1.  folgt 

cosgf  *  cosgf  ^  —  s^^gf'Si^gfi  =  cos^fif  daher 
}/(l  —  cos^gf){\  —  cos^gf^)  =  cosgf'  cosgf ^  —  cos^d,  woraus  folgt 

1    —   COS^gf  —   COS^gf^    =    COS^20L    —    ^COSg f '  cosgf ^  'COS20L, 

3.  cos^gf  4-  cos^gfy^  —  2cos2fi' cosgf '  cosgf ^  —  ««^2a  =  0. 

In  diese  Gleichung  führen  wir  nun  die  Werthe  2.  ein;  wir  erhalten 
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5.  cosgf  -  cosgf<^  =  cos^ -^ cos^  yi^  —  sin^^  '  cos^^  . 
Durch  diese  Werthe  erhält  man  aus  3. 

2sin^^co5^(^  -H  ^cos^^cos^^y  —  2r^x2a  {cos^^cos^y^  —  sm^ '( cos^ (f)  —  sm^2a  =  0. 

Hieraus  folgt  weiter 

2x/»*Y  (1  -h  cos^a)  cos^^  -h  2cos^t  (1  —  cosld)  cos^y  —  sin^2oL  =  0, 
oder  einfacher 

6.  sin^ '{  cos^ a  cos^  (p  -h  cos^  ^  sin^  ol  cos^ y  —  sin^acos^oL  =  0. 

Statt  der  Winkel  9  und  7  führen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der 
gesuchten  Fläche  ein.     Ist  /*  ein  Punkt  auf  g,  so  ist  bekanntlich 


cos(^  =  X  :  r ,      cosy  z=  z  :  r ,      r  =  "j/i^  -hy^  -\- 


z 


2 


daher  erhält  man  aus  6. 

sin^'f '  cos^a  •  x*^  -f-  cos^-^sin^a.  •  z^  —  sin^acos^  a  (x^  -\-y^  -h  z^)  =  0 , 
oder,  geordnet: 

7.     cos^  OL  (sm^-^  —  sin^  a)  x^  —  sin^  a  cos^  %' y^  -f-  sin^  a  {cos^  7  —  cos*^  a)  s^  =  0  . 
Diese  Gleichung  ist  homogen  quadratisch  fiir  die  Coordinaten,  sie  ist  daher 
die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,   der  den  Nullpunkt  zur 
Spitze  hat. 

Da  die  Gleichung  rein  quadratisch  für  alle  drei  Coordinaten  ist,  so  folgen 
für  gegebene  Werthe  zweier  Coordinaten  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Werthe 
der  dritten;  zu  jedem  Punkte  einer  Coordinatenebene,  als  Projection  eines  Kegel- 
punktes auf  eine  der  Coordinatenebenen  betrachtet,  gehören  also  zwei  symme- 
trisch zu  dieser  Ebene  liegende  Punkte  des  Kegels.  Wir  schliessen  hieraus,  dass 
der  Kegel  7.  alle  drei  Coordinatenebenen  zu  Symmetrieebenen  hat. 
Man  kann  die  Gleichung  des  Kegels  noch  etwas  vereinfachen,  wenn  man 
statt  7  den  Winkel  ß  einführt,  den  die  in  der  KÖZ- Ebene  liegenden  Mantel- 
linien b  und  ^1  des  Kegels  mit  der  Z- Achse  bilden.  Nach  den  Formeln  für  das 
rechtwinkelige  sphärische  Dreieck  hat  man  nämlich 

cos  bf  =  cos  bz  '  cos/z. 
Nun  ist  b/  =  a,  /«  =  7,  bz  =  ß,  daher  hat  man  cosa  =  cos^  •  cos^; 
Hieraus  folgt  sofort 

cos^'{  —  cos^a  =  —  {sm^'{  ^—  sin^a)  =  sm^^cos^-^. 
Setzt  man  dies  in  6.  ein  und  ersetzt  im  Faktor  von  y^  die  Grösse  cos^  ol 
i      durch  cos^^cos^-f,  so  haben  alle  Glieder  der  Gleichung  den  gemeinsamen  Faktor 
I      cos^Yy  dividirt  man  durch  —  sin^asin^^  cos^'^,  so  folgt 
I     8.  cof^a-x^  -f-  cof^^-y^  —  2»  =  0. 

22.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  in  jedem  Kegel  zweiter  Ordnung,  der 
drei  auf  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  hat,  zwei  durch  die  Spitze  gehende 
Focalstrahlen  /  und /i  giebt,  derart,  dass  die  Summe  der  Winkel  die  sie  mit 
jeder  Mantellinie  des  Kegels  bilden,  constant  ist. 

Wählen  wir  die  Symmetrieebenen  zu  Coordinatenebenen,  so  muss  die 
Gleichung  des  Kegels  für  alle  drei  Coordinaten  rein  (quadratisch  sein,  und  da 
der  Schnittpunkt  der  Symmetrieebenen  mit  der  Kegelspitze  zusammenfallen  muss, 
also  die  Kegelgleichung  von  den  Coordinaten  x  =  y  =  z  =  0  des  Nullpunktes 
befriedigt  wird,  so  kann  die  Kegelgleichung  kein  von  den  Coordinaten  freies 
Glied  haben.  Die  allgemeine  Form  der  Kegelgleichung  ist  daher  unter  diesen 
Voraussetzungen 

Ax^  -f-  By^  4-  Cz^  =  0. 
Die  drei  Zahlen  A,  B,   C  können  nicht  alle  dasselbe  Zeichen  haben,    da 
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sonst  die  Gleichung  nur  von  den  realen  Werthen  x  =  y  •=  z  =  Q  befriedigt 
wird,  der  Kegel  also  ausser  der  Spitze  keine  realen  Punkte  enthält.  Man  kann 
die  Bezeichnung  der  Coordinatenachsen  so  wählen,  dass  A  und  B  positiT  sind 
und  C  negativ  ist;  und  so,  dass  A  nicht  grösser  ist  als  £;  dann  kann  man 
durch  ( —  C)  dividiren  und  erhält  so  eine  Gleichung  von  der  Form 
1.  m^x^  -h  n^y^  —  ««  =  0. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung 

cot^QL'X^  -h  co/^^-y^  —  «2=0, 
so  folgt  cota  =  m,  cot^  =  «,  und  daher 

cosa.  =     .  ,      ^^jß  =     ,—  ,      cos^  =  — ,  ■  . 

1/1-+-««  yT-h  «3  «yi  -h  m^ 

Da  «  <  «,  so  ist  auch  m^\  4-  «*  :  « |/l  4-  «*  <  1 ,  also  7  ein  realer 
Winkel.     Ist  «  =  /i,  so  ist  7  =  0,  und  die  Kegelgleichung  ist 

^2  4.  ^>  —  '     =  0. 

Setzt  man  für  %  einen  gegebenen  Werth  z^ ,  so  erhält  man  für  die  Horizontal- 
projection  der  Kegelpunkte,  die  in  der  Höhe  z^  über  der  JfK- Ebene  liegen,  die 
Gleichung 

^  tn^ 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  um  den  Nullpunkt  mit  dem 
Halbmesser  5^  :  m  beschrieben  ist;  hierdurch  erweist  sich  der  Kegel  als 
Rotationskegel. 

23.  Um  über  den  Ort  der  Geraden  g  Auskunft  zu  haben,  die  durch  den 
Schnittpunkt  zweier  Geraden  /  und  /'  gehen  und  fiir  welche  die  Differenz  der 
Winkel  f  g  —  f^g  oder  f  g  —  fg  einem  gegebenen  Winkel  2S  gleich  ist,  ver- 
längern wir  die  eine  der  gegebenen  Geraden,  z.  B.  /';  die  Verlängerung  sei/p 

dann  ist 

f'g=  180° -/i^. 

Setzt  man  dies  in  fg  —  f  g  =25  ein,  so  entsteht 

/f  -  (180°  -  /i^)  =  25,     mithin 

fg  ^fxi  =  180°  4-  2S. 

Wir  erhalten  den  Kegel,  wie  in  der  vorigen  Untersuchung,  wenn  wir  nur 
2  a  durch  180° -1-26  ersetzen. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  der  Kegel  daher  in  gleicher  Weise  als 
das  räumliche  Analogen  der  Ellipse  und  Hyperbel  auftritt. 

Diese  Analogie  wird  noch  anscliaulicher,  wenn  man  einen  Kugel  schnitt 
des  Kegels  bildet,  d.  i.  wenn  man  den  Kegel  mit  einer  Kugel  durchschneidet, 
deren  Centrum  die  Kegelspitze  ist. 

Diese  Kugel  durchschneide  die  Schenkel  /  und  /j  in  den  Punkten  F  und 
Fy^ ;  die  Gegenpunkte  dieser  Punkte  seien  F*  und  F^ '.  Ist  nun  F  ein  Punkt  des 
Kugelschnitts  und  bezeichnet  man  für  zwei  Kugelpunkte  A  und  B  mit  AB  den 
sphärischen  Abstand,  d.  i.  den  von  A  nach  B  sich  erstreckenden  Bogen 
eines  grössten  Kreises,  so  gelten  für  F  die  Beziehungen 

FF  -+-  FFy  =  2a,       FF'  -h  FF^'  =  360°  —  2a 
FF  —  FFy'  =  ■±  (180  — 2a),       FF'  -  FF^  =  ±  (180  — 2a). 

Die  Paare  von  Kugelpunkten  F  und  F^  sowie  F'  und  F^'  haben  also  den 
Charakter  von  elliptischen  Brennpunkten,  während  die  Paare  F'  und  F^,  sowie 
F  und  F'i  den  Charakter  hyperbolischer  Brennpunkte  haben. 
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Aus  zahlreichen  Sätzen  über  ebene  Kegelschnitte  erhält  man  mit  leichter 
Mühe  Sätze  über  diese  sphärischen  Kegelschnitte  und  damit  auch' Sätze 
über  den  Kegel  zweiter  Ordnung. 

24.  Um  über  den  Ort  der  Punkte  zu  entscheiden,  deren  Abstand 
von  einer  gegebenen  Geraden  /  zum  Abstände  von  einer  die  Gerade 
/schneidenden  Ebene  Z>  ein  gegebenes  Verhältniss  e  hat,  nehmen  wir 
den  Schnitt  der   Geraden    und  ^ 

der  Ebene  zum  Nullpunkte  un- 
seres Coordinatensystems,  legen 
die  Z-Achse  in  die  Gerade  und 
die  Ebene  ZOX  normal  zur 
Ebene  D\  OD  sei  die  Vertical- 
spur  von  D,  und  DOZ  =  6. 
Ist  P^  ein  Punkt  der  Fläche, 
so  liegt  auch  jeder  Punkt  der 
Geraden  OP^  auf  derselben, 
da  für  alle  diese  Punkte  die 
Abstände  von  der  Geraden  OZ 
und  von  der  Ebene  D  gleiches 
Verhältniss  haben.  Wir  sehen 
daraus,  dass  die  Fläche  eine 
Kegelfläche  ist,  deren  Spitze  in  O  liegt 

Der  Abstand  p  eines  Punktes  P  von  der  Z- Achse  ist 

p  =  yx^  -h  y^  . 
Der  Abstand  g  von  der  Ebene  I?  ist   gleich  dem  Abstände  der  Vertical- 
projection  P"  des  Punktes  von  der  Geraden  OD,    Man  hat 
g  =  OP'  sin  {XOP"  —  XOD)  =  OP"  sin  {XOP'  —  90°  H-  6) 
=  _  OP'  cos  {XOP'  -h  8)  =  OP'  sin  XOP'  sind  —  OP'  cos  XOP"  cosd 
=  sind  '  z  —  cosd  '  X. 
Ist  nun  verlangt,  dass  ^ :  ^  =  e,  so  folgt 

^2  _|_  ^2  -—  t^^sind'Z  —  cosd'xy. 
Löst  man  die  Klammem  auf  und  ordnet,  so  erhält  man 
1.         C=  {\  ^  t^ cos^ d) x^  -{-  ^t^sindcosd  •  xz  -^ y^  —  z^sin^d  .  «»  =  0.' 

Diese  Gleichung  ist  zweiten  Grades  und  homogen;  die  Fläche  ist  daher  ein 
Kegel  zweiter  Ordnung.  Da  die  Gleichung  rein  quadratisch  für  y  ist,  so 
folgt,  dass  die  Ebene  XOZ  eine  Symmetrieebene  des  Kegels  ist. 

Die  Analogie  mit  den  Kegelschnitten  legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  dieser 
Kegel  C  mit  dem  in  No.  21  gefundenen  identisch,  und  dass  die  Z- Achse  eine 
Focallinie  von  C  ist.  Um  darüber  zu  entscheiden,  transformiren  wir  die  Gleichung 
des  Kegels 

2.  cot^oL'X^  4-  cot^^-y^  —  5»  =  0 

auf  ein  neues  Coordinatensystem,  welches  dieselbe  K- Achse,  und  die  Gerade  / 
zur  Z- Achse  hat;  dann  erscheint  nur  die  Ebene  XOZ  um  den  Winkel  ( —  7) 
gedreht,  und  man  hat  daher  (nach  den  Transformationsformeln  ebener  Systeme) 
dieCoordinaten^und^einS.  durchdieWerther^^Y  •  ;i:4-j/>f7  •  j»,  — sinf  x-hcosf  '  z 
zu  ersetzen. 

Hierdurch  erhält  man  aus  2. 

co/^ a  {cos-i  •  x-\-  sinf  '  zy  4-  co/^  ß  •  j^*  —  ( —  sin^  •  x  4-  cos->(  >  zy  =0 
oder,  besser  geordnet, 
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{cot ^oi '  cos^-f  —  sin ^ 7)  x^  -h  2cos-{ sin 7  {cot ^cl  -^  \)xz  4-  cot^^'y^ 

4-  (cot^oi  sin^  7  —  cos^ i)z^  «=  0 . 

Da     r<?/-ot  cos^'i  —  sin^-^  =  cot^ a  cos^^  —  1  -f-  cos^i;  =  (cot^a-k-  1) cos^"^  —  1 

cos^i;  —  sin^oL 
sin^oL  * 

sin^f  —  sin^a 


sowie  cot  ^  a  «//2  7  —  cos^-(  = 


5/Ä*  OL  ' 


t  ««  r^x^ß  cos^oL  cos^OL 

und  f6;/2  3  =  » 


'  1  — cos^^         cos^^  —  cos^oL         sin^a  —  sin^'f' 

so  geht  die  transformirte  Kegelgleiclumg  über  in 

(cos^y  — j/>/2a).T2  -h  2  cos y  sin i  •  0:5  H — r  ^ r-.7-  •  v^  —  (sin^a  —  sin^-i)z^  =0. 

^  '  '        '  sm^a — X///-7  -^         ^  •' 

Bemerkt  man  noch,  dass 

{cos^^  —  sin^n)  (sin^a  —  sifi^i)  =  (1  —  sin^"^  —  sin^a)  {sin^a  —  sin^i) 

=  sin^  a  •  cos*'^  a  —  sin^  7  cos^  7 , 

so  erhält  man  schliesslich 

3.  {sin^  OL  cos^  a  —  sin^ 7  cos^-^)  x^  -^  2  cos^i  sin^  {sin^  a  —  sin^ 7)  xz  4-  sin^ tk  cos^ fkji^ 

—  {sin^oL  —  sin^^y  s»   =  0. 

Soll  nun  diese  (Gleichung  den  Kegel  C  darstellen,  so  muss  die  Gleichung 
C  =  0  durch  Multii)lication  mit  einem  Faktor  l:  mit  3.  identisch  werden;  es 
ist  also 

4.  k{\  —  e^  cos^  0)  =  sin^  a  cos^  a  —  x/'/i^  7  cos^  7 , 

5.  ^  •  t^sin8  cos8  =  cos^  sin^  (sin^ a  —  sin^^) , 

6.  k  =  sin^  OL  cos^  OL , 

7.  k  z^sin^  ö  =  {sin^  a  —  sin^ 7)^  . 

Aus  G.  folgt  der  Werth  fiir  k\  hierauf  aus  7.  und  5.  durch  Division  tangl, 
durch  Substitution  z.  1^.  in  7.  schliesslich  e. 

Zwischen  den  Orössen  k  {\  —  z^cos^o)^  /:&-  sino  cos8 ,  ki^sin^^  besteht 
die  Identität 

[k{\  —  z^cos^o)  —  k]'k'  z^sin^fi  ==  —  {kz"^  sinh  cos^y  . 

nie  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung  fiir  den  Verein  der  Gleichungen 
4.,  0.,  (>.,  7.  ist,  dass  dieselbe  Identität  von  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
erfüllt  wird. 

Nun  hat  man  aus  4.  und  6. 
k{^\  —  z^cos'b)  —  k  =  sifi^  (kcos'^  d  —  sin^^cos^^  —  sin^acos^a  =  —  sin^fcos^'i' 

Mithin  aus  7. 

[^'(1  —  z^  cosd)  —  X']  •  kz^sin'^h  =  —  sin^^  •  cos^^  •  (sin^oL  —  j/«*7)*  . 

Dies  ist  aber  in  der  That  entgegengesetzt  gleich  der  zweiten  Potenz  der 
rechten  Seite  von  5. 

Die  Ebene  />  heisst  Directr  ix  ebene  des  Kegels;  aus  den  Symmetrie- 
Verhältnissen  des  Kegels  folgt,  dass  zwei  Directrixebenen  existiren,  die  normal 
zu  der  Symmetrieebene  sind,  welche  die  Focalstrahlen  enthält  und  symmetrisch 
zu  jeder  der  beiden  Symmetrieebenen. 

An  einer  späteren  Stelle  werden  wir  nachweisen,  dass  jeder  Kegel  zweiter 
Ordnung  drei  auf  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  hat;  daher  kommen 
jedem  Kegel  zweiter  Ordnung  die  auf  die  beiden  Focallinien  und 
Directrixebenen  bezüglichen  Eigenschaften  zu. 
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6.    Das  EUipsoid,  die  beiden  Hyperboloide  und  die  beiden  Paraboloide. 

1.  Um  uns  über  die  Formen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  unterrichten, 
ollen  wir  folgenden  Weg  einschlagen:  Wir  betrachten  zunächst  die  Flächen, 
eiche  drei  aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  haben;  hierauf  die,  welchen 
ir  zwei  aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  zukommen;  und  dann  werden 
ir  untersuchen,  ob  es  Flächen  zweiter  Ordnung  giebt,  die  nur  eine,  oder  die 
iine  Symmetrieebene  haben. 

Soll  die  Ebene  XO  Y  eine  Symmetrieebene  einer  Fläche  II.  O.  /  =  0  sein, 
>  müssen  zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  XO  Y  zwei  Punkte  P  der  Fläche 
ihören,  die  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  der  Ordinate  z  haben.  Denkt  man 
ch  also  in  /  =  0  die  Coordinaten  x  und  y  gegeben,  so  muss  diese  Gleichung 
/ei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  für  z  ergeben,  mithin  für  z  rein  quadratisch 
in.  In  gleicher  Weise  schliessen  wir,  dass  die  Gleichung  /  =  0  rein  qua- 
atisch  für  x  und  y  ist,  wenn  die  Ebenen  YOZ  und  XOZ  Symmetrieebenen 
id.  Die  Gleichung  einer  Fläche  II.  O.,  die  drei  auf  einander  senkrechte 
rmmetrieebenen  hat,  ist  daher  in  Bezug  auf  dieselben 

Ax^  4-  Dy^  -f.  /?•««  4-  AT  =  0 . 

2.  Wir  betrachten  zunächst  die  Fälle,  dass  ein  oder  mehr  als  ein  Coefficient 
eich  Null  ist. 

a)  Sind  drei  Coefficienten  gleich  Null,  z.  B.  JD  =  Z' =  iT  =:  0,  so 
ducirt  sich  die  Gleichung  auf  Ax^  =0,  die  Fläche  degenerirt  daher  zur 
oppelt  zu  denkenden)  Ebene  YOZ,  Ist  A  =  F^=K=0,so  giebt  die  Gleichung 
e  Ebene  XOZ]  ist  A  =  I)  =  Ar=  0,  so  giebt  sie  die  Ebene  XOY. 

ß)  Sind  zwei  Coefficienten  gleich  Null,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  K 
rschwindet  oder  nicht. 

Ist  Ä'=  0  und  noch  ausserdem  z.  B.  jF=  0,  so  geht  die  Gleichimg/=  0 
)er  in 

/  5  Ax^  -h  Dy^  =  0 ; 
irch  Zerlegung  findet  man 

/=  (Y^'X  4-  y—D  'y){}/Ä'  X  —  y—  D  -y). 

Die  Gleichung /=  0  stellt  daher  zwei  durch  die  Z-Achse  gehende 
benen  dar,  deren  Winkel  von  den  beiden  verticalen  Coordinatenebenen  halbirt 
srden;  haben  A  und  D  dasselbe  Vorzeichen,  so  sind  die  Ebenen  conjugirt 
)mplex,  und  enthalten  nichts  Reales  ausser  ihrer  Schnittlinie,  der  Z^Achse. 

Ist  /C  von  Null  verschieden,  und  z.  B.  Z>  =  /'=:  0,  so  hat  man 

/=  Ax^  -¥  K  =  0, 
ithin  X  =  y —  K\  A, 

Die  Gleichung  ergiebt  zwei  reale  oder  imaginäre  Ebenen,  die  in  entgegen- 
setzt gleichen  Abständen  parallel  zur  Ebene  YOZ  sind. 

7)  Ist  ein  Coefficient  gleich  Null,   so  ist  wieder  zu  unterscheiden,  ob 
verschwindet,  oder  einer  der  drei  andern  Coefficienten. 

Verschwindet  z.  B.  F^  so  ist 

/  s  Ax^  4-  />>'»  -h  AT  =  0 . 

Sind  A,  D  und  K  von  gleichem  Zeichen,  so  wird  der  Gleichung  durch  keine 
ilen  Werthe  von  x  und  y  genügt.  Sind  nicht  alle  Zeichen  gleich,  so  sind  zwei 
;iche  vorhanden;  man  kann  dann  die  Coordinatenbezeichnung  immer  so  wählen, 
SS  A  und  K  ungleiche  Zeichen  haben;  durch  Division  der  Gleichung  durch 
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( — K)  erhält  dann  x  einen  positiven  Coeflficienten  a*.    Je  nachdem  nun  D  mit 

A  gleiches  Zeichen  hat,  oder  nicht,  können  wir  D:{—  K)  durch  ß'  oder  —  ß' 

ersetzen,  unter  ß  eine  reale  Zahl  gedacht.     Die  Gleichung  erhält  somit  eine  der 

beiden  Formen 

a2jc>  zb  p3^2  —  1=0. 

Wir   sehen,    dass   sie    in   beiden  Fällen  einen  Cylinder  darstellt,    dessen 

Mantellinien  parallel  der  Z- Achse  sind.     Wir  bezeichnen  die  Z- Achse  als  die 

Achse,  die  Ebenen  XOZ  und  YOZ  als  die  Hauptebenen  des  Cylinders. 

Der  Cylinder 

a^x^  -f.  ßV*  —  1  =  0 

hat  zum  Normalschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  l:a  und  l:ß;  der 

Cylinder 

a^x^  —  ß>>'2  —  1=0 
hat   zum    Normalschnitt   eine   Hyperbel,    deren    Hauptachse    1  :  a   und   deren 
Nebenachse  1 :  ß  ist. 

Ist  AT  =  0,  so  haben  wir 

/  =  Ax^  4-  Z>y^  -^  Fz^  ^  0. 

Haben  A,  D  und  F  dasselbe  Zeichen,  so  wird  der  Gleichung  ausser  durch 
*=>'  =  «  =  0  durch  keinen  realen  Werth  genügt.  Haben  die  Coeffidenten 
nicht  dasselbe  Zeichen,  so  stellt /=  0  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar  (§5,  5), 
Die  Coordinatenachsen  werden  als  die  Hauptachsen,  die  Coordinatenebenen 
als  die  Hauptebenen  des  Kegels  bezeichnet. 

3.  Ist  keine  der  Zahlen  A,  D,  F,  K  gleich  Null,  und  haben  alle  dasselbe 
Zeichen,  so  giebt  es  keinen  realen  Punkt,  der  der  Gleichung  /  =  0  genügt 

Haben  nicht  alle  dasselbe  Zeichen,  so  dividire  man /durch — AT  und  ersetze 
nachher  die  Coefficienten  durch  a,  ß,  7;  die  Gleichung  wird  dann 

/  =  a^2  -+-  ßj'*  H-  72^  —  1  =  0 . 

Es  sind  nun  entweder  a,  ß  und  7  positiv,  oder  es  sind  zwei  der  Coefficienten 
positiv,  der  dritte  negativ,  oder  es  sind  zwei  negativ,  der  dritte  positiv.  Wir 
köimen  in  den  beiden  letzteren  Fällen  die  Bezeichnung  so  wählen,  dass  a  und  ß 
positiv,  oder  bez.,  dass  a  positiv  ist.  Bezeichnen  wir  daher  mit  0,  b^  c  drei 
reale  positive  Strecken,  so  haben  wir  folgende  Formen  der  Gleichung  zu  unter- 
scheiden : 

x^         y*         z^ 

^  -^  y2  +  -fi  -1  =  0, 
f?'  ^  z!  _  ^l  -1  =  0 


x^       y^       ^ 
öä  ""  ^  ""  72 


1  =  0. 


X^  i»2  2;2 

Die  Gleichung  /  ^  -g  4-  4^  -f-  — 2  —  1  =  ö- 

4.  Wir  fragen  zunächst  nach  den  Punkten,  in  denen  die  Fläche  /  die  Achsen 
OXi  OV,  OZ  schneidet.  Die  Coordinaten  £,  r^,  J  dieser  Punkte  erhalten  wir  aus 
der  Gleichung  /=0f  wenn  wir  in  derselben  der  Reihe  nach  y  =  z  =  0, 
X  =^  z  =  0,    X  =:y  =  0  setzen;  dies  ergiebt 

£==it:fl,        T)=db^,        C=dbr. 

Die  hierdurch  bestimmten  drei  Paar  Schnittpunkte  AA^,  BB<^ ,  CC^  der 
Fläche  mit  den  Achsen  OK,   OY^   OZ  werden  als  die  Scheitel,  die  Geraden 


I 
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AA^t  BBy^  CC^  als  die  Achsen  der  Fläche  bezeichnet;  a,  h^  c  sind  daher  die 
Halbachsen. 

Als  Hauptschnitte  der  Fläche  werden  die  Curven  bezeichnet,  in  denen 
sie  die  Hauptebenen  (d.  i.  die  Symmetrieebenen)  schneidet.  Die  Gleichungen 
dieser  Curven  erthalten  wir,  indem  wir  in/=  0  der  Reihe  nach  ar  =  0,  >'  ==  0,- 
jc  =  0  setzen;  daher  ist  die  Gleichung 

des  horizontalen  Hauptschnitts : 


X' 


a 


2 


y 


—  1 


0; 


»y 


u 


verticalen 


seitlichen 


i> 


i> 


i> 


»» 


-^-1=0; 


Die  Hauptschnitte  der  Fläche  sind  also  Ellipsen,    welche  je  zwei 
der  Strecken  a,  ^,  c  zu  Halbachsen  haben. 

Z 


(M.446.) 

Eine  Ebene  T',  die  parallel  der  A'y-Ebene  ist  und  von  ihr  den  Abstand  k 

hat,  hat   die    Gleichung   z  ^=  k.     Die   Gleichung   der   Horizontalprojection   des 

Schnittes  der  Ebene  T  mit  der  Fläche  /  erhält  man  daher,  wenn  man  z  ^=  k  in/ 

einsetzt.     Da   T  parallel  der  Ebene  XO  Y  ist,  so  ist  diese  Horizontalprojection 

nut  der  auf  T  liegenden  Schnittcurve  congruent.    Die  Substitution  z  •=  k  ergiebt 

die  Gleichung 

x^         y>         Jk^ 

und  diese  zeigt,  dass  die  Schnittcurve  nur  so  lange  real  ist,  als  k^  :  c^  <  1, 
also  so  lange  k  zwischen  —  c  und  4-  c  liegt.  Die  Fläche  liegt  daher  zwischen 
den  beiden  durch  C  und  C^  gehenden  Horizontalebenen.  Ist  >^  =  ±  c,  so  wird 
die  Gleichung  1. 

^2  -*-   ^2  —  ^> 
und  dieser  wird  nur  durch  die  realen  Werthe  x  =y  ^=  0  genügt;  diese  Schnitt- 
ebene hat  also  mit  der  Fläche  nur  den  Punkt  ^  =  0,    y  =  0,    z  s=  ±:  c,  d,  i, 
C  oder  Cj  gemein. 
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Ist  k^  <  e*,  SO  gebe  man  der  Gleichung  1.  die  Form 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  dar,  welche  die  Halbachsen  hat 

Hieraus  folgt  a^i  b^  =  ai  b.  Die  Schnittellipsen  sind  daher  dem  horizon- 
talen Hauptschnitte  ähnlich*).  Die  Halbachsen  a^  und  c^  sind  die  Abscissen 
DE  und  DFf  welche  in  den  beiden  verticalen  Hauptschnitten  zu  der  Ordinate 
OD  =  k  gehören.  Unsere  Fläche  wird  somit  beschrieben,  wenn  sich  eine 
(veränderliche)  horizontale  Ellipse  so  bewegt,  dass  ihr  Mittelpunkt  (Z>)  auf  der 
Z- Achse  und  ihre  Scheitel  {E  und  F)  auf  den  beiden  Ellipsen  AC  und  BC 
fortrücken. 

Diese  Fläche  führt  den  Namen  Ellipsoid. 

Eine  Ebene,  die  zu  XOZ  parallel  ist,  und  für  welche  j'  =  k^  ist,  schneidet 
das  Ellipsoid  in  einer  Curve,  deren  mit  ihr  congruente  Verticalprojection  die 
Gleichung  hat 

^-+-7^  +  7^-1  =  0. 

Die  Schnittcurve  ist  daher  imaginär,  sobald  k^  >  b^',   ist  ii|  :=  ±  ^,  so 

geht  ihre  Gleichung  über  in 

X*  «» 

^  +  75  =  0. 

sie  hat  also  nur  einen  realen  Punkt,  dessen  Coordinaten  sind  jf  =  0,    y  =  db  t, 
z  =  0]  hierzu  gehören  die  Punkte  B  und  B^, 

Ist  k^  <  b^,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen  die 
Werthe  haben 

Diese  Ellipse  ist  dem  verticalen  Hauptschnitte  ähnlich.  Die  Halbachsen  a^ 
und  b^  sind,  wie  die  dafür  gefundenen  Formeln  zeigen,  die  Coordinaten  Gif  und 
G/,  welche  in  dem  horizontalen  und  im  seitlichen  Hauptschnitte  zu  der  Coor- 
dinate  OG  =  k^  gehören. 

Durchschneidet  man  das  EUipsoid  mit  einer  zu  VOZ  parallelen  Ebene,  für 
welche  ^  =  >^2  'St,  so  hat  man  für  die  Schnittcurve 


*)  Zwei  Curven  /=  0  und  ^  =  0  heissen  ähnlich,  wenn  sich  ihre  Pnnkte  P  auf  11  so  auf 
einander  beziehen  lassen,  dass  bei  einem  für  jede  Curve  geeignet  gewähltem  Coordinatensystemc 
die  Proportion  gilt  x  :  i  =  y  :  r^.  Zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind  ähnlich,  wenn 
ihre  Halbachsen  gleiche  Verhältnisse  haben.  Denn  bezogen  auf  die  Hauptachsen  ist 
z.  B.  für  zwei  Ellipsen 


*»i 


Wählt  man  nun  zu  P  den  entsprechenden  Fl  so,  dass  £  =  a^xia^  so  ergiebt  sich 

'         <ij       a 
Ist  nun  tf  :  ^  =  <j,  :  ^j ,  so  folgt    y  iri  =  6  :  d^   =  a:  a^  =  x  :  6 . 

Je  zwei  Parabeln  sind  ähnlich.  Denn  wird  jede  auf  ihre  Symmetrieachse  und  Scheitel- 
tangcnte  bezogen,  so  ist  y  =  J^2/Jf ,  ij  =  J^2^£.  Paart  man  nun  je  zwei  Punkte,  für 
welche  j:  :  5  =  p  :^,  so  folgt    tj  =  (y  :/)  J^2/jr .    also   x:^  =  ^  :  tj  . 

Zwei  Geradenpaare  sind  ähidich,  wenn  sie  gleiche  Winkel  einschliessen.  Je  xwd  Paare 
parallele  Gerade  sind  ähnlich. 


•   / 
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k  2 


b^ 


—    1 


0. 


Diese  Curve  ist  imaginär,  wenn  k^  >  a^\  hat  den  einzigen  realen  Punkt 
A  oder  A^,  wenn  >&,  =  dz  a\  und  ist,  wenn  k^  <  a^ ,  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 

Diese  Ellipse  ist  dem  seitlichen  Hauptschnitte  ähnlich.  Ist  OK  =  ^2»  ^^ 
sind  die  zugehörigen  Hauptschnittsordinaten  KL  und  AT/Ifdie  Halbachsen  ^3  und  ^3. 


% 


\ 


\ 


\^X 


3^- 1 


(M.  447.) 

5.  Wir  legen  nun  eine  Schnittebene  T  durch  eine  Achse,  z.  B.  durch  die 
A'-Achse  und  fragen  nach  dem  Schnitte  derselben  mit  dem  ElHpsoide.  Die  Achse 
OX  und  die  seitliche  Spur  0%  der  Schnittebene  wählen  wir  zu  Achsen  eine§ 
in  T  gelegenen  Coordinatensystems.     Der  Winkel  X0%  sei  a. 

Die  Strecke  OD  finden  wir,  wenn  wir  in  der  Gleichung  des  seitlichen 
Hauptschnitts 


«' 


b^  ^   c^ 


—  1=0 


die  Werthe  einsetzen 

y  =  OD'  =  ODcosn,      z  =  DD  =  ODsintL\ 
es  ergiebt  sich 

Stfl' 


OD^-X'\^^'^\ 


Zwischen   den  Coordinaten  y  und  z  eines  Punktes  P  der  Schnittebene  und 

der  auf  das  System  X0%  bezüglichen  Coordinate  9  dieses  Punkts  bestehen  die 

Beziehungen 

^  =  9  cosn. ,       z  =  \)  smoL . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  so  ergiebt  sich  die 

gesuchte  Gleichung  der  Schnittcurve,  bezogen  auf  das  Coordinatensy stem  Jf  ö  J) : 

-6i-^-^)^'-  1=0. 


x^  (cos^  a        sin^ 


2 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  die  OA  und  OD  zu  Halbachsen 
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hat.  Man  kann  daher  auch  das  EUipsoid  durch  eine  veränderliche  Ellipse 
erzeugen,  deren  Ebene  sich  um  OA  dreht,  und  von  welcher  ein  Scheitel  unver- 
ändert der  Punkt  A  ist,  während  der  andere  auf  der  aus  den  Halbachsen  d  und  c 
in  der  Ebene  YOZ  beschriebenen  Ellipse  BC  gleitet. 

Ist  d  =  c,  so  ist  auch  OD  ^=  b,  und  die  Schnittellipse  APD  ist  den  Haupt- 
schnitten AB  und  AC  congruent.  Das  EUipsoid  entsteht  jetzt  durch  Drehung 
einer  unveränderlichen  Ellipse  um  die  Achse  OA^  es  ist  ein  Rotations- 
ellipsoid. Je  nachdem  ^  >  ^,  bezeichnet  man  die  Fläche  als  ein  gedrücktes 
oder  als  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid. 

6.  Da  kein  Punkt  eines  Ellipsoides  unendlich  fem  liegt,  und  jede  Ebene 
dasselbe  in  einer  Curve  zweiten  Grades  schneidet,  so  folgt,  dass  ein  EUipsoid 
von  jeder  Ebene  in  einer  Ellipse  geschnitten  wird. 

7.  Die  abgeleiteten  Functionen  (§  5,  No.  2  und  3)  der  Function 

"'         a*  b^  c^ 

sind 

Daher  ist  die  Gleichung  der  Ebene  7*,  die  das  EUipsoid  im  Punkte  P^  berührt, 

Die  Coordinaten  der  Tangentenebene  ergeben  sich  hieraus  zu 

o  "^0  y^  *o 

Die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  folgen  daher  aus  den  Coordinaten 
der  Tangentenebene  zu 

4.  atq  =  fl*«,      ^Q  =  ^*t;,       2q  =  r^w. 

Setzt  man  dies  in  die  von  x^^  y^t  Zq  und  »,  v^  w  erfüllte  Gleichung  ein 

«^0  -^  ^yo  -+-  ^^0  —  1=0, 

so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  Ebenencoordinaten 

5.  <p  s  a^u^  -f-  b^v^  H-  c^w^  —  1=0. 

Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function  f  (§  5,  No.  14  und  15)  sind 
<p„'  ^  Ä»«,       <fj,'^b^Vf      <p,„'  ^  r^w,      gu -\- Av -h  ita -^  k  es  —  1, 
daher  ist  die  Gleichung  des  Punktes  /}  in  welchem  die  Ebene  T^  das  EUipsoid 
berührt 

6.  P  =  a^u^u  -h  b^v^v  -^  c^WQ7t'  —  1=0. 


1. 


x^         y^  z^ 

Die  Gleichung:      -jH-^  —  —f  —  1  =  0. 

8.  Setzt  man  der  Reihe  nach  y  =  z  =  0,  x  =  z  =  Of  ^=j;  =  0,  um 
die  Strecken  £,  rj,  t  zu  erhalten,  welche  die  Fläche  von  den  Coordinatenachsen 
abschneidet,  so  ergiebt  sich 

£=itö,       T)  =  d:^,       z=  :ii  c  Y —  1  . 

Die  Fläche  schneidet  daher  die  Z-Achse  nicht.  Die  Schnittpunkte  auf  der 
X-  und  K- Achse  {A,  A^  und  B,  B^)  werden  die  Scheitel  der  Fläche  genannt 

Die  Gleichungen  der  Hauptschnitte  sind 

x^        y> 
Horizontaler  Hauptschnitt:    — 2  -+- Tj  —  1=0; 
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Verticaler  Hauptschnitt: 
Seitlicher 


a> 

-',-1-0; 

-i        1=0. 

x^        y«        k^ 

r^  -4-  T5  -  T2  -  1  =  0. 


(M.  448.) 

Die  -ATK-Ebene  wird   daher   von   der  Fläche  in   einer  Ellipse   mit  den 
Lachsen  a   und  d;    die  JfZ-Ebene  in  einer  Hyperbel  mit  den  Halb- 
sen  a  und  c;  und  die  KZ-Ebene  in  einer  Hyperbel  mit  den  Halbachsen 
nd  c  geschnitten. 

Eine  Ebene  parallel  zur  X  K-Ebene,  für  welche  z  =  k,  schneidet  die  Fläche 
ler  Curve 

a^   "^  ß        c 
Dies  ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

Dieselben  haben  das  Verhältniss  a  :  b^  also  ist  jeder  horizontale  Schnitt  der 
che  dem  horizontalen  Hauptschnitte  ähnlich.  Ist  (7Z^  =  k^  so  sind  a^  und  b^ 
Coordinaten  x  =  DE^  bez.  y  =^  DF,  welche  im  verticalen  und  im  seitlichen 
uptschnitte  zu  der  Coordinate  z  =^  OD  gehören.  Wächst  k,  so  wachsen  auch 
und  ^j,  und  erhalten  unendlich  grosse  Werthe,  wenn  k  unendlich  gross  ist. 
t  Fläche  wird  daher  beschrieben,  wenn  sich  eine  horizontale  Ellipse  so  bewegt, 
S!»  ihr  Centnim  auf  der  Z-Achse  und  ihre  Scheitel  auf  zwei  in  der  XZ-  und  in 
'  y^^Ebene  liegenden  Hyperbeln  gleiten,  die  das  Centrum  O  haben,  deren 


.2 


-2 
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Achsen    mit  den  Coordinatenachsen  zusammenfallen,    und  welche  dieselbe  der 
Z-Achse  parallele  Nebenachse  (2r)  haben. 

Man  bezeichnet  diese  Fläche  als  einschal iges  Hyperboloid. 

9.  Wir  legen  eine  Ebene  £  durch  die  Z-Achse  und  benutzen  die  Horizontal- 
spur OX^  der  Ebene  £  und  OZ  als  Coordinatensystem  für  die  Schnittcurve  dieser 
Ebene  mit  dem  Hyperboloide.  Bezeichnet  a  den  Winkel  iOX,  so  ist  für  jeden 
Punkt  dieser  Ebene 

X  =  ^  •  cos  a,      y  =  j: '  sin  a; 
die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  iOZ  wird 
daher  erhalten,  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Hyperboloids  ein- 
setzen; es  entsteht 

Die  Schnittfigur  ist  eine  Hyperbel,  deren  Achsen  auf  OX  und  OZ  liegen, 
deren  halbe  Hauptachse  die  Strecke 


^^  l/cos^oi        sm^  OL 

0G=   ^■V-^^-bT- 


ist,  und  die  mit  den  beiden  verticalen  Hauptschnitten  in  Bezug  auf  die  Neben- 
achse übereinstimmt. 

Wir  können  hiemach  das  einschalige  Hyperboloid  auch  durch  eine  ver- 
änderliche Hyperbel  erzeugen,  die  sich  um  ihre  Nebenachse  OZ  dreht,  indem 
ihre  Scheitel  auf  der  Ellipse  AB  gleiten  und  ihre  Nebenachse  unverändert  bleibt 
Ist  a  =^  bf  so  ist  OG  von  derselben  Länge  und  die  Hyperbel  ändert  bei  der 
Drehung  ihre  Gestalt  nicht.     Die  Fläche 

wird  daher  von  einer  unveränderlichen  Hyperbel  beschrieben,  die  sich  um  ihre 
Nebenachse  {OZ)  dreht;  diese  Fläche  bezeichnet  man  demgemäss  als  ein« 
schaliges  Rotationshyperboloid. 

Die  Gleichung  des  Vereins  der  beiden  Asymptoten  der  Schnitthyperbel  !• 
ist  im  Coordinatensysteme  3£(7Z,  wenn  man  die  halbe  Hauptachse  des  Schnittes 
mit  0}   bezeichnet 

Multiplicirt  man  aus  und  setzt  den  Werth  für  a^  ein,  so  entsteht 

Ersetzt  man  hier  jicosa  durch  x  und  j:««a  durch  y,  so  erhält  man  die 
Bedingungsgleichung  dafür,  dass  ein  Punkt  im  Räume  auf  einer  Asymptote  irgend 
eines  dieser  Schnitte  gelegen  ist;  mithin  ist  die  Gleichung  der  von  diesen 
Asymptoten  gebildeten  Fläche 

x^        y^        z^ 


Dies  ist  die  Gleichung   eines  Kegels  II.  O.     Man  bezeichnet  ihn   als  den 
Asymptotenkcgel  des  Hyperboloids. 

10.    Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 

x^        y^        z^ 


sind 
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Die  Gleichung  der  Ebene  T^  welche  das  Hyperboloid  im  Punkte  P^  berührt, 
ist  daher 


2. 


T^ 


z, 


JC    -h    T^ 


b^ 


.  a;  —  1  =  0. 


Die  Coordinaten  dieser  Ebene  sind 


u  = 


rS     » 


«/   =    — 


•2  • 


Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe 

^0  =  «*«,      J'o  =  ^^^»      '0  =  —  ^*«' 
in  die  Gleichung    x^u  -^  y^v  ->r  z^w  —  1=0,    so  erhält  man  die  Gleichung 

des  Hyperboloids  in  Ebenencoordinaten 

3.  9  ea  a>u^  -H  b^v^  —  c^w^  —  1=0. 
Aus  den  abgeleiteten  Functionen  von  9 

4.  f^u   ^  ö*«,     9p'  =i  ^*z^,     <Pw'  ^  —  ^"o'i     ^»  4-  Atf  4-  /'w  4-  ^  ^  —  1 
erhält  man  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  der  Ebene  T^ 

5.  Pss  <i^u^u  4-  ^^2^0^  —  c^w^w  —  1=0. 


Die  Gleichung: 


b^ 


-2 


=  0. 


11. 

und  X  ' 


Setzt  man  in  die  Gleichung  der  Reihe  nach  y  = 
=  jf  =  0,  so  erhält  man  E=±fl,     r|  =  dt^  y^ 

Z 


jS   =   0,      Ä   «=s   jg 

1,    C  =  dt  r  / 


=  0 


—  1. 


(M.449.) 

Die  Fläche  wird  daher  von  der  K-Achse  und  der  Z-Achse  nicht  in  realen  Punkten 
geschnitten;  nur  die  Schnittpunkte  mit  der  ^-^chse  sind  real;  sie  werden  als 
Scheitel  der  Fläche  {A  und  A^  bezeichnet. 
Die  Hauptschnitte  haben  die  Gleichungen 


Horizontaler  Hauptschnitt : 
Verticaler 


Seitlicher 


» 


»> 


» 


ii 


X*  ^  

^   •"    ^    ""  ^    =    "' 

JC»  z^ 

T •  —  1=0, 

^  b^   '~  c^  ^  ^  '^ 
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Die  Fläche  wird  daher  von  der  Ebene  YOZ  in  einer  imaginären  Curve 
geschnitten;  die  andern  beiden  Hauptschnitte  sind  reale  Hyperbeln  mit  gemein- 
samer Hauptachse  (2  a)  und  verschiedenen  Nebenachsen. 

Eine  Ebene,  die  parallel  der  KZ-Ebene  ist,  und  für  welche  jc  ==  /t,  schneidet 
die  Fläche  in  der  Curve 

'^^        -V*        »*         ,         ^ 

^-  ö»  ^2  ^2  ^    —   "• 

Dieser  Schnitt  ist  imaginär,  wenn  k^  <z  a*  ist;  zwischen  den  Ebenen, 
die  YOZ  im  Abstände  db  a  parallel  gehen,  liegt  also  kein  realer 
Punkt  der  Fläche.     Ist  >^  =  dz  a,  so  geht  die  Gleichung  1.  über  in 

v^        2^ 

und  dieser  Gleichung  wird  nur  durch  y  =  z  =^  0  genügt,  d.  i.  durch  die  Scheitel 
A  und  A^,  Ist  k^  >  fl*,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen 
auf  den  Spuren  der  Schnittebene  liegen  und  die  Längen  haben 


2.  «1  =  ä  V*'  -  "' '    ^»  =  ä  v^*"^^^  • 

Ist  OD  =  k,  so  sind  a^  und  c^  die  Ordinaten  DF  und  DE,  die  in  den 
Hauptschnitten  zu  der  Abscisse  OD  gehören.  Die  Fläche  wird  daher  durch 
eine  veränderliche  Ellipse  beschrieben,  die  normal  zur  X-Achse  sich  so  bewegt, 
dass  ihr  Centrum  auf  der  A'-Achse  und  ihre  Scheitel  auf  den  beiden  Haupt- 
schnitten der  Fläche  sich  bewegen.  Wie  die  Formeln  2.  zeigen,  bleibt  das  Ver- 
hältniss  der  Halbachsen  der  bewegten  Ellipse  unveränderlich  d  :  c. 

Diese  Fläche  heisst  zweischaliges  Hyperboloid.  Sie  besteht  aus  zwei 
von  einander  getrennten  Schalen,  die  auf  beiden  Seiten  der  FZ-Ebene  liegen. 

12.  Durchschneiden  wir  das  Hyperboloid  mit  einer  Ebene  XO^,  die  mit 
der  -YK-Ebene  den  Winkel  a  bildet,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Schnitt- 
linie in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  XO^^,  indem  wir  in  der  Gleichung 

der  Fläche  setzen 

y  -=  r^ '  cos  OL ,       z  =  t^  •  sin  a  , 

Hierdurch  entsteht  die  Gleichung 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel  mit  den  Halbachsen 

-  -\fcos^oL        sin^oL 

«1   =  ^ »       ^1   =  1-      V  -JT-  -^  -72-  • 

Der  Verein  der  beiden  Asymptoten  dieser  Hyperbel  hat  im  Coordinatensystem 
XO^  die  Gleichung 

Führt  man  die  Multiplication  aus  und  setzt  den  Werth  fiir^j  ein,  so  erhält  man 

Setzt  man  hierin  y  Rlr  9  cos  a  und  z  für  ß  sin  a,  so  erhält  man  die  Gleichung 

der  von  den  Asymptoten  aller  dieser  Schnitthyperhein  gebildeten  Fläche 

x^        v^        z^ 
O'  ^2         ^2         ^2         ^• 

Diese  Fläche  ist  ein  Kegel  II.  O.,  der  Asymptotenkegel  des  zwei- 
schaligen  Hyperboloids. 
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Ist  ^  =  ^,  so  sind  die  beiden  Hauptschnittshyperbeln  congnient;  da  alsdann 
L.  auch  ^j  =  ^  ist,  so  wird  in  diesem  besonderen  Falle  das  Hyperboloid 
ch  eine  unveränderliche  Hyperbel  erzeugt,  die  sich  um  ihre  Hauptachse  dreht. 
se  Fläche  ist  daher  als  zweischaliges  Rotationshyperboloid  zu  be- 
:hnen.     Die  Gleichung  desselben  ist 

13.    Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 


nd 


■^  ~  a>  ~  ^>        r»         ^ 


^       ^,  _     .y*      ri         «* 


Daher  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  die  das  einschalige  Hyperboloid 
im  Punkte  /^^  berührt. 


1. 


— «■  «.x  —  T9  -  y  —  ~9  '  z  —  1  =if. 


Die  Coordinaten  von  7*  sind 


**        a>  '      ^  ^> '      ^  ^>  • 

Durch  Einsetzung  der  hieraus  folgenden  Werthe  Xq  ^=  a^u,  yo  =  —  ^^tf, 
'•  =  —  f  *  w  in  die  Gleichung 

^0^  -^  yo^  *+"  ^0^  —1=0 
erhält  man  die  Gleichung  des  Hyperboloids  in  Ebenencoordinaten 

4.  <p  B  a>«>  —  dH^  —  c^w^  —  1=0. 

Die  abgeleiteten  Functionen  von  ^  sind 

i   ^J  ^  a*«,     ^»'  15  —  ^*if,     ^w'  ^  —  r^w,    ^«  4-  Äz/  -f-  /tt/  -h  >&  ^  —  1 ; 

heraus  folgt  die  Gleichung  des  Punktes  jP,  in  welchem  das  Hyperboloid 

'^on  der  Ebene  T^  berührt  wird. 

6.  jP  ^  u^UqU  —  b^v^v  —  c^WqW  —  1  =  0. 

14.  Nachdem  wir  nun  einen  Ueberblick  über  die  Flächen  zweiter  Ordnung 
gewonnen  haben,  die  drei  zu  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  besitzen, 
deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Symmetrieebenen  daher  von  der  Form  sind 
1  Ax^  H-  J?y^  -h  Fz^  -h  K  =  0, 

»^enden  wir  uns  zur  Charakteristik  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  nur  zwei 
aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  haben. 

Wählt  man  diese  beiden  Symmetrieebenen  zu  den  Ebenen  XOZ  und  YOZ 
Blies  Coordinatensystems,   so  ist  die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  rein  qua- 
dratisch für  X  und  y,  dagegen  gemischt  quadratisch  für  z,  also  von  der  Form 
i  Ax^  4-  J?y^  -h  Fz^  -+-  2/«  -h  AT  =  0, 

»obei  /  von  Null  verschieden  ist.     Verschieben  wir  den  Nullpunkt  entlang  der 
^.\chse  um   die  Strecke  7,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Fläche  im  neuen 
Systeme,  indem  wir  in  der  Gleichung  2.  die  Coordinate  z  durch  2:  -f-  7  ersetzen; 
fcdurch  entsteht 
^        Ax'^  4-  Dy^  -h  Fz^  4-  2  (/?7  -+-/)«  4-  {F^^  4-  2/7  -h  A^  =  0. 

Kann  man  nun  für  7  einen  endlichen  Werth  bestimmen,  der  die  Gleichung 
eifäUt 

*•  /r^  4-  /  =  0, 

«o  geht  die  Gleichung  3.  durch  diese  Wahl  von  7  in  eine  Gleichung  von  der 

L     **w*^i^  Hwiliiri  d«  Mariwatik.    Bd.  IL  17 
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Form  1.  über;  wenn  also  die  Fläche  2.  nur  zwei  Symmetrieebenen  haben  soll, 
so  muss  F-^  -¥  J  fiir  einen  endlichen  Werth  7  unerfüllbar  sein,  es  ist  folglich  in 
diesem  Falle  F  =  0,  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  Gleichung  der 
Fläche  in  Bezug  auf  das  neue  System 

5.  Ax^  H-  Dy^  H-  2/s  4-  2/7  -h  Ä'  ==  0. 
Nehmen  wir  7  =  —  A":  2y,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  zu 

6.  Ax^  4-  Dy^  4-  2/«  =  0. 

Betreffs  der  Vorzeichen  kann  vorausgesetzt  werden,  dass  A  positiv  ist;  dann 
ergeben  sich  für  die  Vorzeichen  der  zwei  Grössen  D  und  /  folgende  Combinationen 

Vorzeichen  von  D\     4-  ,  4-  ,  — ,  — , 

>>       tt        "     y  •      '  »       »    •  »  """  * 
Da  es  freisteht,  welche  Seite  der  Z-Achse  man  als  die  positive  annehmen 

will,  der  Wechsel  des  positiven  Sinnes  der  Z-Achse  aber  als  ein  Vorzeichen- 
Wechsel  des  letzten  Gliedes  der  Gleichung  6.  sich  äussert,  so  folgt,  dass  wir  den 
Coefficienten  /  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  negativ  voraussetzen  können. 
Dividiren  wir  durch  den  absoluten  Werth  von  y,  und  ersetzen  die  neuen  Coeffi- 
cienten von  x^  und  y^  durch  passend  gewählte  andere  Zeichen,  so  sind  also  nur 

noch  die  zwei  wesentlich  verschiedenen  Fälle  zu  unterscheiden 

x^        y> 

7.  h^r  —  2«  =  0, 

X^  y9 

8.  — -.^  —  2«  =  0, 

wo  nun  a  und  b  als  positive  Strecken  vorausgesetzt  werden  können. 


x^         y^ 
Die  Gleichung h^^r 2«  =  0. 

15.  Für  die  Strecken  E  und  tj,  welche  diese  Fläche  von  den  beiden  Coor- 
dinatenachsen  OX  und  OY  abschneidet,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  durch  Einsetzung  von  ^'  =  0  =  0,  bez.  x  =^  z  =  0  die  Gleichungen 

1.  -  =  0,      ^  =  0. 

Jede  der  beiden  Achsen  OX  und  OY  schneidet  also  die  Fläche  in  zwei 
mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallenden  Punkten;  beide  Achsen  sind  daher 
Tangenten  der  Fläche,  und  mithin  wird  die  Fläche  von  der  Ebene  XOY  in» 
Punkte  O  berührt.    Setzt  man  in  die  Gleichung  der  Fläche  :«:  =  ^  ==  0,  so  folgt 

2.  2«  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  ;?  =  0.  Da  aber  bewiesen  worden  ist,  dass 
im  Allgemeinen  eine  jede  Gerade  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei 
Schnittpunkte  hat,  so  ist  die  Gleichung  2.  als  eine  quadratische  Gleichung  auf- 
zufassen, in  welcher  der  Coefficient  von  z^  verschwindend  klein  ist;  die  Gleichung 
hat  daher,  als  quadratische  Gleichung  betrachtet,  ausser  der  Wurzel  «  =  0  noch 
die  zweite  Wurzel  z  =  00,  Die  Fläche  hat  mit  der  Z-Achse  ausser  dem 
Nullpunkte  noch  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein. 

Die  Gleichungen  der  Hauptschnitte  sind 

x^        y^ 
Horizontaler  Hauptschnitt: h  ~l~  ^^  ^' 

x^ 
Verticaler  „        „ 2£f  =  0, 

y2 
Seitlicher  „        „  ^ 2«  =  0. 


/ 
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Die  erste  Gleichung  wird  nur  von  einem  realen  Punkte,  dem  Nullpunkte, 
erfüllt,  und  bestätigt,  dass  die  Fläche  von  der  Ebene  XOY  im  Punkte  0 
berührt  wird. 

Die  beiden  andern  Haupt- 
schnitte sind  Parabeln,  deren 
gemeinsamer  Scheitel  der  Null- 
punkt, deren  gemeinsame  Achse 
die  .^Achse  ist,  und  deren  Para- 
meter die  Strecken  a  und  6  sind. 

Eine  Ebene,  die  im  Abstände 
M  =  i  parallel  zur  JfK-Ebene  ist, 
schneidet  die  Fläche  in  der  Curve, 


-  24  = 


0. 


Y^ 


Dies  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen   a,  =  yUa , 

Ist  OD^k,  so  sind  Sj  und 
*,  die  Coordinaten  i>£  undi?/" 
der  Hauptschnittsparabeln,  die  zu 
der  Coordinate  s  =  OD  gehüren. 
Die  Fläche  wird  also  durch  eine 
veränderhche  Ellipse  erzeugt,  die 
sich  normal  zur  Z-Achse  so  bewegt, 
dass  ihr  Centrum  auf  der  Z-Achse 

und  ihre  Scheitel  auf  den  beiden  Hauptschnittsparabeln  gleiten.    Wird  k  = 
so  werden  auch  beide  Halbachs&n  dieser  Ellipse  unendlich  gross. 

Die  Fläche  fUhrt  den 
Namen  elliptisches  Para- 
boloid. 

Die  Ebene  >  =  *i  schnei- 
det das  elliptische  Paraboloid' 
in  der  Curvc 

h   -f  —  2*  =  0. 

a  b 

Diese  Curve  ist  eine  mit 
dem  verticalen  Haupt- 
schnitte congruente  Para- 
bel, welche  die  seitliche  Spur 
DD^  der  Schnittebene  zur  Achse 
und  den  Schnittpunkt  E  der- 
selben mit  dem  seitlichen 
Hauptschnitte  der  Parabel  zum 
Scheitel'  hat.  Das  elliptische 
Paraboloid  wird  also  auch  von 
einer  unveränderlichen  Parabel 
beschrieben,  die  sich  so  be- 
wegt, dass  ihre  Ebene  parallel 
der    JT^Ebene,    ihre    Achse 
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parallel  OZ  und   ihr  Scheitel   auf  dem  seitlichen  parabolischen  Hauptschnitte 
bleibt. 

Der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  x  ^=  k^  hat  die  Gleichung 

llL  ^^.  _  2^  =  0, 
a  b 

Dieser  Schnitt  ist  eine  mit  dem  seitlichen  Hauptschnitte  congruente  und 
gleichgerichtete  Parabel,  deren  Achse  die  verticale  Spur  GG^  der  Scbnittebene, 
und  deren  Scheitel  H  ist*).  Das  elliptische  Paraboloid  kann  also  auch  von 
einer  unveränderlichen  Parabel  beschrieben  werden,  die  parallel  zur  Ebene  YOZ 
sich  so  bewegt,  dass  ihre  Achse  parallel  O  Z  und  ihr  Scheitel  auf  dem  verticalen 
parabolischen  Hauptschnitte  bleibt. 

16.  Durchschneidet  man  die  Fläche  (Fig.  450)  mit  einer  Ebene  3EÖZ,  die 
mit  der  Ebene  XOZ  den  Winkel  a  bildet,  und  bezieht  die  Schnittcurve  auf  das 
Cordinatensystem  ]iOZ,  so  hat  man  :c  =  ;c  r<?ja  ,  y  =  }isin%  und  die  Gleichung 
der  Schnittcurve  ist  daher 

Dies    ist   eine  Parabel,    die    mit  den  Hauptschnitten  den  Scheitel   und  die 
Achse  gemein  hat  und  deren  Parameter  die  Länge  hat 


(cos^a         sin^a\ 


Ist  dt  =  d,  sind  also  die  beiden  Hauptschnitte  congruent,  so  ist  auch  /  =  «; 
diese  Fläche  ist  daher  ein  Rotationsparabo loid,  d.  h.  sie  wird  von  einer  un- 
veränderlichen Parabel  beschrieben,  die  sich  um  ihre  Achse  dreht.  Die  Gleichung 
eines  Rotationsparaboloids  ist 

jc»  -+-  j/3  —  2j«  =  0. 

17.    Die  abgeleiten  Functionen  der  Function 


x^  V* 


sind 


Die  Gleichung  der  Ebene   T,   welche  das  elliptische  Paraboloid 
im  Punkte  jPq  berührt,  ist  hiernach 

1.  T^  "^x-^^-fy  ^  z  -  z^  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Tangentenebene  T  sind 

üZq*  dzo  Zq 

Die  Coordinaten  Xq,  y^,  Zq  des  Berührungspunktes  ergeben  sich  hiernach  zu 

1  UV 

3.  ^0  =  —  ~ »        ^0   =  ""  ^  ~" »      ^'o  =  —  ^  ~  • 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  ein 

uXq  4-  vy^  -+-  wZq  —  1=0, 
so  erhält  man  die   Gleichung  des  elliptischen  Paraboloids  in  Ebenen- 
coordinaten 

4.  <p  s=  au^   -h  bv'^  —  2«  =  0. 


*)  In  der  Figur  ist  von  dieser  Parabel  nur  die  vordere  Hälfte  aufgezeichnet  worden. 

V  - 
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)ie  abgeleiteten  Functionen  von  9  sind 

^  au ,      9»'  ^  by ,      ^J  ^  —  1 ,      ^u  -h  Av  -^  iuf  -{-  k  ^  —  w, 
)ie  Gleichung    des  Punktes  P,    in   welchem  das  Paraboloid  von 
Ebene  Tq  berührt  wird,  ist  demnach 

y^  au^u  -h  ^VqV  —  w  —  Wq  =  0. 


9  9 

Die  Gleichung ~^  —  2«  =  0. 


a  b 

18.   Die  Strecken  J,  t),  C,  welche  die  Fläche  von  den  Achsen  abschneidet, 
)en  sich  aus 

.9 

—  2C  =  0. 


?  =  o,  v  =  <-. 


Hieraus  folgt,  dass  die  Jf-Achse  und  die  K-Achse  die  Fläche  im  Punkte  O 
hren,  und  dass  die  Z-Achse  ausser  dem  Punkte  O  noch  einen  unendlich 
m  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat.     Die  Gleichungen  der  Hauptschnitte 


Horizontaler  Hauptschnitt: 
Verticaler 


a 


—  —  =  0- 


25  =  0; 

a 

Seitlicher  „  „  -r  —  2«  =  0. 

Die  Gleichung  des  horizontalen  Hauptschnitts  lässt  sich  schreiben 


»> 


>» 


(M.452.) 
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dieser  Hauptschnitt  besteht  daher  aus  den  beiden  durch  den  Anfangs 
punkt  gehenden  Geraden 


}/ä     Yb       '      y«      yT 

Wir  bemerken,  dass  dies  Auftreten  von  Geraden,  die  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegen,  nicht  vereinzelt  ist;  wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  hier- 
über weitere  Untersuchungen  mittheilen. 

Der  verticale  Hauptschnitt  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  in  der  Z-Achse, 
deren  Scheitel  im  Nullpunkte  liegt,  und  die  sich  in  der  Richtung  der  Z-Achse 
erstreckt;  der  Parameter  ist  a.  Der  seitliche  Hauptschnitt  ist  eine  Parabel  vom 
Parameter  ^,  deren  Scheitel  im  Nullpunkte,  deren  Achse  in  der  Z-Achse  liegt, 
und  die  sich  in  der  Richtung  der  negativen  Z-Achse  erstreckt 

Die  Ebene  x  ^=  k  schneidet  die  Fläche  in  der  Curve 

a  b 

also  in  einer  Parabel,  die  dem  seitlichen  Hauptschnitte  congnient  ist;  sie  hat 
zur  Achse  die  Verticalspur  FF<^  der  Schnittebene  und  zum  Scheitel  den  Schnitt- 
punkt G  der  Geraden  FF^  und  des  verticalen  Hauptschnitts.  Die  Fläche  wird 
daher  von  einer  unveränderlichen  Parabel  beschrieben,  die  sich  parallel  zur 
Ebene  YOZ  so  bewegt,  dass  ihre  Achse  parallel  OZ  und  ihr  Scheitel  auf  dem 
verticalen  parabolischen  Hauptschnitte  bleibt. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Fläche  y  =  k^,  so  erhält  man 

Dieser  Schnitt  ist  eine  mit  dem  verticalen  Hauptschnitte  congruente  Parabel, 
welche  die  seitliche  Spur  DD^  der  Schnittebene  zur  Achse,  den  Punkt  £  zum 
Scheitel  hat  und  sich  in  der  Richtung  der  positiven  Z-Achse  erstreckt.  Hiemach 
wird  die  Fläche  auch  durch  eine  unveränderliche  Parabel  erzeugt,  die  parallel 
zur  -YZ-Ebene  sich  so  bewegt,  dass  ihre  Achse  i)arallcl  OZ  und  ihr  Scheitel 
auf  dem  seitlichen  Hauptschnitte  bleibt. 

Der  wesentliche  Unterschied  dieser  Erzeugung  mit  der  analogen  Erzeugung 
eines  elliptischen  Paraboloids  besteht  darin,  dass  bei  letzterem  die  bewegliche 
erzeugende  Parabel  und  die  Hauptschnittsparabel,  auf  welcher  ihr  Scheitel  gleitet, 
die  Achsen  nach  derselben,  nicht  nach  entgegengesetzten  Seiten  wenden,  während 
bei  der  gegenwärtigen  Fläche  das  Gegentheil  statt  hat. 

Um  die  Gleichung  des  Schnittes  der  Fläche  mit  einer  Ebene  zu  erhalten, 
die  parallel  XO  Visit  setzen  wir  in  der  Flächengleichung  z  =  k^]  wir  erhalten 
dadurch 

-^  —  2>&j,  =0. 


Ist  ^2  positiv,  so  ist  dies  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  a^  =  y2akf, 
by  ==  y^bk^f  wobei  die  Hauptachse  auf  der  ^-Achse  liegt.  Ist  hingegen  k^ 
negativ,  etwa  /tj  =  —  /,  wo  nun  /  >  0,  so  haben  wir  die  Gleichung 

x^         y» 
a  b 

mithin  eine  Hyperbel,  deren  Hauptachse  auf  der  F-Achse  liegt,  und  welche  die 
Halbachsen   hat  a^^  =  '^201,      b^  =  Y^bl, 
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Da   für  die  Grundrisse  aller  dieser  Schnitthyperbeln  das  Achsenverhältniss 

instant  ist,  nämlich  «i  :  ^1  =  "/«  :  yT,     so  haben  sie  alle  die  Asymptoten 

X  y  X  y 

-7=—  ^  =  0,       und     -p:  4-^  =  0, 
ya         yb  ya         yb 

aben  also  alle  den  horizontalen  Hauptschnitt  zu  Asymptoten. 

Die  Asymptoten  der  Schnitthyperbeln  selbst  liegen  daher  auf  den 
eiden  Ebenen,  die  durch  die  Z-Achse  und  die  beiden  Geraden  be- 
immt  sind,  die  den  horizontalen  Hauptschnitt  bilden.  Diese  Ebenen 
czeichnet  man  als  die  Asymptotenebenen  der  Fläche. 

Wir  können  uns  hiemach  die  Fläche  durch  eine  veränderliche  Hyperbel  er- 
!ugt  denken,  die  parallel  zur  Jf K-Ebene  sich  so  bewegt,  dass  ihre  Achsen  auf 
icn  Ebenen  XOZ  und  YOZ^  ihre  beiden  Scheitel  auf  einem  der  beiden  verti- 
alen  Hauptschnitte  der  Fläche  und  ihre  Asymptoten  auf  den  beiden  Ebenen 
aleiben,  die  durch  die  Z-Achse  und  die  Geraden  des  horizontalen  Hauptschnitts 
geben. 

Im  Zusammenhange  mit  dieser  Entstehungsweise  der  Fläche  führt  dieselbe 
den  Namen  hyperbolisches  Paraboloid. 

19.      Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 

x^         y> 

^  a  0 

sind 

Die  Gleichung  der  Ebene  7*,  welche  die  Fläche  im  Punkte  Fq  be- 
lührt,  ist  daher 

Die  Coordinaten  der  Ebene  T  ergeben  sich  hieraus  zu 

azQ  bzQ  Zq 

Hieraus  folgen  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes,  ausgedrükt  durch  die 
Coordinaten  der  Tangentenebene 

u  V  1 

—  •      J'o^**  —  >      ^0  =  —  —  • 
w  ^  w  "  w 

'       Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  ein 

I  uXq  -h  vyQ  -f-  wZq  —  1=0, 

}  »  erhält  man  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloids  in  Ebenen- 

;  coordinaten 

i  9  B  au^  —  bv^  -h  2af  =  0. 

Die  abgeleiteten  Functionen  von  9  sind 
9,'  e  a«,       9tr'  ^  —  bv  t       ^'  =  1 ,      yu  -{-  hv  -\-  iw  '\-  k  ^=  w\ 

<J*iier  ist  die  Gleichung  des  Punktes  P^  in  welchem  das  hyperbolische 

Paraboloid  von  der  Ebene  T^  berührt  wird: 

5.  P^  au^u  —  bv^v  -{-  w  -h  Wq  =0. 


'•  ^0  =  -  ^'Z:»      yo  =  ^'Z;*      ^0  = 


20.  Wir  untersuchen  nun,  ob  es  Flächen  zweiter  Ordnung  giebt,  die  nur 
«iae  Symmetrieebene  haben. 

Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur  KZ-Ebene  des  Coordinatensystems,  so 
■*  wGlöcbung  der  Fläche  rein  quadratisch  für  x,  dagegen  gemischt  für^  und  z. 
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also  von  der  Form 

1.  /=  Ax^  H-  Djy*  -+-  2Eyz   -h  Fz^  -h  2/Iy  -h  2/z  -f-  AT  =  0 . 

Wir  suchen  nun  diese  Gleichung  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  wir  den 
Nullpunkt  in  der  yZ-Ebene  verlegen  und  der  Z-Achse  und  der  K-Acbse  neie 
geeignete  Richtungen  geben.  Dabei  bleibt  die  Coordinate  x  ungeändert  uid 
die  Coordinaten  y  und  z  ändern  sich  gemäss  der  Formeln  für  die  allgemeiae 
Coordinatentransformation  rechtwinkeliger  Systeme  in  der  Ebene.  Hierbei  ändert 
sich  also  nur  der  Ausdruck 

2.  Dy^  -h  2£yz  4-  Fz^  -h  2J/y  -f-  2/z  -4-  K, 

und  geht  in  eine  quadratische  Function  der  auf  das  neue  System  bezüglichen  G>or- 
dinaten  9  und  3  über. 

Wenn  die  Gleichung  /=  0  ausser  Ax^  noch  quadratische  Glieder  hat,  venn 
also  nicht  zugleich  i7==^==/^=0,  so  kann,  wie  in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene  bewiesen  worden  ist,  durch  Verschiebung  und  Drehung  des 
Coordinatensystems  immer  ein  Coordinatensystem  erreicht  werden,  durch  wdches 
aus  der  Function  2.  die  transformirte  Function  hervorgeht:  entweder 

3.  J/9«  -+-  N^^  -h  ^,       oder      4.     J/9«  H-  -Pj. 
Die  Gleichung 

Dy^  -h  2£yz  -h  Fz^  -h  2Hy  -f-  2Jz  -1-  ^  =  0 
geht  aus  1.  hervor,  wenn  man  jc  ==  0  setzt,  ist  also  die  Gleichung  der  Curve,  in 
der  die  Fläche  von  der  Symmetrieebene  geschnitten  wird;  die  Fälle  3.  oder  4. 
treten  daher  ein,  je  nachdem  diese  Schnittcurve  einen  Mittelpunkt  hat  (Ellipse 
oder  Hyperbel  ist)  oder  keinen  (Parabel).  Bezogen  auf  das  neue  Coordinaten- 
system lautet  die  Gleichung  der  Fläche  entweder 
5.     Ax^  -h  Mx^^  -h  A^s*  H-  ^  =  0,       oder      6.      Ax^  -h  J/p*  -f-  -Pa  =  Ö- 

Wenn  also  nicht  zugleich  D  =  E  =^  F  =^  Oy  so  hat  die  Fläche  entweder 
noch  zwei,  oder  noch  eine  Symmetrieebene,  die  auf  der  vorausgesetzten  senkrecht 
stehen. 

Wenn  2?  =  Zf  =  /^  =  Ü  ist,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  der 
Fläche  zu 

7.  f  =  Ax^  -4-  2Hy  -h  2/z  -h  Ä'  =  0 . 

Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  FZ-Ebene  hat  die  Gleichung 

8.  2Hy  -+-  2/z  -f-  Ä' =  0 

ist  also  eine  Gerade.     Wählt  man  diese   Gerade   zur  Z-Achse  des  Coordinaten- 
systems, so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  >*^.  zu 

2Hy  =  0, 
es  ist  also  dann  y  =  A^  =  0,  und  die  Gleichung  der  Fläche  ergiebt  sich  zu 

9.  Ax^'  -H  2Hy  =  0. 

Als  Gleichung  im  Coordinatensystem  -Yd?  F betrachtet,  stellt  sie  eine  Parabel 
dar,  deren  Scheitel  im  Nullpunkte  und  deren  Achse  auf  der  F-Achse  liegt. 
Da  jeder  Punkt  der  Gleichung  9.  genügt,  dessen  Horizontalprojection  auf  dieser 
Parabel  liegt,  so  folgt,  dass  die  Gleichung  9.  einen  Cy  lind  er  darstellt,  dessen 
horizontaler  Querschnitt  eine  Parabel  ist,  und  dessen  Mantellinien 
der  Z  Achse  parallel  sind.  Wir  bezeichnen  diesen  Cylinder  als  parabo- 
lischen Cylinder. 

Jede  zu  den  Mantellinien  normale  Ebene  kann  als  Symmetrieebene  dieses 
Cylinders  gelten. 

21.  Nun  bleibt  uns  noch  übrig,  zu  untersuchen,  ob  es  unsymmetrische 
Flächen  IL  O.  giebt. 
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Hierzu  haben  wir  die  Bedingungen  aufzusuchen,  an  welche  die  Existenz  einer 
Symmetrieebene  gebunden  ist,  und  nachzusehen,  ob  diese  bei  jeder  Fläche 
zweiter  Ordnung  erfüllt  werden. 

§  7.    Symmetrieebenen  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  FI  eine  Gerade  G^  die  mit  den  Coordinaten- 
achsen  die  Winkel  a,  ß,  7  bildet,  so  sind  die  Strecken  r,  welche  von  P  bis  an 
den  Schnittpunkt  der  Geraden  G  mit  der  Fläche  IL  O. 

f^Äx^  4-  IBxy  -h2Cxz  ■+■  Dy^ -h  "lEyz  4-  Fz^-^-  IGx-^'lHy-^-^JZ'^-K^Q 
reichen,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (§  5,  No.  2,  3) 

H-  {Acos^a'h2BccsaLCos^'\-2CcosoiCos^-hI>cos^-^2£cos^c0s^-^Fcos^)r^=^O. 

Wenn    der   Coefficient    von    r   verschwindet,    so    ist   diese   Gleichung   rein 

quadratisch;  die  Gleichung  hat  dann  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln,   und 

der  Punkt  O  ist  die  Mitte  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Geraden  G  und  der 

Fläche  /. 

Die  Gleichung 
2.  /i'cosa  -h/y/cos^  -¥  /(cos-^  =  0 

ist  also  die  Bedingung  dafür,  dass  /'die  Mitte  der  unter  den  Richtungs- 
winkeln a,  ß,  7  durch  11  gehenden  Sehne  der  Fläche/  =  0  ist. 

Es  giebt  unzählig  viele  Sehnen  einer  Fläche  /,  die  in  einem  gegebenen 
Punkte  n  halbirt  werden.  Um  die  Gleichung  der  Fläche  zu  erhalten,  auf  der 
alle  diese  Geraden  liegen,  haben  wir  cosn,  cos%  cos-^  in  2.  durch  die  Coordinaten 
eines  Punkts  von  G  auszudrücken. 

Ist  jP  auf  G  gelegen  und  von  fl  um  p  entfernt,  so  ist 

X  —  E  =  p  cfisoL,     y  —  T'i  =  p  cos^ ,      z  —  C  =  p  ^os-f ; 
man  gewinnt  daher  aus  2.  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 

3.  T^A'{x^i)  -^A;{y^n)  -+-/c'(^-0  =  0. 

Wir  haben  daher:  Die  Sehnen  einer  Fläche  IL  O.,  die  einen  ge- 
gebenen Punkt  n  zum  Mittelpunkte  haben,  liegen  auf  der  Ebene 

T^A'ix-^  +/V(j,-,))  +/c'(*-C)  =  0; 
liegt  der  Punkt  FI  auf  der  Fläche  /,  so  geht  diese  Ebene  in  die  Tan- 
gentenebene im  Punkte  FI  über.  Dieser  Satz  kann  auch  folgende  Fassung 
erhalten:  Jeder  Punkt  im  Räume  ist  das  Centrum  eines  durch  ihn 
gehenden  (realen  oder  nicht  realen)  ebenen  Schnittes  einer  Fläche  IL  O.; 
die  Gleichung  der  Ebene  dieser  Schnittcurve  ist  T=0. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Ebene  T  fiir  alle  Punkte  FI 
des  Raumes  real  ist,  also  auch  dann,  wenn  keine  durch  11  gehende  reale  Sehne 
der  Fläche  /  in  FI  halbirt  wird. 

2.  Die  Gleichung  der  Ebene  7'  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  Coor- 
dinaten des  Punktes  11  solche  Werthe  haben,  dass  die  Functionen  /i,  /r/,  /c' 
zugleich  verschwinden,  wenn  also 

Ai  -h  Bt^  -^  ci:  =  —  G, 
1.  ^5  H-  /?T)  4-  ^C  =  —  JI, 

C5  -+-  ^T)  -H  /'C  =  —  /. 

Wenn  die  Determinante 

ABC 
B  D  E 
CEF 


2.  Ai 
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von  Null  verschieden  ist,  so  wird  diese  Gleichung  von  einem  Systeme  endlicher 
Werthe  5,  t),  C  gentigt.  Für  den  hierdurch  eindeutig  bestimmteni  nicht  unendlich 
fem  liegenden  Punkt  verschwindet  der  Coefficient  von  r  in  der  Gleichung  No.  1, 1 
unabhängig  von  den  Winkeln  a,  p,  7;  dieser  Punkt  halbirt  daher  alle  durch 
ihn  gehenden  Sehnen  der  Fläche;  aus  diesem  Grunde  heisst  er  das  Cen- 
trum der  Fläche.  Das  Centrum  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  zugleich  das 
Centrum  für  jeden  durch  dasselbe  gehenden  ebenen  Schnitt 

Die   Bedingung    dafür,    dass    eine   Fläche    zweiter   Ordnung    ein 
eindeutig  bestimmtes,  nicht  unendlich   fernes  Centrum  hat,  ist 

ABC 

B     D     E    ^Q, 
\C     E     F 
und    die  Coordinaten   £,    t],    C  des  Centrums   sind   die  Lösungen  des 
Systems Z^'  =  0,  /,,'  =  0,  f(  =  0,  mithin  in  die  Werthe 


3. 


5  =  -^. 


"1  "1  "1 

wenn  mit  A^,  A3,  Aj  die  Determinanten  bezeichnet  werden 


A 
B 
C 


B 
D 
E 


G 
H 

J 


G     B     C  A     G     C 

4.  I^^^\H    D     E   ,       \^  ^     B    H    E 

J     E     E  C     J     F 

3.  Ist  6^  ==  /T  =  y  =  0,  und  Aj  von  Null  verschieden,   so  verschwinden 

5,  T)  und  C.    Das  Centrum  der  Fläche 

/  B  Ax^  H-  "IBxy  4-  ICxz  4-  Dy'^  -h  "lEyz  -h  Fz  -h  J^  =  0 
fällt  also  mit  dem  Nullpunkte  zusammen. 

Die  Gleichungen  des  Kegels  zweiter  Ordnung,  des  Ellipsoids  und  der  beiden 
Hyperboloide  haben  die  Form 

Ax^  -h  Dy^  -f-  i^^Ä»  -+-  A^  =  0 , 
wobei  A^  D^  F  von  Null  verschieden  sind;  in  der  Determinante  A|  verschwinden 
in  diesem  Falle  alle  ausserhalb  der  Diagonale  stehenden  Glieder,  sie  reducirt 
sich  daher  auf  das  Produkt  Aj  =  ADFy  und  ist  mithin  von  Null  verschieden. 
Der  Kegel,  das  Ellipsoid  und  die  beiden  Hyperboloide  haben  daher 
ein  Centrum,  und  zwar  ist  dasselbe  der  Schnittpunkt  der  drei 
Symmetrieebenen. 

4.  Die  Gleichungen  der  beiden  Paraboloide  haben  die  Form 

/  s  Ax^  -h  Dy^  4-  2/a:  =  0 . 

Für  das  Centrum  gelten  jetzt  die  Gleichungen  ^{  =  0,  Dt^  =  0;  bemerken 
wir  noch,  dass  Aj  =  0  und  A4  =  ADJ  ist,  so  folgt:  Das  Centrum  eines 
Paraboloids  liegt  auf  der  Durchschnittsachse  der  Symroetrieebenen, 
von  dem  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  unendlich  weit 
entfernt. 

Die  Gleichungen  des  elliptischen  und  des  hyperbolischen  Cylinders 
fallen  unter  die  Form 

Ax^  -4-  Dy^  4-  Ar=  0. 

Für  das  Centnim  hat  man  A\  =  0,  Dr\  =  0,  A|  =  A4  =*  0;  mithin  ist 
5  =  Tj  =  0  und  C  unbestimmt  Jeder  Punkt  in  der  Durchschnittsachse 
der  Symmetrie  ebenen  eines  elliptischen  oder  hyperbolischen  Cylinders 
kann  also  als  Centrum  der  Fläche  angesehen  werden. 

Die  Gleichung  des  parabolischen  Cylinders  ist 

Ax^  4-  ^Hy  =  U. 
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Hier  hat  man  Ak  =  0,  Aj  =  Ag  =  A4  =  0,  mithin  |  =  0,  t)  unendlich 
gross,  C  unbestimmt. 

Die  Gleichung,  aus  welcher  t;  zu  bestimmen  wäre,  reducirt  sich  auf  0  =  —  /f\ 
betrachtet  man  diese  Gleichung  als  lineare  Gleichung  für  t)  mit  einem  unendlich 
kleinen  Coefficienten  von  t),  so  folgt,  dass  ihr  nur  durch  einen  unendlich  grossen 
Werth  von  t;  gentigt  werden  kann. 

Jeder  unendlich  ferne  Punkt  auf  der  Symmetrieebene  eines  para- 
bolischen Cylinder  kann  als  Centrum  desselben  betrachtet  werden. 

Da  bei  den  Paraboloiden  und  den  Cylindem  von  einem  Centrum  im  eigent- 
lichen Sinne  des  Wortes  nicht  zu  reden  ist,  so  werden  diese  Flächen  als  nicht- 
centrale Flächen  den  centralen  Flächen,  nämlich  dem  Ellipsoid,  den  Hyper- 
boloiden und  dem  Kegel  gegenübergestellt. 

5.  Haben  in  der  Gleichung  No.  1,  2 

/jc'  cosa  H-  /^'  cos^  -h  /g  cos^  =  0 
die  Winkel  a,   ß,  7  gegebene  Werthe,   so  ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  für 
die  Coordinaten  der  Mitten  der  Sehnen  der  Fläche  /  =  0,  welche  die  durch  die 
Winkel  a,  ß,  7  vorgeschriebene  Richtung  haben,   sie  ist  also  die  Gleichung  der 
Fläche,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  liegen. 

Die  Function  T  ^^  fj  cosa  -\- f^  cos^  -^  fz  cos'\  ist  linear  bezüglich  der 
Coordinaten  jc,  y^  z\  wir  schliessen  daher:  Die  Mitten  paralleler  Sehnen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  auf  einer  Ebene;  haben  die 
Sehnen  die  Richtungswinkel  a,  ß,  7,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

1.  T  ^  cosd  fj  -h  cos^  'fy    -h  cos^  •/*'  =  0. 

Für  die  Sehnen,  die  der  Reihe  nach  der  AT-Achse,  der  F-Achse,  der  Z-Achse 
des  Coordinatensystems  parallel  sind,  haben  a,  ß,  7  die  Werthe  a  =  0,  ß  =  7  =  90°; 
bez.  ß  =  0,  a  =  7  =  90°;  bez.  a  =  ß  =  90°,  7  =  0;  die  Ebenen,  welche 
die  Mitten  der  den  Achsen  parallelen  Sehnen  enthalten,  haben  daher 
die  Gleichungen 

2.  A'  =  0,      //  =  0,      /,'  =  0. 

Die  Gleichung  1.  lehrt,  dass  jeder  Punkt,  der  diesen  drei  Ebenen/^'  =  0, 
/^'  =  0,  /s'  =  0  gemein  ist,  auch  auf  der  Ebene  T  liegt. 

6.  Beim  Ellipsoid,  den  beiden  Hyperboloiden  und  dem  Kegel  haben 
diese  drei  Ebenen  nur  einen  Punkt  gemein,  das  Centrum;  die  Ebenen,  welche 
die  Mitten  paralleler  Sehnen  eines  Ellipsoids,  Hyperboloids  oder 
Kegels  enthalten,  gehen  also  durch  das  Centrum  der  Fläche,  und 
werden  daher  als  Diametral  ebenen  bezeichnet. 

Jede  Diametralebene  halbirt  eine  bestimmte  Schaar  paralleler  Sehnen;  denn 
die  Gleichung  jeder  Diametralebene  kann  in  der  Form  geschrieben  werden 
1.  T^  aJJ   -h  «a/y  -h  «3/,'  =  0. 

Sind  a,  ß,  7  die  Richtungswinkel  der  von  T  halbirten  Sehnen,  so  muss  diese 
Gleichung  mit  No.  5,  1  gleichbedeutend  sein;  es  muss  also  eine  Zahl  n  geben, 
für  welche 

cosfi  =  «öj,     cos^  =  na^,    cos-^  =^  n^%* 

Quadrirt  man  und  addirt,  so  erhält  man 

cos^oL  4-  cos^^  -h  cos^^  =  «2  (a^  4-  a^  -f-  a^), 

Da  nun  cos^^  -h  cos^^  4-  cos^^  =  1,  so  folgt  «  =  1  :  ^a^  -h  a^  4-  a^- , 
und  daher 

COSOi  ==  *  ,       cos^=     ^  ==,       cosy  =     ,  ^ r  . 
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Wenn  der  Diameter  d  der  Fläche  den  Sehnen  parallel  ist,  die  von  einer 
Diametralebene  T' halbirt  werden,  so  heissen  die  Ebene  y  und  der  Diameter 
d  einander  conjugirt. 

7.  Wählt  man  das  Centrum  der  Fläche  zum  Nullpunkte,  so  ist  die  Gleichung 
(No.  3) 

1.  /  s  Äx^  -+-  IBxy  -+-  2Ca«  -h  Dy'^  -+-  ^Eyz  -i-  i^«*  -h  AT  =  0. 
Die  abgeleiteten  Functionen  fx\  fy\  fs    sind 

fx    ^  Ax  -\-  By  -^  Cz, 

2.  *  /;  ^  Bx  -¥  Dy  -¥  Ez, 

/,'  B  Cx  H-  Ey  -^  Fz, 
Sind  «1,  Pi,  7i  die  Richtungswinkel  eines  Diameters  ^/|,  der  auf  der  Diametral- 
ebene T  liegt,  die  dem  Diameter  d  mit  den  Richtungswinkeln  a,  p,  7  conjugirt  ist, 
und  ist  P  ein  Punkt  des  Diameters  d^ ,  r  sein  Abstand  vom  Centrum,  so  hat  man 

X  =  rrosa^,      y  =  rcos^^,       z  ^=^  rcos^^. 
Da  P  auf  T  liegt,  so  ist  7"  =  0  erfüllt;  setzt  man  nun  diese  Werthe  in  T 
ein,  so  haben  alle  Glieder  den  Faktor  r\  unterdrückt  man  denselben,  so  bleibt 

{A  cos  aj   -\-  B  cos^x   -\-  C cos  ^j)  cos  a 

3.  -h  {B  cos  aj  -4-  Z>  cos  ^^   -k-  E  cos  Yj)  cos  ß 

-4-  (Cr^?^ai   -h  -ßr^Jpi   -I-  Fcos^^cos^  =  0. 
Wenn    also    die  Cosinus  von  sechs  Winkeln  a,  p,  7  und  «p   Pj,  7| 
dieser  Gleichung  genügen,  so  liegt  der  Diameter,  dessen  Richtungs- 
winkel «j,  ßj,  7i  sind,  auf  der  Ebene,  welche  dem  Diameter  mit  den 
Richtungswinkeln  a,  ß,  7  conjugirt  ist. 

Nimmt  man  die  Glieder  der  Gleichung  3.  zusammen,  die  in  derselben 
Verticalreihe  stehen,  so  erhält  man 

(A  cos  OL  -h  B  cos  ß  4-  Ccos  7)  cos  a^ 
-\-  (Bcosa  -h  £>  cos  ^  -h  E  cos  7)  cos  ß^ 
-h  (C  cos  a  -+-  Ecos^  -H  Fcosfjcos-^^  =  0. 
Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  3.,   nur  sind   die  Winkel  a,  ß,  7  gegen  a^ 
ßj,  7j    vertauscht;   mithin  ergiebt  sich:     Ist  der  Diameter  d^  in  der  Ebene 
enthalten,    die    dem  Diameter  d  conjugirt    ist,    so    ist  auch  d  in  der 
Ebene    enthalten,    die  d^    conjugirt    ist.  —  Die  Ebenen,    die  allen  in 
einer  Diametralebene  T  liegenden  Diametern  conjugirt  sind,   bilden 
ein  Büschel,  dessen  Träger  der  zu  T  conjugirte  Diameter  d  ist. 

8.  Die  Gleichung  der  Ebene  T,  deren  Schnitt  mit  der  Fläche 

/  3»  Ax^  4-  ^Bxy  -h  2 Cxz  -h  Dy^  H-  ^Eyz  -h  Fz^  -^  K  ^  0 
sein  Centrum  in  einem  gegebenen  Punkte  II  hat,  ist  (No.  1,  3) 

1-  /?'•*  +/r;-y  -hA'-z  -  (/e' •?+/,'•  TU- /c' . 0  =  0. 

Uie  jetzt  geltenden  Werthe  von  /r'  /j-,  /='  (No.  7,  2)  erfüllen  die  Identität 

2.  /.'-x  +/;-y  -^/;.z  =/-  K; 

daher  kann  man  in  1.  das  letzte  Glied  einfacher  schreiben  und  erhält 

3.  A'-x  +/r,''y  +A'-z  -  f{l  ,),  0  +  Ä'  =  0. 
Multiplicirt  man  die  Functionen 

/e'  ^  A\  +  Bti-^  CC, 

/t'  ^  C\  ^  E-r^-¥  Fl, 
der  Reihe  nach  mit  x,  y,  z  und  addirt,  indem  man  die  Glieder  jeder  Vertical- 
reihe zusammennimmt,  so  erhält  man  die  Identität 

4.  A'-x  +A'-j>  +/c'-«— A'-E  +A'-n  +/.'-C. 
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Hiemach  erhält  die  Gleichung  der  Ebene  T  die  Form 

Sind  a,  ß,  7  die  Richtungswinkel  des  Diameters,  der  durch  Fl  geht,  und  ist  p 
der  Abstand  des  Punktes  11  vom  Centrum,  so  kann  man  5,  tj,  C  durch  ^costi, 
^cos%    pcos-^  ersetzen;  nachdem  man  durch  p  dividirt  hat,  erhält  man 

T  =/^'.cosa  -^  /;  'cos^  ^  f^^  .cos^  -  -  [/(S,  tj,  l)  —  K\  =  0. 

Diese  Gleichung  stimmt  in  den  variabeln  Gliedern  mit  der  Gleichung  der 
dem  Diameter  a,  ß,  7  conjugirten  Diametralebene 

r  =  /r'  •  cos  OL    -^  fy    '  COS^    -f-  fz    '  COS  ^    =    0 

überein,  und  weicht  nur  durch  das  Vorhandensein  eines  constanten  Gliedes  ab,  die 
Ebenen  7'undT  sind  daher  parallel.  Wir  schliessen  hieraus:  Die  Centra  aller 
parallelen  ebenen  Schnitte  einer  centralen  Fläche  zweiter  Ordnung 
liegen  auf  einem  Diameter;  dieser  Diameter  ist  der  zu  dieser  Schaar 
paralleler  Ebenen  gehörigen  Diametralebene  conjugirt. 

9.  Wir  wenden  uns  nun  zu  entsprechenden  Sätzen  über  die  Flächen  II.  O., 
die  kein  im  Endlichen  liegendes,  eindeutig  bestimmtes  Centrum  haben,  und  zwar 
zunächst  zu  den  Paraboloiden. 

Die  abgeleiteten  Functionen /r',  fy\  fz   der  Function 

sind  fx  ^  AXf  fy  ^  Dy,  fz  ^  J-  Die  Ebene  T,  welche  die  Sehnen  von 
der  Richtung  a,  ß,  7  halbirt,  hat  daher  die  Gleichung 

y  SS  AcosoL-  X  -h  D cos^' y  -h  Jcos 7  =  0. 

Alle  Ebenen,  welche  die  Mitten  paralleler  Sehnen  eines  Para- 
boloids  enthalten,  sind  daher  der  Achse  des  Paraboloids  parallel. 

Der  elliptische  und  der  hyperbolische  Cylinder  haben  in  Bezug  auf 
ein  Coordinatensystem,  dessen  Verticalebenen  mit  den  Symmetrieebenen  zusammen- 
fallen, Gleichungen  von  der  Form 

f  ^  Ax^  -h  Dy^  -h  A^  =  0. 
Jetzt  ist  fx    SS  Ax,    fy   ^  Dy,    fz    ^  0,    daher  ist 

T  ^  AcosoL  •  X  -h  Bcos'^  .  j;  =  0  . 

Die  Ebenen,  welche  die  Mitten  paralleler  Sehnen  eines  ellip- 
tischen oder  hyperbolischen  Cylinders  enthalten,  gehen  durch  die 
Achse  des  Cylinders 

Aus  der  Gleichung  des  parabolischen  Cylinders 

/  s  Ax^  -h  2Hy  =  0 
folgt  fj  ^B  Ax,      fy'  ^  H,      //  =  0 ,       Daher  erhält  man 

T  ^  Acostk  •  X  -h  Hcos^  =  0  . 

Die  Ebenen,  welche  die  Mitten  paralleler  Sehnen  eines  para- 
bolischen Cylinders  enthalten,  sind  der  Symme tri e ebene  des  Cylinders 
parallel. 

10.  Für  die  Gleichung  der  Ebene,  deren  Schnitt  mit  der  Fläche  einen  ge- 
gebenen Punkt  n  zum  Centrum  hat,   (No.  1,  3.)  ergiebt  sich 

1.  bei  den  Paraboloiden:         AX-x-^Dr^-y  -^Jz  —  {Al^  -¥  Dr{^  -h/O  =  0, 

2.  beim  ellipt.  und  hyperb.  Cyl.:         AI  -  x  -h  Dr^  -y  —  (Ai^  -h  Z>r]»)  =  0, 

3.  beim  parabol.  Cylinder:  Ai  -  x  -i-  I/y        —  (^5»  -f-  N-q)  =  0. 

Sind  a,  ß,  7  die  Stellungswinkel  der  Ebene  1.,  so  hat  man 
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COS  OL :  cos^  :  cos-^  =  Ai :  Dr^  :y, 
woraus  sich  ergiebt 

E  =  /cosoi :  Acosy ,      t;  =  y^<?^3  :  Dcos^ . 

Die  Coordinaten  der  Horizontprojection  des  Centrums  eines  ebenen  Schnittes 
in  einem  Paraboloide  sind  also  nur  von  der  Stellung  der  Schnittebene  abhängig. 
Hieraus  folgt:  Die  Centra  paralleler  Schnitte  eines  Paraboloids  liegen 
auf  einer  Geraden,  die  zur  Achse  des  Paraboloids  parallel  ist 

Die  Ebene  2.  ist  parallel  der  Cylinderachse  und  schneidet  daher  den 
Cylinder  in  zwei  Mantellinien,  die  gleichweit  von  11  entfernt  sind.  Für  einen 
Punkt,  der  auf  der  Achse  des  Cylinders  liegt,  ist  E  =  tj  =  0,  und  hierfür  wird  die 
Gleichung  2.  identisch  erfüllt  Wir  haben  daher:  Für  alle  ebenen  Schnitte 
eines  elliptischen  oder  parabolischen  Cylinders,  welche  die  Achse 
treffen,  ist  der  Schnittpunkt  mit  der  Achse  das  Centrum. 


11.   Die  Ebene 

1.  T  ^  fx  COSOL  -h  fy  •  cos^  -f-  /,'  •  cos-i  =  0 , 

welche  die  der  Richtung  a,  ß,  7  parallelen  Sehnen  der  Fläche  11.  O.  /  =  0  hal- 
birt,  ist  Symmetrieebene  der  Fläche,  wenn  sie  rechtwinkelig  zur  Richtung  der 
von  ihr  halbirten  Sehnen  ist  Jede  Ebene,  die  zur  Richtung  a,  ß,  7  rechtwinkelig 
ist,  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

2.  COSOL  •  X  -+■  cos^  'y  -f-  cos^  -  z  —  ^  =  0, 

wobei  d  den  Abstand  der  Ebene  vom  Nullpunkte  bezeichnet;    also    muss  die 

Gleichung  2.  durch  Multiplication  mit  einer  Zahl  (ji  mit  1.  identisch  werden,  wenn 

T  Symmetrieebene  sein  soll.    Ordnet  man  T  nach  den  Coordinaten,  so  entsteht: 

T  ^  {AcosoL  -h  Bcos'^  -h  Ccos'{)x  -h  {Bcosa  ■+■  Dcos^  -+-  Ecos)y 

-h  {Ccosi  4-  Ecos^  -H  Fcosi)z  -h  Gcosn    -h  Hcos*^  -^  J cos^  =  0. 

Der  Vergleich  mit 

^costk  •  X  -h  fxr^jß  ' y  -h  ^cos-x  •  z  —  ^d  =  0 
ergiebt  die  Gleichungen 

3.  A  cos  OL  -4-   Bcos^  •+-  Ccos^  =  ^cosol  ^ 

4.  Bcosi.  -h  Dcos^  -h  Ecos^  =  fxr^jß  , 

5.  CcosT.  -f-  Ecos'^  4-  Fcos^i  =  V-^^s^  * 

6.  Gcosoi-\-  Hcos^  -h  Jcos^    =  —  fx//. 
Fügt  man  hierzu  noch 

7.  cos'^fi  -H  cos^^  -h  cos'^^  =  1 , 

so  hat  man  fünf  Gleichungen  für  die  fünf  Unbekannten  a,  ß,  7,  |jl,  d.  Um  die- 
selben zu  ermitteln,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen  3.,  4.,  5.  und  7.  nur 
a»  P»  T»  V-  enthalten;  sind  diese  gefunden,  so  erhält  man  aus  6.  die  letzte  Unbe- 
kannte d.     Den  Gleichungen  3.,  4.,  5.  kann  man  die  Form  geben: 

(A  —  ^cosT.  -h  Bcos^  -h  Ccos"^  =  0, 

8.  Bcosn  -h{D — ii.)cos^  -H  Ecosf  =  0, 

C cos  OL  -h  Ecos^  -^{F — \L)cos'i  =  0; 

Ihr  Verein  erfordert  das  Verschwinden  der  Determinante 

A  —  ^      B  C 

B  D  —  \L      E  =0. 

C  E  F^\L 

Dies  ist  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  p.;  hat  man  dieselbe  aufgelöst, 
so   setzt    man   eine  Wurzel  }i  in  die  Gleichungen  8.  ein.     Berechnet  man  das 


9.  E 
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Verhältniss  cosn  \cos^\  cos^[  aus  je  zweien  der  Gleichungen,  so  erhält  man  die 
in  Folge  der  Gleichung  9.  gleichbedeutenden  Proportionen 
cos^\cos^\€os-\^\(P'-)^{F-'^  —  E^\\CE-^  B {F -^  ^)]\[BE  —  C(Z>  — ji)], 

10.  =^[CE-^  B{F^  ^)]:[{A^^){F^^)^C^Y.[CB  ~  E{A  -  hl)], 

=^[BE  —  C[p—  ji)]:[C^  — ^(y^  —  Hi.)]:[(-^-fx)(Z>-.fx)— ^3]. 

Haben  die  Zahlen  Z,   J/,  N  dasselbe  Verhältniss,  wie  je  drei  zu  derselben 
Zeile  gehörige  Subdeterminanten  der  Determinante  R^  so  ist 

cosd  :  cos^  :  cos-^  =  L  :  M\  N\ 
unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6.  und  7.  hat  man  alsdann  die  Lösungen 
des  Problems 

L  ^  M 

11.  COSOi  =  ,        r^jß    = 


)/Z>  H-  J/»  4-  ^»  '  yZ«  H-  il/«  H-  iV^»  ' 

iV                        ^              1  GL-^  HM^JN 
12.  föX7  =      ,  ,         </  = -^      . 

yz»  -h  -^«  -+-  ^»  i*  yz>  -f.  j/«  H-  ^> 

12.  Die  Gleichung  ^  =  0  liefert  entwickelt 

1 .  ^  =  (^— H^)  (Z)— H^)  (^— hl)  —  E  « (^— H^)  —  C«  (/>-jJi) — ^«  (i^— ji)  -h  2  ^C^  =  0 ; 
oder  nach  Potenzen  von  (ji  geordnet 

2.  ^=  — jjL«-t-(-4-f-Z>H-70lA^— (^-^-H^i^-h^Z^  — C«  — ^3— ^>)jjLH-Ai  =0, 
wenn  man  wieder  mit  A^  die  Determinante  bezeichnet 

ABC 

bk^  ^     B     D     E 

CEF 

Die  cubische  Gleichung  ^  =  0  hat  mindestens  eine  reale  Wurzel;  diese  ist 
von  Null  verschieden,  wenn  Äj  ^  0 . 

Unter  der  Voraussetzung  Aj  ^  0  bezeichne  [Xq  eine  reale  Wurzel  von 
-^  =  0.  Alsdann  sind  die  Werthe  No.  11,  11  und  12  real  und  d  nicht  unend- 
lich gross;  sie  sind  eindeutig  bestimmt,  ausser  wenn  flir  jjlq  alle  neun  auf  der 
rechten  Seite  von  No.  11,  10  stehende  Subdeterminanten  der  Determinante  R 
verschwinden.  Wenn  letzteres  nicht  der  Fall  ist,  so  entspricht  der  Wurzel 
[1.0  eine  reale,  nicht  unendlich  ferne  Symmetrieebene.  Nach  den  Entwicklungen 
des  letzten  Abschnitts  gehört  die  Fläche  /  =  0  alsdann  zu  den  dort  aufgezählten 
Flächen;  da  A^  ^0,  hat  sie  ein  eindeutig  bestimmtes  Centnim,  das  nicht  un- 
endlich fem  ist,  sie  ist  daher  ein  Kegel  oder  ein  Ellipsoid,  oder  ein  Hyper- 
boloid. Diese  Flächen  haben  drei  (oder,  wenn  sie  Rotationsflächen  sind  unzählig 
viele)  Symmetrieebenen;  folglich  sind  in  diesem  Falle  auch  die  andern  Wurzeln 
der  Gleichung  ^  =  0  real. 

13.  Wenn  Aj  ^  0  und  für  eine  reale  Wurzel  [Xq  der  Gleichung 
^  =  0  alle  Subdeterminanten  von  R  verschwinden,  so  sind  die  Gleichungen 
No.  11,  8  gleichbedeutend,  und  mithin  ihre  Coefficienten  der  Reihe  nach  ein- 
ander proportional, 

1.  (^  — [i.o):^:C  =  ^:(Z>-  p.o):^=  C\E\{F—}f,^, 

Sind  By  C,  E  von  Null  verschieden,  so  schliesst  man  hieraus 

,       BC        ^       BE        ^       CE 

Umgekehrt,  wenn  B,  C,  E  von  Null  verschieden  sind,  und  wenn 

BC       ^       BE        ^       CE 
A ^  =  Z> TT-  =  F ==-. 
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und  man  nimmt  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Differenzen  für  ji-q,  so  sind, 
wie  man  sofort  erkennt,  die  Proportionen  1.  erflillt  und  jiq  ^^^  ^^^®  Wurzel  von 
^  =  0.  Multiplicirt  man  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  No.  11,  8.  der  Reihe 
nach  mit  E,  C,  B  und  ersetzt  E{A  —  ja^),  Ci^D  —  jjlq),  B{F —  jjlq)  durch  die 
aus  1.  sich  ergebenden  Werthe  BCy  BE,  CE,  so  gehen  die  drei  Gleichungen 
über  in 

2.  BCcosoL  -f-  BEcos^  -h  CEcos^  =  0. 

Durch  die  Formeln 

BC  ^  BE 


ei 


yB^a  ^B^E^  -\-  C^E^  "^^       yWC^  H-  B^E^  -h  C^E^ 

CE 

cost^  —  y/^2(72  ^  B^E^  -h  aE^ 
ist  eine  Richtung  eindeutig  bestimmt.     Ersetzt  man  die  Grössen  BC^    BE^ 
in  2.  durch  die  proportionalen  Werthe  r^i«!,    cos^^^    cos^^^  so  entsteht 
8.  cos^y^  cosd  4-  cos^^  cos^  -h  cos'iy  cos^  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  alle  der  Wurzel   jjlq   zugehörigen  Symmetrieebenen 
Richtung  «j ,  ß^ ,  7^  parallel  sind.    Vergleicht  man  die  Gleichung  einer  Symmet^^e 

ebene 

cos^  •  X  -h  cos^  -y  H-  co5'{  •  «  —  ^  =  0 

mit  No.  11,  6. 

COSt  '  G   4-   COS^  '  If  -h   COSI  .  y  -h    jJL^  ^  =   0 , 

so  ist  ersichtlich,  dass  alle  diese  Symmetrieebenen  durch  den  Punkt  P^  gehe^ 
flir  welchen 

J^o  =  —  ^-P-O'      .^0  =  —  ^-1^0»      «0  =  — /-F^o- 
Folglich    sind    alle  Ebenen  Symmetrieebenen,    die  den  Punkt  /q   und  die 

durch  Pq  gellende  Gerade  q  enthalten,   die  mit  den  Achsen  die  Winkel  «i,  3i, 

7j  bildet. 

Durch  dieses  Verhalten  ist  die  Fläche  als  Rotationsfläche,  und  q  als 
Rotationsachse  gekennzeichnet;  da  Aj  ^0,  so  entsprechen  den  Voraussetzungen 
der  Rotationskegel,  das  Rotationsellipsoid  und  die  Rotationshyperboloide,  wenn 
deren  Rotationsachse  mit  keiner  Coordinatenebene  parallel  ist,  alsor^^aj,  r^ißp 
cos^^  nicht  verschwinden. 

Wenn  j5  verschwindet,  so  folgt  aus  No.  13,  l.,  dass  entweder  npchC 

oder  E  verschwindet.     Ist  ^  =  C  =  0,   so  folgt,  dass  auch  A  —  jiq   =0; 

daher  ist 

C0S1  =  0,      cos^ :  cos^  =  (Z>  —  jjlq)  :  E  =  E:{F  —  jjlq). 

Ersetzt  man  hier  [Iq  durcli  A,  so  ergiebt  sich  die  Bedingung 

3.  {D  —  A):E  =  E:{E  —  A). 

Wenn  E  nicht  verschwindet,  so  kann  A  weder  gleich  Z>  noch  gleich  P  sein. 
Umgekehrt:     Wenn  3.  erfüllt  und  ^  =  C  =  0  ist,  während  ^  ^  0,  so  ist 
11^  =1  A  eine  Wurzel  von  P  =  0;  das  System  No.   11,  8.  gelit  über  in 

4.  {D  —  .4)cos'^  -h  Ecos'i  =  0,       Ecos^  _^-  (yr  _  a)cos^  =  0, 

und  diese  beiden  Gleichungen  fallen  infolge  3.  zusammen.    Aus  4.  folgt,  dass  alle 
Ebenen  Symmetrieebenen  sind,  die  der  durch 

D  —  A  E 

'  ''        y{£>  —  A)^-hE^  ''        }/{£>  ^  A)^  -i- E^ 

bestimmten  Richtung  parallel  sind  und  P^  enthalten. 

Wir  kommen  daher  wieder  auf  den  vorigen  Fall,  nur  dass  die  Rotations- 
achse normal  zur  Jf-Achse  ist. 


V'<. 
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Die  Fälle  ^  =  ^=0,  C^O  oder  C=£  =  0,  B^O  sind  von  dem- 
soeben  erledigten  nicht  wesentlich  verschieden. 

Ist  -ö  =  C  =  0  und  A  =  Z>,  so  folgt  aus  3.,  dass  auch  ^  =  0;  wir 
kommen  damit  auf  den  Fall  i^  =  C  =  ^  =  0.  Ist  ^  =  C  =  ^  =  0,  so 
folgt  aus  1.,  dass  auch 

A  —  [i.Q  =  £>  —  [i.Q  =  F  —ilq  =  0. 
Hieraus  folgt  die  Bedingung  A  =  Z>  =  F.    Nimmt  man  den  gemeinsamen 
Werth  dieser  Grössen  für  ji^,   so  ist  -^  =   0  und  die  Gleichungen   No.   11.,   8. 
werden  identisch;   folglich   ist  jede  Ebene,  die  durch  /q  geht,   Symmetrieebene. 
Die  Gleichung  der  Fläche  ist 

A{x^  -{-y9  ^z^)  -f-  2Gx  -h  2Ify  -h  2/z  -h  A^  =  0. 
die  Fläche  ist  daher  eine  Kugel. 

13.  Der  Untersuchung  des  Falles  Aj  =  0  schicken  wir  einige  Be- 
merkungen über  die  Geraden  voraus,  die  eine  Fläche  IL  O.  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte  treffen. 

Eine  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  11  geht  und  mit  den  Achsen  die  Winkel 
<x,  ß,  7  bildet,  hat  mit  der  Fläche  II.  O.  /  =^  0  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein,  wenn  in  der  Gleichung  No.  1,  1   der  Coefficient  von  r^  verschwindet, 
'wenn  also  a,  ß,  7  der  Bedingung  gentigen 

1 .  Acos^ a  -+-  ^BcostL  r^jß  -l-  2  Ccosa  cos^  -H  Dcos^ ß  -h  2Ecos^  cos-\  n-  Fcos'^ 7  =  0. 
Zieht  man  durch  den  Nullpunkt  eine  Parallele  zu  einer  solchen  Geraden, 
und  ist  P  ein  Punkt  dieser  Parallelen,  so  ist 

X  \y  \  9  =  cosfi  :  cos^  :  cos^ , 
mithin  erfüllen  die  Coordinaten  x^  y^  z  die  Gleichung 
2.  k  BS  Ax^  H-  2Bxy  -h  2Cxz  4-  Z>y^  -+-  2£yz  -h  Fz^  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  quadratischen  Glieder  der  Function  /,  sie 
stellt  daher  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar,  dessen  Spitze  im  Nullpunkte 
liegt;  der  Kegel  ist  unabhängig  von  den  Coordinaten  des  Punktes  Fq, 

Bezogen  auf  die  Symmetrieebenen  ist  die  Gleichung  einer  centralen  Fläche  IL  O. 

/  s  Ax^  -f-  JDy^  -h  Fz^  -^  K  =  0, 
die  Gleichung  des  Kegels  k  wird  daher 

k  =  Ax^  4-  Dy^  -h  Fz^  =  0. 
Beim  EUipsoid  haben  die  Coefficienten  A,  Z>,  F  dasselbe  Vorzeichen.  Der 
Kegel  k  enthält  daher  ausser  der  Spitze  keinen  realen  Punkt;  es  giebt  mithin 
keine  realen  Geraden,  die  ein  EUipsoid  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen. 
Bei  den  Hjrperboloiden  haben  wir  den  Kegel  ^  =  0  (in  §  6,  No.  9  und  12) 
bereits  als  Asymptotenkegel  kennen  gelernt.  Alle  Geraden,  die  ein 
Hyperboloid  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen,  sind  daher 
den  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  parallel. 

Giebt  man  den  Gleichungen  der  beiden  Paraboloide  die  Form 

/  ^  Ax^  -h  Dy^  -+-2/5  =  0, 
so  erhält  man 

k  =  Ax^  -h  I>y^  =  0. 
Beim    elliptischen  Paraboloide    haben  A   und  £>  gleiches  Vorzeichen; 
daher  besteht  die  dieser  Gleichung  zugehörige  Fläche  aus  zwei  imaginären  Ebenen 

YÄ'X -h y—  D ' y  =  0,    i/Ä'X  —  y—  D .>»  =  0, 

die  sich  in  der  Z-Achse  schneiden,  und  ausser  derselben  reale  Punkte  nicht  ent- 
halten. Alle  Geraden,  die  ein  elliptisches  Paraboloid  in  einem  unend- 
lich fernen  Punkte  treffen,  sind  der  Achse  des  Paraboloids  parallel. 

Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  IL  \^ 


274  Analytische  Geometrie. 

Beim  hyperbolischen  Paraboloide  haben  A  und  D  verschiedene  Vor- 
zeichen; die  Ebenen 

Y^'X  -\-  Y-^D  .;^  =  0,    Ya^x  -^  y— z>  -j^  =  0 

sind  daher  real.  Die  Geraden,  die  ein  hyperbolisches  Paraboloid  in 
einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen,  sind  den  Asymptotenebenen 
parallel  (vergl.  §  6,  18). 

14.    Wenn  Aj  verschwindet,  so  zerfällt  die  quadratische  Function 

^f-V-^  2^-  .^-h  2C- -^  2>f-V-h  1E^  -h  F 

\Z)  z      z  z  \z)  z 

in  zwei  lineare  Faktoren  (Anal.  Geom.  d.  Ebene  §  13,  No.  3.) 

Daher  zerfällt  der  Kegel  k  in  die  beiden  Ebenen 

1.  {ax  -\-  by  -\-  cz)  {a! x  -h  b^ y  4-  c^ z)  =  0. 

Dieselben  sind  real  und  verschieden,  real  und  vereint,  oder  conjugiit  com- 
plex.  Im  letzteren  Falle  werden  sie  von  jeder  Ebene  z  =^  d  in  den  conjugirt 
complexen  Geraden  getroffen 

(ax  A-  by  -^  cd){a!x  -h  b^ y  n-  c' d)  =  0. 

Da  diese  einen  realen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt,  dass  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  1.  auch  dann  real  ist,  wenn  die  Ebenen  conjugirt  complex  sind. 

Wählt  man  diese  Schnittgerade  zur  Z-Achse  eines  neuen  Coordinatens3rstenis, 
so  muss  die  Gleichung  >^  =  0  für  dieses  System  zwei  Ebenen  darstellen,  die  die 
Z- Achse  enthalten;  hieraus  folgt  C=  j£=  7^=  0.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  die  Gleichung  für  |jl 

—  II  [jjL«  —  (^  -h  2>)fi.  4-  ^i?  -  ^]  =  0 ; 
dieselbe  ergiebt  die  Wurzeln 

pLo  =  0,       |xi   und  |x,  =  \{A  4-  2?)  ±  \yAB^  -h  {A  ^  Dy  . 

Die  Wurzeln  jaj  und  jjlj  sind  real. 

Ist  ^  =^  B  =  JD  =^  Qy  so  verschwinden  alle  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung. 
Die  Fläche  reducirt  sich  dann  auf 

"iGx  -h  '2Hy  -h  2/«  -h  Ä'  =  0, 
artet  also  in  den  Verein  dieser  Ebene  und  der  unendlich  fernen  Ebene  aus. 

Ist  AD  =  B^  f  so  verschwindet  jjlj;  die  Fläche  enthält  daher  unter  dieser 
Voraussetzung  nur  eine  Symmetrieebene;  liierdurch  ist  sie  als  parabolischer 
Cylinder  charakterisirt. 

In  jedem  andern  Falle  ergeben  die  Proportionen  No.  11,  10. 

2.  cos^  =  0,       cosa  :  cos^  =  (ja  —  U)  \  B  =  B  \  {^  —  Ä), 

Ist  ^  =  0  und  A  =  D,  so  bleibt  das  Verhältniss  cosfi  :  cos^  unbestimmt; 
alsdann  sind  alle  durch  Fq  gehenden  Verticalebenen  zugleich  Symmetrieebenen 
der  Fläche,  und  ausserdem  hat  dieselbe  keine  Symmetrieebenen;  die  Fläche  ist 
daher  ein  Rotationsparaboloid. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  so  folgen  aus  2.  zwei  bestimmte  Werthpaare 
für  C0S1  und  cos%  für  welche 

cosa^  :  r^jßj  =  (fij  — D)  \  B  f 
cosoL^  :  cos^^  =  (ji2  —  D)  \  B , 
Hieraus  folgt 

cosoiy  cos (1.2  -h  r^jßi  cos^^  =  n  [(fii  —  I>)  (jAj  —  £>)  '\-  B^] , 
wobei  n  eine  leicht  angebbare  Grösse  bezeichnet.     Da  nun 
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V-i  1^2  =  "^-^  —  -^^ »       H-i  "•"  H''2  =  ^  ^"  -^» 
so    folgt    cosa^  COS0L2  -h  r^jßi  cos^2  =  ö'     ^^^    beiden    Symmetrieebenen 
der  Fläche   sind  daher  normal  zu  einander;   folglich  ist  die  Fläche  ein 
elliptisches  oder  ein  hyberbolisches  Paraboloid. 

15.  Aus  diesen  Untersuchungen  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  es  nur  folgende 
Arten  eigentlicher  (nicht  in  Ebenen  zerfallender)  Flächen  11.  O.  giebt: 

Parabolische,  elliptische  und  hyperbolische  Cylinder;  Kegel; 
elliptische  und  hyperbolische  Paraboloide;  einschalige  und  zwei- 
schalige  Hyperboloide;  Ellipsoide. 


16.  Wir  kehren  zu  dem  Ausgangspunkte  unserer  Untersuchung  über  S)niimetrie- 
ebenen  an  Flächen  zweiter  Ordnung  zurück  und  knüpfen  noch  einige  Bemerkungen 
an  die  Proportionen  No.  11,  10,  unter  der  Voraussetzung,  dass  für  keine  Wurzel  ja 
der  Gleichung  ^  =  0  alle  Subdeterminanten  von  J^  verschwinden. 

Setzen  wir  abkürzend 

(Z>— |i.)(7?'— ix)  — ^«^a,  C^— J?(/?'— |i.)  =  S3,  BE^C(p  —  )^  —6, 
^-  (^_jj,)(/r_p,)_c»^2),  cB-£{A—il)^Q,  (^_p.)(2>_|j,)-^«— g, 
so  haben  wir 

2.  =33:3):®, 

=  6: e :g. 

Erweitert  man  die  drei  Verhältnisse  rechts  der  Reihe  nach  mit  @,  6,  93  und 
ersetzt  dann  die  in  der  Diagonalreihe  stehenden  Produkte  31®,  62),  935  ^cr 
Reihe  nach  durch  die  auf  Grund  der  Proportionen  2.  gleichen  Produkte  336, 
®©,  66,  so  erhält  man  die  Proportion 

3.  cosoL :  cos^  :  cos^  =  936  :  936  :  66, 
woraus  durch  Division  mit  9366  hervorgeht 

1      1      1 

4.  cosoL  :  cos^  :  cosi  =  ^  •  tj  •  m  • 

Da  1:6,  1:6,  1  :  95  proportional  den  Subdeterminanten  31,  93,  6  der 
Glieder,  z.  B.  der  ersten  Zeile  der  Determinante  R  sind,  und  da  diese  Deter- 
minante verschwindet,  so  ist 

A  —  ]L       B        C  ^ 
5-  6      ~  6  ™S  ""^' 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^  =  0  (oder  der  gleich- 
bedeutenden Gleichung  5.)  mit  jjlj,  jjlj,  y-^t  und  setzen  für  6,  6,  93  in  5.  die 
Werthe  ein,  so  erhalten  wir  daher  die  Gleichungen 


1 

B 

1 

BE-- 

CD 
B 

-t-CjXi 

-t- 
1 

BR- 

CD 
B 

-hCfl^ 

1 

C 

1 

CE- 

C 

Bv-x 

-r 

1 

CE- 

-BF-^ 
C 

Bvi 

A  —  |J.2  _ 

7-  Cj5  —  EA  -f-  E\i^   "^  '^'^        T^TTT-TtT-  +  7^-n^        n  i?  .     z?..      =  0, 

A  —  1JL3  _ 

^"         CB-  EA-^-E^^  "^  BE—CD^C^^  "^  CE  —  BF+B^^  ^  ^' 

Subtrahiren    wir   die   zweite   dieser   drei  Gleichungen   von    der  ersten   und 
beachten,  dass 

{A  -  PL,)  (C^  -  EA-^Ey.^)  -  (^  -  jig)  (CB-EA^E^,)  =  (h^2  -F^,)  BC, 
so  erhalten  wir  nach  Division  durch  (ja^ — ja,)  ^C,  und  wenn  wir  die  Werthe, 
welche  die  Grössen  93,  6,  6  annehmen,  wenn  darin  ja  durch  ?!•/(/=  1,  2,  3) 
ersetzt  wird,  durch  93«;  61,  6„  bezeichnen 
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Ebenso  entstehen  durch  Subtraction  der  Gleichungen  7.  und  8.  und  nach- 
herige Division  durch  (jjlj  —  jjlj)  BC,  sowie  auf  gleiche  Weise  aus  den  Gleichungen 
6.  und  8.  die  beiden  Gleichungen 

1       i_     i_  _ 

^  6163    "^Sl®,    "^»103    "" 

Sind  «/,  p,,  7,  die  Stellungswinkel,  welche  zur  Wurzel  jv  gehören,  so  hat 
man  nach  4. 

1        1        1 

1       1       1 

1       1       1 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9.,  10.,  11.  folgt  hieraus 
COSd^COSOL^  -h  cos^^cos^^  -h  cos^^cos-^^  =  0, 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  die  drei  Symmetrieebenen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  mit  einander  rechte  Winkel  bilden. 

§  8.    Gerade  Linien  auf  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Wird  der  Punkt  W  auf  der  Fläche  II.  O.  /  =  0  angenommen,  so  ist  in 
der  Gleichung  §  7,  No.  1,  1  /(?,  t),  C)  =  0.  Soll  nun  die  in  der  Richtung  a,  p,  7 
durch  11  gezogene  Gerade  ganz  auf  der  Fläche/ =  0  liegen,  so  muss  die  Gleichung 

(/c'  •  cos%  -\-  frt^  '  cos^  -h/c'  •  cosi)  r  4-  {Acos^oL  -f-  .  .  .  H-  Fcos^i)  r'  =  0 
identisch  sein;  die  Winkel  a,  ß,  7  müssen  also  den  Gleichungen  genügen 

1.  /^'  •  cosa  -I-/7,'  •  cos^  -h  /c'  •  cos^  =  0 , 

2.  Acos^n  -h  ^Bcosd  cos^  -h  ICcosol  cos^  -h  Dcos^^  4-  2Ecos^  cosi  -^-  ^cos^^  =  0. 

Die  Gleichung  1.  zeigt,  dass  die  durch  0  gehenden  Geraden  der  Fläche 
auf  der  Tangentenebene  des  Punktes  liegen  (§  5,  No.  3);  aus  der  Gleichung  2. 
folgt,  dass  sie  den  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  parallel  sind  (wobei  man 
beim  hyperbolischen  Paraboloide  die  beiden  Asymptotenebenen  als  einen  ausge- 
arteten Kegel  betrachten  kann). 

2.  Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz:  Durch 
jeden  Punkt  eines  hyperbolischen  Paraboloids  gehen  zwei  Gerade, 
die  ganz  auf  der  Fläche  liegen;  die  eine  ist  der  einen  Asymptoten- 
ebene, die  andere  der  andern  parallel. 

Das  hyi)erbolische  Paraboloid  wird  daher  von  zwei  Systemen  von  Geraden 
bedeckt;  die  Geraden  jedes  Systems  sind  einer  Asymptotenebene  parallel;  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  geht  eine  Gerade  jedes  Systems.  Die  Geraden  des- 
selben Systems  schneiden  sich  nicht;  denn  sonst  würden  durch  den 
Schnittpunkt  zwei  derselben  Asymptotenebene  parallele  Geraden  der  Fläche  gehen. 
Legt  man  durch  eine  Gerade  g  der  Fläche  und  durch  einen  Punkt  P  auf  einer 
Geraden  h  des  andern  Systems  eine  Ebene  T^  so  schneidet  diese  die  Fläche/ 
in  einem  Kegelschnitte,  von  dem  die  Gerade  g  ein  Theil  ist;  zu  der  Schuttlinie 
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I 

gehört  daher  noch  eine  zweite  Gerade,  die  durch  P  geht;  diese  zweite  Gerade 
ist  also  eine  der  beiden  durch  P  gehenden  Geraden  der  Fläche.  Da  diese 
zweite  Gerade  nicht  desselben  Systems  sein  kann  wie  g  (denn  zwei  Gerade  des- 
selben Systems  schneiden  sich  nicht),  so  folgt,  dass  T  die  Fläche  in  den  Geraden 
g  und  h  schneidet,  dass  also  g  und  h  sich  schneiden.  Wir  schliessen  daher: 
Jede  Gerade  des  einen  Systems  wird  von  jeder  Geraden  des  andern 
Systems  geschnitten. 

Jede  Ebene,  die  durch  g  geht,  schneidet  /  in  einem  Kegelschnitte,  von 
welchem  g  ein  Theil  ist,  der  also  aus  g  und  aus  einer  Geraden  h  des  andern 
Systems  besteht,  imd  berührt  daher  die  Fläche  in  dem  Punkte,  in  welchem  g 
und  h  sich  durchschneiden.  Wir  schliessen  daher:  Es  giebt  zwei  Systeme 
von  Ebenenbüscheln,  welche  aus  lauter  Tangentenebenen  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  bestehen;  jede  Tangentenebene  gehört 
zu  zwei  solchen  Büscheln,  die  verschiedenen  Systemen  angehören. 
Die  Träger  der  Büschel  sind  die  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden. 

3.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  II.  O.  enthält  zehn  Coefficienten, 
deren  Verhältnisse  eindeutig  berechnet  werden,  wenn  neun  Punkte  der  Fläche 
bekannt  sind;  denn  durch  jeden  Punkt  Pr  ist  eine  Gleichung 

fr  ms   Ax,^  -h  2BXryr  -h  .  .  .  -h  2/Zr  -h  Ä'  =   0 

gegeben,  die  linear  und  homogen  fiir  die  Coefficienten  A,  B,  .  .  .  y,  K  ist. 
Eine  Fläche  II.  O.  ist  daher  durch  neun  Punkte  bestimmt. 

Wenn  drei  Punkte  einer  Fläche  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegt  diese  Gerade 
ganz  auf  der  Fläche;  denn  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  und 
einer  Fläche  11.  O.  hängen  von  einer  quadratischen  Gleichung  ab,  und  wenn 
dieser  von  mehr  als  zwei  Wurzeln  genügt  wird,  so  ist  sie  identisch. 

Sind  von  einem  hyperbolischen  Paraboloide  zwei  Gerade  a  und  «^  gegeben, 
die  sich  nicht  schneiden,  so  gelten  diese  daher  flir  zusammen  sechs  Punkte  der 
Fläche;  sind  noch  zwei  Gerade  ß  und  ß^  gegeben,  deren  jede  die  Geraden  a  und 
«j  schneidet,  so  dass  a,  «j  und  p,  ßi  die  Gegenseiten  eines  unebenen  Vierseits 
bilden,  so  gelten  die  Geraden  ß  und  ßj,  da  jede  durch  zwei  gegebene  Punkte 
der  Fläche,  nämlich  durch  Punkte  auf  a  und  a^  gelegt  ist,  zusammen  für  zwei 
neue  Punkte.  Ein  unebenes  Vierseit,  das  ganz  auf  einer  Fläche  11.  O. 
enthalten  ist,  zählt  also  für  acht  Punkte  der  Fläche. 

Da  für  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  eines  Paraboloids  die  Bedingung  gilt 

ABC 
^^  ^    B    D    £     =  0, 
CEF 
so  kann  auf  Grund  dieser  Gleichung  einer  der  Coefficienten,  z.  B.  P,  durch  die 
andern  ausgerechnet  werden;  man  bedarf  daher  zur  Bestimmung  eines  Paraboloids 
eines  Punktes  weniger  als  im  allgemeinen  Falle.     Wir  sehen  daher:    Ein  Para- 
boloid   ist   durch   acht  Punkte   bestimmt     Ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  ist  durch  ein  unebenes  Vierseit  bestimmt. 

Um  das  Paraboloid  zu  construiren,  auf  welchem  das  unebene  Vierseit  der 
Geraden  a,  ß,  a^ ,  ßj  liegt,  bemerken  wir,  dass  eine  Asymptotenebene  parallel  den 
Geraden  a  und  a^,  die  andere  parallel  ß  und  ßj  ist  Da  nun  alle  Geraden  des 
S)rstems,  zu  welchem  ß  und  ßj  gehören,  die  beiden  Geraden  a  und  «j  des 
andern  Systems  schneiden  und  der  letzteren  Asymptotenebene  parallel  sind,  so 
erhftlt  man  das  ganze  Paraboloid,  wenn  man  eine  Gerade  7  längs  der  Geraden 
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a  und  a^  so  fortführt,   dass  sie  einer  Ebene  E  parallel  bleibt,  die  zu  ß  und  p| 
parallel  ist. 

Die  Punkte  F  und  Q,  in  welchen  a  und  a^  von  der  Geraden  7  in  irgend 
einem  Augenblicke  getroffen  wird,  sind  daher  zugleich  Schnittpunkte  der  Geraden 
a  und  aj  mit  einer  zu  E  parallelen  Ebene.  Sind  nun  Z^,  Q^  und  F^»  Q%  *^*^ 
Schnittpunkte  von  a,  «i  mit  ß  und  ß^ ,  so  hat  man  die  Proportion 

F,F:Q,Q  =  F,F,:Q,Q,. 

Dies  ergiebt:  Die  Geraden  a,  «^  etc.  eines  hyperbolischen  Para- 
boloids  werden  von  den  Geraden  des  andern  Systems  7  in  ähnlichen 
Punktreihen  geschnitten,  und  zwar  entsprechen  sich  die  Punkte,  die 
auf  derselben  Geraden  7  liegen. 

Umgekehrt  schliesst  man  leicht,  dass,  wenn  zwei  ähnliche  Punktreihen  auf 
zwei  Geraden  a  und  «^  liegen,  die  sich  nicht  schneiden,  die  Verbindungsgeraden 
je  zweier  entsprechenden  Punkte  einer  festen  Ebene  parallel  sind.  Wir  schliessen 
daher:  Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  zweier  ähn- 
lichen Punktreihen  bedecken  ein  hyperbolisches  Paraboloid;  sie 
bilden  die  Geraden  eines  Systems,  während  die  Träger  a  und  aj  der 
Punktreihen  zu  dem  andern  Systeme  gehören. 

4.    Um  zu  erfahren,  ob  durch  einen  Punkt  0  eines  Hyperboloids 

/  s  Ax^  -f-  Dy^  -h  Fz^  —  l  ==  0 
reale  Gerade  gezogen  werden  können,  die  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  haben 
wir  nachzusehen,  ob  in  der  Tangentenebene  T  des  Punktes  11  durch  0  Gerade 
gezogen  werden  können,  welche  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  parallel  sind. 
Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  eine  Ebene  T^  parallel  zu  T,  so 
lassen  sich  in  T  durch  II  zwei  reale  verschiedene,  zwei  reale  zusammenfallende, 
oder  keine  realen  Geraden  parallel  zu  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  legen, 
je  nachdem  derselbe  von  der  Parallelebene  T^  in  zwei  Mantellinien  geschnitten, 
oder  entlang  einer  Mantellinie  berührt  wird,  oder  ausser  der  Spitze  keine  realen 
Schnittpunkte  mit  T^  gemein  hat. 

Die  Gleichungen  des  Asymptotenkegels  und  der  Tangentialebene  T  sind 

1.  k^  Ax^  -+-  Dy^  -h  Fz^  ^  0, 

2.  T^  A^x  -h  Dr^y  -h  /^Ca:—   1  =  0. 

Die  Gleichung  der  den  Mittelpunkt  enthaltenden  Paralellebene  T^^  ist  demnach 

3.  T^  =  A\x  -\-  Dr^y  -h  FZz  =  0, 

Multiplicirt  man   1.   mit  F^^   und  setzt  dann  für  F^!^^z^  den  Werth  aus  3. 

ein,  so  entsteht 

FZ^Ax^  -^  Dy^)  -h  {Azx  -^  £>riyy  =  0, 

oder  besser  geordnet 

4.  (FAZ^ -h  AH^) x^   -h  2AI)lri'Xy  -+-  (7>Z>C« -+- Z^^t)»)^  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  des  Schnittes  von  k  und  7) 
sie  stellt  zwei  durch  den  Nullpunkt  gehende  Gerade  dar;  dieselben  sind  real 
verschieden,  zusammenfallend,  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Gleichung  4.,  nach 
X  aufgelöst,  zwei  reale  verschiedene,  zusammenfallende,  oder  imaginäre  Wurzeln 
hat,  je  nachdem  also 

^22^252^2  ~  (F£>:^-¥l>^y]^){FAi:^  -hA^^)  |  0. 

Multiplicirt  man  die  beiden  Binome,  so  erhält  man 

5.  -  ADF:^  {A^^  -4-  £>ri^  -4-  FZ^)  |  0. 

Da  nun  II  auf  dem  Hyperboloide  liegt,  so  ist  A^^  -h  Dr\^  -h  F^^  =  1,  das 
Kriterium  5.  geht  daher  über  in 


V....' 
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6.  —  ADF  =  '0. 

Das  zweischalige  Hyperboloid  hat  die  Gleichung 

jp2  y2  2^ 

also  ist  hier     —  ADF  •=  — 


das  einschalige  Hyperboloid  hat  die  Gleichung 

jp2  y2  j2 

folglich  ist     —  ADF  =     ib%   %  • 

Hieraus  folgt:  Auf  dem  zweischaligen  Hyperboloide  liegen  keine 
realen  Geraden.  Durch  jeden  Punkt  eines  cinschaligen  Hyperboloids 
lassen  sich  zwei  reale  Gerade  auf  der  Fläche  ziehen. 

Die  durch  einen  Punkt  eines  einschaligen  Hyperboloids  gehenden  Geraden 
fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  für  diesen  Punkt 

^{2  +  Z^T)»  4-  Fl^  =  0, 
also  wenn  der  Punkt  zugleich  auf  dem  Asymptotenkegel  liegt.  Da  nun  die 
Mantellinien  des  Asymptotenkegels  mit  dem  Hyperboloid  unendlich  ferne  Punkte 
gemein  haben,  und  da  femer  zwei  Gerade,  die  im  unendlich  Femen  sich  unter 
einem  verschwindend  kleinen  Winkel  schneiden,  parallel  sind,  so  folgt  der  Satz: 
Die  Geraden  eines  einschaligen  Hyperboloids  sind  paarweis  parallel. 

5.  Wie  beim  hyperbolischen  Paraboloide  (No.  2),  so  überzeugt  man  sich 
auch  hier,  dass  jede  Ebene,  die  durch  eine  Gerade  g  eines  Hyperboloids  gelegt 
wird,  die  Fläche  in  einer  zweiten  Geraden  h  schneidet,  und  Tangentenebene  der 
Fläche  in  dem  Schnittpunkte  F  der  Geraden  g  und  h  ist;  sowie,  dass  durch 
jeden  Punkt  F  des  Hyperboloids  eine  Gerade  h  desselben  geht,  welche  die 
Gerade  g  schneidet.  Die  zweite  Gerade  g^ ,  die  ausser  h  durch  F  geht,  kann 
die  Gerade  g  nicht  schneiden;  denn  sonst  würden  die  drei  Geraden  g^  h,  g^  auf 
einer  Ebene  liegen,  diese  Ebene  würde  also  mit  der  Fläche  ein  Gebilde  dritter 
Ordnung,  nämlich  den  Verein  der  drei  Geraden  g^  h,  g^ ,  gemein  haben  —  im 
Widerspruche  mit  der  Thatsache,  dass  eine  Ebene  mit  einer  Fläche  IL  O.  nur 
ein  Gebilde  zweiter  Ordnung  gemein  hat  Sämmtliche  Gerade  eines  einschaligen 
Hyperboloids  zerfallen  also  in  zwei  Systeme:  in  solche,  die  eine  gegebene  Gerade 
g  der  Fläche  schneiden,  und  in  solche,  die  g  nicht  schneiden;  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  geht  von  jedem  der  beiden  Systeme  eine  Gerade.  Zwei  Gerade 
h  und  h^ ,  welche  g  schneiden,  können  sich  ebenfalls  nicht  schneiden,  da  sonst 
das  Dreieck  der  Geraden  ä,  h^^  g  auf  der  Fläche  liegen  würde.  Jedes  der 
beiden  Systeme  von  Geraden,  die  auf  einem  einschaligen  Hyperbo- 
loide liegen,  enthält  also  solche  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden, 
während  jede  Gerade  des  einen  Systems  von  jeder  Geraden  des  andern 
Systems  geschnitten  wird. 

Da  jede  durch  eine  Gerade  eines  Hyperboloids  gelegte  Ebene  die  Fläche 
in  einem  Punkte  dieser  Geraden  berührt,  so  hat  man  den  Satz:  Es  giebt  zwei 
Systeme  von  Ebenenbüscheln,  deren  Ebenen  sämmtlich  Tangenten- 
ebenen eines  einschaligen  Hyperboloids  sind;  jede  Tangentenebene 
des  Hyperboloids  gehört  zu  zwei  Büscheln  verschiedener  Systeme? 
die  Träger  dieser  Systeme  von  Tangentialebenen-Büscheln  sind  die 
beiden  Systeme  von  Geraden  des  Hyperboloids. 
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6.  Durch  drei  Gerade  ^,,  g^y  g^y  die  nicht  zu  zweien  auf  einer  Ebene 
liegen,  ist  ein  Hyperboloid  bestimmt,  denn  diese  Geraden  des  Hyperboloids  sind 
gleichbedeutend  mit  neun  gegebenen  Punkten,  deren  je  drei  auf  einer  der  Ge- 
raden liegen.  Die  Geraden  g^^  g^^  g^  schneiden  sich  nicht,  sie  gehören  also  zu 
demselben  Systeme;  es  werden  daher  alle  drei  von  jeder  Geraden  h  des  andern 
Systems  geschnitten.  Da  nun  durch  jeden  Punkt  der  Geraden  g  nur  eine 
Gerade  gelegt  werden  kann,  welche  g^  und  g^  schneidet,  so  folgt:  Wenn  eine 
Gerade  h  sich  so  bewegt,  dass  sie  in  allen  ihren  Lagen  drei  gegebene 
Gerade  g^^  g^^  g.^  schneidet,  so  beschreibt  sie  ein  einschaliges 
Hyperboloid;  die  verschiedenen  Lagen  von  h  sind  die  Geraden  des 
einen  Systems,  die  Geraden  g^^  g^,  g^  gehören  zu  dem  andern 
Systeme. 

Durch  ein  unebenes  Vierseit  und  einen  Punkt  A  ist  ein  einschaliges  H)rper- 
boloid  bestimmt.  Die  Geraden  des  Hyperboloids,  die  durch  A  gehen,  sind  die 
Geraden,  welche  die  Gegenseiten  des  unebenen  Vierecks  schneiden. 

7.  Die  Gerade  //,  die  durch  einen  Punkt  P  der  Geraden  g^  geht  und  die 
Geraden  g^t  gz  schneidet,  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  den  Punkt  P  durch 
Ebenen  T  und  T  projicirt,  die  durch  g^  und  ^3  gelegt  sind;  die  Schnittgerade 
dieser  Ebenen  ist  die  gesuchte  Gerade. 

Rückt  nun  F  auf  g^  fort,  so  beschreiben  die  Ebenen  T  und  die  Ebenen  T* 
zwei  Ebenenbüschel,  welche  die  Träger  g^  und  ^3  haben;  diese  Büschel,  die 
aus  lauter  Tangentenebenen  der  Fläche  bestehen,  sind  projectiv  mit  der  Punkt- 
reihe auf  //,  die  sie  projiciren,  und  mithin  auch  unter  einander  projectiv. 

Wir  sehen  daher:  Je  zwei  zu  demselben  Systeme  gehörige  Büschel 
von  Tangentenebenen  eines  einschaligen  Hyperboloids  (und  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  auf  welches  man  denselben  Beweisgang  anwenden 
kann)  sind  projectiv;  und  zwar  entsprechen  sich  die  Ebenen,  welche 
dieselbe  Gerade  des  andern  Systems  enthalten,  also  zusammen  ein 
Büschel  des  andern  Systems  bilden. 

Man  kann  die  Gerade  g^  durch  irgend  eine  andere  Gerade  g  desselben 
Systems  ersetzen;  g  wird  von  allen  Geraden  h  des  andern  Systems  geschnitten, 
in  jedem  Punkte  von  g  treffen  sich  also  zwei  entsprechende  Ebenen  der  Büschel, 
deren  Träger  g^  und  ^3  sind;  mithin  werden  die  Geraden,  die  zu  dem- 
selben Systeme  gehören,  von  den  Geraden  des  andern  Systems  in 
projectiven  Punktreihen  getroffen,  und  zwar  entsprechen  sich  die 
Punkte,  die  auf  derselben  Geraden  des  andern  Systems  liegen. 

8.  Umgekehrt  schliesst  man  leicht:  Der  Ort  der  Schnittgeraden  je 
zweier  entsprechenden  Ebenen  zweier  projectiven  Ebenenbüschel, 
deren  Träger  nicht  auf  einer  Ebene  liegen,  ist  ein  einschaliges 
Hyperboloid  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Denn  sind  in  den  beiden  Büscheln  die  Ebenen  r^,  T^,  T^  t^^i'.  ^2'»  ^s' 
und  sind  die  Gleichungen  von  7^3  und  T^^ 

T,  ^  a,T,   -+-  a,T^  =  0,       T,'  ^  d,T,'  -h  d,T,'  =  0. 
so  sind  die  Gleichungen  zweier  entsprechenden  Ebenen 

T^  \^a^T^   -+-  K^a^T^  =  0,       T=  Xj^iT/  -f-  l^b^T^'  =  0. 

Die  Schnittpunkte  beider  Ebenen  genügen  der  Gleichung,  die  sich  durch 
Elimination  von  X^   ui)d  Xg  aus  T  =  0  und  7^  =  0  ergiebt,  also  der  Gleichung 

a^b^T^T^  -  a^b^T^l\'  =  0; 
dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 
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Wenn  die  beiden  Ebenenbüschel  ein  hyperbolisches  Paraboloid  erzeugen,  so 
sind  die  beiden  Träger  der  einen,  und  die  Schnittlinien  je  zweier  entsprechenden 
Ebenen  der  andern  Asymptotenebene  parallel;  daher  schneiden  je  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  die  letztere  Asymptotenebene  in  parallelen  Geraden,  erzeugen 
also  auf  ihr  zwei  projective  Strahlbüschel,  deren  entsprechende  Strahlen  parallel 
sind.  Durch  Umkehrung  findet  man:  Hat  man  auf  einer  Ebene  E  zwei 
congruente  Strahlbüschel  5  und  S\  deren  entsprechende  Strahlen 
parallel  sind,  zieht  durch  die  Träger  zwei  nicht  auf  E  liegende  sich 
nicht  schneidende  Gerade  a  und  d  und  projicirt  S  und  5'  von  a  und 
ö'  aus,  so  schneiden  sich  je  zwei  entsprechende  Ebenen  der  so  er- 
zeugten Ebenenbüschel  in  den  Geraden  eines  hyperbolischen  Para- 
boloids;  eine  Asymptotenebene  desselben  ist  parallel  zu  ^,  die  andere 
parallel  zu  a  und  a\ 

Femer:  Die  Ebenenbtischel,  deren  Träger  die  entsprechenden 
Punkte  zweier  projectiven  Punktreihen  verbinden  (die  nicht  auf  der- 
selben Ebene  liegen)  umhüllen  (berühren)  ein  einschaliges  Hyperboloid 
oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Sind  nämlich  entsprechende  Punktpaare  der  beiden  Reihen 

^1,  A»  ^3  7^  ^1'»  A'»  P%^   "^<i  ist 
/>3  »  a^P^  -h  a^P^,       P^'  ^  d,P,'  -+-  l^^P^\ 
so  sind  die  Gleichungen  irgend  zweier  entsprechenden  Punkte 

P  B  X^a^P^  -+-  \^a^P^  =0,       P*  ^  ^i^i^i'  H-  ^^2^2^^'  =  ö- 
Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  entsprechende  Punkte  gehen,  erfllllen  die 
Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  Xj    und  Xg   aus  P  =  0  und  P'  =  0 

hervorgeht 

a^d^P^P^'  —  a^b^P^P^'  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  umhüllten  Fläche  in  Ebenencoordinaten.  Man 
kann  dem  soeben  bewiesenen  Satze  auch  folgende  Fassung  geben:  Der  Ort 
der  Geraden  ^,  welche  je  zwei  entsprechende  Punkte  zweier  pro- 
jectiven Punktreihen  verbinden,  deren  Träger  nicht  auf  derselben 
Ebene  liegen,  ist  ein  einschaliges  Hyperboloid;  die  Geraden  >4  bilden 
das  eine  System  von  Geraden  des  Hyperboloids,  die  Träger  der 
beiden  Punktreihen  gehören  zu  dem  anderen  Systeme. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  Gerade 
enthalten,  unter  der  Bezeichnung  Regel  flächen  zweiten  Grades  zusammen- 
gefasst  werden. 

§  9.    Schnittcurve  und  Schnittpunkte  von  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Kreisschnitte. 

1.  Die  Schnittpunkte  zweier  Flächen  II.  O.  genügen  den  Gleichungen  der 
beiden  Flächen 

eliminirt  man  der  Reihe  nach  x^  y  und  z  aus  diesen  Gleichungen,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  der  drei  Projectionen  der  Schnittcurve  der  beiden  Flächen; 
diese  drei  Gleichungen  sind  vom  vierten  Gerade;  die  Projectionen  der 
Schnittcurven  zweier  Flächen  II.  O.  sind  also  Curven  vierter  Ord- 
nung. Um  die  Coordinaten  der  Punkte  zu  erhalten,  in  denen  die  Schnittcurve 
der  Flächen  /  und  g  von  einer  Ebene 

T  si  mx  -h  ny  -h  pz  -h  g  =^  0 
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geschnitten  wird,  kann  man  z  mittelst  der  Gleichung  T'  =  0  auch  den  Gleichungen 
/=  0  und  ^=0  entfernen;  man  erhält  dann  zwei  Gleichutigen  zweiten  Grades 
für  X  und  y;  bestimmt  man  die  vier  gemeinsamen  Wurzelsysteme,  und  zu  jedem 
Werthsysteme  durch  die  Gleichung  T=  0  den  zugehörigen  Werth  von  s,  so  er- 
hält man  die  Coordinaten  der  gesuchten  Schnittpunkte.  Man  sieht  hieraus:  Die 
Schnittcurve  zweier  Flächen  IL  O.  wird  von  einer  Ebene  in  vier 
Punkten  geschnitten. 

Man  bezeichnet  daher  diese  Schnittcurve  als  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung;  indem  man  als  Raumcurve  «ter  Ordnung  eine  Raumcurve  bezeichnet, 
die  von  einer  Ebene  in  «Punkten  geschnitten  wird.  Zum  Unterschiede  von 
Raumcurven  vierter  Ordnung,  die  nicht  auf  zwei  Flächen  ü.  O.  liegen,  bezeichnet 
man  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  II.  O.  als  Raumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Species. 

2.  Wenn  eine  Fläche  II.  O.  die  acht  Punkte  P^,  ,  .  .  P^  enthält,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

Ax^   -h2Bxy      -h^Cxz      -h  Dy^    H- .  .  . -h  2/5    -h  K  =  0 , 
Ax^  4-  ^Bx^y^  -h  2Cri5i  4-  Dy^  -h  .  .  .  -f-  2/Si  -h  AT  =  0, 

Ax^  -h  2Bx^y^  H-  'iCx^z^  -h  Dy^  -+-...  -h  2/a:g  n-  AT  =  0 . 
Der  Verein    dieser  Gleichungen    wird  durch  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante bedingt 

Ax^  -h  2Bxy ,         xz  y^    y^         z^    X      y     z       \ 

Ax^^  -i-^Bx^y^,     XyZ^       yi^  yi^i      z^    x^     y^    «,     1 

/  SS  I  Ax^  -h  ^Bx^y^t     •^8^2 '«     ^ 


=  0. 


Ax^  -\-'lBx^y^,      x^z^ 5»     1 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  P  auf  einer  durch  die  gegebenen  Punkte 
gehenden  Fläche  II.  O.  liegt,  ist  also  der  allgemeine  Form  der  Gleichung  irgend 
einer  durch  /*,,  .  .  -Pg  gehende  Fläche  II.  O.  Die  Function  /  zerfallt  in  die 
Summe  zweier  quadratischen  Functionen 

/bb  ^.<p  4-  1B'^, 
wobei  <p  und  ^  aus  /  hervorgehen,  wenn  man  die  erste  Colonne  durch  x^,  xf, 
x^f  .  .  .  :vg^,  bez.  durch  xy,  x^y^,  ,  ,  .  x^y^  ersetzt.  Die  eindeutig  bestimmten 
Flächen  <p  =  0  und  <|^  =  0  enthalten  die  gegebenen  acht  Punkte;  denn  wenn 
man  in  9  oder  ^  die  Coordinaten  x^  y^  z  durch  die  Coordinaten  eines  der 
Punkte  P^f  .  ,  ,  P^  ersetzt,  so  wird  die  erste  Zeile  in  <p  und  <^  mit  einer  der 
übrigen  identisch,  mithin  verschwinden  <p  und  <^.  Alle  Punkte,  deren  Coordinaten 
die  beiden  Gleichungen  erfüllen 

9  =  0     und     i|^  =  0, 
genügen  auch  der  Gleichung 

/s  y4<p  -h  ^t]^  =  0. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Alle  die  unendlich  vielen  Flächen 
II.  O.,  die  durch  acht  gegebene  Punkte  gehen,  haben  eine  durch 
diese  Punkte  gehende  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  einander 
gemein;  diese  Curve  ist  der  Schnitt  zweier  durch  die  Coordinaten 
der  gegebenen  Punkte  vollständig  bestimmten  Flächen  II.  O.  (9  =  0 
und  <|^  =  0)  und  mithin  selbst  durch  die  acht  Punkte  eindeutig  be- 
stimmt. 

3.   Wenn   eine  Fläche  II.  O.    durch   acht  auf  einer  Raumcurve  C 


i 
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vierter  Ordnung  erster  Species  beliebig  gewählte  Punkte  /j,  .  .  .  /g 
hindurch  geht,  so  geht  sie  durch  alle  Punkte  dieser  Curve.  Denn  zwei 
Flächen  f^  und  /g,  deren  Schnitt  die  Curve  C  ist,  gehen  beide  durch  die 
Punkte/*!,  •  •  •  -^8'  niithin  enthalten  sie  auch  die  durch  diese  Punkte  bestimmte 
Raumcurve  vierter  Ordnung,  folglich  ist  dieselbe  mit  C  identisch.  Durch  eine 
Raumcurve  IV.  O.  1.  Sp.  lassen  sich  unzählig  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung  legen.  Diese  Flächen  bilden  ein  Büschel,  dessen  Träger 
die  Raumcurve  ist,  die  sie  gemein  haben. 

4.  Haben  zwei  Flächen  11.  O.  eine  Gerade  G  gemein,  so  schneiden  sie  sich 
ausserdem  noch  in  einer  realen  Curve;  denn  jede  Ebene  jE",  die  durch  G  gelegt 
wird,  schneidet  die  beiden  Flächen  noch"  ausserdem  jede  in  einer  realen  Geraden, 
und  der  endlich  oder  unendlich  ferne  Punkt  F  dieser  beiden  Geraden  ist  ein 
gemeinsamer  Punkt  der  beiden  Flächen  IL  O.;  dreht  sich  E  um  die  Gerade  G^ 
so  beschreibt  P  die  Curve,  in  welcher  die  beiden  Flächen  ausserhalb  G  sich 
schneiden. 

Diese  Schnittcurve  hat  mit  einer  Ebene  nur  noch  drei  Punkte  gemein,  und 
ist  daher  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

5.  Wenn  fünf  Punkte  der  Durchschnittscurve  zweier  Flächen  II.  O.  /  =  0 
und  ^  =  0  auf  einer  Ebene  T  Hegen,  so  haben  die  Flächen  den  durch  diese 
flinf  Punkte  auf  T  bestimmten  Kegelschnitt  mit  einander  gemein;  denn  die 
Ebene  T  trifft  jede  der  beiden  Flächen  in  einem  Kegelschnitte,  der  durch  die 
fünf  Punkte  geht,  mithin  sind  diese  beiden  Kegelschnitte  identisch.  Wählt  man 
T  zur  -Yy-Ebene  eines  Coordinatensystems,  und  sind 

/  5  Ax^  -h  IBxy  -h  .  .  .  -h  A'  =  0 ,  g  ^  A^x^  4-  IB^xy  H-  .  .  .  -h  A^i  =  0 
die  Gleichungen  der  Flächen  in  Bezug  auf  dieses  System,  so  muss  die  Substitution 
2  =  0  in  /  und  g  auf  Gleichungen  führen,  die  gleichbedeutend  sind,  die  also 
nur  um  einen  constanten  Faktor  von  einander  abweichen.  Ist  n  dieser  Faktor, 
so  hat  man  daher 
Ax^  -h  IBxy  -H  Dy^  4-  iGx  n-  IHy  4-  K^  n  {A^x^-^IB^xy-^-D^y^  -h  . .  -^-K^). 

Bildet  man  die  Differenz/ —  ng^  so  erhält  man 
f-ng^z\^{C-C,)x  +  ^{E-E^)y  +  {F-F,)z  +  2(/-/i)]. 

Die  Punkte,  welche  /  =  0  und  ^  =  0  erfüllen,  und  ftir  welche  nicht  ä  =  0 
ist,  genügen  somit  der  Gleichung 

r,  =  UC-C^)x  4-  2{E-E,)y  -^  {E-F,)z  4-  2(/-/0  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  bestimmten  Ebene;  je  nachdem  diese  Ebene 
/  und  g  in  einem  realen  oder  imaginären  Kegelschnitte  trifft,  haben  die  beiden 
Flächen  ausser  dem  auf  7*  liegenden  Kegelschnitte  noch  diesen  realen  oder 
imaginären  Kegelschnitt  gemein;  die  Ebene  T^  dieses  Kegelschnitts  ist  immer 
real.  Wir  schliessen  daher:  Wenn  fünf  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4,  5  zweier 
Flächen  II.  O.  auf  einer  Ebene  T  liegen,  so  zerfällt  die  Srchnittcurve 
der  beiden  Flächen  in  zwei  Kegelschnitte;  der  eine  auf  T' liegende 
istdurch  diePunkte  1  .  .  öbestimmt,  derandere  kann  real  oder  imaginär 
sein;  die  Ebene,  die  ihn  enthält,  ist  auch  im  letzteren  Falle  real. 

Oder:  Wenn  zwei  Flächen  II.  O.  einen  Kegelschnitt  gemein  haben, 
so  haben  sie  noch  einen  realen  oder  imaginären  Kegelschnitt  gemein, 
dessen  Ebene  stets  real  ist. 

Bezieht  man  die  Flächen  /  und  g  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem,  und 
bat  man  dabei  u.  A.  die  Substitution  auszuführen 

;?  =  OiJt:'    4-  py   4-  7«', 
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wobei  x\  y\  2'  die  Coordinaten  im  neuen  Systeme  sind,  so  erhält  maxit  wenn 
/',  g\  Ty '  die  Functionen  sind,  in  welche  /,  g  und  T  in  Folge  der  Transformation 
übergehen 

Hieraus  folgt:  Wenn  zwei  Flächen  IL  O.  /=0  und  ^=0  sich  in 
zwei  ebenen  Curven  schneiden,  so  kann  man  die  Function  ^  mit 
einer  geeigneten  Zahl  multipliciren,  so  dass  die  Differenz  /  —  ng 
in  zwei  lineare  Factoren  zerfällt,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die 
Gleichungen  der  Ebenen  der  beiden  Schnittcurven  sind. 

6.    Wenn  eine  Fläche  II.  O. 

1.  Ax^  -h  2Bxy  -h  2Cxz  -h  .  .  -+-  2/^  4-  A'  =  0 
sieben  gegebene  Punkte  F^,  ,  .  F>j  enthält,  so  bestehen  die  Gleichungen 

Ax^  -f-  ^Bx^y^   -h  ^CxyZy  -h    .   .   -h  2/si   -^  K  ^  0, 

2.  

Axj^  -h  2Bx^y•J  -h  2  0x^2^  -f-  .  .  .  -h  2/Zj  -|-  AT  =  0. 

Der  Verein  der  Gleichungen  1.  und  2.  wird  durch  das  Verschwinden  der 
Determinante  bedingt 

Ax^   -h2Bxy     -^2Cxz,        y^    y^       z^     x    y     %      \ 
Ax^  -\-2Bxyyy-\-2CxyZy^,      y^  y^z^    z^    x^   y^    »^    1 


/- 


=  0. 


i  Ax^^  -H  2Bx-jy^  -h  ^Cx^z^,      y^  y^z^    Zj^    x^  ^7    *7    1 

Dies  ist  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Fläche  II.  O.,  die  durch 
die  sieben  gegebenen  Punkte  geht.  Die  Determinante  /  zerfallt  in  drei  Deter- 
minanten 

1.  /s  ^.<p  4-  2^-1^  -h  C-/; 

die  quadratischen  Functionen  <p,  i|*,  7  gehen  aus  /  hervor,  wenn  man  die  erste 
Colonne  der  Reihe  nach  durch  .v^,  x^^  .  .  x^^,  bez.  xy,  x^y^,  .  .  x^yf, 
bez.  xZf  x^Zy,  .  .  x-z-  ersetzt.  Aus  1.  ist  ersichtlich,  dass  alle  Punkte,  die  den 
drei  Flächen  9,  ^,  y  gemeinsam  sind,  auch  auf  jeder  Fläche  IL  O.  liegen,  die 
durcli  die  gegebenen  sieben  Punkte  hindurch  geht. 

Die  Theorie  der  Gleichungen  lehrt,  dass  drei  Gleichungen  zweiten  Grades 
mit  drei  Unbekannten  x^  y^  z  durch  acht  Werthsysteme  derselben  befriedigt 
werden.  Hieraus  folgt,  dass  drei  Flächen  II.  O.  sich  in  acht  Punkten 
schneiden. 

Jede  Fläche  IL  O.,  die  durch  die  sieben  Punkte  1,  2  ...  7  geht,  enthält 
also  die  acht  Punkte,  in  denen  sich  die  Flächen  <p  =  0,  4*  =  ^  ^"^^  X  =="  ^ 
schneiden.  Diese  drei  Flächen  haben  die  gegebenen  sieben  Punkte  gemein; 
denn  wenn  man  in  9,  ^,  9  die  Coordinaten  x,  j,  z  durch  Xn  yr,  Zy,  r  ^=  \  ,  ,  ,  7, 
ersetzt,  so  verschwinden  <p,  i|;,  y  identisch. 

Da  nun  durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  die  Functionen  9,  4*»  X 
vollständig  bestimmt  sind,  so  ist  auch  der  achte  Punkt  bestimmt,  den  die 
Fläclien  9  =  0,  «l'  =  ^^  7.  =  ^  ausser  den  gegebenen  sieben  gemein  haben. 
Wir  schliessen  daher:  Alle  Flächen  II.  O.,  die  durch  sieben  gegebene 
Punkte  gehen,  enthalten  noch  einen  achten  Punkt,  der  durch  die 
gegebenen  bestimmt  ist.  Oder:  Ein  System  von  acht  Schnittpunkten 
dreier  Flächen  IL  O.  enthält  nicht  lauter  von  einander  unabhängige 
Punkte,  sondern  jeder  der  acht  Punkte  ist  durch  die  andern  sieben 
bestimmt. 

Der  Satz:    »Eine  Raumcurve  IV.  O.  1.  Sp.  ist  durch  acht  Punkte  bestimmt« 
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bedarf  hiemach  einer  Einschränkung;  diese  acht  Punkte  dürfen  nicht  die  acht 
Schnittpunkte  dreier  Flächen  IL  O.  sein;  durch  acht  Schnittpunkte  dreier 
Flächen  11.  O.  gehen  unzählig  viele  Schnittcurven  zweier  Flächen  IL  O. 

7.  Wir  untersuchen  nun,  ob  es  Ebenen  giebt,  die  eine  Fläche  IL  O.  in 
einem  Kreise  schneiden,  und  beweisen  hierzu  zunächst  folgenden  Satz:  Parallele 
Ebenen  schneiden  eine  Fläche  II.  O.  in  ähnlichen  Kegelschnitten. 

Wir  nehmen  eine  der  parallelen  Schnittebenen  zur  A'K-Ebene  eines  Coordi- 
natensystems;  ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  dieses  System 

/  —  Ax^  -H  2Bxy  4-  .  .  4-  A'  =  0, 
so  ist  die  Gleichung  der  Horizontalspur  dieser  Fläche 
1.  Ax^  -+-  %Bxy  -h  Dy^  -h  %Gx  -h  IHy  -h  AT  =  0 . 

Ist  diese  Curve  eine  Ellipse,  oder  eine  Hyperbel,  oder  besteht  sie  aus  zwei 
sich  schneidenden  Geraden,  so  nehmen  wir  die  beiden  Symmetrieachsen  der 
Spur  zur  X-  und  K-Achse,  so  dass  die  Gleichung  der  Spur  die  Form  annimmt 

Ax^  4-  Dy^  4-  A'  =  0 . 

Die  Gleichung  der  Fläche  bezüglich  des  neuen  Systems  ist  daher 
/  «  Ax^  -h  "ICxz  4-  Dy^  4-  "lEyz  4-  Fz^    ¥  "IJz  +  K  =^  0 . 

Eine  Ebene,  die  parallel  zur  Jf  K-Ebene  und  von  derselben  um  Zq  entfernt 
ist,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  deren  Gleichung  ist 

Ax^  4-  "ICxZq  4-  Dy^  4-  "UEyz^  4-  Fz^  4-  "l/z^  4-  A'  =  0 . 

Hierfür  kann  man  schreiben 


A  Z?      -  "' 


oder 


2.  A(x^^y^D(y-^^y-K,  =0, 


D 


wobei    K,  .  — ^  4-  -^  -  Fz^  -  ^Jz^  -  K. 


Die  Gleichung  2.  gehört  einem  Kegelschnitte  an,  dessen  Achsen  parallel  der 
X'  und  K-Achse  sind  und  dessen  Mittelpunkt  die  Coordinaten  hat  $  =  —  Cz^  :  A , 
ij  ==  —  Et^  :  D .  Die  Halbachsen  ä^  und  b^  dieses  Kegelschnitts  sind 
a^  =  yX^  :  A ,       ^1  =  V^i  •  -^>  nian  hat  demnach 

a^:d^  =  y^ :  YÄ ; 
das  Verhältniss  der  Halbachsen  hat  also  für  alle  parallelen  Schnitte  denselben 
Werth;  mithin  sind  die  Schnitte  ähnlich  und  haben  parallele  Achsen. 

Ist  die  Horizontalspur  1.  eine  Parabel,  so  wähle  man  die  Achse  derselben 
zur  XAchse,  den  Scheitel  zum  Nullpunkte;  die  Gleichung  1.  geht  dann  über  in 

Dy^  4-  2Gx  =  0; 
die  Gleichung  der  Fläche  bezüglich  des  neuen  Systems  ist  daher 

/  1^  2Cxz  4-  Z>y^  4-  2£yz  4-  Fz^  4-  2Gx  4-  2y^  =  0 . 
Der  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  z  =:  Zq  hat  die  Gleichung 
2Cxzq  4-  F>y^  4-  2EyzQ  4-  Fzq^  4-  2Gx  4-  2/^0  =  ^• 
Hierfür  kann  man  setzen 

Der  Schnitt  ist  daher  eine  Parabel,  deren  Achse  der  Achse  der  Spur  parallel 
ist,  deren  Scheitel  die  Coordinaten  hat 
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<» 


[{DF-E^)z^^  ^^JDz^] 


T^  =  — 


~D 


'1D{G-^Czq) 
und  deren  Parameter  /  =  —  (G  ->r  Czq)  :  D  ist. 

Da  nun  je  zwei  Parabeln  einander  ähnlich  sind,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Insbesondere  folgt:  Wird  eine  Fläche  IL  O.  von  einer  Ebene  in 
einem  Kreise  geschnitten,  so  wird  die  Fläche  auch  von  allen  Parallel- 
ebenen in  Kreisen  geschnitten. 

8.  Die  Fläche  II.  O.  /  =  0  enthalte  den  Kreis  K,  Legt  man  durch  K  und 
durch  einen  anderen  auf/  liegenden  Punkt  eine  Kugel  5,  so  schneidet  dieselbe 
die  Fläche  /  ausser  in  K  noch  in  einer  ebenen  Curve,  hat  also  mit  /  noch  einen 
Kreis  Ä^  gemein. 

Die  Ebene  dieses  Kreises  ist  im  Allgemeinen  nicht  zu  K  parallel.  Denn 
sind  K  und  K^  parallel,  so  fallen  die  Geraden,  welche  in  den  Centren  normal 
zu  den  Kreisebenen  errichtet  sind,  in  eine  Gerade  a  zusammen,  da  sie  beide 

durch  das  Centrum  der  Kugel  S 
gehen  und  parallel  sind.  Die  Ge- 
jp  rade  a  ist  Symmetrieachse  für  jeden 
ebenen  Schnitt  der  Fläche  /,  der 
a  enthält,  da  a  zwei  parallele 
Sehnen  jedes  solchen  Schnitt^ 
i,^,AB  und  CD  senkrecht  halbirt 
Dreht  man  den  durch  «  gehenden 
ebenen  Schnitt  ^,,  B^^  C,,  D^  der 
Fläche  /  um  a  bis  die  Ebene  in 
die  ebenfalls  durch  a  gehende 
Schnittebene  ABCD  fällt,  so  fallen 
A  und  A^f  B  und  B^,  C  und  C^  zusammen.  Da  nun  die  beiden  Schnittcurven 
noch  die  beiden  Punkte  gemein  haben,  in  welchem  /  von  a  geschnitten  wird, 
so  folgt,  dass  beide  ebene  Schnitte  congruent  sind;  mithin  sind  alle  durch  a 
gehenden  ebenen  Schnitte  congruent;  folglich  ist  die  Fläche  eine  Rotations- 
fläche und  a  ihre  Rotationsachse.  Wenn  also  /  keine  Rotationsfläche  ist, 
so  sind  die  Kreisebenen  K  und  K^  nicht  parallel;  wir  schliessen  daher:  Wenn 
auf  eine  Fläche  II.  O.,  die  keine  Rotationsfläche  ist,  Kreise  liegen, 
so  giebt  es  zwei  Schaaren  von  Parallelebenen,  welche  die  Fläche  in 
Kreisen  schneiden. 

9.  Ueber  das  Vorhandensein  von  Kreisen  auf  einer  Fläche  IL  O.  werden 
wir  nun  in  der  Weise  entscheiden,  dass  wir  die  Bedingungen  untersuchen,  unter 
denen  die  Schnittcurve  der  Fläche  /  und  einer  Kugel  S  in  zwei  ebene  Curven 
zerfällt.  Wir  werden  die  Untersuchung  für  die  einzelnen  Flächenarten  der  Reihe 
nach  durchführen.  Vorerst  bemerken  wir  noch,  dass  beim  hyperbolischen 
Cylinder,  beim  parabolischen  Cylinder  und  beim  hyperbolischen  Paraboloide  von 
Kreisschnitten  nicht  die  Rede  sein  kann.  Denn  jede  Ebene  schneidet  einen 
hyperbolischen  Cylinder  sowie  ein  hyperbolisches  Paraboloid  in  einer  Curve, 
welche  Punkte  im  Unendlichfemen  hat,  nämlich  die  Punkte,  die  auf  den  Schnitt- 
geraden der  Ebene  E  mit  den  beiden  Asymptotenebenen  der  Fläche  gelegen 
sind.  Jeder  ebene  Schnitt  eines  hyperbolischen  Cylinders  ist  also  eine  Hyperbel 
oder  besteht  aus  zwei  parallelen  Geraden,  je  nachdem  die  Schnittebene  der 
Mantellinien  nicht  parallel  oder  parallel  ist ;  und  jeder  ebene  Schnitt  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids  ist  eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel,  je  nachdem  die  Ebene 
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der  Achse  nicht  parallel  oder  parallel  ist.  Jeder  ebene  Schnitt  eines  para- 
bolischen Cylinders  ist  eine  Parabel  oder  besteht  aus  zwei  Mantellinien. 

10.  Kreisschnitte  des  elliptischen  Cylinders.  Die  Mittelpunkte  aller 
ebenen  Schnitte  eines  Cylinders  liegen  auf  der  Achse  des  Cylinders;  wenn  daher 
Kreise  auf  einem  Cylinder  liegen,  so  kann  man  jeden  Punkt  der  Cylinderachse 
als  Centrum  einer  Kugel  wählen,  die  einen  Kreisschnitt  enthält.  Soll  die  um 
den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  r  beschriebene  Kugel 

S  ^  x^  -^  y^  -h  z^  —  r^  =  0 
den  elliptischen  Kegel 

x^        v^ 

in  Kreisen  schneiden,  so  muss  für  eine  bestimmte  Wahl  des  Faktors  n  die 
Differenz 

in  zwei  reale  lineare  Faktoren  zerfallen.  Hierzu  ist  zunächst  erforderlich,  dass 
die  Fläche  / — nS  =  0  unendlich  viele  Doppelpunkte  habe,  dass  also  für  die 
Function  /  —  nS  die  Bedingungen  gelten 

A  =  0,      Ai  =  0. 
Nun  ist  in  unserm  Falle 

A  =  -  (^  -  «)  (^  -  «)«.  («r»  -  1),      Ä»  =»  -  (Jj  -  «)(^  -«).«. 

Die  Gleichungen  A  =  0  und  A^  =  0  haben  die  Wurzeln  gemein 

_  1  1 

«  =  0,       n  =  -^ ,       n  —  -p. 

Die  erste  Wurzel  führt  zu  keiner  I^ösung  unserer  Aufgabe.  Die  Wurzeln 
«  =  1  :  Ä*  und  «  =  1  :  ^^  liefern 

Die  Gleichungen 

/ ^5  =  0    und   /  —  -i^^  =  0 

sind  die  Gleichungen  zweier  Cylinder  zweiten  Grades,  die  durch  die  Schnitt- 
curve von  /  und  S  gehen  und  deren  Mantellinien  parallel  zur  X-Achse,  bez.  zur 
y- Achse  sind.  Diese  beiden  Cylinder  zerfallen  in  zwei  Ebenen,  wenn  r^  =  ä*, 
bez.  r*  =  ^*.    Man  erhält  unter  diesen  Voraussetzungen 

Ist  nun  a  >  bf  so  ist  in  9  der  Coefficient  von  y^  positiv,  mithin  ist  9  =  0 
die  Gleichung  des  Vereins  der  beiden  realen  EbCj^en 

^''VJ¥-ji-y-^'-0     und     T,^]/l^-j-,.y+^z^O. 

Die  Gleichung  ^j  =  0  gehört  hingegen  zu  zwei  imaginären  Ebenen,  da  der 
Coefficient  von  x^  negativ  ist. 

Es  giebt  also  beim  elliptischen  Cylinder  zwei  Systeme  von  Kreisschnitten; 


..^' 
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dieselben  sind  parallel  zu  den  Ebenen  T  und  T^  Die  Kreisschnitte  eines 
elliptischen  Cylinders  sind  normal  zu  der  Symmetrieebene,  in  welcher 
die  kleine  Achse  des  Cylinders  liegt,  und  sind  gegen  einen  Normal- 
schnitt des  Cylinders  um  den  Winkel  a  geneigt,   für  welchen 

^  i/"l          r     1         _^  y«»  —  b^ 
tanga,  =  ih    Kf^^^-^^  "^  ~b ' 

11.    Kreisschnitte  des  Kegels  zweiter  Ordnung.     Die  Gleichung  des 
Kegels  sei 

1  r=- k< —  =  0 

A-  ^   —    ^2     -^   ^«  ^2    —    ^' 

die  Gleichung  einer  Kugel,  deren  Centrum  die  Coordinaten  //,  ^,  /  und  die  den 

Radius  r  hat,  ist 

2.  <p  =  ^»  -h^  4-  «*  —  2^.r  —  'iey  ^  ^fz  -h/  =  0, 

wenn  /  =  ^H-^'»-h/*  —  r2. 

Die  Determinanten  A  und  Aj  der  Function  C —  «^  sind 


A=: 


«2-«'             0    ' 

0    , 

»</ 

0     ,  ^j— ». 

0    , 

«^ 

0    ,         0   ,  - 

1 

— «» 

«/ 

nd  ,       ne  , 

«/. 

-np 

'  ^>  =  (i-«)(Ä-'')(-^-«) 


Setzt  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  Aj  =  0,  nämlich  die  Werthe 

1  1  1 


n  ^  — 5^  1       n  =  TS"  I       ft  ^  — 


^2  '         -   —   ^2   '         '^  —  ^2  ' 

der  Reihe  nach  in  A  ein,  so  erhält  man 

Diese  Werthe   verschwinden   nur,    wenn    ^=0,    bez.    ^  =  0,   bez.  /=0. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  erhält  man  der  Reihe  nach 

4.     C- ^  S  ^{^-^x^-fj^  +  ^z^^  2-^^  +  2  {jz- ff  ^0, 


Dies  sind  die  Gleichungen  der  Cylinder,  welche  durch  die  Schnittcurve  des 
Kegels  C  und  der  Kugel  S  gelegt  werden  können;  die  Mantellinien  derselben 
sind  der  Reihe  nach  der  AT-Achse,  der  K-Achse,  der  Z-Achse  parallel.  Nehmen 
wir  nun  an,  es  sei  ö  >  ^,  so  ist 

die  Gleichungen  4.  und  5.  gehören  dann  zu  elliptischen  Cylindem;  diese  können 
für  keine  Wahl  der  unbestimmten  Coordinaten  des  Kugelcentrums  und  des 
Radius  r  in  zwei  Ebenen  ausarten;  dies  ist  nur  bei  dem  hyj^erbolischen  Cylinder  3. 
möglich. 

Zerfällt   3.    in   ein  Ebenenpaar,  so  muss  die  Gleichung  3.,    als  Gleichung 


§  9«     Schmttcurve  und  Schnittpunkte  von  Flächen  zweiter  Ordnung.     Kreisschnitte.      289 


eines  Kegelschnitts  in  der   yZ-Ebene  betrachtet,  in  ein  Geradenpaar  zerfallen, 
es  muss  also  die  Determinante  verschwinden: 
J 1^ 


0 


0    , 

e 

1 

/ 

/ 

a»      ' 

i^-^i-^)5 


Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  /  durch  ^*  -h  /*  —  r^^  so  erhält  man  nach 
einfacher  Reduction 

Sieht  man  r  als  gegeben,  die  Coordinaten  e  und  /  als  unbestimmt  an,  so 
ergiebt  sich  hieraus  der  Satz:  Die  Kugeln  mit  gegebenem  Radius  r,  die 
einen  Kegel  II.  O.  in  Kreisen  schneiden,  haben  ihre  Centra  auf  einer 
Ellipse,  die  auf  einem  Hauptschnitte  liegt 

Aus  3.  ergiebt  sich  für  den  Winkel  a,  den  die  Kreisschnittebenen  des  Kegels 
mit  der  -YK-Ebene  bilden 


7. 


/^«^a=  dz]/(l--^):  (l-4-^)  =  ±J|/^ 


b^ 


•8 


Die  Kreisschnitte  des  Kegels  11.  O.  sind  rechtwinkelig  zu  dem 
Hauptschnitte  des  Kegels,  dessen  Mantellinien  den  kleineren  Winkel 
mit  der  Kegelachse  bilden,  und  bilden  gleiche  Winkel  (90°  —  a)  mit 
der  Achse. 

12.  Kreisschnitte  des  Ellipsoids.  Ist  k  ein  Kreis  auf  einem  EUipsoide, 
so  lege  man  eine  Ebene  parallel  zu  k  durch  das  Centrum  des  Ellipsoids.  Diese 
Ebene  schneidet  das  Ellipsoid  ebenfalls  in  einem  Kreise,  und  durch  diesen  Kreis 
kann  man  eine  Kugel  legen,  deren  Centrum  in  das  Centrum  des  Ellipsoids  fällt 
Um  also  die  Kreisschnitte  des  Ellipsoids  zu  finden,  hat  man  die  Kugeln  aufzu- 
suchen, die  mit  dem  EUipsoide  concentrisch  sind  und  dasselbe  in  zwei  ebenen 
Curven-  schneiden.  Die  Gleichungen  des  Ellipsoids  und  der  Kugel  sind 
x^  V*  z^ 
^  ^  a^  ^  b^  ^  c^ 

Die  Determinanten  A  und  Aj  der  Function/ —  nS  sind 
1 


4-y  4-««  — r3  =  0 


^  = 


-«,        0    , 

0    , 

0 

0    ,  ^,— «, 

0    , 

0 

0    ,        0    , 

1 

— «, 

0 

0    ,         0    , 

0    , 

—  H-«r» 

A,= 


J 
a 


2  —  ^* 


0 


b^ 


0     .  -rs^— «. 


0 


0 


I 


0 


0 


—  n 


also  ist 


A  =(J5-«)(^-«)(/i.— «)(«''*-l)  ^i=(i-'')(^-«)(^-«)- 


Die  Gleichungen  A  =  0  und  Aj 

1 


n  = 


r2    ' 


n  = 


Für  diese  erhält  man 

IffwiWirfi  ^gt  Mathematik.    Bd.  VL 


0  haben  die  gemeinsamen  Wurzeln 
JL^  1_ 


^9 


• . . 
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f  -  -  ^^ 


z 


z 


9 


S 


-(.-5)-o. 

-(.-^)-o. 


Dies  sind  die  Gleichungen  der  drei  Cylinder,  die  durch  die  Schnittcurve  von 
F  und  »S  gehen,  und  deren  Mantellinien  der  Reihe  nach  der  JT-,  der  K-,  der 
Z-Achse  parallel  sind.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  ä  >  ^  >  c,  so  sind  1.  und  3. 
elliptische  Cylinder,  während  2.  ein  hyj)erbolischer  Cylinder  ist;  es  kann  daher 
nur  dieser  durch  besondere  Wahl  des  Kugelradius  r  in  ein  Ebenenpaar  ausarten, 
und  zwar  tritt  dies  ein,  wenn  r  =  b^  denn  dann  hat  man 


F-l,S 


(^-;rO^'-^(^-A)*'  =  0' 


diese  Gleichung  zerfällt  in  das  Produkt  zweier  Ebenengleichungen 


1 


h/l 


Ya^  _  /^2     \fyß  —  c 


')(! 


-2 


z  —  -- 


r:J  =  0. 


b^  V        bc  ab  J\        bc  ab 

Diese   beiden  Ebenen   gehen    durch    die    K-Achse   und  ihr  Neigungswinkel 
gegen  die  -YK-Ebene  folgt  aus 

C  |/fl2  _  ^8 


tangi  =  dz 


ö|/^ 


-2 


Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  hat  daher  zwei  Systeme  von  Kreis- 
schnitten; die  Ebenen  derselben  sind  parallel  zu  der  mittleren 
Achse  {fy)  des  Ellipsoids  und  gegen  die  grosse  Achse  gleich  geneigt 

Die  zwei  Paar  Gegenpunkte,  in  welchen  das  Elli])soid  von  den  vier  Ebenen 
berührt  wird,  die  den  Kreisschnitten  parallel  sind,  heissen  die  Kreispunkte 
des  Ellipsoids.' 

13.  Kreisschnitte  des  einschaligen  Hyperboloids.  Wenn  es  hier 
Kreisschnitte  giebt,  so  giebt  es  auch  Kreisschnitte,  die  das  Centrum  des  Hyper- 
boloids enthalten,  und  man  kann  daher  auch  diesmal  die  Kugel  S  mit  dem 
Hyperboloide  concentrisch  annehmen.  Aus  den  Gleichungen  des  Hyperboloids 
und  der  Kugel 


x^       y^       z^  

^^^"^ä2~;T""^  =0, 


b^       c 
ergeben  sich  für  die  Function/ — nS  die  Determinanten 

\-n,        0,0,0 


5  s  .AT«  -h  j'^  ^-  ;g2  —  r«  =  0 


A  = 


a' 


0 


0 
0 


1 


0 


0    ,  — ::ö— «; 


0 


0 


0 


0,  — l-^«r 


2 


a»-«'        ^    ' 

0 

,  A,= 

^      '    ^2"~^' 

0 

0    ,        0     , 

1 

1. 


2. 


Diu  gemeinsamen  Wurzeln  der  Gleichungen  A  ==  0  und  A,  =0  sind  daher 

1^  _  J_  _        i. 

«  _  ^2  »       ^  ^  1,2  *       ^  —  ""  ^2  • 

Für  dieselben  hat  man  der  Reihe  nach 

--(.-(A-.A)>'-(^-„4r).'-(.-:|)  =  o, 
''  -  Ji^-i^-ii)'''  -{}'  ^Tt)''  -  {'  -7i)  =  0', 


m 


f  -  • 
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3. 


0. 


Dies  sind  die  Gleichungen  der  drei  Cylinder  IL  O.,  welche  durch  die 
Schnittcurve  von  7^  und  S  gelegt  werden  können;  ihre  Mantellinien  sind  der 
Reihe  nach  den  Coordinatenachsen  parallel.  Setzen  wir  voraus,  dass  a  >  d,  so 
ist  der  erste  Cylinder  hyperbolisch,  der  zweite  und  dritte  hingegen  sind  elliptisch. 
Es  kann  daher  nur  der  erste  in  ein  Ebenenpaar  ausarten,  und  zwar  tritt  dies  ein, 
wenn  r  =  a]  man  erhält  dann 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  lineare  Faktoren 

\       ab  -^  ac  J  \       ab         ^  ac  ) 


a* 


sie    stellt    daher   zwei  Ebenen    dar,    die    durch   die  JT-Achse  gehen,   und  deren 
Neigungswinkel  gegen  die  Jf  K-Ebene  sich  ergeben  aus 

tangfi  =  ±:    ,    .  z=^, 

^  ^ya^  4-  r» 

Im  einschaligen  Hyperboloide  giebt  es  zwei  Systeme  von  Kreis- 
schnitten; die  Ebenen  derselben  sind  normal  zu  dem  hyperbolischen 
Hauptschnitte,  der  die  kleinere  Hauptachse  hat  und  sind  gegen  den 
elliptischen  Hauptschnitt  gleich  geneigt. 

14.  Kreisschnitte  des  zweischaligen  Hyperboloids.  Da  die  durch 
das  Centrum  gehenden  Ebenen,  welche  die  Fläche  treffen,  dieselbe  in  einer 
Hyperbel  schneiden,  so  geht  kein  realer  Kreisschnitt  durch  das  Centrum,  wir 
haben  daher  die  Kugel  S  in  allgemeiner  I^age  vorauszusetzen.  Die  Gleichungen 
des  Hyperboloids  und  der  Kugel  seien 


a' 


b^ 


1  =  0, 


X 


2 


-4_j,2  ^  z%  —  2/rj:  — 2/>—  2^«  4-/  =«0,     /  =  ^^  ^p  ^  ^ 


a  —  r» 


Für  die  Function  F — nS  hat  man  die  Determinanten 
1 


A  = 


r2 


—«, 


0    .  — 


0 


en 


0,0. 

0        , 
1 


1 
0   . 


en 


fn 


gn 


— 1— /« 


A,= 


1 


«, 


0 


0     , Tz  —  n 


b^ 


0 


0 


0 

0 

1 
5^  —  n 


Die  Wurzeln  der  Gleichungen  Aj  =  0  sind 

1  1 


n  = 


a 


a  » 


«  =  — 


b^' 


n  =  — 


J^ 

c^ 


Für  diese  Werthe  von  n  geht  die  Determinante  A  über  in 

Soll  einer  dieser  drei  Werthe  verschwinden,  so  muss  entweder    ^  =  0,  oder 
/?'==  0,  oder  ^  =  0  sein.    Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man  die  Gleichungen : 


-■•     ...-vr 
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%    F^ 


^.    F-^ 


Setzen  wir  voraus,  dass  b  ">  c,  so  sind  1.  und  3.  elliptische  Cylinder,  während 
2.  ein  hyperbolischer  Cylinder  ist.  Nur  dieser  kann  in  den  Verein  zweier  Ebenen 
ausarten;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Gleichung  2.,  als  Gleichung  einer  Curve  II.  O. 
in  der  -YZ-Ebene  betrachtet,  in  zwei  Gerade  zerfallt,  also  wenn 


a' 


b^ 


0 


0 


r2 


b^ 


e 


b'^ 


e 

b'^ 

P_ 
b^ 


4. 


[b^       c^J  ^*  ""  "• 
Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  p  durch  e^  -h  g^  —  r*,  so  erhält  man 

Ist  r  gegeben,  so  ist  dies  die  Gleichung  einer  bestimmten  Ellipse.  Wir 
haben  daher:  Die  Centra  der  Kugeln  mit  gegebenem  Radius,  die  ein 
zweischaliges  Hyperboloid  in  zwei  Kreisen  schneiden,  liegen  auf 
einer  Ellipse,  die  auf  dem  hyperbolischen  Hauptschnitte  liegt,  der 
die  kleinere  Nebenachse  hat. 

Wählt  man  e,  g  und  r  so,   dass  sie  der  Gleichung  4.  genügen,  so  zerfallt 

der    Cylinder   2.    in   zwei  Ebenen,    die    parallel    der   K-Achse    sind    und   deren 

Neigungswinkel  mit  der  -YK-Ebene  sich  aus  der  Formel  ei^eben 

.     cVa^  -h  b^ 
tangfx  =  =fc  — ^===. 

Wir  schliessen  daher:  Ein  zweischaliges  Hyperboloid  enthält  zwei 
Systeme  von  Kreisschnitten;  dieselben  sind  normal  zu  dem  hyper- 
b'  liscLn  Haiiprschnitte,  der  die  kleinere  Nebenachse  hat  und  sind 
^  ^"11  die  El»one  des  andern  hyperbolischen  Hauptschnitts  unter 
fflci(h<*n  Winkeln  geneigt. 

15.  Kreisschnitte  des  elliptischen  Paraboloids.  Wir  haben  hier 
wieder  die  Kugel  5  in  allgemeiner  Lage  vorauszusetzen,  haben  also  von  den 
Gleichungen  des  Paraboloids  und  der  Kugel  auszugehen: 

—  2a  =  0,       ^  ^  jc2  -4-  >»*  -h  ^2  —  ^ex  —  2/y  —  2gz  -h  /  =  0 . 


F^ 


X 


2 


r2 


a  b 

Für  die  Function  F —  nS  hat  man  diesmal  die  Determinanten 


A  = 


1_ 
a 


—  «, 
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2^ 
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«, 


0 
en 
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0 


—  n 


en 


fn 


^1  = 


1 

«, 

a 


0 


0 
0 


1 


— «I 


0 


0 


0     ,      —n 


r    —1-+-^« 
///    ,    —  1-h^«,       —pn 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  Aj  =  0  sind 

1  1 

«=--,«  =  -, 

Für  die  Wurzel  «  =  0  reducirt  sich  F —  nS  auf  F  allein,  also  wird  durch 
diese  Wurzel  das  Problem  nicht  gelöst.  Für  //  =  \\  a  und  «  =  1  :  ^  erhält  A 
die  Werthe 


«  =  0 


I  •. . .  j- 
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a^\d        a) 


und 


/ 


Damit    1  :  a   oder    1  :  b   gemeinsame   Wurzel    der  Gleichungen  A  =  0   und 
A|  =0  ist,  muss  also  ^  =  0  oder/=0  sein.     Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 


1. 


a  \b        a)-^  a  a-^  \  a)  a 

Diese  Gleichungen  sind  die  Gleichungen  von  Cylindem,  deren  Achsen 
parallel  der  -Y-Achse,  bez.  der  K-Achse  sind;  setzt  man  a  >  b  voraus,  so  ist  1.  ein 
hyperbolischer,  2.  ein  elliptischer  Cylinder.  Nur  der  erstere  kann  für  besondere 
Werthe  von  /,  g  und  r  in  ein  Ebenenpaar  ausarten,  und  zwar  tritt  dies  ein,  wenn 


l 
b 


a 


0 

/ 
a 


0 
a 


a 


v^i^iiuiig  gi^L7k  entwickelt 


=  0. 


-i-i/»  =  o. 


a- 


Diese  Gleichung  giebt  entwickelt 

\P 
Hieraus  erhält  man  nach  einfacher  Umrechnung  die  Gleichung 

3.  P  ^  ^{a-^b)\g ^ j  =  0. 

Für  einen  gegebenen  Werth  r  ist  dies  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren 
Achse  mit  der  Z-Achse  zusammenfallt,  die  sich  in  der  Richtung  der  negativen 
Z-Achse  erstreckt,  deren  Parameter  gleich  der  Differenz  {a  —  b)  ist  und  deren 
Scheitel  die  Ordinate  hat  z  =  (r^  -h  ä^)  :  0 . 

Wählt  man  nun  /,  g  und  r  der  Gleichung  3.  gemäss,  so  zerfallt  der  Cylinder 
1.  in  zwei  Ebenen,  die  der  Jf-Achse  parallel  sind,  und  für  deren  Winkel  a  mit 
der  JTK-Ebene 


-^« = *  vf^4H  -  *  >^ 


—  b 


Im  elliptischen  Paraboloide  giebt  es  also  ebenfalls  zwei  Systeme 
von  Kreisschnitten;  dieselben  sind  normal  zu  dem  parabolischen 
Hauptschnitte,  der  den  kleineren  Parameter  enthält,  und  sind  gegen 
die  -YK-Ebene  gleich  geneigt. 

§  10.    Die   abwickelbare  Fläche,    die   zwei  Flächen   zweiter  Klasse  um- 
schrieben   ist.     Gemeinsame    Tangentenebenen    dreier    Flächen    zweiter 

Klasse.    Umschriebene  Rotationskegel. 

1.    Die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche  zwei  Flächen  11.  Kl. 

1.  <p  =  Au^     4-  IBuv    -h  .  .  .  -h  IJw    -h  Ä'   =  0, 

2.  4»  =  ^j«2  _^  "IB^uv  -h  .  .  -h  2/1«;  -h  ^1  =  0 
zugleich  berühren,  genügen  den  beiden  Gleichungen  ^  =  0  und  <|/  =  0. 

Eliminirt  man  z.  B.  w  aus  1.  und  2.,  so  erhält  man  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  u  und  v\  betrachtet  man  diese  Gleichung  als  die  eines  Gebildes  in 
der  JfF-Ebene,  so  erkennt  man:  Die  Spuren  der  Ebenen,  die  zwei  Flächen 
n.  KL   berühren,    umhüllen    in   jeder   Coordinatenebene    eine   Curve 


294 


Analytische  Geometrie. 


vierter  Klasse.  Oder:  Die  Spuren  der  Fläche,  welche  von  den  ge- 
meinsamen Tangentenebenen  zweier  Flächen  IL  Kl.  umhüllt  wird, 
sind  Curven  vierter  Klasse. 

Die  Arwalil  Tangentenebenen  dieser  Fläche,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
3.  P  ^  Lu  -t-  Mv  -h  Nw  4-0  =  0 

gehen,  wird  durch  Auflösung  des  Systems  erhalten 

<p  =  0,       4^  =  0,       /'=0. 

Aus  der  dritten  Gleichung  berechnet  man  z.  B.  w  und  setzt  die  Weithe  in 
die  beiden  ersten  ein;  man  erhält  dann  zwei  quadratische  Gleichungen  in  u 
und  iK  Diese  ergeben  vier  Wurzelpaare,  und  zu  jedem  folgt  der  zugehörige 
Werth  w  aus  der  Gleichung  /^=  0.  Wir  schhessen  daher:  Von  der  Fläche, 
welche  die  gemeinsamen  Tangentenebenen  zweier  Flächen  IL  Kl. 
umhüllen,  gehen  vier  Tangentenebenen  durch  einen  gegebenen 
Punkt.  Die  genannte  Fläche  wird  aus  diesem  Grunde  als  Fläche  vierter 
Klasse,  und  zwar  zum  Unterschiede  von  andern  Flächen  vierter  Kllasse,  als 
Fläche  vierter  Klasse,  erster  Species,  bezeichnet. 

2.  Um  eine  Vorstellung  vom  Baue  dieser  Fläche  zu  geben,  bemerken  wir 
Folgendes:  Es  sei  T^  eine  Ebene,  deren  Coordinaten  u^y  v^,  w^  den  beiden 
Gleichungen  tp  =  0  und  ij;  =  0  genügen.  Aendert  man  u^  um  einen  kleinen 
endlichen  Betrag,  in  dem  man  es  durch  den  nur  wenig  davon  verschiedenen 
Werth  //o  ersetzt,  so  folgen  aus  tp  =  0  und  <J;  =  0  zwei  dazu  gehörige  Werthe 
v^  und  7iVj,  die  um  so  weniger  von  z/j  und  7/'^  abweichen,  je  näher  u^  an  u^ 
liegt.    Die  zu  «21  v^t  w^  gehörige  Ebene  sei  T^]  dieselbe  schneidet  7^  in  einer 


Geraden  G^  2  *)• 

/ 


Hierauf  ersetze    man   u   durch  einen  nicht   viel  von  u^  ver- 
schiedenen  Werth   1^3,    und   be- 


^23 


.^ 


Stimme  aus  <p  =  0  und  ^  =  0 
die  zugehörigen  Werthe  v^  und 
w^ ;  man  erhält  damit  eine  dritte 
Ebene  T'j,  welche  T^  in  einer 
Geraden  G^^  schneidet.  Die 
beiden  Geradem  G^^  und  G^^ 
liegen  auf  einer  Ebene  T^  und 
^  ,  haben  daher  einen  Punkt  P^  mit 
einander  gemein. 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält 
man  eine  Reihe  von  Ebenen  7\, 

T^f  T^f  T^,  T^  .  ,  ,  ,  ,  die  den 

Gleichungen   ^  =  0   und   ^  =  0 
genügen;   jede  7]  wird    von  der 
folgenden  T^+i  in  einer  Geraden 
(^••^^•^  G^/, /-hl    geschnitten,     auf     jeder 

PLbene  liegen  zwei  solche  Gerade,  die  sich  in  einem  Punkte  P,  schneiden. 
Jede  Gerade,  G/  1,  ,  wird  von  der  folgenden  Geraden  G,\  ,4-1  in  einem  Punkte 
J\  geschnitten,  auf  jeder  Geraden  G/^  /-,.i  liegen  zwei  solche  Punkte,  nämlich 
P/  und  y^/H-i.  Diese  Punkte  sind  die  Ecken  und  die  zwischen  ihnen  liegenden 
Strecken  sind  die  Seiten  eines  unebenen  Polygons  P. 

Durchläuft  man  P  in  der  Richtung  P^,  P^,   P^  ,  .  .  t  bestimmt  durch  diese 


*)  Die  Figur  ist  als  Grundriss  gedacht;  daher  die  Bezeichnungen  G  ^^' ^  /*j'  u.  8.  w. 


\. 
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Bewegung  den  positiven  Sinn  aller  Seiten  des  Polygons,  und  lässt  von  jeder 
Ebene  nur  den  von  zwei  positiven  Schenkeln  eingeschlossenen  Winkel  sowie 
seinen  Scheitelwinkel  stehen,  während  man  die  beiden  Scheitelwinkel  wegnimmt, 
deren  Schenkel  vom  Scheitel  aus  gerechnet  ungleichsinnig  sind,  so  erhält  man 
die  von  den  Ebenen  gebildete  Fläche. 

Die  Projection  der  Fläche  auf  eine  geeignet  gewählte  Ebene  ist  von  dein 
Polygone  /*j',  /g'»  -^3»  -^4'  •  •  •  begrenzt,  so  dass  der  von  dem  Polygone  ausge- 
schlossene Theil  der  Projectionsebene  von  der  Projection  der  Fläche  bedeckt 
wird,  während  die  innerhalb  P^\  F^  .  .  .  liegenden  Punkte  nicht  Projectionen 
von  Punkten  der  Fläche  sind. 

Sind  die  auf  einander  folgenden  Werthe  «1,  «j,  »3,  «4  .  .  .  nur  wenig  von 
einander  verschieden,  so  unterscheiden  sich  auch  die  Stellungen  der  Ebenen 
T'j ,  T'j ,  7^3 ,  7*4  .  .  nur  wenig  von  einander.  Gewisse  Ausnahmestellen  abge- 
rechnet, ist  daher  der  Flächenwinkel,  der  an  dem  positiven  Theile  der  von  Fi 
sich  erstreckenden  Geraden  6^/— 1, ,  liegt,  sowie  dessen  Scheitelwinkel,  der  an 
dem  von  Fi—\  sich  erstreckenden  negativen  Theile  derselben  Geraden  liegt,  nicht 
viel  von  einem  gestreckten  Winkel  verschieden;  dagegen  ist  der  Flächenwinkel, 
der  an  der  Kante  /*/_i  Fi  liegt,  als  Supplement  eines  nahezu  gestreckten 
Winkels,  ein  sehr  kleiner  Winkel;  das  Polygon  7\,  /'g»  -^3  •  •  erscheint 
daher  als  eine  scharfe  Kante  der  Fläche. 

Denkt  man  sich  die  Fläche  entlang  des  Polygons  -Pj,  F^^  F^  .  .  .  zer- 
schnitten, so  zerfällt  die  Fläche  in  zwei  getrennte  Mäntel,  die  gleich  und  ähnlich 
sind;  zu  jedem  Mantel  ge- 
hört von  jeder  Ebene  nur 
noch  ein  Winkelfeld.  Zer- 
schneidet man  einen  solchen 
Mantel  entlang  einer  Ge- 
raden, z.  B.  G^^i  so  kann 
man  die  auf  T^  folgende 
Ebene  T^  um  6^28  drehen, 


bis  sie  mit  T^  zusammen- 
fallt imd  die  vorhandenen 
Winkelfelder  von  T^  und  T^ 
nicht  auf  einander  liegen. 
Verfährt  man  ebenso  mit 
jeder  folgenden  Ebene,  erst 
mit  T^ ,  dann  mit  I\  u.  s.  w., 
so     wird    dadurch     der 

ganzeMantel  derFläche  (M.455.) 

in  eine  Ebene  ausgebreitet. 

Lässt  man  u  nun  alle  realen  Werthe  von  —  00  bis  -h  00  stetig  durchlaufen, 
so  geht  das  unebene  Polygon  F^f  F^,  F^  ...  in  eine  Raumcurve  über;  die 
Geraden  der  Fläche  werden  zu  Tangenten  dieser  Curve,  da  sie  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  der  Curve  verbinden;  die  Winkel  unter  denen  die  beiden  Mäntel 
entlang  der  Curve  Ä  sich  treffen,  werden  verschwindend  klein;  die  Eigenschaft 
beider  Mäntel,  sich  in  eine  Ebene  abwickeln  (ausbreiten)  zu  lassen,  bleibt  be- 
stehen. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  in  eine  Ebene  abwickelbare 
Fläche  von  dem  eben  beschriebenen  Typus  ist;  denn  eine  solche  Fläche  ist  noth- 
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wendig  geradlinig,  und  jede  Gerade  der  Fläche  wird  von  den  nächstfolgenden 
geschnitten. 

Die  Curve  J?,  längs  deren  die  beiden  Mäntel  einer  abwickelbaren  Fläche 
sich  berühren,  bezeichnet  man  als  Cuspidalkante  der  Fläche. 

3.  Doppelt  gekrümmte  Curven  und  abwickelbare  Flächen  stehen 
im  engsten  Zusammenhange. 

Jede  doppelt  gekrümmte  Curve  kann  man  als  Cuspidalkante  einer  abwickel- 
baren Fläche  betrachten;  die  Geraden  der  Fläche  sind  die  Tangenten  der  Curve, 
die  Ebenen  der  Fläche  sind  die  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  auf  einander 
folgende  Tangenten  bestimmt  sind.  Da  eine  Curventangente  zwei  benachbarte 
Punkte  einer  Curve  enthält,  so  liegen  auf  der  von  zwei  benachbarten  Tangenten 
der  Curve  bestimmten  Ebene  drei  benachbarte  Curvenpunkte.  Eine  solche 
Ebene  heisst  eine  Schmiegungsebene  (Osculationsebene)  der  Curve.  Die 
Schmiegungsebenen  einer  Raumcurve  sind  also  die  umhüllenden  Ebenen  der 
abwickelbaren  Fläche,  die  von  den  Tangenten  der  Raumcurve  beschrieben  wird. 

4.  Der  Kegel  II.  O.  ist  die  einzige  abwickelbare  Fläche  zweiten  Grades 
(den  Cylinder  kann  man  als  Kegel  mit  unendlich  femer  Spitze  betrachten); 
da  aber  die  Cuspidalkante  hier  zu  einem  Punkte,  der  Spitze  des  Kegels,  einge- 
schrumpft ist,  so  kann  der  Kegel  nur  als  Ausartung  einer  abwickelbaren  Fläche 
bezeichnet  werden. 

Eine  unebene  Curve  II.  O.,  d.  i.  eine  Curve,  die  eine  Ebene  nur  in  zwei 
Punkten  trifft,  kann  es  nicht  geben,  da  man  durch  drei  Punkte  einer  Curve 
immer  eine  Ebene  legen  kann. 

Betrachtet  man  die  ebene  Curve  II.  O.  als  Cuspidalkante  einer  abwickel- 
baren Fläche,  so  ist  diese  Fläche  von  der  Ebene  der  Curve  nicht  verschieden. 
Der  von  den  Tangenten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  bedeckte  Theil  der  Ebene 
kann  als  ein  geradliniges  Hyperboloid 

a^  ^  d^         c^  ^         ^ 

ano^eseb'^r!   werden,   in  welchem  entweder  c  oder  d  einen  verschwindend  kleinen 

Werth  angenommen  hat. 

Der  von  den  Tangenten  einer  Parabel  bedeckte  Theil  einer  Ebene  kann  als 

ein  hyperbolisches  Paraboloid  betrachtet  werden, 

—  -f- -!^  —  2a  =  0, 

in  welchem  h  verschwindend  klein  ist. 

Eine  eigentliche  abwickelbare  Fläche  II.  Kl.  giebt  es  ebensowenig,  wie  eine 
eigentliche  Raumcurve  IL  O.;  denn  drei  Tangentialebenen  der  abwickelbaren 
Fläche  gehen  immer  durch  einen  Punkt. 

5.  Die  zwei  Flächen  IL  O.  gemeinsame  abwickelbare  Fläche  (d.  i. 
die  von  ihren  gemeinsamen  Tangentenebenen  gebildete  abwickelbare  Fläche) 
berührt  jede  der  beiden  Flächen  längs  einer  Raumcurve  IV.  O.   l.  Sp. 

Die  Ebene,  welche  die  Fläche 

f  ^  A%^  -h  1B\r^  -h  .  .  .  -h  2/C  -h  A:^  =  0 
im  Punkte  x^  y^  z  berührt,  hat  die  Gleichung 

T^f,'  ^\  ^f^.r^^f:.^^  f;  =  0, 

wobei    /J'  ^  Ax  ^  By  -^  Cz  -^  G,      /;  ^  Bx  -^  Dy  +  Ez  -^  H, 
/,'  ^  Cx    ->f  Ey  -^  Fz  -^  J ,      //  =  Gx  ^  Hy  -^  Jz   -^  K . 
Die  Coordinaten  der  Ebene  T  sind  hiernach 

1.  u^-f.'\f^,    t' =  -/;://,    «/  =  -/;://. 

j 


V 
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Soll  nun  die  Ebene  T  noch  eine  andere  Fläche  zweiten  Grades  berühren, 
deren  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  ist 

2.  <p  s  ^^««  -h  IB^uv  -h  .  .  .  -h  2/1«;  -h  Ä'i  =  0, 

so  müsse  die  Werthe  1.  der  Gleichung  2.  genügen;  setzt  man  diese  Werthe  ein, 
so  erhält  man 

-  26:,/.'//  _  2/r,////  -  2/1/;//  +  ATi//»  =  0. 
Diese  Gleichung  ist  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y^  z\ 
die   Punkte,  in  denen  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  Flächen  /  =  0 
und  9  =  0  die  erstere  berühren,  liegen  also  noch  auf  der  durch  die  Gleichung 

3.  charakterisirten  Fläche  II.  O.  Ebenso  beweist  man  den  analogen  Satz:  Die 
Tangential-Ebenen  einer  Fläche  II.  O.  längs  einer  auf  ihr  liegenden 
Raumcurve  IV.  O.  1.  Sp.,  berühren  noch  eine  Fläche  II.  O.;  denn  der 
Punkt  P,  in  welchem  die  Fläche 

(p  B  Ayx^  -h  2^uü  -h  .  .  .  -h  2/w  H-  AT  =  0 
von  der  Ebene  «,  v,  w  berührt  wird,  hat  die  Gleichung 

wobei     <pw'  ^  Au  n-  Bv  4-  Cw  -h  G^      <pt,'  s-  Bu  -H  Dv  -f-  Ew  -f-  H, 
^J  ^  Cu  -h  Ev  -\-  Fw  -h  y,       <pr'  ^  6^«  -f-  /^z'  -h  Jw    -h  -Ä'. 
Die  Coordinaten  von  P  sind  hiemach 

4.  X    •=    —    ^u    *  9r'  ,         >'    =    —    ?©'  '  ?r'  >         ^    =    fw'  :  fr'  • 

Wenn  nun  durch  diesen  Punkt  noch  eine  zweite  gegebene  Fläche  zweiten 
Grades  geht 

5.  /s  A^x^  -h  IB^xy  -h  .  .  .  -h  2/i;ar  -h  Ä'j  =  0, 

so    müssen  die  Werthe  4.   der  Gleichung  5.  genügen;    man  erhält  also  für  die 
i/,  Vy  w  die  Bedingungsgleichung 
^  ^i<p«'*  -h  2^i<p«'<pz,'  -I-  2Ci<p«'<pJ  4-  X^ifz,'»  -h  2^i<pt,V'  -H  ^1?^«^'* 

Diese  Gleichung  ist  zweiten  Grades  in  «,  z/,  w;  alle  Ebenen,  welche  die 
Fläche  <p  längs  ihrer  Schnittcurve  mit  der  Fläche  /  bewähren,  sind  daher  auch 
Tangentenebenen  der  Fläche  6. 

6.  Die  abwickelbare  Fläche,  die  zwei  Flächen  ü.  Kl.  umschrieben 
ist,  ist  unzählig  vielen  Flächen  IL  Kl.  umschrieben.  Denn  die  Ebenen, 
welche  die  Flächen  f  =  0  und  <|/  =  0  berühren,  berühren  auch  alle  Flächen, 
deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 

wobei  X^   und  Xg  zwei  Zahlen  von  beliebigem  Verhältniss  bedeuten. 

Wir  schliessen  daher:  Auf  einer  zwei  Flächen  IL  Kl.  umschriebenen 
abwickelbaren  Fläche  giebt  es  unzählig  viele  Raumcurven  IV.  O.  1.  Sp. 
Und  dem  entsprechend:  Durch  die  Punkte  einer  Raumcurve  IV.  O.  1.  Sp. 
gehen  unzählig  viele   abwickelbare  Flächen  IV.  Kl.  1.  Sp. 

7.  Wenn  die  Fläche 

1.  Au^  -h  "IBuv  H-  ICuw  -h  .  .  .  -h  ^Hv  -h  2/«/  -h  AT  =  0 

von  acht  gegebenen  Ebenen  T^^  T^  ,  ,  ,  T^  berührt  wird,  so  ist 

'^.Aul^'iBu^v^^'iCu^w^^Dv^+'lEvyW^-^Fwl^'iGu^^'lHv^^^Jw^^K^^, 

'd.  Au^-^2Bu^v^'\- -h2/w2H-Ar=0, 

4.Aui-h2Bu^v^'h -h2/w8  4-Ar==0, 

d.Aug'^2Bu^v^-h -f-2/w84-Ar-=0. 
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Fügt  man  zu  den  Gleichungen  2.  3.  9.  die  Gleichung  1.,  so  folgt  aus  dem 
Verein  dieser  neun  Gleichungen 
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Diese   Gleichung   ist   das  Resultat   der  Elimination    der  acht   Coefficienten 
Af  Bf  ,  .  .  //aus  den  Gleichungen  1.  .  .  .  0.;  sie  ist  daher  die  Gleichung  einer 
den    acht    gegebenen    Tangentenebenen    eingeschriebenen    Fläche   II.  Kl.     Die 
Determinante  <p  zerfallt  in  die  Summe  zweier  Determinanten 
10.  r^^/.^  ^  A'-x, 

wobei  ij;  und  y  aus  tp  hervorgehen,  wenn  man  die  letzte  Colonne  durch  w,  Wj, 
7a ^  .  .  .  7£/g  bez.  durch  1,   1,  ...   1  ersetzt. 

Die  Gleichung  <p  ^  /ij;  -h  A"/  =  0  enthält  die  beiden  willkürlichen  Zahlen 
/  und  Ä';  ändert  man  deren  Verhältniss  in  jeder  Weise  'ab,  so  erhält  man  die 
Gleichungen  der  unendligh  vielen  Flächen  IL  Kl.,  die  von  den  gegebenen  acht 
Ebenen  berührt  werden. 

Die  Tangenten  ebenen,  filr  deren  c;;oordinaten  die  Functionen  4»  und  y  ver- 
schwinden, erfüllen  auch  die  (Gleichung  tp  =  0;  wir  schliessen  daher:  Alle 
Flächen  zweiter  Klasse,  die  von  acht  gegebenen  Ebenen  berührt 
werden,  sind  einer  abwickelbaren  Fläche  IV.  Kl.  1,  Sp.  einge- 
schrieben. Eine  abwickelbare  Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp.  ist  durch  acht 
berührende  Ebenen  bestimmt. 

8.  Die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche  drei  gegebene  Flächen  zweiter 
Klasse  <p  =  0,  ij*  =  0,  x=0  berühren,  sind  die  Wurzeln  der  drei 
Gleichungen 

?  =  0,       +  =  0,       X  =  0. 
Wie    die    Theorie    der    Gleichungen    lehrt,    haben    diese    drei    Gleichungen 
zweiten    Grades    acht    gemeinsame    Wurzelsysteme.      Es    giebt    daher    acht 
Ebenen,  welche  drei  Flächen  II.  Kl.  berühren. 

9.  Wird  die  Fläche 

1.  Au^  4-  2Buv  -+-  2Cu7i'  -f-  .  .  .  -h  2//v  -h  2/w  -f-  AT  =  0 

von  sieben  gegebenen  Ebenen  T^,  .  .  T^  berührt,  so  bestehen  die  Gleichungen 

2.  ...  7.  in  No.  7;  aus  dem  Verein  dieser  sieben  Gleichungen  und  der 
Gleichung  1  kann  man  die  sieben  Unbekannten  A,  B^  C,  Z>,  E^  Ff  G  eliminiren; 
man  erhält 

^2         it  litt  tti  3 
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«7^» //v^  -h  Jw^  4-  K 

Dieselbe  zerfallt  in  die  Summen  dreier  Determinanten 

3.  (p  =  ^i|^  -h  /x  +  ^'<"  i 

wenn  mit  <)*,   Xi   <"  ^^^  Functionen  bezeichnet  werden,   die  aus  9  hervorgehen, 

wenn  man   die    letzte  Colonne  durch  v^  v^y  .  ,  v-^    bez.  7t/,  a/j,  .  . 

I,  .  .  1  ersetzt. 


Wjf  bez. 
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In  der  Function  ^  treten  drei  unbestimmte  Zahlen  H,  J^  K  auf;  flir  jeden 
;rth  dieser  Zahlen  stellt  die  Gleichung  3.  eine  Fläche  II.  O.  dar,  die  von  den 
rebenen  sieben  Ebenen  berührt  wird. 

Die  drei  Gleichungen  <j/  =  0,  •/  =  0i  cd  =  0  werden,  wie  man  sieht,  von 
n  Coordinaten  der  gegebenen  Ebenen  erfüllt.  Ausser  diesen  sieben  Ebenen 
ben  diese  drei  Flächen  (nach  No.  8)  noch  eine  d  rch  den  Verein  der 
eichungen  ^  =  )r  =  cd  =  0  bestimmte  achte  Tangentenebene  gemein;  wir 
hliessen  daher:  Alle  Flächen  11.  Kl.,  die  von  sieben  gegebenen  Ebenen 
erührt  werden,  haben  noch  eine  achte  gemeinsame  Tangentenebene, 
ie  durch  die  gegebenen  sieben  Ebenen  eindeutig  bestimmt  ist. 

Zugleich  bemerkt  man:  Durch  acht  Ebenen  ist  eine  abwickelbare 
'lache  rV.  Kl.  1.  Sp.  nur  dann  bestimmt,  wenn  dieselben  nicht  ein 
System  gemeinsamer  Tangentenebenen  dreier  Flächen  II.  O.  bilden 
10.  Wenn  zwei  Flächen  II.  Kl.  einem  Kegel  II.  O.  eingeschrieben  sind,  so 
whle  man  ein  Coordinatensystem ,  in  welchem  die  Z- Achse  durch  die  Spitze 
üeses  Kegels  geht.  Ist  nun  w  ■=  w^  die  Gleichung  der  Kegelspitze,  so  müssen 
die  Gleichungen,  welche  aus  den  Gleichungen  der  beiden  Flächen 
I.  ?     =  ^«*    -H  ^Buv      -t-  .  .  .     -h  2/«/     -\-  K   =  0 , 

i.  <p,  ^  A^ü^  -*r  2Bu^v^  -f-  .  .  .  .  -h  2/1  w  -h  A"j  =  0 

durch  die  Substitution  w  =  Wq  hervorgehen,  geometrisch  gleich  bedeutend  sein, 
denn  sie  stellen  den  den  Flächen  von  der  Spitze  w  =:  Wq  aus  umschriebenen 
l^cgel  II.  O.  dar.     Für  eine  bestimmte  Zahl  m  gilt  also  die  Identität 

Au^-j-2Buv-h2CuwQ-hZh^-{-2£vwQ-hFwQ^-h2Gu-h2Bv-^2ywQ-hK 
5.  =B«(^i«2  4-  2B^uv  -h  IC^uWq  -\-  D^v^  H-  lE^vw^  -h  F^w^  -h  2G\» 

Aus  dieser  Identität  folgen  die  Gleichungen 
i  ^  =  tnA^,      B  =  mBy^^      D  =  tnD^, 

.        Cw^  -h  G  :=  mC^WQ  -h  mGi  ,      JEwq  -^  7/  =  mE^Wq  -\-  H^  , 
Fw^  -h  IJwq  -^  K  =  mF^w^  -h  m  •  2/ia/o  -h  mK^  . 
Aus  5.  ergiebt  sich 
-       {ß  —  mG^)  =  —  (C —  mC{)WQ,      H —  mH^  =  —  {E  —  mE^w^, 
K--mK^=^^{F^  mF^)w^  -  2(/-  m/,)w^  . 
Bildet  man   nun  die  Function  ^  —  ^^i,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf 
i  und  6. 
^- m^y  ^2(C  —  mCy)uw  -{-  2(E  —  mE^)v'W  -h  (F—  mF^)w^ ^2{C—mC^)'WQU 

''^£-mE,)woV-h2{/-m/,)7a  ^  (E ^  mF,)Wo^  ^  2{/ -  m/,)Wo 
m{w---WQ)[2(C--mC^)u'h2{£--m£y)V'h(F—mF^)w-^{F—mF^)wQ-^(/--m/y)]. 
Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  für  alle  Ebenen,  welche  zugleich  die  Fläche  ^ 
«öd  9i  berühren,  entweder  w  =  Wq  oder 

P^^C^mC{)u-^'l{E-'fnE{)v  +  {F—mF^)w^{F—mF{)WQ-^J--mJ^  =  0 

«;  und  dass,  umgekehrt,  alle  Ebenen,  die  den  Gleichungen  /*  =  0  und  tp  =  0 

foiügen,   auch    die  Gleichung  (p,   =  0  erfüllen.     Dies    lehrt,    dass    die    beiden 

; fliehen  9  und  9^    noch  einem  Kegel  II.  O.   eingeschrieben  sind,   dessen  Spitze 

fc  Gleichung  F  =  0  hat.     Wenn    also    zwei    Flächen  II.  Kl.    <p  =  0   und 

♦  =0  einem  Kegel  II.  O.  eingeschrieben  sind,  so  sind  sie  noch  einem 

Weiten  Kegel  II.  O.  eingeschrieben;    es  giebt  dann  eine  bestimmte 

j^M  «I,  für   welche   die   Differenz   <p  —  m^   in    das    Produkt    zweier 

Innearen  Functionen    zerfällt,    die    einzeln    gleich    Null    gesetzt   die 

IGleichungen  der  beiden  Kegelspitzen  ergeben. 
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11.  Die  Schnittpunkte  einer  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  P^  unter  den 
Winkeln  a,  ß,  7  gegen  die  Achsen  gelegt  ist,  mit  der  Fläche  II.  O. 

/  s  Ax^  -f-  ^Bxy  -+-  ICxz  -h  .  .  .  4-  2/^  -4-  Ä'  =  0 
sind  bekanntlich  durch  die  Gleichung  bestimmt 
fo-^^ifxQCOsa  -^fyQCos'^-^fzQCOsi)r-\-  (Acos^a  -h  2Bcosacos^  -+■  2Ccosacosf 

Die  Gerade  tangirt  die  Fläche,  wenn  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln 
für  r  liefert,  also  unter  der  Bedingung 

/q(Acos^(i  h-  2Bcos(icos^  -h  ^Ccosacos^  -+■  Dcos-^  -+-  ^Ecos^cos'i  4-  Fcos^'i) 

—  {fx^'cosn  -^  fy^cos'}  -h/zo'costy  =  0. 
Führen  wir  statt  der  Winkel  a,   ß,   7  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  auf  einer 
Tangente  liegenden  Punktes  /*  ein,  um  so  die  Gleichung  der  Kegelfläche  zu  er- 
halten, die  von  den  Tangenten  gebildet  wird,  so  geschieht  dies  durch 

cosoL  :  cos^  :  cos-^  =  {x  —  Xq)  :  {y  — y^) :  {z  —  z^). 
Wir  erhalten 
/o  [A{x  -  ^o)*  ^  2B{x-  x^)  {y  ^y^)^^C{x-  x^)  (5-O  -^-  ^Ct  -y,)' 

=  0. 

Setzt  man  abkürzend 

T^f^^'x  -^fy^y  -^/zoz  4-  Gxq  4-  Hy^  4-  Jz^  4-  K, 
so  hat  man  (§  5,  No.  3,  6) 

/-ro'(^  — ^0)  -^  fyo\y—yo)  -^/^o'(^  — ^0)  ™  ^-/o; 

femer  ergiebt  sich  leicht 

A{x-x^y  4-  .  .  .  -h  F{z-z^y  ^f  ^f^  —  2r. 
Daher  wird  aus  Gleichung  1. 

/o(/ +/o  -  2  70  -  (r-/o)«  =  0. 

Löst  man  die  Klammern  auf,  so  erhält  man  schliesslich 

2.  /,./_  7-2=0. 

Diese  Gleichung  lehrt:  Die  Tangenten  einer  Fläche  IL  O.,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  1\  gehen,  sind  die  Mantellinien  eines  Kegels 
IL  O.,  der  die  Gleichung  hat 

3.  /o/-  T^  =  0. 
Die   Punkte,  in  welchen  die^^er  Kegel  die  Fläche  /  =■  0  berührt,  genügen 

der    Gleichung    8.    und    der  Gleichung  /  =  0,    mithin    genügen    sie    auch  der 

linearen    Gleichung    7"  =  0.     Liegt   daher    ein    Punkt    P^    nicht   auf  der 

Fläche  /  =:  0    so    ist    7"  =  0    die    Gleichung   der   Ebene,    welche  die 

Berührungspunkte  der  von  /q  an/=  0  gelegten  Tangenten  enthält 

12.  Die  Gleichung  der  centralen  Flächen  IL  O.  ist  von  der  allgemeinen 
P'orm 

/  ^  a.r2   H-  ßj;2   -+-  72^   —    l   =  0  . 
Die  Gleichung  des  von  P^  aus  an   diese  Fläche  gelegten  Tangentenkegeb 
ist  demnach 

1.  /o/  —  {p-x^x  4-  "^y^y  4-  ^z^z  —  1)2  =  0. 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind 

A  =  ^I'/q  —  a2^o^       B  =  —  afl.ToJ'o,       C  =  —  «7-^0^0» 

Ist  der  Kegel  1.  Rotationskegel,  so  sind  die  Bedingungen  erfiillt  (§  7,  No.  12)- 

AE  —  BC  __  PC—  BE  _  FB—  CE 
^*  E  ~'  C  ~~  B         ' 


\ 
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Aus  den  Formeln  2.  ergiebt  sich 

jB  C  ßE  C  P 

Die  Gleichungen  3.   sind  unabhängig  von  P^   erfüllt,    sobald   a  =  ß  =  7, 
r^  4  i.  wenn  die  Fläche  /  eine  Kugel  ist. 

Ist  /  keine  Kugel,  so  kann  den  Gleichungen  3.  genügt  werden,  wenn  /  =  0 

gt  ist;    in    diesem    Falle    geht   der   Tangentenkegel    in    die    Berührungsebene    der 

I  Fläche  /  im  Punkte  P^  über,  und  diese  kann  man  in  der  That  als  eine  Rotations- 

y  fläche    ansehen.      Abgesehen    hiervon    kann    den    Gleichungen    3.    nur    dadurch 

>  genügt  werden,  dass  zwei  von  den  drei  Coefficienten  By  C,  E  verschwinden  und 

i  der  dritte  von  Null  verschieden  ist.     Nehmen  wir  zunächst 

^  =  C  =  0,       ^  ^  0,       also  x^  =  0. 

Nach  §  7  No.  13  ist  alsdann  1.  eine  Rotationsfläche,  wenn  {D—Ä) :  E=E\  {E—Ä) ; 
setzt  man  a-^  =  0  in  2.  ein,  so  erhält  man  aus  dieser  Proportion 

[(ß-«)/o  -ßVo*][(T-«)/o  -7»^)]  -  P^tVo^V  =  0. 
Rechnet  man  die  linke  Seite  aus  und  unterdrückt  den  Faktor  /q  ,  so  ergiebt 

sich 

y^  +  — ^V  -1  =  0. 


Die  Annahmen  ^  =  E  =^  0,    bez.  C  ^=  E  =  0  führen  in  derselben  Weise 
l  fiir  die  Spitzen  der  umschriebenen  Rotationskegel  auf  die  Gleichungen 

7-  «0  =  0.     :^ *o»  +  J^y'  -1  =  0- 

Dies  sind  die  Gleichungen  dreier  in  den  Coordinatenebenen  liegenden  der 
Fläche /=0  zugeordneten  Kegelschnitte;  man  bezeichnet  sie  als  die  Focal- 
kegelschnitte  der  Fläche/. 

13.  Wir  stellen  nun  die  Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  des  EUipsoids 
wid  der  beiden  Hyperboloide  der  Reihe  nach  auf  und  entscheiden  über  die 
'iealität  der  von  ihren  Punkten  aus  der  Fläche  umschriebenen  Rotationskegel. 

A.  Für  das  Ellipsoid  ist  a  =  l:^?^,  ß  =  1:^^^  .^  -_  I .  ^2  ]3ig 
fOeichungen  der  Focalkegelschnitte  sind  daher 

y^  5*  x^  z^ 


!•  —  ^>        >,a  A2  "*"  >.«  A2  ^  —  ^> 


^«  —  «8  ^  ^2   —  fl«         X  —  V, ,       ^a  _  ^2  -^  ^2  _  ^2 

x^  v' 

4-     r.  .0     -1     =    0. 


^9    _    ^2    ^   ^2     _   C^ 

Setzen  wir  a>  b  >  c  voraus,  so  sind  dies  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 
imaginären  Ellipse,  einer  realen  Hyperbel  und  einer  realen  Ellipse, 
letztere  liegt  ganz  im  Innern  des  EUipsoids,  daher  können  von  ihren  Punkten 
reale  Kegel  nicht  um  die  Fläche  gelegt  werden.  Der  Ort  der  Spitzen 
[icr  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  umschriebenen  realen  Rotations- 
riegels ist  der  Theil  der  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten 
chse  enthaltenen  Focalhyperbel,  der  ausserhalb  des  EUipsoids 
€gt  Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  und  des  EUipsoids  sind  die  Kreispunkte 
es  letzteren. 

B.  Für    das    einschalige    Hyperboloid    ist    a  =   1  la^^     ß  =  1  :  ^^, 
»  —  1  :  ^».    Die  Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  sind  daher 
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^«  —  a»  ~  r»  -h  "«»   ""  ^  "^  ^ '       a^  _-  ^2  —  ^9  ^.  ^»  —  1  —  ö  • 

a^  ^  c^  ^  d^  -h  c^ 

Ist  a  >  by  so  ist  die  erste  Curve  imaginär,  die  zweite  ist  eine  Hyperbel, 
die  ganz  im  Innern  des  Hy])erboloids  liegt,  die  letzte  eine  ganz  ausserhalb  der 
Fläche  gelegene  Ellipse.  Der  Ort  der  Spitzen  der  einem  einschaligen 
Hyperboloide  umschriebenen  Rotationskegel  wird  von  der  realen 
Focalellipse  und  der  realen  Focalhyperbel  gebildet. 

C.    Für  das  zweischalige  Hyperboloid  ist  a  =  1  :  «*,    p  =  —  1  :  ^', 
7  =  —  \  \  c^.     Die  Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  sind 

y2  2»  jj;2  5« 

-H  1   =  0,       -ö— -lö  -h  T-^ lö  -1=0, 


b^  4-  a^  ^  c'^  ^  a^    "    ^   —  - ,       ^2  _^  ^2  ^  ^2  __  ^» 

—  1=0. 


x^  y» 


«2  ^  c^  ^2  _  ^2 

Die  erste  Curve  ist  imaginär;  ist  b  >  c,  so  ist  die  zweite  eine  Ellipse,  die 
dritte  eine  Hyperbel,  die  ganz  im  Innern  des  Hyperboloids  liegt  Der  Ort 
der  Spitzen  der  einem  zweischaligen  Hyperboloide  umschriebenen 
Rotationskegel  ist  die  reale  Focalellipse;  dieselbe  liegt  auf  dem 
Hauptschnitte,  der  die  kleinere  Nebenachse  enthält.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Focalellipse  und  der  Fläche  sind  die  Kreispunkte  der  letzteren. 

14.  Man  kann  eine  Ellipse  als  Ellipsoid  und  eine  Hyperbel  als  zwei- 
schaliges  Hyperboloid  mit  verschwindend  kleiner  r-Achse  betrachten,  und  findet 
somit:  Die  Spitzen  der  Rotationskegel,  die  eine  gegebene  Ellipse 
enthalten,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Scheitel  mit  den  Brenn- 
punkten der  Ellipse  zusammenfallen,  und  deren  Ebene  normal  zur 
Ebene  der  Ellipse  ist.  Die  Spitzen  der  Rotationskegel,  die  eine  ge- 
gebene Hyperbel  enthalten,  liegen  auf  einer  Ellipse,  deren  Scheitel 
mit  den  Brennpunkten  der  Hyperbel  zusammenfallen,  und  deren 
Ebene  normal  zur  Ebene  der  Hyperbel  ist. 

15.  Die  Gleichungen  der  beiden  Paraboloide  haben  die  Form 

/  BB  aa:2  -h  ß^2  —  2«  =  0. 
Hier  ist       A'  ^  ax,      //  ^  ^y ,      /,'  =  —  1 ,      f;^^z, 
daher  ist  die  Gleichung  des  von  F^  aus  der  Fläche  umschriebenen  Tangentenkegels 

Hiemach  ist 

^  =  a/o  —  a^-^o*  '       B  =  —  d^x^y^  ,       C  ^  qlXq  , 

^  =  ß/o  ~  ßVo' ,     ^  =      ßjKo ,         ^  =  -  1 ; 

BC           ^           ^        BE  ^  ^       CE 

^  -  -^  =  a/o  »       ^ ^  =  ß/o  »       ^  ~  :^  =  ö- 

Lösungen  des  Problems  erhalten  wir  daher  nur,  wenn  zwei  von  den  Grössen 

B^  C  und  E  verschwinden.    Ist  ^  =  C  =  0,  so  folgt  x^  =  0.    Die  Proportion 

(Z>  —  Ä)  \  E  =^  E  \{F—  A)  ergiebt  alsdann 

KP  -  «)/o  -  ßW]  [1  +  «/«]  +  ßVo»  =  0. 
Rechnet  man  die  linke  Seite  aus  und  unterdrückt  den  Faktor  /q,  so  erhält  man 

Die  Voraussetzung  ^  =  ^  =  0  führt  auf 

L.;..     J 
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Die  Voraussetzung  C  =  £  =  0  führt  auf  Xq  ==  ^^  =  0,  also  ist  auch 
=  0;  soll  nun  1.  Rotationskegel  sein,  so  muss  A  =  D  =  £  sein;  diese  Be- 
igung  ist  für  keinen  Punkt  der  Z-Achse  erfüllbar. 

Die  Parabeln  2.  und  3.  werden  als  die  Focalparabeln  des  Paraboloids 
=  0  bezeichnet. 

16.  Für  ein  elliptisches  Paraboloid  ist  a  =  1  :  «,  ß  =  l  :  ^;  folglich 
id  die  Focalparabeln 

y2  =  2{d  —  a){z  —  -Ja) ,  x^  =  2{a— d)  {z  —  Id) , 
Wie  man  sieht,  geht  jede  dieser  Parabeln  durch  den  Brennpunkt  des  auf  der 
)ene  der  andern  liegenden  Hauptschnitts  des  Paraboloids;  der  Scheitel  jeder 
3ser  Parabeln  ist  der  Brennpunkt  der  anderen.  Ist  a  >  b,  so  liegt  die  zweite 
irabel  ganz  auf  der  concaven  Seite  des  Paraboloids,  während  die  erste  das 
iraboloid  in  zwei  realen  Punkten  schneidet.  Dies  ergiebt:  Der  Ort  der  Spitzen 
:r  einem  elliptischen  Paraboloide  umschriebenen  realen  Rotations- 
igel ist  der  auf  der  convexen  Seite  liegende  Theil  der  Focalparabel, 
e  auf  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegt,  der  den  kleinsten  Para- 
eter  hat. 

Für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  a  =  1  :  dr,  ß  =  —  \  \  b]  folglich 
\d  die  Focalparabeln 

j/>  =  —  2  (a  -+-  /^)  (z  —  i«)  ,  X»  =  2  (a  -+-  b)  (z  4-  ib)  . 
Jede  der  beiden  Parabeln  geht  durch  den  Brennpunkt  der  andern,  und  ihre 
:heitel  sind  die  Brennpunkte  des  in  der  Ebene  der  andern  Focalparabel 
Agenden  Hauptschnitts;  keine  der  beiden  Curven  schneidet  das  Paraboloid. 
ir  erhalten  daher:  Es  giebt  zwei  Systeme  Rotationskegel,  die  einem 
^perbolischen  Paraboloide  umschrieben  sind;  die  Spitzen  des  e^inen 
iTstems  Hegen  auf  der  einen,  die  des  andern  auf  der  andern  Focal- 

irabel. 

17.  Eine  Parabel  kann  man  als  ein  elliptisches  Paraboloid  ansehen,  für 
elches  b  =  0  ist.  Die  Rotationskegel,  die  eine  gegebene  Parabel 
ithalten,  haben  daher  ihre  Spitzen  auf  einer  congruenten  Parabel, 
eren  F^bene  normal  zur  Ebene  der  gegebenen  Parabel  ist,  und  die 
im  Scheitel  den  Brennpunkt  derselben  und  den  Scheitel  der  gege- 
enen  Parabel  zum  Brennpunkte  hat 

18.  Für  die  Lage  der  Achsen  der  einer  Fläche  ü.  O.  umschriebenen 
otationskegel  ergiebt  sich  noch  ein  bemerkenswerther  Satz. 

Bei  centralen  Rotationsflächen  besteht  unter  der  Annahme  C  =  .£  =  0  für 
ie  Stellungswinkel  der  Symmetrieebenen,  welche  durch  die  Rotationsachse  gehen, 
e  Gleichung  (§  7  No.  13) 

{A  —  F)cosoL  -h  Bcos^  =  0; 

;mer  ist 

{A  —  F)\B  =  B\{p  —  F), 
Nun  ist  für  einen  der  Fläche  /  =  0  umgeschriebenen  Rotationskegel  unter 
er  gemachten  Voraussetzung,  und  wenn  /  central  ist  (No.  12,  2) 

^_^=(a-7)/o-a»V»       ^  =  ~aß^o>'o»       ^0  =  0 . 
Aus   der  Proportion  2.    und    der   von  P^    erfüllten  Gleichung  des  auf  der 

'F-Ebene  liegenden  Focalkegelschnitts  No.  12,  7  folgt 

3»  (a  _  v) 

aber  erhält  man  aus  1. 


304 


Analytische  Geometrie. 


ß 


•^Q    '  COS  OL  — 


Xq  •  cos^  =  0. 


Diese  Gleichung  lehrt,  dass  alle  ihr  genügenden  Symmetrieebenen  zu  der 
Ebene  normal  sind,  für  deren  Stellungswinkel  9,  ^,  7 


ßyo 
^         ^        ß  —  7 


ajr. 


cosy  =  0 . 


a  —  7 

Die  Gerade,   welche  durch  jcq,  y^  geht  und  diese  Winkel  ^,   4*»  X  '^^  ^®" 
Achsen  bildet,  ist  daher  die  Rotationsachse. 

Die  Gleichung  der  Tangente  des  Focalkegelschnitts 


7« 


i*i 


7ß 


im  Punkte  Xq,  y^  ist 


7« 


JCTftA:  H- 


7-P 
7P 


^^a  ~   1  =  0 


^'o  J'  -  1  =  0 . 


7  — a       "  7  —  ß 

Die  Winkel  9^,  ^^i  welche  diese  Tangente  mit  den  positiven  Seiten  der  X- 

und  der  K-Achse  bildet,  ergeben  sich  daher  aus 


cosf^^  :  cos^^   =  - 


P 


J'o  :  - 


X, 


P  —  7 "  a  —  7     - 

Daher  findet  man  ^  =  <pj ,  <j;  =  ^j;^ .  Aehnliche  Schlüsse  ergeben  sich  auch 
für  die  Rotationsachsen  der  den  Paraboloiden  umgeschriebenen  Kegel.  Man 
erhält  daher  den  Satz:  Jede  Tangente  eines  Focalkegelschnitts  ist  die 
Achse  des  Rotationskegels,  dessen  Spitze  in  dem  Berührungspunkte 
der  Tangente  liegt. 


§  11.    Homogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Ebene.    Gleichung 

der  Ebene  und  des  Punktes. 

1.  Bevor  wir  homogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Ebene  einführen, 
haben  wir  einige  Bemerkungen  über  Tetraedersummen  vorauszuschicken,  die  sich 
an  die  Erörterungen  über  das  Vorzeichen  von  Tetraedern  anschliessen,  die  wir 
in  §  3,  No.  7  mitgetheilt  haben. 

Vier  Ebenen,  die  keinen  gemeinsamen  Punkt  haben,  theilen  den  Raum  in 

15  getrennte  Gebiete; 
eins  derselben,  näm- 
lich das  von  den 
vier  Ebenen  einge- 
schlossene Tetraeder 
AB  CD  ist  von  end- 
licher Grösse,  die 
übrigen  sind  unend- 
lich gross;  vier  Ge- 
biete sind  dreiseitige 
Ecken,  nämlich  die 
Gegenecken  der  Te- 
traederecken ;  vier 
sind  die  von  je  drei 
dreiseitigen  Ecken  ge- 
bildeten  Raumfiguren, 
die  von  ie  ^er  der 
(Bi.  4Ö6.)  dreiseitigen       Ecken 
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des  Tetraeders  übrig  bleiben,  wenn  man  von  derselben  das  Tetraeder  abschneidet; 
sechs  sind  keilförmige,  von  je  zwei  dreiseitigen  Ecken  gebildete  an  den  Kanten 
des  Tetraeders  aussen  anliegende  Figuren. 

Liegt  ein  fünfter  Punkt  auf  keiner  der  Ebenen  des  Tetraeders,  so  kann  er 
zunächst  im  Innern  des  Tetraeders  oder  an  einer  der  an  den  Tetraeder  ecken 
aussen  anliegenden  dreiseitigen  Ecken  liegen;  in  jedem  Falle  liegt  dann  einer  der 
ftinf  Punkte  ABCDE  im  Innern  des  von  den  vier  andern  bestimmten  Tetraeders. 
Denn  nimmt  man  z.  B.  E  im  Innern  der  an  A  gelegenen  Ecke  an,  so  liegt  A 
im  Innern  des  Tetraeders  BCDE,  Befindet  sich  hingegen  E  in  einem  der  vier 
dreieckigen,  an  den  Tetraeder  flächen  oder  in  einem  der  sechs  zweieckigen, 
an  den  Tetraederkanten  aussen  anliegenden  Gebiete,  so  liegt  immer  einer  der 
fünf  Punkte  in  dem  an  einem  Dreiecke  des  von  den  vier  andern  bestimmten 
Tetraeders  aussen  anliegenden  Raumtheile;  denn  ist  E  z.  B.  in  dem  an  DC 
liegenden  keilförmigen  Gebiete,  so  liegt  offenbar  D  in  Bezug  auf  das  Tetraeder 
ABCE  in  dem  an  EAB  aussen  anliegenden  Gebiete. 

Wir  beweisen  nun  folgenden  Satz:  Für  je  fünfPunkte  A^  B,  Q  D^  E 
des  Raumes  ist 

1.  EABC  —  EBCD  H-  ECDA  —  ED  AB  =  DABC, 
oder,  in  anderer  Anordnung 

2.  ABCD  -+-  BCDE  4-  CDEA  4-  DEAB  4-  EABC  =  0. 
Nimmt  man  zunächst  an,  einer  von  den  fünf  Punkten  liege  im  Innern  des 

Tetraeders  der  vier  andern,  und  bezeichnet  diesen  mit  E^  die  andern  mit  A^  B^ 
Q  Z>,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  vier  Dreiecke 

ABC,      BAD,       CBD,       CDA 
von  E  aus  gesehen  in  gleicher  Drehrichtung  erscheinen,  und  zwar  in  derselben, 
wie  ABC  von  D  aus.     Daher  haben  die  fünf  Tetraeder 

EABC,      EBAD,      ECBD,      ECDA,      DABC 
gleiche  Vorzeichen. 

Nun  ist,  abgesehen  noch  vom  Vorzeichen,  die  Summe  der  vier  Tetraeder, 
welche  die  Seiten  eines  Tetraeders  ABCD  zu  Basen  und  einen  Punkt  im  Innern 
desselben  zur  gemeinsamen  Spitze  haben,  gleich  dem  Tetraeder  ABCD\  man 
hat  daher  die  nun  auch  in  Bezug  auf  die  Vorzeichen  genaue  Gleichung 

3.  EABC  -h  EBAD  4-  ECBD  4-  ECDA  =  DABC. 

Da  nun  EBAD  und  ED  AB,  sowie  ECBD  und 
EBCD  Permutationen  ungleicher  Klasse  sind,  so  ist 

EBAD  =  —  ED  AB,      ECBD  =  —  EBCD\ 
indem   man  dies  in  3.  einführt,   erhält  man  1.  und  durch 
geeignete  Permutationen  hieraus  2. 

Um  die  richtige  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  in 
2.  sicher  und  leicht  zu  treffen,  kann  man  die  fünf  Buch- 
staben in  der  Reihenfolge  ABCDE  hinter  einander  an  die 
Peripherie  eines  Kreises  schreiben. 

Man  hat  nun,  von  jedem  der  fünf  Punkte  anfangend, 
und  immer  in  derselben  Richtung  fortschreitend,  je  vier  auf    -^E 
einander  folgende  Punkte  aufzuschreiben. 

Vertauscht  man  irgend  zwei  benachbarte  der  fünf 
Buchstaben,  z.  B.  B  und  C,  so  erhält  man  die  beistehende 
Hülfsfigur,  und  daher  für  die  Summe  2.  die  Tetraeder 

ACBD,      CBDE,      BDEA,      DEAC,      EACB .  ^*»> 

Handlwfth  dar  Mathwnatik.    Bd.  ü.  20 
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Da  nun        ACBD  =  —  ABCD,      CBDE  =  —  BCDE, 
BDEA  =  —  DE  AB,      DEAC  =  —  CDEA,      EACB  =  —  EABC, 
so  folgt  aus  2.|  dass  auch 

ABCD  -+-  CBDA  H-  BDCA  4-  DEAC  -h  ^^Cj9  =  0. 
Durch  fortgesetzte  Vertauschung  zweier  benachbarter  Elemente  kann  aus 
ABCDE  jede  Permutation  dieser  fünf  Buchstaben  abgeleitet  werden.  Wenn 
daher  einer  der  flinf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  im  Tetraöder  der  vier  andern  liegt, 
so  gilt  die  Gleichung  2.,  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  man  die  fünf 
Punkte  mit  den  Buchstaben  A,  B,  C,  D,  E  bezeichnet  hat 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  den  Beweis  für  den  Fall  zu  führen,  dass  keiner 
der  fünf  Punkte  im  Tetraeder  der  vier  andern  liegt. 

Bezeichnet  man  zunächst  den  Punkt  mit  E,  der  in  Bezug  auf  das  Tetra^er 
der  vier  andern  ABCD  in  dem  an  einer  Seite  anliegenden  dreieckigen  Gebiete 
liegt,  und  mit  BCD  diese  Seite,  so  dass  also  E  und  A  auf  verschiedenen  Seiten 
von  BCD  liegen  und  EA  die  Ebene  BCD  in  einem  im  Innern  des  Dreiecks 
BCD  gelegnen  Punkte  schneidet,  so  werden  die  Dreiecke  ABC,  BCD^  CDA, 

ß  DBA,  von  E  aus  unter  derselben  Drehrichtung 

/Nv  gesehen,  und  zwar  unter  der  entgegengesetzten 

//     \     \^  Drehrichtung,  wie  BCD  vom  Punkte  A  aus. 

//       \  "x  Daher  haben  die  Tetraeder  EABC,  EBCD, 

//  \  r^^A  ECDA,    EDBA,    ^Cj9Z>  dasselbe  Zeichen. 

„//    t — ''    '  /  Nun    giebt    rücksichtlich    der    absoluten 

fy^^  -  '  \         /  Werthe  die  Summe  der  Tetraeder,  welche  die 

//     ^^i^^^^^^C.-        \    /  ^^   *^  ^  liegenden  Seiten  des  Tecra^ers  zu 

It'-' ^^A^  Basen  und  E  zur  gemeinsamen  Spitze  haben, 

^  vermindert  um  das  Tetraeder,  welches  E  zur 

Spitze  und  die  A  gegenüberliegende  Seite  zur 
Basis  hat,   das  Tetraeder  der  vier  Punkte  A,  B,   C,   D.     Daher  gilt  auch  lück- 
sichtlich  der  Vorzeichen  die  Gleichung 
4.  EABC  H-  EDBA  -h  ECDA  —  EBCD  =  ACBD, 

Da  nun  ACBD  =  —  ABCD,  EBCD  =  —  BCDE,  ECDA  =  CDEÄ, 
EDBA  =  DEAB,  so  folgt  aus  4.  die  Gleichung  2. 

Hieraus  schliesst  man  wie  im  vorigen  Falle,  dass  die  Gleichung  2.  für  jede 
Permutation  der  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  gilt. 

Somit  ist  die  Gleichung  2.  für  jede  Lage  der  fünf  Punkte  und  für  jede  An- 
ordnung derselben  gültig. 

Liegen     die     vier    Punkte    A,    B,    C,    D    in    einer    Ebene,    so   ist 
ABCD  =  0,  und  man  erhält  daher  aus  1. 
6.  EABC  —  EBCD  -h  ECDA  —  ED  AB  =  0. 

2.  Als  homogene  Coordinaten  des  Punktes  -P  verwenden  wir  die 
senkrechten  Abstände  des  Punktes  von  den  Ebenen  eines  Tetraeders 
A^A^A^A^.  Der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Aj  gegenüberliegenden 
Tetraederfläche  wird  mit  Xi  bezeichnet,  und  jc/  wird  positiv  oder  negativ  ge- 
rechnet, je  nachdem  P  und  Ai  auf  derselben  Seite  der  Aj  gegenüberliegenden 
Tetraederfläche  sich  befinden  oder  nicht.  Für  einen  Punkt  im  Innern  des 
Tetraeders  sind  daher  alle  vier  Coordinaten  positiv.  Für  einen  Punkt  in  einem 
an  einer  Tetraederfläche  aussen  anliegenden  Gebiete  ist  die  auf  dieser  Fläche 
normale  Coordinate  negativ,  die  andern  sind  positiv.  Für  einen  Punkt  in  einem 
an  einer  Kante  aussen  anliegenden  Gebiete  sind  die  Coordinaten  negativ,  die 
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normal  zu  den  diese  Kante  enthaltenden  Tetraederebenen  sind,  die  andern 
beiden  positiv.  Für  einen  in  einer  Gegenecke  einer  Tetraederecke  gelegenen 
Punkt  sind  die  drei  Coordinaten  negativ,  die  auf  den  Seiten  dieser  Ecke  normal 
sind,  die  vierte  Coordinate  ist  positiv.  Für  keinen  Punkt  des  Raumes  sind  alle 
vier  Coordinaten  negativ. 

Bezeichnet  man  die  Höhen  des  Achsentetraeders  A^A^^A^A^  mit  h^^  ^j» 
^s »  ^4 »  ^^^  zwar  mit  A,  die  von  A,  auf  die  gegenüberliegende  Fläche  gefällte 
Normale,  so  sind  die  Coordinaten 


it 

ff 


«1 

*» 

•*s 

*i 

A,: 

>». 

0 

0 

0 

A,: 

0 

Ä, 

0 

0 

^»: 

0 

0 

>*. 

0 

A,: 

0 

0 

0 

>»4 

Für  jeden  Punkt  einer  Tetraöderkante  sind  zwei  Coordinaten  Null;  z.  B.  für 
jeden  auf  A^A^  gelegenen  Punkt  ist  Xj  =  x^  =  0.  Für  jeden  Punkt  einer 
Tetraederfläche  ist  eine  Coordinate  gleich  Null;  z.  B.  für  die  auf  A^A^A^ 
liegenden  Punkte  ist  x^  =  0, 

3.    Für  jede  Lage  des  Punktes  P  gilt  die  Gleichung  (No.  1,  1) 

aA a  ^  j  y9 j     ~~~    aA mA^A^     — f—    X^A  t  A*  Aq    "~~"    xA  ,  Aa  A%    ^=    Am  Aa  A m  A  a   * 

Hieraus  folgt 
j  PA^A^A^  FA^A^A^  PA^  A^  A^  PA^A^A^    ^_^ 

A%  Aa  Am  Aa  ^9  ^S      4       1  S       4       1       9  4       1       9      S 

Das  Verhältniss  der  Tetraeder  PAkAiAm  :  AiAkAiA^  ist  numerisch  gleich 
dem  Verhältniss  der  von  P  und  Ai  auf  die  Ebene  AiAkAi  gefällten  Normalen, 
also  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  dem  Verhältnisse  Xi :  h,. 

Liegen    nun   P  und  Ai    auf  derselben    Seite    von  AkA/A^,    so   ist   sowol 
PAkAiAm  :  AiAkAiAm  als   auch  Xi :  hi  positiv;    und  liegen  P  und  Ai  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  AkAiA^y  so  sind  beide  Verhältnisse  negativ.    Es  gilt  also 
auch  rücksichtlich  der  Vorzeichen  die  Gleichung 
2.  PAkAiA^  :  AiAjkA/A^  =  Xi  :  hi. 

Hiemach  folgt  aus  1. 


^1         h%        ^a         ^4 
Die   vier   homogenen    Coordinaten    eines  Punktes   genügen   also 

der  Gleichung 

^1  ^2  ^3  ^4 

Umgekehrt  schliesst  man  leicht:  Wenn  vier  Strecken  dieser  Gleichung 
genügen  so  sind  sie  die  homogenen  Coordinaten  eines  durch  sie 
eindeutig  bestimmten  Punktes. 

4.  Als  homogene  Coordinaten  einer  Ebene  T  verwenden  wir  die 
Quotienten  aus  den  Abständen  der  Ebene  T  von  den  Eckpunkten  des  Achsen- 
dreiecks und  dem  Abstände  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte  C  Sind 
die  Abstände  der  Ebene  T  von  Aj  und  von  C  bez.  Vi  und  p,  so  sind  die  Coordi- 
naten von  T  die  Zahlen 

V.  V^  V.  Va 

i        P  '        ^        p  '        '        p  '        *        P 
Sind  S^f  S^f  5j,  S^  die  Spuren  von  T  auf  den  Geraden  A^C,  A^C,  A^C, 
A^Ct  80  sind  daher  die  Coordinaten  von  T  den  Verhältnissen  gleich 

ao* 
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Sind  P),  p2>  P31  P4  die  homogenen  Coordinaten  von  C,  und  bezeichnet  G, 
die  dem  Eckpunkte  A,  gegenüberliegende  Tetraederfläche,  so  sind  die  Coordinaten 

»1  »2  «3  *^4 

von  G^i :      ^1  :  pj ,        0     ,        0     ,        0     , 

„    G^:  0     ,    ^2 :  p2,        0     ,        0     , 

ff    G^:  0     ,         0     ,    /tsip,,         0     » 

„    G^:  0     ,        0     ,         0     ,    ^4:p4. 

Für  jede  durch  eine  Ecke  A,  des  Achsentetraeders  gehende  Ebene  ist  eine 

Coordinate  u,  gleich  Null ;  für  jede  durch  eine  Kante  A,  Ak  gehende  Ebene  sind 

zwei  Coordinaten  u,  und  Uk  gleich  Null. 

5.  Wenn  drei  Gerade  a,  ß,  7  durch  einen  Punkt  O  gehen  und  von 
zwei  Ebenen  Ty^  und  T^  der  Reihe  nach  in  den  Punkten  A^^  B^,  C^, 
bez.  A^,  B^,  C^  geschnitten  werden,  so  gilt  auch  rUcksichtlich  der 
Vorzeichen  die  Gleichung 

OA^B^Cy  __  OAy^     OBy     OC^ 
^'  OA^B^C^  ""  OA^  '  OB^  *  OC^  ' 

In  der  analytischen  Planimetrie  ist  bewiesen  worden,  dass 

OA^Bi   _  OA^     OBy 
^'  ,  OA^B^  ~~  OA^  '  OB^' 

Nun  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  das  Verhältniss  OC^  :0C^  dem  Ver- 
hältnisse der  Abstände  der  Punkte  C^  und  C^  von  den  Ebenen  OA^B^  und 
OA2B2  gleich.     Folglich  ist  zunächst  für  die  absoluten  Werthe 

^'  OA^B^C^  ~"  OA^B^  '  OC^  ' 

Liegen  nun  C^  und  C^  auf  derselben  Seite  von  O,  so  ist  das  Verhältniss 
OC^  :  0C\  positiv,  und  die  Verhältnisse 

OA,B,C,  OA,B, 

*•  OA^B^C^     ™"     OA^B^ 

haben  dasselbe  Vorzeichen.  Werden  hingegen  C^  und  C^  durch  O  getrennt,  so 
ist  das  Verhältniss  OC^  und  0C\  negativ,  und  die  Verhältnisse  4.  haben  un- 
gleiche Vorzeichen;  daher  gilt  die  Gleichung  3.  auch  rücksichtlich  der  Vorzeichen. 
Berücksichtigt  man  nun  die  Gleichung  2.,  so  erliält  man  aus  3.  die  behauptete 
Gleichung  1. 

fi.    Aus  der  Gleichung  No.  1,  5  folgt 

Nach  No.  5  hat  man 

CS,S,.S,  =  CA,A,A,  ■  cÄTTcÄ^TcÄ/ 
Setzt  man  dies  in  1.  ein,  so  erhält  man 

LA^A^A^  •  CA^'  CA^  .  CA^  ""  ^^2^:»^4  •  cA^  .  CA^  •  CA^ 

Co«   *  Co^  *  C 0 1  C04   *  C04   *  Goa 

4-  CA^A.A,  .  cÄ~rcÄ,~~CÄ~  ""  ^^4^i^2  •  CA,  .  CA,  •  CA^  ^  ^' 
Miiltiplicirt  man  alle  Glieder  dieser  Gleichung  mit 

CA,  •  CA^  •  CA^  •  CA, 

so  erhält  man  die  einfachere  Gleichung 
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Nun  ist   ^^Tö^  =  — '     y  =1 p^^  =1  —  Ui  f   daher  erhält  man 

aus  2. 

Löst  man  die  Klammem  auf  und  berücksichtigt,  dass  nach  No.  1,  1 

L^A-tAaA»    -~~    K^AaAmAA    "T~    ^AoAaA-*    "~~    \^AaA*A^    ^^   AiA^A^A^f 

SO  erhält  man  zunächst 

Cy^i^j^3  •  «4  —  CA^A^A^  •  «1  -h  C^5^4^j  •  1/2  —  CA^A^A^  «»3  =  ^,-^42^3^4.. 
Da  nun  (No.  3,  2)  CAkA/A^,  :  AiAkAiA^,  =  p,  :  ^y,  so  folgt  schliesslich 


Wir  haben  daher  den  Satz:     Die  vier  homogenen  Coordinaten  jeder 
Ebene  7*  erfüllen  die  Gleichung 


3. 


;^  «1    -h  -j-^  «2   H-  J^^  «3 


Umgekehrt  schliesst  man:  Wenn  vier  Zahlen  «j,  «j»  ^s»  ^^4  dieser 
Gleichung  genügen,  so  sind  sie  die  Coordinaten  einer  eindeutig  be- 
stimmten Ebene. 

7.  Sind  B^t  B^^  B^  die  Schnittpunkte 
einer  Ebene  T  mit  den  Kanten  A^A^^ 
A^A^,  A^A^  des  Coordinatentetraeders, 
und  theilt  ein  Punkt  P  der  Ebene  T  das 
Dreieck^!  ^3^3  im  Verhältnisse«! :  n^:n^, 
sind  femer  Ej«,  i^,„,  E,^,  E^^  die  Coor-  J^ 
dinaten  von  Bmt  so  sind  die  Coordinaten 
von  P  (§  2,  No.  28) 

»1  E^i  H- «gS/fea  "^^3^8. 

1.  ■**  ""  «1   H-  «j  -h  «8  ' 

i  =  1,  2,  3,  4. 

Nun  gilt  für  die  Coordinaten  von  B^,  wenn  k,  /,  w  eine  Permutation  von 
1,  2,  3  ist 

Da  nun   B^A^  :  -^«-^4  =  ^1«  :  2^4  =  «««  :  »4 ,    so  ist 


(M.  460.) 


Daher  gewinnt  man  aus  2. 


'*  Um  —   U^  *  ' 


VMTIM      


«4   —  » 


.* 


IM  • 


M 


Folglich  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  B^^  B^^  B^ 


Ell  =j,  _!^   ^11      E»i=0, 


3.    £19  =  0, 
«11=0, 


5»»  =  o, 


». 


«4  — «S 


*»a  —  -.  «  "a  »     *4i  —  u u     *  ' 


^2  »        ^32  '^  0, 


»«— «I 


«»— *« 


'  . 


3IO  Analytische  Geometrie. 

Führt  man   diese  Werthe  in  die  vier  Formeln  1.  ein,  so  erhält  num  für  die 


Coordinaten  von  P^  wenn  man  «^  -h  «2  "^  ''s  =  ^  ^tXzX. 

4.         Xy     =                 •                —               •   «1    , 

*         n     u^  —  «j       * 

'         n      u^^u^      * '       '         «      »4  —  »1      • 

5.       ^, -"'.    "' 

*         n     «4  —  «1 

.  //,  -h  ~ ^^^ A.   4- 

*         «      «4  — 1^2 

«  «4 — »1   * 

Aus  4.  folgt 

P      «1            1                ^i 

«8            1                 x^ 

«,      1        «, 

«        «4  —  «1             ^i»4 

n     «4  —  »2        ^2^4  ' 

»  »4  —  *»     ^i^i' 

setzt  man  diese  Werthe  in  5.  ein,  so  erhält  man  zunächst 
7. 


•^4         "i-^i     .    ^»-^2         ^»^8 


^4  «4^^  «4^2  «4^8* 

Hieraus  folgt  die  Gleichung 

j^«i*i  +;r/»*»  -^;^''»*»  -^r/***  ="*^- 

Wenn  also  der  Punkt  P  auf  der  Ebene  T  liegt,  so  erfüllen  die 
Coordinaten  des  Punktes  P  und  der  Ebene  T  die  für  beide  Reihen 
von  Coordinaten  lineare  Gleichung 

Umgekehrt:  Wenn  die  Coordinaten  von  P  und  7*  dieser  Gleichung  genügen, 
so  ist  auch  7.  erfüllt;  man  kann  daher  drei  Zahlen  n^  :  n,  n^  in,  n^in  aus  den 
Gleichungen  6.  ableiten,  und  erhält  somit  fiir  die  Coordinaten  von  Pdit  Formeln 
4.  und  5.,  welche  mit  den  Gleichungen  1.  für  die  angegebenen  Werthe  der  Coor- 
dinaten der  Punkte  B^f  B^t  B^  übereinstimmen;  hieraus  schliesst  man:  Wenn 
die  Coordinaten  eines  Punktes  und  einer  Ebene  der  Gleichung  8. 
genügen,  so  liegen  der  Punkt  und  die  Ebene  vereint  (d.  i.  der  Punkt 
liegt  auf  der  Ebene). 

8.  Haben  die  Coordinaten  der  Ebene  T  gegebene  Werthe  »/=  a,,  so  ist 
die  Gleichung 

1  1  1  1  .. 

1  4  3  4 

die  Bedingungsgleichung  fiir  die  Coordinaten  der  Punkte,  welche  auf  der  Ebene  T 

hegen,    ist    also    die  Gleichung    dieser  Ebene  in   Punktcoordinaten;    haben 

hingegen  die  Coordinaten  des  Punktes  P  gegebene  Werthe  .v,  =  a,,  so  ist 

A\  *>  «>  +  l, «» "^  +  r, »» "» -^  i  *« "«  =  " 

die  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche  durch  Zugehen, 
ist  also  die  Gleichung  dieses  Punktes  in  Ebenencoordinaten. 

Jede  homogene  lineare  Gleichung  in  Punktcoordinaten  ist  die 
Gleichung  einer  durch  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  eindeutig 
bestimmten  Ebene.     Sind  a^,  «j»  ^3>  ^4  beliebige  Zahlen,  so  ist 

die  Gleichung  der  Ebene,  deren  Coordinaten  der  Proportion  genügen 

^1  •  ^2  •  ^3  •  ^4    =  ^1 ''i  •  ^^2^2  •  ^'8^3  •  ^4^4  » 
also  die  Werthe  haben 

u^   =  ka^A^  ,       u^  =  ka^h^  ,       1/3  =  ka^h^  ,       «4   =  ^^4^4  , 

wobei      ^   =    1   ^  (pi<?i    -I-  p2«2  ■+■  P3^3   ~*"  P4^4)- 

Jede  homogene   lineare  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  ist  die 
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Gleichung  eines  durch  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  eindeutig 
bestimmten  Punktes.     Sind  «j,  a^,  aj,  a^  beliebige  Zahlen,  so  ist 


«l«! 


H-  ao«o   -h  oLoU.   -h 


8-8 


OL^U^    =    0 


die  Gleichung  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  sich  aus  der  Proportion  ergeben 

x^  :  x^  :  x^  :  x^  =  ^^a^  :  A^a^  :  A^ol^  :  ^^«4 ; 
also  hat  man 


x.^    =  kd^  n^  ,       Xi 


=    kOL^^^  * 


x^  ==  ka^A^  , 


X^    ^   ÄÄ4  n^  I 


wobei    ^  =  1  :  («1  -+-  a,  -+-  a,  -h  «4) . 
9.    Die  homogene  lineare  Gleichung 


1. 


Xi 


n^  ^tt  nm 


r:-» 


ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  deren  Coordinaten  nach  No.  8  die  Werthe  haben 
«1  =^  «2  =  «8  =  «4  =  1 .  Diese  Ebene  theilt  die  Strecken  A^  C,  A^  C,  -^^Q 
A^C  aussen  im  Verhältniss  1.,  ist  also  unendlich  fern. 

Wenn  in  der  homogenen  linearen  Gleichung  in  Punktcoordinaten 


2. 


ai«i    -^  ««»•  4- 


2  «»2 


«8^8 


«4^4 


==  0 


die  Summe  der  Coefficienten  verschwindet 

3.  a^ 

so  wird  der  Gleichung  durch  die  Wertiie  genügt 


=  0, 


u. 


=  u^  ^  u^  ^  u^   =   \  , 


der  Punkt  jP  liegt  daher  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  und  ist  somit  selbst 
unendlich  fern. 

10.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  P^,  P^,  P^  bestimmten 
Ebene  erhält  man  durch  Elimination  der  Constanten  a^,  a^,  a^,  a^  aus  den 
vier  Gleichungen 

^8^8 


a^x^ 


a^x^ 


a^x^ 


=  0, 
=  0, 
==  0, 
=  0, 
die  Coordinaten  des  Punktes  /V  bezeichnet  werden. 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung  in  Determinanten- 
form 


^0-^1  8 

wenn  mit  x^ii  ^2'»  -^8"  ^ 


^2"^21 
^2-^2  8 


^3-^81 
^8*^82 
^8^8  8 


^'4^4  1 
^4*4  2 
^4^4  8 


4» 


X. 


Xs 


11 
'12 

'IH 


'21 
'2  2 
'2  8 


81 
8  2 


X 


88 


X 


'41 
*4  2 
4  8 


=  0. 


Die  Gleichung  des  den  Ebenen  T^j,  T*,,  T^  gemeinsamen  Punktes  P  ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Coefficienten  aus  den  vier  Gleichungen 


Man  erhält 


«i«i 
«1^11 

«1«12 
«1^18 


«2^2 

«2  «21 

-+-    «2^22  -+- 


-+-««««     4- 


8*8 

«8  »81 

«8^82 


«4  «4 


=  0, 
-h  «4^41  =  0, 
-h  a4»42  =  0, 


"+•    «2^28  -+-    ^8^88  "+• 


«4  «4  8 


=    0. 


»1 


**11 
«12 
«18 


U 


21 
22 

'28 


^81 
^32 
'8  8 


Ul 

'42 


=  0. 


11.    Die    Coordinaten    des    Schnittpunkts    der    Ebenen    T^j 
7*2  =  0,  7*1  s  0  sind  die  Lösungen  des  Systems 


0, 
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^ •  -_  1  ^ 

Ä,        ^a        ^3        ^4 
Die    Coordinaten    der  Ebene,    welche    durch    die  Punkte  /^j  s=  0, 
F^  =0,  -P3  =0  bestimmt  ist,  ergeben  sich  aus  dem  Systeme 

A    —   ßl«l     -^-    ß2«»    -H    P8«8    -^    P4«4    =    0, 
•^8    ^   7l«l    -H    72«2    -»-    T8«8    -^    T4«4    =    0, 

h,  ""'    ^   >i/»    ^   /i.,  «3    H-    ;i^  «4    -    1  • 

12.  Der  Abstand  eines  Punktes  F  von  der  Ebene  T  kann  aus  den 
Coordinaten  jp^,  0:21  .^si  ^4  des  Punktes  und  der  Gleichung  der  Ebene 

in  folgender  Weise  bestimmt  werden: 

Der  Punkt  Fl,  in  welchem  die  Ebene  T  von  der  Geraden  FA^  geschnitten 
wird,  theile  die  Strecke  FA^  im  Verhältnisse  /igi/Zi;  aus  den  Coordinaten  x,, 
•^2»  "^.1»  "^4  ^^^  Punktes  F  und  0,  0,  0,  k^  des  Punktes  -^4  ergeben  sich  hier- 
nach die  Coordinaten  (p  (2»  ^8>  ^4  ^^^  '^  ^^ 

^i  ■"  -    _L_  «   »       ^2  "~  -    _i_  ^   '       ^3  —   ^     .    ^   >       n  — 


n^-hn^'  «,H-/i2  Wj -f- «2  '  «1  -h  «j 

Setzt  man  diese  VVerthe  in  die  Gleichung  der -Ebene  ein,  so  erhält  man 

«j(«jjc,  -h  a.jXn  -f-  «s^Cj  -+-  ^4^4)  H-  «2 ^4 ^4  "^^  ^^» 
daher  folgt 

1.  ^2  •  ^i    ^^    —    ^  •  ^4  ^4  • 

Das  Verhältniss  der  Abstände  der  Punkte  F  und  A^  von  der  Ebene  T 
stimmt  numerisch  mit  dem  Verhältnisse  überein,  in  welchem  die  Strecke  FA^ 
von  n  getheilt  wird;  geben  wir  den  Abständen  zweier  Punkte  von  einer  Ebene 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Punkte  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  liegen  oder  nicht,  so  haben  die  beiden  Verhältnisse  ungleiche  Vor- 
zeichen.   Bezeichnet  daher  /  den  Abstand  des  Punktes  F\on  der  Ebene  T,  so  ist 

2.  p  :  v^  =  —  «2  :  «,  , 
daher  folgt  aus  1. 

3.  p  :  v^  ^=  T :  a^/i^  , 

Nun  ist    v^  =  u^p  und  (No.  S.)   a^/i^  =  (p^^j  -f-  p^a^  -\-  pa^?«  -h  P4ÖJ4)  •  «4 . 

Wird  der  Werth,  welchen  die  Function  T  annimmt,  wenn  man  darin  die  xt 
durch  die  Coordinaten  p^  des  Punktes  C  ersetzt,  mit  t  bezeichnet,  so  erhält  man 
aus  2. 

4.  /  =  -^  .  T. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Abstand  eines  Punktes  F  von 
einer  Ebene  7'=  0  ist  dem  Werthe  proportional,  den  die  Function  T 
für  die  Coordinaten  des  Punktes  /^annimmt. 

13.  Um  den  Faktor  p:T  zu  bestimmen,  mit  dem  man  die  Function  T 
multipliciren  muss,  damit  man  den  Abstand  des  Punktes  F  von  T  =^  0  erhält, 
entwickeln  wir  zunächst  die  Gleichung,  durch  welche  die  Abstände  t^,, 
^2»  ^3»  ^4  ^^^  Ecken  eines  Tetraeders  von  einer  Ebene  mit  einander 
verbunden  werden. 

/ 
/ 
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Es  seien  a/,  p,,  7,  die  Stellungswinkel  der  dem  Eckpunkte  Ai  gegenüber- 
liegenden Tetraederebene  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem, 
dessen  Nullpunkt  im  Innern  des  Tetraeders  liegt,  a,  ß,  7  die  Stellungswinkel  der 
Ebene  T  und   d  ihr  Abstand    vom  Nullpunkte,    also  die  Gleichung  von   T  in 

Normalform 

T  SB  cosd  •  X  -h  cos^  -y  -+-  cos^  *  z  —  ^  =  0 ; 

femer  seien  Xit  yt,  5/  die  Coordinaten  von  Ai\  alsdann  ist 

cosoL  •  ATj  H-  cos^  f y^  -+-  cos-^  •  «|  —  </  =  —  «'i  1 
COSfl  •  Jpg  H-  r^jß  •  j'2  -4-  ^^^7  •  «2  —  ^  =  —  Z'j  , 
r^ja  •  Xj  H-  r^^ß  «j^j  -h  cos-^  •  «j  —  ^  =  —  z/g  , 
r^ja  •  a:^  -h  cos^  '  y^  -+-  ^^7^7  •4:4  —  ^  =  — ■  2^4  . 
Löst  man  dieses  System  linearer  Gleichungen   zunächst  in  Bezug  auf  cos  7. 

auf,  so  erhält  man 


X^ 


Nun  ist  bekanntlich 


yi 

«i 

1 

yt 

*s 

1 

y^ 

«; 

1 

y* 

«4 

1 

1 

Zi 

1 

yk 

Zjk 

1 

yi 

*/ 

1 

»I   yt 

«1 

1 

cosa  =  — 

Vi   ya 

»s  y* 

«1 

1 
1 

»4  yt 

«4 

1 

=  2AiAkAiC0sa, 


m  t 


wenn  /,  ky  /,  m  eine  Permutation  von  1,  2,  3,  4  ist;  ferner  ist  der  Faktor  von 
cos  OL  dem  sechsfachen  Tetraedervolumen  entgegengesetzt  gleich  (§  3,  7).  Daher 
hat  man  aus  2. 

—  S  '  A^A^A^A^  '  cosa  =  ^2-^3-^4  '  ^^sa^  •  v^  -h  A^A^A^  •  cosa^ 


V, 


-h  A^A^A^  •  rwa3  •  z^j  H-  Ay^A^A^  •  ^^Ja4  •  z/^ 


Dividirt  man  durch  3.  A^A^A^A^^  so  erhält  man 


3. 


^1  ^a 

^1  ^« 


Z'i 


V, 


4. 


5. 


fl  ^  ft^  /tm  Aa 

Ebenso  erhält  man  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen 

^1  ^9  v%  ^A 

COS^  =    T    ^^jßj    -h    7^  ^i^ißj    H-    v^  cos^^    ■+-    7^  r^iß^  , 

^1  ^a  ^8  ^4 


z^ 


Vi 


iost  =  7-  ^^^71   -H   z^ 


>^i 


,    r^J7o 


^3  ^4 

7-r^^73   H-   T  ^^^'(a 


Quadrirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  addirt  sie  dann,  und  berück- 
sichtigt, dass,  wenn  man  mit  e,x.  den  Winkel  der  den  Ecken  //,,  Ak  gegenüber- 
liegenden Tetraederflächen  bezeichnet,  die  Gleichungen  gelten 

COS^Oi  -f-  cos^^  -h  cos^^  =   1  , 

cos^aj-h  cos^^i-h  cos^^i=  l, 

COSfliCOSdk    -H    COS^i  COS^k   -h    cos -^i  cos -^k   =    —   COStikf 

so  erhält  man  schliesslich  die  gesuchte  Gleichung: 


6. 


(:-:)'-  fö)'-  Ci)'-  ft)'-^Ii  ■  >-.-^  ■  5^  — .. 


>*3 


Z^i 


Z^. 


Z^ 


a 


V, 


V, 


V, 


V, 


V. 


14.    Um  nun  in  der  Gleichung  (No.  12,  4) 

p  =^  k  '  T ,       ^ssrp:!:, 
den   Faktor  k  als  Function  der  Coefficienten  von  T  und  der  Dimensionen  des 
Tetraeders  A^A^A^A^  zu  bestimmen,  setzen  wir  für  den  Punkt  F nach  einander 
die  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^,    Dadurch  erhalten  wir 
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Führen  wir  diese  Werthe  in  No.  13,  6  ein,  so  erhalten  wir  den  gesuchten 
Werth  k  aus 

—  ^a^a^  cosz^^  —  2a^a^  cost^^  —  2a^a^  ^^^«34]. 
lieber  das  Vorzeichen  von  k  kann  so  verfügt  werden,  dass  für  die  auf  einer 
bestimmten  Seite  von  T  gelegenen  Punkte  die  Abstände  positiv,   mithin  für  die 
auf  der  andern  Seite  liegenden  Punkte  negativ  ausfallen. 

15.  Sind  6,»  63,  63,  64  die  Abstände  eines  Punktes  von  den  Ebenen  eines 
Tetraeders  B^B^B^B^  und  ist  die  Gleichung  der  B,  gegenüberliegenden  Ebene 
7/  dieses  Tetraeders 

T,  a  a^ix^   -h  a^iX^  -h  a^iX^  -h  A4 1^:4  =  0; 
ist  femer  ki  der  in  voriger  Nummer  bestimmte  Faktor  für  die  Ebene  7/,  und 
sein    Vorzeichen  so   gewählt,   dass  der  Punkt  B,  einen  positiven  Abstand  von 
der  gegenüberliegenden  Fläche  hat,  so  ergeben  sich  die  Coordinaten  6/  von  F 
in  Bezug  auf  das  Tetraeder  B^B^B^B^  aus  den  Gleichungen: 

5,  =  -*i(«i,^i  -^a^ix^  -H«8i^3  -+-«41*«)» 

Es  =  ^sC^ia-^i  -»-  «»s-^»  "•"  «ss-^s  ~+-  «43*4)» 

E4    =    ^4(<'l4-^l    ^-«a4'^4   ■+•«84*8   -+-<»44'*4)- 

Werden  die  Determinante  dieses  Systems  mit  R  und  die  zu  ki  •  tf  ,y  gehörige 
Subdeterminante  mit  a,y  bezeichnet,  so  erhält  man  hieraus 

2  ^-^a    =021^1     -^-    '^^22  52    -H    ^28  «8    H"    «24^4» 

^•*3    =    «aiEl     -+-    «82^2    +■    «8858    +"    «3454, 
^•*4    =    «41^1     ■+-    «42^2    -+    «48^8    "^    «44^4- 

Dies  sind  die  Transformationsformeln  in  homogenen  Punkt- 
coordinaten  zum  Uebergange  aus  dem  Systeme  A^A^A^A^  zu  dem 
neuen  Systeme  B^B^B-^B^.  Wie  man  sieht,  erfolgt  dieser  Uebergang  durch 
homogene  lineare  Substitutionen.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  der 
Uebergang  aus  einem  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Systeme  in  ein  homogenes 
System  diircli  homogene  lineare  Substitutionen  erfolgt. 

16.  Aus  der  Gleichung  eines  Punktes 

F  tss   «1«,     -h    «2^2    ^"    *3^8    "+"    *4^4    ^^    ^ 

und  den  Coordinaten  «,,  u^t  f^^t  t^\  einer  Ebene  T  kann  man  den  Abstand  der 
Ebene  von  F  bestimmen.     Denn  die  Gleichung  der  Ebene  T  ist 

«j  »2  ^3  ^4         

T^  --X,    -H   ^-^2  -^  J^^A   ^  h^^i   -  «' 

und  die  Coordinaten  von  F  sind  (No.  8) 

1       , 
Xk  =^    -  OLk/ik ,       j  =  a,  H-  ag  -h  «3  H-  «4  . 

Der  gesuchte  Abstand  /  ist  daher 

r  r 

wobei  r  den  Werth  des  Coefficienten  k  (No.  14)  bezeichnet,  der  entsteht,  wenn 
man  in  k  für  a^^  ^j»  ^3  ^^^  besonderen  hier  geltenden  Werthe  u^  :  ^j,  tfi^^i» 
2^g  :  ^3  einsetzt;  man  hat  daher 


r« 


=  1  ^  [fe)'-^  •  •  ^  (I:)'-  2 1:  •  I7  --^*  -  •  •  - '  ^  •  &'"'••  J  • 
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Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  r^  und  vergleicht  das  Resultat  mit 
No.  13,  6,  so  sieht  man,  dass  r  der  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Ebene 
Z*  ist    Daher  ist 

2.  u  ^  ^^-P 

r        a 

die  Coordinate  von  7*  in  Bezug  auf  P,  d.  i.  der  Quotient  aus  den  Abständen 
der  Ebene  T  von  P  und  von  C. 

17.  Der  soeben  gefundene  Werth  für  u  führt  auf  die  Transformations- 
formeln für  Ebenencoordinaten. 

Sind  Bi,  B^,  B^,  B^  die  Eckpunkte  des  neuen  Coordinatentetraeders  und 
ist  die  Gleichung  von  Bi 

und  aj/     4-     a.^,     -h     «j'     '^     *4'     =  ^'5 

sind  femer  C/^,   C/^,   C/^f   U^   die  Coordinaten  einer  Ebene  T  in  Bezug  auf  das 

Tetraeder  B^^  B^,  B^^  B^^  so  hat  man  die  Gleichungen 

1 

^2    =   ^(«12«!    -»-  «22«'2  -+•  «82«8  -^-«42^4)' 

'■  l 

^3    =    r  (*!»''«    ■+-«2S«2   -+-  «88»3   H"  «43«4)» 

^4    =    r("l*^l   "•"  *24«2   -»-  «84^3   H"  «44«4) ' 
^4 

Die  Auflösungen  dieses  Systems  ergeben  homogene  lineare  Functionen  für 
die  «,;  wir  sehen  daher:  Der  Uebergang  von  einem  homogenen  Coor- 
dinatensysteme  zu  einem  andern  erfolgt  für  Ebenencoordinaten  eben- 
falls durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

18.  Die  Determinante 


A  = 


•^11  '^21  ^31  "^41 

•^12  -^2  2  "^3  2  -^4  2 

-^13  ■*2  8  "^8  3  -^4  3 

•^14  -^24  "^84  -^44 


kann  als  der  Werth  betrachtet  werden,  den  die  Gleichung  der  durch  je  drei  der 
vier  Punkte  -Pj,  /*j,  /^j,  P^  bestimmten  Ebene  (No.  10)  annimmt,  wenn  man  in 
derselben  Xj,  jCj,  atj,  x,^  durch  die  Coordinaten  des  vierten  Punktes  ersetzt. 
Werden  daher  die  Höhen  des  Tetraeders  P^^  P^,  P^,  P^  mit  Z^^,  /Tj,  /Tj,  H^^ 
und  mit  ki  der  Faktor  k  für  die  lineare  Function 


(/,  /,  /«,  n  eine  Permutation  gerader  Klasse  von  1,  2,  3,  4) 


bezeichnet,  so  hat  man 

1.  A   =  k^H^  =  k^H^  =  k^H^  =  k^H^. 

Andererseits   ist,    wenn    mit  K  das  Tetraedervolumen  Py^P^P^P^   und  mit 
^1,  6^2»  ^8»  ^4  ^^  Flächenzahlen  der  Seiten  dieses  Tetraeders  bezeichnet  werden 

2.  3K  =  Gy^Hy  =  G^H^  =  G^H^  =  G^H^, 
Hieraus  folgt  die  Proportion 

^,  :  ^2  •  ^^8  •  ^4  •  ^  =  ^1  •  ^2  •  ^8  •  ^4  •  3^' 
Man  kann  daher  setzen   Gi  =  Xi,,     3K  =  XA. 


1*1 

*2 

^% 

^i 

«,/ 

*,/ 

^Zi 

x^i 

*,«. 

X^m 

X^m 

X^m 

*,« 

X^n 

X^n 

X^H 

3i6  Analytische  Geometrie. 

Da  Gi  und  kj  von  den  Coordinaten  des  Punktes  Fi  nicht  abhängen,  so  ist 
auch  X  von  diesen  Coordinaten  unabhängig;  folgUch  ist  X  eine  von  den  Coor- 
dinaten der  Eckpunkte  des  Tetraeders  P^F^P^P^  unabhängige  Constante  und 
kann  durch  jeden  Specialfall  bestimmt  werden.  Wendet  man,  um  \  zu  erhalten, 
die  Gleichung  F  =  XA  auf  das  Tetraeder  A^A^A^A^  an,  so  erhält  man 
3.  A^A^A.^Aj^  =  X*^j^2^3^4. 

Wird  das  Volumen  des  Achsentetraeders  A^A^A^A^  mit  /  bezeichnet,  so 
hat  man  daher  die  Gleichung 

Man  überzeugt  sich  leicht,  (vergl.  §  3),  dass  die  Determinante  A  und  das 
Volumen  Fy^P^^P^P^  immer  zugleicli  das  Vorzeichen  wechseln;  also  gilt  in  4. 
nur  eines  der  beiden  Zeichen.  Um  zu  entscheiden,  welches  gttldg  ist,  kann  man 
Fl  /j  P^  F4  mit  den  Ecken  des  Achsentetraeders  vertauschen.  Man  erfährt  dann, 
dass  in  4.  das  positive  Zeichen  gilt,  und  hat  sonach  das  Volumen  eines 
Tetraeders  aus  den  homogenen  Coordinaten  seiner  Eckpunkte 


p,p,p,p,  -  ^^^^^^^- 


•^11  ^91  ^81  "^41 

•^la  "^2  2  '^8  2  ^Ai 

-^18  '^9^  "^»3  ^4  8 

•^14  •*^24  -^84  '*^44 


§  12.    Polarebene  und  Pol  für  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  in  einer  ganzen  Function  tetraedrischer  Punkt-  oderEbenencoordinaten 
der  Grad  eines  Gliedes  der  Function  um  o-Einheiten  kleiner  ist  als  der  Grad  ä 
der  Function,  so  kann  man  dieses  Glied  mit  dem  der  Einheit  gleichen  Faktor 
(§11,  No.  3,  3  und  No.  6,  3) 

multipliciren;  dadurch  gehen  aus  diesem  Gliede  eine  Reihe  von  Gliedern  hervor, 
die  alle  den  Grad  n  haben.  Führt  man  dies  bei  allen  Gliedern  der  Function 
aus,  deren  Grad  niedriger  ist  als  «,  so  erhält  man  schliesslich  eine  Function, 
deren  Glieder  alle  vom  «ten  Grade  sind,  die  also  homogen  ist  Bei  Be- 
nutzung homogener  Coordinaten  kann  man  sich  daher  auf  die  Be- 
trachtung homogener  Functionen  beschränken. 

2.  A.  Die  allgemeine  Form  einer  homogenen  quadratischen  Function 
tetraedrischer  Punktcoordinaten  ist 

~*~  2^24*^2*^4   "^  -^as-^S     "*~  ^^^X'^Z^A    "•"  -^44*^4  * 

Gellt  die  Fläche  /  =  0  durch  den  Eckpunkt  A,  des  Achsentetraeders,  so 
wird  der  Gleichung  durch  die  Coordinaten  jc,  =  h,,  Xk  =  xi  ^=^  Xm  '==^  0  genügt; 
also  ist  An  =  0.  Die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
dem  Achsentetraeder  umschrieben  ist,  hat  daher  die  Form 

^  J  ^s  ZA^  2  "^1  *^2   ~^  2$A^  3  "^1  '^3   "^~  JiA^^X^X^   -}-  ^•<^23'^2'^3  '•     ^24  "^2^4 

Wenn  die  Fläche  /  =  0  die  Gerade  AiAk  enthält,  so  wird  der  Gleichung 
durch  xi  =  j!:,^  =  0  unabhängig  von  Xi  und  Xk  genügt,  es  ist  daher 

An  =  Aik  =  Akk  =  0. 

Enthält  die  Fläche  alle  Seiten  des  unebenen  Vierecks  A^A^A^A^^ 
so  ist  daher 
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und  die  Glei<Aung  der  Fläche  reducirt  sich  auf 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  eine  verfugbare  Constante,  nämlich  das 
Verhältniss  A^^:A^^\  sie  bestätigt,  dass  eine  Fläche  IL  O.  durch  ein  auf  ihr 
liegendes  unebenes  Viereck  und  einen  Punkt  eindeutig  bestimmt  ist. 

B.  Die  allgemeine  Form  einer  homogenen  quadratischen  Function  in 
tetraedrischen  Ebenencoordinaten  ist 

j       ?  =  ^ll»l*   -+■  2^i2»i«S  ■+■  2^i8«i«3   -^  2B^^U^U^   -h  ^82«2*  -»"  2i?28«2«S 

Wenn  die  Fläche  9  =  0  von  der  A,  gegenüberliegenden  Tetraederfläche 
berührt  wird,  so  wird  der  Gleichung  durch  die  Coordinaten  Uk  =  u/  =  u^  =  0 
genügt,  also  ist  A,,  =  0.  Die  Gleichung  einer  dem  Coordinatentetraeder 
eingeschriebenen  Fläche  zweiter  Klasse  ist  demnach 

Enthält  die  Fläche  die  Tetraederkante  A^Ak,  so  wird  der  Gleichung  9  =  0 
durch  »/  =  »^  c=  0  unabhängig  von  »/  und  u^  genügt,  also  ist 

B/i  =    Bim   =    Bmm   =    0. 

Ist  das  Viereck  A^A^A^A^  auf  der  Fläche  gelegen,  so  ist  daher 

^\\    =   ^%%    =    -^88    =   -^44    =   -^12    =    -^28    =    -^34    =    ^44    =    ^* 

und  die  Gleichung  der  Fläche  reducirt  sich  auf 

3.  <p  ^  2^18^1*^3   "*"   2-524«2»4   =  0. 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  Constante  enthält,  nämlich  das  Verhältniss 
B^^iB^^t  so  folgt,  dass  eine  Fläche  IL  O.  durch  ein  auf  ihr  liegendes 
unebenes  Viereck  und  durch  eine  Tangentenebene  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

3.  Zur  Vorbereitung  der  nächsten  Untersuchungen  schalten  wir  folgende 
Bemerkung  ein:  Die  Coordinaten  Xk  des  Punktes  F^  der  die  Strecke  P^B^  im 
Verhältnisse  Xg  :  X^  theilt,  wobei  X,  -h  Xj  =  1  sei,  sind  bekanntlich 

Die  Ebene  7",  deren  Coordinaten  Uk  aus  den  Coordinaten  Uk^  und  Uk^  nach 
den  Formeln  abgeleitet  werden 

2.  Uk  =  Xi«^,   4-  X2«>t2»       X^  4-  X,  =  1 , 
hat  die  Gleichung  (§  1 1,  8) 

r  =  2!  ^  (X,«,t,  -h  'k^Uk^)xk  =  0,       ^  =  1,  2,  3,  4. 

Hierfür  kann  man  setzen 

3.  r  ™  Xj  .  2  ^  Uk^Xk  -h  Xg  .  2  ^  Uk^xk  =  0  . 
Setzt  man  nun 

4.  r^  =  2  ^  Uk^Xk ,       Tg  e  2  ^  Uk^Xk , 

so  dass  also  7^j  =  0  und  7"^  =  0  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  7,  und  T^ 
sind,  so  hat  man 

5.  7«  x^r,  -H  X2r2  =  0. 

Die  Faktoren  k^  und  >&2  ^^^  Functionen  Z^  und  7,  (§  H)  l^aben  hier 
die  Werthe  r^  und  r,,  wenn  man  hiermit  die  Abstände  der  Ebenen  T^  und  T^ 
von  C  bezeichnet;  setzt  man  nun 
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so  ist  ersichtlich,  dass  für  jeden  Punkt  P  der  Ebene  T  die  Gleichung  besteht 

Nun  sind  aber  r^T^  und  r^T^  die  Abstände  p^^  /,  des  Punktes  P  von  den 
Ebenen  7\  und  T'j,  und  haben  gleiches  Zeichen  mit  r^  und  r, ;  daher  hat  man 
für  jeden  Punkt  der  Ebene  T 

Hieraus  schliessen  wir:     Die  Ebene   7,    deren  Coordinaten    aus   den 

Coordinaten    der   gegebenen  Ebenen   T^    und  T^  durch  die  Formeln 

abgeleitet  werden 

ua  ^  X^ir^,   4-  Xj«^2,       Xj   -H  X,  =  1, 

theilt  den  Winkel  der  Ebenen  T^  und  T^  im  Sinusverhältnisse 

smT^T      _h  .h 

sin  TT^  ''s  *  ''i  ' 

Je  nachdem  X,  :  Xj^  negativ  oder  positiv  ist,  geht  T  durch  den 
Winkel,  in  welchem  der  Punkt  C  liegt,  oder  nicht 

4.  Wir  bestimmen  nun  die  Verhältnisse,  durch  welche  die  Strecke 
zweier  Punkte  durch  eine  Fläche  II.  O.  /  =  0  getheilt  wird,  sowie  die 
Sinusverhältnisse,  in  welchen  der  Winkel  zweier  Ebenen  durch  die 
Tangentenebenen  einer  Fläche  II.  O.  9  =  0  getheilt  wird,  die  durch 
den  Schnitt  der  beiden  gegebenen  Ebenen  gehen. 

A.  Sind  F^   und  F^  die  beiden  gegebenen  Punkte  und  sind 

•*  =  — ?,^-'xf-'      *=  ».2.3.4 
die  Coordinaten  eines  Punktes  in  welchem  die  F^F^  von  der  Fläche 

geschnitten  wird,  so  hat  man  die  (ileichung 

Löst  man  alle  Klammern  auf,  so  erhält  man 
1.     Xj«./,    4-  2X,X5j(/^j'a:i2  4- /j/.V2j -I-/3/.X35J  4-/4/^^42) -4-  X,«./»  =  0. 

Hierin  bezeichnen  /j  und  /^  die  Werthe,  welche  die  Function  /  erhält, 
wenn  man  die  Coordinaten  Xk  durch  die  Coordinaten  Xk^  des  Punktes  /*,,  bei. 
durch  die  Coordinaten  Xk^  des  Punktes  F^  ersetzt.  Ferner  bezeichnen  //,  f^\ 
f'Sf  f\    ^i^  abgeleiteten  linearen  Functionen 

/i  ^^1 1-^1  H-'^ij'^^s "+-'^1 3*^3-1- -^14*^4 » /a  ^^x^x^-^A^^x^-^Ä^^x^-^A^^x^^ 

/3   ^-^1  3-^1  "•"'^aS'^»  "•"  ^3  3-^3  "•" '^34-^4 »  /i   ^^\\X^-^A^^X^-\-A^^X^-\-A^^X^i 

und  ein  zweiter  Index  /  deutet  an,  dass  man  statt  der  veränderlichen  Coordinaten 
Xk  die  Coordinaten  Xki  eines  gegebenen  Punktes  Fj  gesetzt  hat. 

Multiplicirt    man    die    Functionen  /, ',   f^\  /./,   /j'    der    Reihe    nach   mit 
x^y  A'j,  a:.j,  x^   und  addirt,  so  erhält  man  die  Identität 
;i  /i'  •  -^1   -H  /j'  •  x^  H-  /j'  .  x,^   -h  74'  -0:4  =  /. 

Ersetzt  man  in  den  Formeln  2.  die  Coordinaten  jc,,  atj,  ^3,  x^  durch  Jif,M 
x.^i,  A*3/,  x^iy  SO  erhält  man  die  Functionen /j,,  /g/,  /^y,  /j,;  muldpliciit  man 
dieselben  der  Reihe  nach  mit  a-jx-,  x^k^  x^kt  x^k  und  addirt,  indem  man  die  in 
jeder  Verticalreihe  stehenden  Glieder  vereint,  so  ergiebt  sich  die  Identität 

^'  f\i'X^k-^f^i'X^k-^rf^hx^k-^f^l'X^k^fxk'X^i-\-f^k'X^i^f^l!'X^i'\'f^l!'X^i^ 

B.  Sind  1\  und  T^  die  beiden  gegebenen  Ebenen  und  sind 

//>fc  =  - — X~^X '       ^  =  1,  2,  d,  4, 
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die  Coordinaten  einer  Ebene  T,  welche  die  Fläche  f^^  ß^^u^  -^  ,  ,  ^=^^  berührt, 
so  ist  die  Gleichung  erflillt 

^11  (^i»ii  -^~^2^l8)^  -^-  2^12  (^i»ii  -hXjWj2)(Xi«,i  -1-  XjWgj)  -h  . . .  =  0. 

Nach  Auflösung  der  Klammern  ergiebt  sich  hieraus 

5.     \^  .  ^j  -4-2  .  Xi  X3(<pi/  .  «l2-^-?2l'  •  «»2-+-931'  •  «82-^?4l'  •  «43)  -^- ^2^  .92  =  0. 

Hierin  sind  ^j  und  ^^   ^'^^  Werthe,  welche  die  Function  (p   für  die  Coordi- 
naten der  Ebene  7\    und  T^   annimmt;  femer  sind  9^',  ^j',  93',  94'   die  abge-^^-"^ 
leiteten  linearen  Functionen  ^  ^  ^t^^.^  .     ^ .^^' 

?l'   —  ^11^1  -»-  ^12«2'>^^13«3    -»-    ^14«4.      ^^" 

6  ?2'    =*   -^12^1  "^  ^22^2    -^    ^23«8    -^-    -^24«4' 

?3'    ™   ^13«!  -+-  ^23  »2    -^    ^33«3    -»"    ^84  »4  » 

?4'    —   ^14  «1  -^-  ^24  »2    -^    ^84  «3    -^    ^44  «4  • 

Diese  Functionen  erfüllen  die  Identitäten 
7.  <p/«i   -H  <p,'«3  -H  93'»,  -4-  <p4'«4  =  <p, 

8-  ^\i  U^k    -4-    92'' ^2*    "^    ?3''^3^-    "*"    ^Ki^\k 

^   9l*'«l/    H-    92*'^2'    '^~    ?3*'«3»    -i-    ?4*  «4'» 

wobei  ein  zweiter  Index  /  andeutet,  dass  die  veränderlichen  Coordinaten  durch 
die  der  Ebene  Ti  ersetzt  worden  sind. 

5.  A.  Liegt  der  Punkt  P^  auf  der  Fläche  /  =  0,  so  ist  /^  =  0,  und  die 
Gleichung  No.  4,  1  erhält  somit  die  selbstverständliche  Wurzel  Xj  =  0. 

Soll  auch  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  P^  P^  und  der  Fläche  / 
mit  -Pj  zusammenfallen,  soll  also  /\  P^  die  Fläche  in  /\  tangiren,  so  muss  der 
Coefficient  von  Xj  Xg  verschwinden.  Unterdrücken  wir  die  zweiten  Indices  bei 
den  Coordinaten  von/jj»  so  erhalten  wir  daher  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche/=0  im  Punkte  P^  desselben 

1.  T^f^i^'Xy  4- /a/' •  ^2  "•"/3''*'^8  -^  fzi' ^A,  =0. 

B.  Wird  die  Fläche  9  =  0  von  der  Ebene  T^  berührt,  so  ist  ^j  -=  0;  die 
Gleichung  No.  4,  4  hat  alsdann  eine  Wurzel  Xg  =  0.  Soll  auch  die  zweite  durch 
den  Schnitt  von  T^  T^  gehende  Tangentenebene  der  Fläche  9  mit  T^  zusammen- 
fallen, so  muss  die  Gleichung  noch  eine  Wurzel  Xj  =  0  haben,  es  muss  also  der 
Coefficient  von  X^  X^  verschwinden.  Lässt  man  den  Index  2  bei  den  Coordinaten 
der  Ebene  T^  weg,  so  erhält  man  für  den  Tangentialpunkt  der  die  Fläche 
^  berührenden  Ebene  T^  die  Gleichung 

2.  ^=  ?ii'-»i  H-  92i'-«2  -^  ?3i'-«3  -^  ?4i'-«4  =  Ö- 

6.  A.    Wenn  es  einen  Punkt  giebt,  für  dessen  Coordinaten 

1.  /,'=/»'    =/3'    =//    =   0, 

SO  ist  für  diesen  Punkt  zufolge  No.  4,  3  auch/=  0,  der  Punkt  liegt  also  auf 
der  Fläche.  Für  diesen  Punkt  verschwinden  alle  Coefficienten  in  der  Gleichung 
der  Tangentenebene  (No.  5,  1),  und  die  Gleichung  No.  4,  1  hat  unabhängig  von 
der  Lage  des  Punktes  P^  zwei  Wurzeln  Xj  =  0;  jede  durch  diesen  Punkt  gehende 
Gerade  hat  daher  mit  der  Fläche  zwei  Punkte  gemein.  Der  Punkt  ist  somit  als 
Doppelpunkt  der  Fläche,  die  Fläche  selbst  als  Kegelfläche  II.  O.  gekenn- 
zeichnet 

Der  Verein  der  Gleichungen  1.  wird  durch  das  Verschwinden  der  Determi- 
nante bedingt 


2. 


^,1 

^12 

^1, 

^.4 

A^2 

^22 

^23 

-^24 

-^13 

-^2  3 

-^3  3 

^.4 

^u 

-^24 

^,4 

^«4 

=  0. 
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Die  Gleichung  A  =0  ist  daher  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Fläche 
/=0  ein  Kegel  ist. 

Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  der  Kegelspitze  ergeben  sich  aus  den 
linearen  Gleichungen  1.;  um  die  Coordinaten  selbst  zu  erhalten,  hat  man  noch 
die  Gleichung  §  11  No.  3,  3  zu  benutzen. 

B.    Wenn  es  eine  Ebene  3  giebt,  für  deren  Coordinaten 

scT'irftillen  dieselben  zu[oJg9  der  Identität  No.  5,7  auch  9  =  0,  die  Ebene  3 
berührt ^flafll^r  die  Fläche  9.  Für  ftr'ese  Ebene  verschwinden  in  der  Gleichung 
No.  4,  5  der  Coefficient  von  X^  und  der  von  Xj  X^  unabhängig  von  der  Ebene  7*,, 
also  gehen  durch  jede  Gerade  dieser  Ebene  zwei  mit  3  zusammenfallende  Be- 
rührungsebenen der  Fläche  9.  Hierdurch  ist  3  als  Doppel  ebene  charakterisirt 
Der  Verein  der  vier  Gleichungen  3.  wird  durch  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante bedingt 


V  = 


-^11       -^13 


-^13 
-^2  2       -^2  3 


^14 
-^24 


23 


=    0. 


-^33       -^43 
-^14       -^24       -^3  4       -^44 

Unter  der  Bedingung  v  =  0  hat  die  Fläche  9  also  eine  Doppelebene; 
mithin  ist  die  Fläche  unter  dieser  Bedingung  eine  Grenzfläche  II.  O.  Die 
Verhältnisse  der  Coordinaten  der  Doppelebene  ergeben  sich  aus  dem  linearen 
Systeme  3. 

7.  A.  Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  Uk  der  Ebene,  die  eine  Fläche  II.  0. 
/  =  0  im  Punkte  /\  derselben  berührt,  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 


^12^21 


^13-^81    "*"   -^14*4  1    =   J* 


/2I      ^    ^i  2**"ll 

/31    ^  -^1  3^11   ~^  -^2 8 -^21    "•"  ^^:^^il    "*"  ^3  4'*^4i    =  H-  *  r"  » 


^22'^21 


f\\      ^   ^\K^\\     "+"    -^2  4*^21     "+~    -^34*^3  1     ~^    '^^4  4  -^4  1     =    H"  *  T"  * 


Nimmt  man  hierzu  noch  die  Gleichung 
1  1  1 


h    '^11^1 


,      •^21^2 
/?2 


''3 


«9  -H 


1 
—  ^^^«4   =0, 


SO  ist  die  Bedingung  für  den  Verein  dieser  fünf  für  atu,  j^jp  -^si»  *4i  linearen 
Gleichungen 


? 


^1, 

-^12 
-^1  3 


i4,   y 


22 


23 


24 


-^13 


23 


33 


-^3  4 


» 


2 


«^, 


^24 
^34 
^4  4 

/^4 


0 


=  0. 


Diese  Bedingungen  erfüllen  die  Coordinaten  der  Ebenen  T^  welche  die 
Fläche /=  0  berühren ;  mithin  ist  <p  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  in 
Ebenen  coordinaten. 
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B.    Die  Verhältnisse   der  Coordinaten  des  Punktes,    in  denen  eine  Fläche 
II.  O.  ^  =  0  von  der  Ebene  7\  berührt  wird,  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 


22^21 


-^2  3^3  1 


^. 


1 


?^8l 


^23^21 


?4l'   =   ^4^11    "^    ^24^^21     -^ 


24«41  =  M- 
^33^31  -+-  ^34«41  =  V- 
^34«31     -+-    ^44^41    =  M- 


=  2 
8 


X 


K 


Nimmt  man  hierzu 

1  1 


1 


2 


«21-^2 


*^3  1  -^3 


>^4 


«41^4 


=    0, 


SO   ergiebt  sich   für  den  Verein  dieser  in  Bezug  auf  »jj,  «jp  «jj,  u^^  linearen 
Gleichungen 


-^13 
^.4 


^, 


13 


22 


B.^ 


Xa 

Ä7 


j5?«o        -O 


23 


33 


^24       -^84 


X 


2 


^1  ^i 


^2  4 

^34 

^44 
X^ 


>^4 

0 


=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten. 

8.  A.  Liegt  F^  nicht  auf  der  Fläche /=  0,  so  wird  die  Fläche /=0  von 
der  Geraden  F^  F^  berührt,  wenn  die  Gleichung  No.  4,  1  zwei  gleiche  Wurzeln 
für  das  Verhältniss  Xj  :  Xj  ergiebt.     Die  Bedingung  hierfür  ist 

/l    -72    —    (/ll'-«^12   -+-/2l'--^22   -+-/3l'--^32   H"  A 1 '  * -^4  2)*    =    0« 

Denkt  man  sich  jP,  als  gegeben  und  F^  als  veränderlich,  und  unterdrückt 
man  demgemäss  bei  den  Coordinaten  des  letzteren  Punktes  den  Index  2,  so  er- 
hält man  als  Gleichung  des  der  Fläche /vom  Punkte /*j  aus  umschrie- 
benen Kegels 

1-  /l   •/—    (/ll'--^l    -+-/2l'--^2    -^/3l'--^3  -+-/4l'--^4)^    =    0. 

Die  Punkte,  in  welchen  dieser  Kegel  die  Fläche  /  berührt,  erfüllen  ausser 
der  Gleichung  1.  noch  die  Gleichung /=  0,  folglich  erfüllen  sie  auch  die 
Gleichung 

2.  ^^/ii'  'X,   4-/21'  -^2  -^  fzx   -^3   -+-/41'  -^4   =  0- 

Dies   ist  daher  die  Gleichung  der  Ebene  der  Berührungspunkte;   sie 

ist  real,  auch  wenn  der  Kegel  ausser  der  Spitze  keinen  realen  Punkt  hat. 

B.    Berührt  T  die  Fläche  (p  =  0  nicht,  so  wird  die  Fläche  von  der  Geraden 

7'j  7^2  berührt,   wenn  die  Gleichung  No.  4,  5  für  das  Verhältniss  X^  :  Xj  gleiche 

Wurzeln  ergiebt,  also  wenn 


?i  •  ?2   —  (?ll' 


u 


12 


-t-  ?2l'   •  «22   -^  ?31    •  «82  -^  ?41    '  «42)*    =    ^' 


Denkt  man  sich  Ty^  gegeben  und  ersetzt  T^  durch  T',  so  erhält  man 

3.  ?i  •  ?  —  (?i  /  •  «1  -+-  ?2i'  •  «2  -^  ?3 1'  •  «8  "+-  ?4 1'  •  «4)*  =  0  • 

Diese  Gleichung  wird  von  allen  Ebenen  T  erfüllt,  welche  die  Ebene  T^  in 

einer  Tangente  der  Fläche  9  schneiden;  sie  stellt  daher  die  derFläche  <f  ein- 

SaiUMDflLCH,  Handhndi  der  Martwtmatik.    Bd.  IL  %\ 
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geschriebene  Grenzfläche  dar,  welche  die  Ebene  T^  zvlx  Doppel- 
ebene hat,  d.  i.  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  Ebenencoordinaten,  in 
welchem  ^  von  7\  geschnitten  wird. 

Die  Tangentialebenen,  welche  diese  (yrenzfläche  mit  der  Fläche  ^  =  0  ge- 
mein hat,  genügen  ausser  der  Gleichung  3.  auch  der  Gleichung  ^  =  0,  mithin 
erfüllen  sie  die  lineare  Gleichung 

Die  Ebenen,  welche  eine  Fläche  ü.  O.  entlang  einer  ebenen 
Curve  berühren,  gehen  also  durch  einen  Punkt,  und  umhüllen  somit 
einen  Kegel  ü.  O.,  der  diesen  Punkt  zur  Spitze  hat.  Der  Punkt  P  ist  auch 
dann  noch  real,  wenn  in  der  Ebene  T^  keine  realen  Tangenten  der  Fläche  ^ 
liegen. 

9.  Wir  nehmen  auch  für  die  folgenden  Untersuchungen  den  Punkt  P^  und 
die  Ebene  T^  in  No.  4,  1  und  No.  4,  5  als  gegeben  an,  hingegen  den  Punkt  F^ 
und  die  Ebene  T^  als  veränderlich  und  lassen  dem  entsprechend  den  Index  2 
hinweg. 

A.  Wir  fragen  nun,  unter  welcher  Bedingung  die  Flächey  =  Odie 
Strecke /*j/*in  einem  Punktpaare  schneidet,  das  zu  /'jjP harmonisch  ist 

Sollen  die  beiden  Punkte,  in  welchen  P^  P  von  /  geschnitten  wird,  zu  P^  P 
harmonisch  liegen,  so  müssen  die  beiden  Verhältnisse  Xj  :  Xj,  in  welchen  sie 
die  Strecke  /\  P  theilen,  entgegengesetzt  gleich  sein.  Diese  Theilverhältnisse 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  No.  4,  1.  Folglich  muss  diese  Gleichung  rein 
quadratisch  sein.     Wir  erhalten  somit  als  die  gesuchte  Bedingung 

Dies  ergiebt:  Der  Ort  der  Punkte  /*,  welche  auf  den  durch  einen 
Punkt  P^  gehenden  Strahlen  zu  den  Schnittpunkten  jedes  Strahles 
mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung /=0  und  zu  P^  harmonisch  zuge- 
ordnet sind,  ist  die  Ebene 

^  =  /ii'  -^1  -^-/2l'  ••^2  ^  Ax    --^a  -^-Ai'  ••^4  =  0. 
Diese  Ebene    hcisst    die  Polarcbene    des  Punktes  P^    in  Bezug    auf  die 

Fläche  /. 

In  Rücksicht  auf  No.  8  haben  wir:     Die  Polarebene  eines  Punktes  /*  in  Be 

zug  auf  eine  Fläche  II.  O.  ist  die  Ebene  der  Berührungspunkte  des  der  Fläche/ 

von  der  Spitze  P  aus  umschriebenen  (realen  oder  imaginären)  Kegels. 

B.  Wir  fragen  weiter  nach  der  Bedingung,  unter  welcher  die  durch 
den  Schnitt  T^T  der  Ebenen  7\  und  T  gehenden  Berührungsebenen 
einer  Fläche  zweiter  Klasse  (p  =  0  den  Ebenen  7\  T  harmonisch  «uge- 
ordnet  sind. 

Sollen  diese  Ebenen  den  Ebenen  7\  T  harmonisch  conjugirt  sein,  so  müssen 
die  Sinusverhältnisse,  unter  welchen  sie  den  Winkel  T^  T  theilen,  entgegengesetzt 
gleich  sein;  dies  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden  Werthe  des  Verhältnisses  Xj  :  Xj, 
welche  der  Gleichung  No.  4,  5  cntsi)ringen,  entgegen üjesetzt  gleich  sind,  wenn  also 
die  Gleichung  selbst  rein  quadratisch  ist.     Die  gesuchte  Bedingung  ist  daher 

Hieraus    folgt:      Legt     man     durch    die    Geraden    einer    Ebene    T^ 
Tangentenebenen    an    eine    Fläche    II.    O.    cp  =  0,    und    bestimmt   die 
vierten  harmonischen  Ebenen  zu  jedem  solchen  Paar  von  Tangenten 
ebenen    und    zu   T^^    so    gehen    dieselben    durch   einen   Punkt.     Dieser 
Punkt  heisst  der  Pol  der  Ebene  7',  in  Bezug  auf  die  Fläche  ^. 


A  ^ 
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Wie  aus  No.  8,  B  hervorgeht,  ist  der  Pol  einer  Ebene  T  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  II.  O.  9  die  Spitze  des  (realen  oder  imaginären)  Kegels,  welcher  die 
Fläche  längs  ihres  Schnittes  mit  der  Ebene  T  berührt 

10.  Aus  der  letzteren  Bemerkung  folgt:  Ist  P  der  Pol  einer  Ebene  jTin 
Bezug  auf  eine  Fläche  II.  O.  so  ist  auch  7"  die  Polarebene  von  P, 

Wir  geben  für  diesen  Satz  noch  einen  direkten  algebraischen  Beweis.  Hier- 
für machen  wir  zunächst  auf  einige  bei  diesem  Beweise  zu  verwendende  Identi- 
täten aufmerksam. 

Mit  tiik  mag  das  Produkt  der  Determinante,  die  aus 

A\\  ^12  -^13  ^14 

-^12  -^22  ^28  ^S4 

^18  ^33  -^34  ^84 

^14  ^^24  ^34  ^44 

durch  Unterdrückung  der  /ten  Horizontalreihe  und  der  >^ten  Verticalreihe  hervor- 
geht, mit  dem  Faktor  ( —  1)»-+-*  bezeichnet  werden.    Dann  ist  bekanntlich 

1.  Ay^i  •  ttj*  -h  A^i  •  a^A  4-  A^i  •  ttgyt  -h  A^i-  ti^k  =  A  oder  =  0, 

je  nachdem  /  =  k^  oder  /  von  k  verschieden  ist,  wenn  wir  dabei  Aik  und  Aki  als 
gleichbedeutende  Symbole  gelten  lassen.     Nun  ist 

2.  ^\kf\    -H  ^^kf%    4-  «3^/3'  -^  «4*74'  = 

4-    (-r^j^Äj^    -h    -<422a2*    "*"    '^32°'3>t    "^    -^42^4*)   '^3 

4-  (^i^ajA  4-  A^^a^k  4-  ^33a3>t  4-  -445a4*)  x^ 

4-    (^li«!*    4-   A^^OL^k    4-    ^34*3>fe    "«-    ^44«4>t)    •*^4  • 

In  Rücksicht  auf  1.  ergiebt  sich  hieraus 

3.  ^ikfi    4-  «3^/3'  4-  ^zk/i    4-  «4^/4'  =  A  .  ÄTA. 

Sind  nun  «j  j,  »gj,  «3^,  «41  die  Coordinaten  der  Polarebene  des  Punktes  jP^, 
so  haben  wir  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Polarebene  die  Proportion 

^-  J^  ^w'*  Jl~^%i  '  ^^81  •  ^  *^4i  ==  /ii    -Ai    •/ai   -Ai  • 

Das  Verhältniss  der  Polynome 

.  I^a,,    ^^     4-  a,,    ^^     4-  a,,    ^^     ^  a,^    ^^  j 

.\^«:U     ^^      ^    «82     ;^^      -^    «88     ^^      +    «84     ^J 
.   ^«41     ^--    4-    «4,      ^^       -h    «43      ^^-    +    «44     ^^  ) 

bleibt  daher  ungeändert,  wenn  wir  darin  «/.,  :  /t/.  durch /t/  ersetzen.     In  Rück- 
sicht auf  die  vier  in  3.  enthaltenen  Identitäten  erhalten  wir 

•^11    •■^21    ••^31    •■^41     =    («11     ^    ~^    «12    ~^    ■+"    «18    ~^    ~^"    «14    Jj~] 


ö. 


./„      '^^„       ?^-..„       ?^-^„       "«A 


ai 


3«4 
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Die  Gleichung  der  Fläche  /  in  Ebenencoordinaten  ist  (No.  7,  A) 

u 


^,, 

A^2 

-^12 

^22 

-^13 

^23 

^14 

-^24 

u. 

«o 

13 


23 


33 


1 


^14 


24 


34 


'h 


u. 
h 


8 
3 


^44 

"iL 
^4 


«. 


>»4 

0 


=  0. 


P^ntwickelt  man  die  Determinante  7  nach  den  Gliedern  der  letzten  Zeile,  so 
erhält  man 


? 


«21^-+«»1/-+«4  1/,J 

»3  "4^ 

-«s:.^-  +  «4  3^j 


«4/    «1 

/'4r*'^ 


r^-ha 


22 


^2 
«4  o  r" 


Da  die  Determinante  A  symmetrisch  ist,  d.  h.  da  Aik  =  Aki  ist,  so  ist  auch 
^ik  =  a>t7  und  die  Function  <p  ist  daher 


?  = 


-  *1X  ,.  2 


6. 


/'i'^ 


2/ 


2 


//j?/2 


1  3 


//1//3 


«1^3 


14 


-i-2 


2  3 


^'2^*3 


4-2-?* 


u,^u^ 


«84 


U^U^ 


U^U^ 


«2  2 


**«,« 


>^4* 


Die  aljgeleiteten  Functionen  tp,'  von  9  sind 


7. 


1   {        "1 
1    /         Ux 

^-'  =  /r,  V'* '  /t; 


//. 


^3 


// 


a 


2 


22 


//o 


//.i 


13 


'*i\\ 


a 


3-2 


a 


2 


33 


''3 
/'3 


■4i? 


//. 


^43 


Die  Gleichung  des  Poles  II  ^   der  Ebene  7\   ist 


II,  --?■.' 


// 


?21 


//. 


-^  ?31     -^'3    -^-   ? 


7^4  1 


«4  =  0; 


die  Coordinaten    ;jj,    ig,,    ;.;|,   ^41   desselben  folgen  daher  aus  der  Proportion 

H.  ;,1   :  ;2i   :  --.j,   :  $4  1    =    //i?ii'  •  /'2?2/  •  ^'3?.:l'  •  /'4?4l'- 

Setzt  man  hier  die  Wertl.e  aus  7.  ein,  und  vergleicht  dann  die  Proportion 
mit  5.,  SU  ist  ersichtlich,  dass 

Plieraus  folgt,  dass  die  Punkte  J\  und  11  ^   identisch  sind,  w.  z.  b.  w. 

11.  Aus  der  Defmition  der  Polarebenc  und  des  Poles,  sowie  aus  den 
Identitäten  No.  4,  4  und  h  folgt  sofort:  Wenn  I\.  auf  der  Polarebene  des 
Punktes  /;  liegt,  so  liegt  auch  J\  auf  der  Polarebene  des  Punktes  y^>^. 
Wenn  die  Ebene  7x  durch  den  Pol  der  Ebene  T,  geht,  so  geht  auch  T^ 
durch  den  Pol  der  Ebene  7\-. 

Ferner:  Die  Polarebenen  aller  Punkte  einer  Ebene  gehen  durch 
den  Pol  dieser  Ebene.  Die  Pole  aller  durch  einen  Punkt  gehenden 
Ebenen  liegen  auf  einer  Ebene,  der  Polarebene  des  Punktes. 

Legt   man   durch   eine  Gerade  7  zwei  Ebenen   7\  und  2\,   bestimmt  deren 


§  12.     Polarebene  und  Pol  für  Flächen  zweiter  Ordnung.  325 

Pole  /*,  und  P^^  und  bestimmt  ferner  die  Polarebcnc  T  eines  Punktes  Q  der 
Geraden  7,  so  geht  7"  durch /*j  und  durch  /^g,  weil  Q  auf  T^j  und  auf  T^g  Hegt. 
Wir  erhalten  somit:  Die  Polarebenen  aller  Punkte  einer  Geraden  7 
gehen  durch  eine  Gerade  7'  {P^P^. 

Legt  man  durch  P^^P^  zwei  Ebenen  T^'T^',  so  liegen  deren  Pole  auf  der 
Geraden  7,  da  diese  Pole  sowol  auf  T^  als  auf  T^g  Hegen  müssen.  Hieraus 
folgt,  dass  auch  die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  7'  durch 
die  Gerade  7  gehen. 

Zu  jeder  Geraden  7  giebt  es  also  eine  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
II.  O.  conjugirte  Gerade  derart,  dass  jede  der  beiden  Geraden  die 
Pole  der  Ebenen  enthält,  die  durch  die  andere  Gerade  gehen.  Die 
Geraden,  die  den  Geraden  einer  Ebene  conjugirt  sind,  gehen  durch  den  Pol  der 
Ebene;  die  Geraden,  die  den  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  conjugirt 
sind,  liegen  auf  der  Polarebene  des  Punktes. 

12.  Der  Punkt  Pq,  der  die  Strecke  PiP^  im  Verhältniss  X3  :  Xj  theilt,  hat 
die  Coordinaten 

wenn  man  voraussetzt,  dass  X^  -h  Xg  =  1  ist.     Da  man  nun  offenbar  hat 

so  hat  die  Polarebene  von  Pq  die  Gleichung 

1.  ^0  =  ^1^1   -^  ^2^2  =  0, 
wobei 

T^    ^/ll'-^l     -H/2i'-JC2    -♦-/s/'-^S    -^/ai''^^    =    ^» 

die  Gleichungen  der  Polarebenen  von  /^j   und  P2  sind. 

Die  Gleichung  1.  bestätigt,  dass  die  Polarebene  von  P^  durch  die  Schnitt- 
gerade der  Polarebenen  von  /*,  und  P^  geht,  dass  also  die  Polarebenen  der  Punkte 
der  Geraden  P^P*^  ein  Büschel  bilden;  sie  lehrt  aber  zugleich,  dass  die  Punkte 
einer  Geraden  mit  dem  Büschel  ihrer  Polarebenen  projectiv  sind. 

Durch  die  Polarebenen  der  Punkte  der  Geraden  P^P^  wird  auf  dieser  Geraden 
eine  Punktreihe  ausgeschnitten,  die  mit  der  auf  P^  P^  liegenden  Reilie  der  Pq 
projectiv  ist.  Die  Beziehung  der  Punkte  beider  Reihen  ist  wechselseitig;  denn 
wenn  II  auf  der  Polarebene  von  Pq  liegt,  so  liegt  auch  P^  auf  der  Polarebene 
von  II.  Folglich  fallen  die  Gegenpunkte  beider  Reihen  zusammen,  da  sie  dem- 
selben Punkte  der  Geraden,  nämlich  dem  unendlich  fernen,  entsprechen.  Hieraus 
folgt   weiter,   dass  die  beiden  projectiven  Punktreihen  eine   Involution  bilden. 

13.  Die  Gleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  P^  in  Bezug  auf/  =  0, 
und  die  Gleichung  des  Poles  einer  Ebene  T^  in  Bezug  auf  9  =  0  können  zufolge 
der  Identitäten  No.  4,  4  und  8  auch  geschrieben  werden 

2.  P^  =  <Pi'-  //ji    -h    ?2'-''2i    -^  Ts'  -«31    -^  ?4'-«4l    =  ^^' 
Hieraus    erhält    man    leicht    die    Gleichungen    der    Polarebenen    der 

Ecken  des  Achsentetraeders;  nämlich  für  die 

Polarebene  von  A^:     /j'  ^  ^ix^\  -^-  -^i2'^2  "*"  ^is^s  "*"^i4f*4    =  ^» 

„       „         „     A.^\     /g    ^  ^iz^x  "^  •^2  3"^2  "^  -^sa-^a  "*"  -^34^4   ^^  ^  > 

Aus  Gleichung  2.  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Pole  derEbenen  des 
Achsentetraeders;  man  erhält  für  den 


11        11  1» 

11         11  11 
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Pol  der  Ebene  A,jA.^A^:      (p/  ^  -^n^i   -H  -^la^'i»  '^  -^1  s^s  "♦^  ^14^4  =^  ^*' 

A^A^A^:      93'  ^  ^131/1    ^  //23I/,    -h  ^33«,  -H  ^,4^4  =  0, 
AyA.A.,:      ^/  ^  i^i,//i   -f-  B^^u^    -^  B^^u^  -f-  B^^u^  =  0. 

Hierdurch  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  abgeleiteten 
linearen  Functionen /,fr'  und  9/.'  gegeben. 

14.  Die  Gleichung  des  Pols  der  unendlich  fernen  Ebenfe  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  No.  13,  %  wenn  man  darin  die  Coordinaten  der  unendlich 
fernen  Ebene  u^^  =  «^^  =  ^31  =^^41   =*  ^  einsetzt.     Man  erhält 

—  (^1  1  -^  ^1  2  +  ^1  8  -I-  ^1  4)  ^^  -H  (^1 2  -+-  ^2 2  -«-  ^f  8  -^-  ^24)  «'f 
4-  (^13  ^  ^23  -+-  ^33  ^  ^34)  «3  -H  (^14  -^-  ^24  -»"  ^84  -»"^44)  »4  =0. 

Dieser  Punkt  J/  ist  auf  jeder  durch  ihn  gehenden  Sehne  den  beiden  End- 
punkten der  Sehne  und  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  harmonisch  conjugiit; 
folglich  sind  in  M  die  Mitten  aller  durch  M  gehenden  Sehnen  vereint;  M  ist 
daher  der  Mittelpunkt  der  Fläche  9  =  0.  Aus  der  Gleichung  des  Mittel- 
punkts ergiebt   sich  für  die  Coordinaten  ;,,   Sg»   ^8»   S4  desselben  die  Proportion 

?      5      5      5 

2.     'h    ''^'  '  ^  ''h    "^  ^^^^'^  ^^^  *+-^i3  -^-^14)  •  (^12 -+-^22 -»-^2  8 "+-^24) 

•  (^13  -«-^23  +-^33  -^^34)  •  (^14-^--^24^-^84•+■^44)• 

Der  Mittelpunkt  der  Fläche  (p  =  0  ist  unendlich  fern,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  Bedingung  genügen  (§11,  No.  9) 

3.    i?i,   4-2^i2-h2i?i3-f-2^,4-hi5j2-^2i?23-^2^,4-|-^83-|-2^34-hi?44=0. 

Unter  dieser  Bedingimg  wird,  wie  man  sieht,  der  Gleichung  ^  =  0  durch 
die  Coordinaten  u^  =  //^  =  «3  =  «^  =  1  genügt,  also  wird  die  Fläche  9^ 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt.  Durch  diese  Eigenschaften  sind 
die  beiden  Paraboloide  charakterisirt. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  II.  ().,  die  das  Viereck  A^A^A^A^  enthält, 
haben  wir  gefunden  (No.  2,  3) 

9  ^  2i?i3Wi//3   H-  2.924 //2«4   =  ^^• 

Soll  diese  Fläche  ein  Paraboloid  sein,  so  muss  nach  2.  die  Bedingung  gelten 

2i?j3   H-  2^24   =  ^• 

Die  Gleichung  des  das  Viereck  A^A^A^A^  enthaltenden  hyper- 
bolischen Paraboloids  ist  daher 

«i«3  —  //2«4  =  0,     oder     u^  :  u^^  =  u^:u^. 

Dieser  Gleichung  genügt  jede  Ebene,  die  A^  A^  in  demselben  Verhältnisse 
theilt  wie  A^A^.  Hieraus  folgt:  Die  Ebenen,  welche  zwei  Gerade  (A^A^ 
und  A^A^)  in  entsprechenden  Punkten  zweier  ähnlichen  Punktreihen 
treffen,  umhüllen  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  das  die  Träger  der 
beiden  Punktreihen  enthält  (§  ft,  No.  3) 

Ist  die  Summe  -^13-1-  -^04  von  Null  verschieden,  so  ist 

^l.i^^^'s  -^  ^24  ^2  ^'4    =   ^ 

die    Gleichung    eines     einschaligen    Hyj)erboloids.      Für    die    Coordinaten    des 
Centrums  M  dieses  Hyperboloids  hat  man  die  Proportion 

k  .  ia  .  ll  .  S4   _    „ 

//,    •  //2    •  //g    •  //4     ■"    ^^    •  ^*    •  ^3    •  ^*  • 

Daher  hat  man  insbesondere 

*1    *      1     ^^    '3    *       8  >         *2   •      2    ^^      4    •      4  • 
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Legt   man   eine  Ebene  durch  A^A^M  und  ist  R  der  Schnittpunkt  dieser 
Ebene  mit  der  A^  A^  gegenüberliegenden 
Tetraederkante  A^  A^ ,  sind  femer  N  und 
Q  die  Schnittpunkte  der  Geraden  A^M 
und  A^M  \mt  A^R  und  A^R,  so  ist 
El  :  >^i  =  MN:  A^  N\ 
l^:h^  =^MQ\A^Q\ 
folglich  ist  auch  MN\A^N^ MQ\A^Q. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  NQ  und 
A^A^  parallel  sind,  sowie  dass  die  Ge- 
rade RM  durch  die  Mitte  R^  der  Seite 
A^A^  des  Dreieckes  A^RA^  geht;*) 
folglich  liegt  das  Centrum  des  Hyper- 
boloids auf  der  Ebene,  welche  durch  A^A^  und  die  Mitte  der  gegenüber- 
liegenden Kante  A^A^  geht. 

Ebenso  schliessen  wir  aus  der  Gleichung  ^2  •  ^2  =  ^4  :  ^4,  dass  M  auf  der 
Ebene  liegt,  welche  die  Kante  -^1-^43  mit  der  Mitte  der  gegenüberliegenden 
Kante  A^A^  verbindet. 

Wir  gewinnen  so  den  Satz:  Die  Centren  aller  Flächen  II.  O.,  die  ein 
gegebenes  unebenes  Viereck  enthalten,  liegen  auf  der  Geraden, 
welche  die  Mitten  der  Diagonalen  dieses  Vierecks  verbindet. 

15.  Construirt  man  zu  einem  Punkte  A^  die  Polarebene  T^  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  II.  O.,  wählt  einen  Punkt  A^  auf  7\  und  construirt  die  Polar- 
ebene desselben  T^y  so  geht  T<^  durch  A^ ;  wählt  man  auf  der  Schnittgeraden 
von  T^  und  T^  einen  dritten  Punkt  A^  und  bestimmt  dessen  Polarebene  7".,  so 
geht  diese  durch  A^  und  A^.  Der  Punkt  A^^  den  7"^,  T^  und  1\  gemein 
haben,  hat  eine  Polarebene,  die  durch  ^j,  A^  und  A^  geht,  also  ist  diese  die 
Ebene  A^A^A^. 

Man  erhält  so  ein  Tetraeder  A^A^A^A^,  dessen  Seitenflächen  die  Polar- 
ebenen der  gegenüberliegenden  Ecken  sind;  ein  solches  Tetraeder  wird  als 
Polartetraeder  der  Fläche  /  bezeichnet. 

Wie  man  sieht,  giebt  es  unzählig  viele  Polartetraeder  einer  Fläche/;  einen 
Eckpunkt  (A^)  kann  man  beliebig  im  Räume  wählen;  den  zweiten  Eckpunkt  (A^) 
kann  man  beliebig  auf  der  Polarebene  von  A^  wählen;  den  dritten  Eckpunkt 
kann  man  beliebig  auf  einer  Geraden,  dem  Schnitte  der  Polarebenen  von  T^  und 
7^2,  wählen;  der  vierte  ist  durch  diese  drei  bestimmt. 

Oder  man  wählt  eine  Ebene  {T^)  beliebig  im  Räume;  die  zweite  Ebene  (T^) 
kann  man  unter  den  durch  einen  Punkt  (den  Pol  von  T^)  gehenden  Ebenen 
beliebig  wählen;  die  dritte  kann  man  unter  den  durch  eine  Gerade  (die  die  Pole 
von  7\  und  T^  verbindet)  gehenden  beliebig  wählen;  die  vierte  ist  durch  diese 
drei  bestimmt. 


•)  Den  Beweis  dafür,  dass  Af/^  die  Seite  A^  A^  halbirt,  kann  man  dem  Satze  (analyt 
Planimetrie  §  5i  No.  13)  entnehmen:  Theilt  man  die  Seiten  A^A^^  A^A^j  ^z-^i  eines 
Dreiecks  der  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  n^\n^^  ^s^^si  «ji^n  und  verbindet  die 
Theilpunkte  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken,  so  gehen  diese  drei  Geraden  durch  einen  Punkt. 
Theilt  man  also  A^K  im  Verhältnisse  m  \n^=  A^N\  NR  und  RAy^  im  Verhältnisse  RQ\  QA^ 
r=  RN :  A'A^  :=n:my  so  wird  A^A^  von  R  J^f  im  Verhältnisse  m\m  getheilt,  folglich  ist 
A,jRm  ^=  R^A^» 
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Wählt  man  ein  Polartetraeder  zum  Achsentetraeder,  so  müssen  sich 
in  den  Gleichungen  einer  Fläclie  /  =  0,  bez.  <p  =  0  die  Gleichungen  der 
Polarebenen  der  Ecken  des  Achsentetraeders 

/i'  =  0,  /,'  =  0,  /,'  =  0,  //  =  0 

auf  die  Gleichungen  der  Tetraederebenen  reduciren 

Die  Gleichungen  der  Pole  der  Tetraederebenen 

?i'  =  0,       92'  =  0,       (P3'  =  0,       94'  =  0 
müssen  sich  auf  die  Gleichungen  der  Ecken  des  Tetraeders  reduciren 

Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  das  Achsentetraeder  ein  Polartetraeder 
der  Fläche  /  =  0,  bez.  <p  =  0  ist, 

-^12    ^^    '^l'i    =    -^14    =    -^23    =    -^24    =^    -^34    =^    ^» 
bez.  ^j2    =    As    =    ^14    =    ^3    =    ^4    =    ^4    =    Ö- 

Die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  ein  Polartetraeder 
ist  daher 

in  Punktcoordinaten:        ^\\^\   "•"  ''^22^2  "^  ^as*^?  "^  ^xA^i  =  ^» 
in  Ebenencoordinaten:     B^^u'f  -i-  ^2«!  ~^"  A:;^?  "♦"  -^44^?  =  ^• 

A.  Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 

Smd  /^      ^    ^ll^lt        /i     ^   -^2 2*^2 '        7  3     ^   -^3  3*^3  »        -M     ^   '''4 4*4* 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  des  Punktes  J\   (bez.  der  Polarebene 

desselben)  ist  daher 

1.  T  ^   -^11 '^11  '  ^1    "*~  -^2  2-^21   '•^2   ~^  '^.'.^-^.W   * -^3   ~*~  -^4  4*^4  1  '  ^i    =0. 

Sind  f/j,  «2>  ''3»  ^'4  ^'®  Coordinaten  der  Tangenten  ebene,  so  hat  man  die 
Proportion 

"1     ''o     ^^^     ''1 

Hieraus  folgt 

'^  ^2  ^'3  ''4 

^irM        '^22'*2       -^3:^*3        ^AA^A 

Setzt  man  für  die  Coordinaten  jcxj  die  proportionalen  Werthe  wx-  :  Akkhk  in 
die  Gleichung  ein 

1  ^  \^  ^  __     A 

/^     -^1  l  "  1     "^  /^     -^2  1  ^'2    "^  /^     '^3  1^3    "*"  //    -^^4  1  ^4     —    ^  » 

1  ^  »1  Y 

SO  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten 
1  «  1  «  1  .  1  « 

^ll^'^?  ^22>''2  ^^Sr^'s  ^44>^4 

B.  Die  abgeleiteten  Functionen  von 

sind      ^/    =   i9n//i,         ?2'   =   A2''2'         ?:/    =   A.h''3»         ?4'   =   A4«4- 

Die  Gleicliung  des  Tau'^entialpunktes  der  Ebene  7^  (bez.  des  Poles  der- 
selben) ist 

5.        P  ^   B^^U^^  .//j     -h    i?22^'21   •''2     -^    ^3^31   -^'3     -^    A4''41   '^4    =    <^ ' 

Die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten  ergiebt  sich  zu 
1  ^         1_  1_      2         I__         _ 

Sind  daher  bezogen  auf  ein  Polartetraeder  die  Gleichungen  derselben  Fläche  ILO. 
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in  Piinktcoordinaten :  «i-^?   -H  «2-^u    "+"  ^:i^i  ~^  ^A^i  =  ^^* 

in  Ebenencoordinaten:       ßi  w?   4-  ßa  «^|  -h  P3  w|  -H  34^4    =  0, 

so  ist 

7.  Äfaiß,   =  Ä»a,ß,  =  //,2  a,  ß,   =  //«a.ß^   =   1  . 

16.  Aus  der  l^roportion  3.  in  No.  15  ergeben  sich  die  Coordinaten  des 
Centriims,  wenn  man  u/^  =  1  setzt. 

Wenn  als  Gleichung  der  Fläche  vorausgesetzt  wird 

so  erhält  man  daher  fiir  die  Coordinaten  ;j,  S^»  ^3,  ^4  des  Centrums 

t     ßi  /.  t     ßa  A  f     ßs  /,  t     P4  t 

«•1   —  '3     »  '      ^2  —    ß     2  '      ^3   —    Q  ^*3  »      ^4   —    cjj  ^4  ' 

wenn  man  ß  abkürzungsweise  ßir  ßi  4-  ß2  4-  ßs  -h  ß4  setzt. 

17.  Wenn  man  durch  Coordinatentransformation  von  derGleichung 
einer  Fläche  IL  O.  in  Bezug  auf  ein  Polartetraeder  zur  Gleichung 
derselben  Fläche  in  Bezug  auf  irgend  ein  anderes  Polartetracdcr 
übergeht,  so  bleibt  sowol  die  Summe  der  Coefficienten  in  der 
Gleichung  für  Punktcoordinaten,  als  auch  in  der  Gleichung  für 
Liniencoordinaten  ungeändert.  Sind  die  Gleichungen  im  ursprünglichen 
Systeme 

OL^xf    -h    «2-^2     ■+■    ^Z-^^    "*■    ^''4*4^    =    ^f 
ßl^l"    -^    ß2«l     ^    h^i    -H    ß4«4'    =    0, 

und  im  neuen  Systeme 

A,  S2  ^    j^  J2  ^  A,  ii  -h   ^4  £4^    =  0, 
B^w^  4-  B.^w:j  4-  B^7a^  4-  B^ia}  =  0  , 

so  gelten  die  Gleichungen 

ttj   -h  a^  4-  «3  4-  «4   =  ^,  4-  /^2  "♦"  ^3  "*"  ^4  » 
ßi  -^  ß.2  ^  ß3  -H  ß4   =  i?i  -^  B,,  -^  B,-h  B,. 
Beweis.     Da  in  unseren  Gleichungen  nur  die  Quadrate  der  Coordinaten  vor- 
kommen, so  kann  in   den   Transformationsformeln  §  11,  No.  15,  1  und.  No  17,  1 
über  die  Coefficienten  immer  so  verfugt  werden,  dass 
1.  ^j  =r  ^.^  =  ^g  =  ^^  =  4-  1      und     a^  -i-  a^  -h  fj^  -h  <3^  =  -h  l  . 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  die  Transformationsformeln 

M  ^^  ^11*^1  ~^  ^21*^3  "^  ^Sl'^'.i  "*"  ^^4  1-^4  »  »2  ^^^  ^12'^1  "*"  ^2  2*^2  "^  ^3  2*^3  *^~  '^4  2*^4» 
%3  ^^  ^13**^1    "•"  ^2  3*^2   "^   ^^3  3*^3  "'"  ^4  3-^4  '       *4  ^^  ^14'^1   "^  ^24''^2  "^  ^3  4*^3    "'"  ^4  4*^4  • 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  der  Fläche 

^i5?  4-^.,S|  -hA,Vi  -hA,i^  =  0, 
so  erhält  man  aus  der  Identität 

zunächst  folgende  vier  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  in  der  transformirten 
Gleichung  die  Coefficienten,  welclie  Produkte  von  je  zwei  Coordinaten  multipliciren, 
verschwinden 

3.  ^,  a/,i7xr,    4-  ^2^'2^>«'2   "*~  A^üi^ük^   4-  A^a,^ak^  =  0, 

wobei   man   für  /,  k  jede  Combination  zu  zweien  aus  den  vier  Ziffern   l,  2,  3,  4 
zu  nehmen  hat,  so  dass  man  sechs  Gleichungen  dieser  Art  erhält. 
Ferner  erhält  man  aus  2. 

a,  =  A^a,^  4-  ^2 ^'2    ■+■  ^3^/3    -^-  A^ai2  f 
daher  ergiebt  sich  die  Coefficientensumme 

4.  aj  4-  «2  -»-  «3  -l-  »4   =  ^Ak{a^i:  4-  a^k  4-  a^k  4-  a^u),       >6  =  1,  2,  3,  4  . 
Multiplicirt  man  nun  jeden  der  sechs  Ausdrücke  3.  mit  '2,costik  (§  11,  No.  13,  6) 
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siibtrahirt  sie  dann  von  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5.,  und  ordnet  nach  den 
neuen  Coefficienten  A^,  A^,  A^^  A^^  so  erhält  man 

a^  4-  a^  -h  «3  -h  «4  =  l.Ak{a^k  -f-  d^k  -H  a^k  -f-  a^u  —  "la^k^^k^osz^^ 

Nun  ist  aber  nach  der  Voraussetzung  (§11,  No.  14) 
^xk  -H  d^k  -H  a^k  -H  a^k  —  ^a^kCi^kCOSE^^  —  .  .  —  ^aika^kCasz^^  =   l  ; 
folglich  erliält  man  aus  5.  die  erste  der  beiden  behaupteten  Gleichungen 

^1  "•"  ^i  -+-  «3  -^-  «4  ^=  A^  -h  A^  -h  A^  -^  A^  . 
Um  die  Richtigkeit  der  zweiten  nachzuweisen,  fiihre  man  in 

6.  B^w^  -h  B^w,^  -h  B^7ü^  4-  B^ti''}  =  0 

die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Systems  «j,  u^^  2/3,  u^  mit  Hülfe  der  Formeln 
§11,  No.  17  ein;  unter  der  Voraussetzung  1.  ist 

«'1  =«11^1  -+-a2i^'-2  -^«ai^'ä  -^-«41^4'    ^^2  =«12^1  -^-a22^a  -^«33*^3  -»-«4««'4» 

«'s  =«13^'l   -+-«23^2  -+-a.i3«3  -+-«4  3^'4»     ^^'4  =«14^1   -^  «2  4^2  "+-  a8  4«'s  -^-«44»4- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  6.   ein,   so   erhält  man  aus  der 
Identität 

7.  B,w^  -h  B^w^  -h  B^w$  4-  B^w^  ^  ^,i4}  -h  ?.,«2«  4-  ß,«?  4-  ^^u^ 
zunächst  die  sechs  Gleichungen 

8.  B^^a^^aki  -f-  B^a/^oik^  -H  B^a/^ak^  4-  B^a/^ak^  =  0, 

wo  man  wieder  für  /,  J^  die  sechs  Paare  aus  den  vier  Ziftem  1,  2,  3,  4  zu  setzen 
hat.     Aus  7.  folgt  weiter 

?/  =  B^a,^  -h  B^r,^  4-  B^^ii  4-  B^aii  , 
daher  erhält  man 

?i  -^  ?2  -^-  p3  +  ?4   =  ^^k{oL^k  -+-  a.|x.  4-  ajx.  4-  ol^a)  ,       k  =   h  %  3,  4 . 
Addirt  man  in  dieser  Gleichung  zu  der  rechten  Seite  die  sechs  Grössen  8., 
jede  mit  2  multiplicirt,  so  erhält  man 

ßi  -^-  ^2  -+■  ßs  -^-  h   =  ^Bkdi^k  4-  a.Jx.  4-  a.fx-  -h  a^^  4-  'l'x^kHk  -4-  2ai*a3* 

4-  2aixa4/t  H-  2a.^xa3/(-  -f-  2a2*a4>i-  -^-  2a3^a4^) 
=  lBk{oL^k  -4-  a^^t-  4-  «ax-  -f-  a4Xr)''^  =  ^^k<Jk^  • 
Da  nach   der  Voraussetzung  j^  =  1 ,   so  ergiebt  sich  hieraus  die  zweite  der 
behaupteten  Gleichungen 

?i  -^  p2  +  ?3  ^  ß4   =  B,-hB^-hB^-hB^. 
18.    Um  zu  zeigen,  wie  man  die  Flächen  II.  O.  nach  den  Coefficienten  ihrer 
Gleichungen  in  Bezug  auf  ein   Polartetracder  unterscheiden  kann,   schalten  wir 
einen  allgemeinen  Satz  über  die  Transformation  quadratischer  Functionen  ein. 

Wenn  die  quadratische  Function 
1.  «ij?  -h  a^y^  4-  a^yi  -h  .  .  4-  aryr^ 

durch  die  homogenen  linearen  Substitutionen 

Q  >'2    =    ^12^1    "*~  ^2  2^2  "^  •••   "^  ^r^Zr  f 


in  die  Function  übergeht 

3.  b^z\   4-   hc^zl    4-   /^H^.?    4-   ...   4-  <^r^^r, 

so   ist  die  Anzahl  der  positiven  Coefficienten  unter  den  a  gleich  der 
Anzahl  der  positiven  Coefficienten  unter  den  b. 
Beweis.     Aus  der  Identität 


L-..«] 
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Igt 

a^yf  -I-  ö^j8   -h  .  .   H-  üryr^  —  b^z^  —  ^2 s/   —  ...  —  ^r«r^  ^  0. 

Denken  wit  uns  die  Functionen 

a^y^  -h  «2^2^   -h  .  .  .     und     ^,:8rj^   -4-  ^2'^«*  -h  .  .  .  . 
)  geordnet,  dass  erst  alle  Glieder  mit  positiven   Coefficienten  kommen,  dann 
e  mit  negativen;  es  seien  a^^  a^  -  -  -  ci,„  positiv,  a„t^^   ,  ,  .  ar  negativ;  sowie 
,  b^  .  ,  ,  bn  positiv,  ^„-t-i   .  .  .  br  negativ.     Nimmt  man  nun  zunäclist  an,   es 
i  Ä  <:  /«,  so  wäre  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in  dem  Polynom  4. 

r  —  m  4-  «=  r  —  (n  —  w) , 
50  kleiner  als  r.    Setzt  man  alle  y^  welche  negative  Coefficienten  haben,  gleich 
iill,  also 

ym-\r\     =  yf'f  +  2    =    •    •     •    =  J^'r    =    v)  , 

•  kann  man  noch  ausserdem  über  die  z  so  verftigen,  dass  man  alle  in  der 
mction  b^  z^  -{-  b^z^  -^  , , .  mit  positiven  Coefficienten  versehenen  z  annuUirt,  also 

Z «     ^— -    Z  o     ^—    Z  Q         ■    ...    -^    Zfi     — -—    v» 

inimmt.  Denn  die  letzten  r  —  m  der  Formeln  2.  gehen  dann  in  r  —  m  homo- 
ne  lineare  Gleichungen  der  r  —  n  Grössen  Zh-\-2i  ^«-4-1  •  .  •  «r  über,  enthalten 
50  mehr  unbestimmte  Grossen,  als  die  Anzahl  der  Gleichungen  beträgt,  und 
id  daher  auf  mehr  als  eine  Weise  durch  von  Null  verschiedene  Werthe  der 
ibestimmten  erfiillbar.     . 

Durch  die  Substitutionen  /).  und  6.  verschwinden  in  4.  alle  negativen  Glieder; 
.  nun  eine  Summe  von  positiven  Grössen  nicht  verschwinden  kann,  so  folgt, 
ISS  die  Annahme  falsch  ist;  also  ist  n  nicht  kleiner  als  m. 

Nimmt  man  an,  n  sei  grösser  als  m^  so  kann  man,  ohne  auf  widersprechende 
^Stimmungen  zu  stossen,  alle  y  gleich  Null  setzen,  welche  in  der  Function  1. 
jsitive  Coefficienten  haben,  und  alle  0,  welche  in  3.  negative  Coefficienten 
ben.  Dann  fallen  in  4.  alle  positiven  Grössen  hinweg,  im  Widerspniche  damit, 
^s  die  algebraische  Summe  aller  in  4.  stehenden  Glieder  identisch  verschwindet. 

Es  ist  nicht  überflüssig,  hervorzuheben,  dass  diese  Schlussweise  in  dem  Falle 
=  n  ihre  Anwendbarkeit  verliert;  denn  setzt  man  alle  >,  deren  Coefficienten 
gativ,  und  alle  z,  deren  Coefficienten  positiv  sind  gleich  Null,  so  erhält  man 
s  den  letzten  r  —  m  Formeln  der  Gruppe  2.  ebensoviele  homogene  lineare 
leichungen  für  die  Grössen  z„^^  .  • .  ^r,  die  gerade  so  viel  Unbestimmte  ent- 
,lten,  als  die  Anzahl  der  Gleichungen  beträgt,  und  daher  im  Allgemeinen  nur 
irch  verschwindende  Werthe  der  Grössen  z,„^^  ,  .  .  Zr  erfiillt  werden  können, 
is  z,^^^  =  z^^2  =  .  .  a^r  =  0  folgt  dann  auf  Grund  der  Gleichungen  2., 
SS  auch  die  übrigen  y  verschwinden,  so  dass  nun  die  Identität  4.  erfiillbar  ist, 
.  alle  Glieder  derselben  verschwinden. 

19.    Wenn  in  der  Gleichung 

<p   =    P,«i2     -^    ß2«2'    -^-    ?3«l'    +    h^^    =    0 

in  Coefficient  Null  oder  unendlich  gross  ist  und  auch  die  Summe  der  Coeffi- 
inten  nicht  verschwindet,  so  ist  die  Fläche  keine  Grenzfläche,  kein  Kegel 
id  kein  Paraboloid;  man  kann  dann  die  Gleichung  durch  die  Summe  aller 
)efficienten  dividiren.     Man  kann  daher  im  Falle 

?1    ^-    ß2    -+-    ?3    -H    ß4    ^   0 

ine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass 

ßi   +  ß2  ^  ßa  -H  ?4  =  1  • 
Geht  man  nun  durch  die  Transformationsformeln  zu  irgend  einem  andern 
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Polartetraeder  über,  so  ist  auch  in  der  neuen  Gleichunp:  {No.  17)  die  Summe 
der  Coefficienten  der  positiven  Kinlieit  «jjlcich;  ferner  enthält  auf  Grund  des 
soeben  bewiesenen  Satzes  die  neue  Gleichung  ebensoviel  positive  Coefücienten, 
als  die  ursprüngliche. 

Die  Flächen  ordnen  sicli  daher  in  drei. Arten,  je  nachdem  A.  ein  positiver 
Coefficient  und  drei  negative,  oder  B.  drei  positive  Coefficienten  und  ein  nega- 
tiver,  oder  C.  zwei  positive  und  zwei  negative  vorhanden  sind. 

A.    Sind  unter  den  Coefficienten  drei  negative,  so  kann  man  die  Gleichung 

schreiben 

9  ^  /^j2//j2    -  blu^  —  b^u.}  -     bl^u^  =  0. 

Die  Coordinaten  5>t  des  Centrums  sind 

das  Centrum  liegt  daher  in  jedem  Polartetraeder  in  einer  Gegenecke 
einer  Tetraederecke. 

Die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten  ist 

/  =  t -r 2 _  V 2   __  l x^  —  - ^3=0 

•^  ""  ^f//pi  b^/il    '^         bpi^,     "^         bpi'i^^         ^' 

Setzt  man  hier  die  Coordinaten  des  Centrums  ein,  so  erhält  man 

/(?„  ?».  ?3.  5J  ^  ^'  -  h^  -  ^i'  -  V  =  1. 
nach  der  über  die  Coefficienten   von  ^  gemachten  Voraussetzung.     Da  mm  fiir 

die  Coordinaten  A^,  A^t  A,,  A^  des  Coordinatentetrq^eders  die  Function  /  die 
Werthe  erhält 

1  :^2,      -  1  :^|,      -  1  :^|,      -  1  :  ^^ 
so  folgt,  dass  das  Centrum  M  und  die  Fxke  A^   auf  derselben  Seite  der  Fläche 
liegen,  während  ^g,  A^  und  A^  mit  AI  nicht  auf  derselben  Seite  liegen. 

Verl)indet  man  das  Centrum  mit  einem  Punkte  /^g  ^^^^  Ebene  A^A^A^,  so 
bestimmt  sich  das  Verbältniss,  in  welcliem  die  Strecke  MP^  ^^^  ^^^  Fläche 
getheilt  wird,  aus  der  Gleichung  No.  4,   1,  wenn  man  darin 

/  =    —         vt?    —     -     v2     _  <r2 L..    v2   — :    0 

für  jr^/  die  Coordinaten  J^c-  des  Centrums,  sowie  .Vj  g  =  0  setzt,  weil  P^  auf 
A^A-^A^  liegt.     Demnach  hat  man 

/\  ^y  (^p  ^2»  '3»  ^4)  ^^  ^» 

/*!  /•»  V»  /•       t  **  5?  "^  ^  *i  "^  A  9 

y  1  1     ''^'12    ~^  /2I     '  -^^2  2    ■+"/3  1     *'^'3  2     ~^  /m     •'^'12^    ~/^~      ~*~     /^         ■+"     ^    =    1- 


Daher  wird  die  Gleichung  für  X,  :  Xj, 


3 


*i  '» 


Af   -f-  2X1X0   —  >w^  |^^2/;2  '•^'h    -^  i,'2-/il  '^'li   -+-  y^ß^i  '  ^hj  —  ^^' 
Hieraus  folgt 


1 


h    —    h    y   l   -^  /;2/A>    '^h     -^    ^'2/,  2    •^'12    -^    ^  y/,  2    -'^^2  » 

£       £  An  4      4 


also  wird  der  (Jleichung  unabliängig  von  der  Wahl  des  Punktes  /**,  durch  zwei 
reale  Verhältnisse  Xj  :  l^  ?^^^it^^  }^^^^  durch  das  Centrum  und  durch  einen  Punkt 
der  Ebene  A.JA.^yl^  .^.^elegte  Gerade,  d.  i.  jede  Gerade  durch  das  Centrum 
schneidet  die  Fläche  in  realen  Punkten.  Hieran  wird  die  Fläche  als 
Ellipsoid  erkannt. 

15.    Sind  drei  Coefficienten  positiv  und  einer  negativ,  so  kann  man  setzen 

9    ^    /;i2,^^2     4_    /,2,,2     _^    /;.^2^^^2    _    ^^2;^^2    ==    0. 

Die  Coordinaten  des  Centrums  sind 

«1    =    ^l^h  >         «2    =    ^2'^'2  '         ^8    =    ^3^^^  »         ?4    =    —    ^4^4  ' 

f 
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Das  Centrum  liegt  daher  in  einem  an  einer  Tetraederfläche 
ttssen  anliegenden  Räume. 

Die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten  ist 

Für  die  Coordinaten  des  Centrums  nimmt  /  den  Werth  an 

/(£..  5,.  e„  SJ  =  6?  +  />.|  +  i>^  -  b^  =  \- 

ir  die  Coordinaten  der  Punkte  A^^  A^j  A^,  A^  erhält /die  Werthe 

l  :  b^  ,       l  :  b^  ,       l  :  b^  ,      —  1  :  bf  . 
Daher  liegen  drei  Ecken  jedes  Polartetraeders  A^,  A^,  A.^  mit  dem  Centrum 
uf  derselben   Seite  der  Fläche,  die   vierte  A^    wird  von   A/  durch   die   Fläche 
etrennt. 

Für  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Strecke,  die  das  Centrum  mit  einem 
tmkre  /^  der  Ebene  A^A^A.^  verbindet,  von/  geschnitten  wird,  ergiebt  sich 
Jtzt  die  Gleichung 


1     I v2     — - — ^2     — —-x^    I   —   0 

2  \b'2/lf  -^»2  ^2/^2  -^22  ^Q/^2  «^32^    -    ^N 


>  -2     _!_    s)  >     > 

US  welcher  folgt 

Xj     -h    Xj    =    A2    1/    I  /  2 /  2    -^l«    "*"    ÄTZT  "^2  2     "^    Ä'2~Ä2^'i2  • 

^1  ^M  '2 ''2  ^3^*3 

Der  Radicand  wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  x^^»  «^22»  -^'32  negativ 
inendlich.  Wir  sehen  daher:  Die  Ebene,  die  durch  das  Centrum  parallel  der 
Ebene  eines  Polartetraeders  gelegt  wird,  deren  Ecken  mit  dem  Centrum  auf  der- 
riben  Seite  der  Fläche  liegen,  hat  mit  der  Fläche  keinen  realen  Punkt  gemein. 
Es  oiebt  daher  Ebenen  durch  das  Centrum,  die  die  Fläche  nicht  schneiden, 
^lich  ist  die  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 
1  Setzt  man  in  den  Gleichungen  des  Ellipsoids  und  des  zweischaligen  Hy|)er- 
boloids 

*,'ii* -  b,/x^^  —  b^^x.^  —  b^Kv^^  =  0,     bez.    b^^x^'^  -^  b.^x{  -h  b.^x.}  —  b^x^  =  0 
fc  Reihe  nach  x^  =  0  und  x^  =  0,  so  erhält  man 

—  b^^xl  —  bix^  —  blx^  =  0,     bez.     b^x?  -h  b'^x^  -h  b^^x!^  =  0  . 

Beiden  Gleichungen    kann    durch    reale   Punkte    nicht   genügt    werden.     In 

em    Polartetraeder     eines     Ellipsoids     und     eines     zweischaligen 

yperboloids    giebt  es  daher   eine  Ebene,    welche   die  P'läche   nicht 

hneidet.     Hierdurch  wird   bestätigt,    dass  auf  dem   EUipsoide    und  auf  dem 

.schaligen  Hyperboloide  keine  Geraden  liegen;  denn  von  einer  Geraden  wird 

Eljene  in  einem  realen  Punkte  getroffen. 

C.   Sii.d  zwei  Coefficienten  der  Function  <p  positiv,  und  zwei  negativ,  so  kann 
setzen 

Die  Coordinaten  des  Centrums  sind  jetzt 

Die  Gleichung  in  Punktencoordinaten  ist 

Für  die    Coordinaten    des    Centrums    und    der    Ecken    des    Polartetraeders 
t  die  Function  /die  Werthe  an 

1.    1  :  ^?  ,      1  :  ^1  ^      —  l  :b^  ,       -  i  :  b'i  . 


je. 
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Daher  liegen  zwei  Ecken  A^,  A^  jedes  Polartetraeders  mit  dem  Cer 
auf  derselben   Seite  der  Fläche,    die   beiden  andern  A^,  A^   werden   durcl 
Fläche  vom  Centrum  getrennt.     Das  Centrum  liegt,  da  zwei  Coordinaten  pc 
die    andern    beiden    negativ  sind,    in  einem  an   einer  Kante  anliegenden 
eckigen  Räume.     Giebt  man  /  die  Form 

und  setzt 

1  1  _1_  _J_ 

b,h^  ""^   "*"  b^h,  ^3  ^  ^1    ,         ^^^^  ^2   +  ^^^^  *i  =  ^1 

so  wird  der  Gleichung  der  Fläche  durch  die  Punkte  genügt,  für*  welche  bei 
kürlicher  Wahl  des  Verhältnisses  f^i  :  fx^  die  beiden  Gleichungen  gelten 

welche  also  den  beiden  Ebenen  gemeinsam  sind 

Diese  Ebenen  sind  entsprechende  Ebenen  zweier  projectiven  Ebenbüs 
in  denen  T^  und  T,^  den  Ebenen  T'/  und  7 3'  entsprechen. 

Dies  charakterisirt  die  Fläche  als  einschaliges  Hyperboloid. 
20.     Ist  in  der  Gleichung 

?  =  ßi«?  +  ßa«!  +  ß3«?  -h  h^l  =  0 
kein  Coefficient  Null  oder  unendlich  und  die  Summe  der  Coefficienten 

ßl     -+-    ß2    +    ß3    +    ß4    =    0, 

SO  sind  die  Coordinaten  des  Centrums  unendlich  gross,  und  die  Fl 
ein  Paraboloid  (No.  14).  Alsdann  haben  entweder  drei,  oder  zwei  Coeffici< 
gleiche  Zeichen. 

A.  Haben  drei  Coefficienten  dasselbe  Zeichen,  so  kann  man  die  Gleic 
schreiben 

Daher  ist  die  Gleichung  in  Punktcoordinaten 

Setzt  man  in  beiden  Gleichungen  der  Reihe  nach  u^  =  0,  0:4  =  0,  s 
giebt  sich 

^%?  +  *|«,«  +  ^M  =  0,       bez.      ^xf  ■+  jj^x^  +  ^*'  ^ 

Beiden   Gleichungen    kann   durch    reale  Werthe    des  Coordinaten   nich 
nügt  werden.     Wir  sehen  daher:     In  jedem   Polartetraeder  giebt   es 
Ecke,   durch   welche  sich   keine  realen  Tangentenebenen  der  FH 
legen    lassen,     und    die    dieser    Ecke    gegenüberliegende    Seite 
Tetraeders  hat  mit  der  Fläche  keine  realen  Punkte  gemein. 

Hierdurch  ist  das  elliptische  Paraboloid  charakterisirt;  denn  eine  g< 
linige  Fläche  wird  von  jeder  Ebene  in  realen  Punkten  getroffen,  und  se 
durch  jeden  Punkt  des  Raumes  reale  Tangentenebenen. 

Für  die  Coordinaten  der  Ecken  des  Achsentetraeders  nimmt  die  Functi 

die  Werthe  an 

1:^2,      1  :  ^1 ,      1  :  ^?  ,      —  1  :  /^^  . 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Ecken  A^,  A^^  A,  durch  die  Fläche/  von  A^  ge- 
trennt sind.  Die  durch  A^  gehenden  Kanten  und  Flächen  des  Tetraeders 
schneiden  also  die  Fläche  in  realen  Punkten,  die  andern  nicht. 

B.  Haben  nur  zwei  Coefficienten  dasselbe  Zeichen,  so  kann  man  die 
Gleichung  schreiben 

Die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  ist  daher 

•^  ^  W^  ^^  "*"  ^Pl  ^^  """  ^Pl  ^^  ""  ^PJ  ^^^  ^  ^' 
Man  überzeugt  sich  wie  bei  der  Gleichung  des  einschaligen  Hyperboloids 

No.  19,  C.  dass  diese  Fläche  geradlinig  ist;  wir  haben  daher  das  hyperbolische 

Paraboloid  vor  uns. 

Für  die  Coordinaten  der  Tetraederecken  erhält  /  die  Werthe 

1  :  <^ « ,      1  :  ^1 ,      —  1  :  ^1 ,      —  1  :  ^ » . 

Daher  werden  A^  und  A^,  sowie  A^  und  A^  durch  die  Fläche  nicht  ge- 
trennt, während  die  Tetraederkanten  A^A.^,  A^A^y  -^2^3»  ^2-^4  ^^^  der  Fläche 
geschnitten  werden,  und  zwar,  wie  aus  den  Polareigenschaften  folgt,  so,  dass 
innerhalb  jeder  Strecke  nur  ein  Schnittpunkt  liegt,  —  eine  Bemerkung,  die  in 
Bezug  auf  jede  Fläche  II.  O.  von  jeder  Kante  eines  Polartetraeders  gilt,  die  die 
Fläx:he  in  realen  Punkten  trifft. 

21.  Wir  schliessen  hieran  die  Frage  nach  den  Punkten  im  Räume, 
welche  in  Bezug  auf  zwei  Flächen  II.  O.  dieselbe  Polarebene  haben. 

Wir  beziehen  beide  Flächen  auf  ein  Polartetraeder  einer  der  Flächen;  die 
Gleichungen  in  Punktcoordinaten  seien 

F  =  b^x^  -h  b^x^  -+-  b^xl  -f-  b^xl  =  0, 

/^  a^^xf  -h  2öi2'^i'^2   -+-..•  -H  ^44-^1  =  0. 
Die  Polarebenen  eines  Punktes  Pq  bezüglich  beider  Flächen  sind 
T  ^  ^iX^Q  •  x^  -+-  b^x^o  •  x^  -f-  b.^x^Q  '  x^  -+■  b^x^Q  -  x^  =0, 

^  =/io'  -^1   -+-/20'  -^2  +/80'  -^8  +/40'  -^4  =  0- 
Sollen  T  und  T'  geometrisch  gleichbedeutend  sein,  so  muss  die  Function  T 

durch  Multiplication  mit  einer  Zahl  X  identisch  mit  T'  werden.     Man  hat  daher 

die  Gleichungen 

^11*^10  "*"  ^12^20  "^    ^13*^80    "^    ^14*^40  ^^  ^^1-^10  > 

^12*^10  "^  ^22"*20  "^    ^^23^80    "^    ^24*^40  ^^  ^^2^20» 

^18^10  "^  ^23*^20  "^    ^SS-^SO    ~^~    ^34*^40  "^^  ^*3^30» 

^14'^10  "^  ^24*^20  ~*~    ^84'^80    "^    ^44*^40  ^^  ^^4*^40  * 

Reducirt  man  diese  auf  Null,  so  erhält  man 

(^11  —  ^^iJ-^lO    ~^"    ^12*^20    "^    ^13'^80  ~^'    ^14'^40  ^^    ^» 

flJj2'^10    "•"(^22  —  ^^2)  "^2  0    "+"    ^23-^30  "•"    ^24*^40  =="    ^' 

^13^10    "*"    ^23*^20    "^    (^33          ^^3)*^30  "^"    ^84*^40  ^^    ^» 

^14'^10    "^    ^24*^20    "*"    ^34^30   "*"    (^44  ^•^4)'^40  "^    ^' 

Der  Verein  dieser  vier  homogenen  linearen  Gleichungen  wird  durch  das 
Verschwinden  der  Determinante  bedingt 

^11  —  ^^1  ^12  ^13  ^14 

^12  ^22  ^^2  ^23  ^24 


3.  C^ 


^13  ^28  ^33  ^^8  ^34 


=    0. 


^14  ^24  ^^84  a^i  —  ^^i 

Dies  ist  eine  Gleichung  vierten   Grades  für  X.     Hat  man   sie  aufgelöst,   so 
setzt  man  die  Wurzeln  der  Reihe  in  das  System  2.  ein  und  erhält  somit  aus  den 
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vier  Wurzeln  der  Gleichung  3.  vier  verschiedene  Systeme  zur  Bestimmung  der 
Coordinaten  x^q.  Bezeichnet  man  mit  a/^  den  Coefficienten  des  >t-Elements  der 
f-ten  Zeile  von  C]  so  hat  man 

WO  nun  die  a/^  für  die  vier  Wurzeln  X  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  an- 
nehmen Es  giebt  somit  vier  Punkte  im  Räume,  die  für  zwei  Flächen 
II.  O.  dieselbe  Polarebene  haben. 

Ist  rij  ein  Punkt,  der  für  F  und/  dieselbe  Polarebene  T^  hat,  und  hat  11  j 
für  F  und/  dieselbe  Polarebene  Zg,  so  liegen  FIj  auf  T^  und  Oj  auf  T^. 
Denn  angenommen,  ll^  läge  nicht  auf  7\,  mithin  auch  II j  nicht  auf  T^,  so  be- 
trachte man  auf  der  Geraden  Hj  Hg  die  beiden  Involutionen  (No.  12),  deren 
Paare  durch  die  Punkte  dieser  Geraden  und  durch  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  den  Polarebenen  der  Punkte  in  Bezug  auf  /''  bez.  /  gebildet  werden.  Diese 
beiden  Involutionen  haben  zwei  gemeinsame  Paare,  nämlich  die,  zu  welchen 
Ilj  und  II 2  gehören.  Wenn  aber  zwei  Involutionen  zwei  gemeinsame  Paare 
haben,  so  sind  sie  identisch.  Folglich  treffen  die  Polarebenen  jedes  Punktes  II 
der  Geraden  U^U^  in  Bezug  auf  /''  und/  diese  (jcrade  in  demselben  Punkte; 
da  sie  nun  ausserdem  beide  durch  den  Schnitt  von  T^  und  T^  gehen,  so  sind 
sie  identisch.  Es  fallen  also  für  alle  Punkte  der  Geraden  n^Hg  die  Polarebenen 
bezüglich  I*'  und  /  zusammen.  Dies  widerspricht  der  Thatsache,  dass  die 
Gleichung  C  =  0  im  Allgemeinen  nicht  durch  unendlich  viele  Wurzeln  X  erfüllt 
wird,  sowie  dass  im  Allgemeinen  nicht  für  eine  Wurzel  X  der  Gleichung  C  =  0 
die  vier  Gleichungen  des  Systems  2.  sich  auf  zwei  Gleichungen  reduciren,  in 
welchem  Falle  allerdings  alle  Punkte  auf  dem  Schnitte  der  durch  die  beiden 
übrig  bleibenden  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  zusammenfallende  Polar- 
ebenen haben  würden.*) 

Hieraus  folgt,  dass  im  allgemeinen  Falle,  wenn  nicht  mehr  als  vier  Punkte 
vorhanden  sind,  deren  Polarebenen  für  /  und  /'  zusannnenfallen,  die  Polarebene 
jedes  der  vier  Punkte  Pq  durch  die  drei  andern  gelit. 

Zwei  Flächen  IL  O.  haben  also  ein  gemeinsames  Polartetraeder. 
Hat  die  Gleichung  C  =  0  vier  reale  \V\irzeln,  so  sind  alle  Ecken  dieses  Tetrae- 
ders real.  Hat  C  =  0  ein  Paar  conjugirt  comj)lexe  \Vurzeln,  so  sind  zwei 
Ecken  des  Tetraeders  und  die  ihnen  gegenüberliegenden  Ebenen  real ;  die  Ge- 
rade der  beiden  realen  Ecken  und  die  Schnittlinie  ihrer  Polarebenen  bilden  zwei 
Gegenkanten  des  Polartetraeders  und  sind  für  beide  Fläclien  /  und  /^  conjugirte 

*)  \'on  der  Richtigkeit  dieser  Bemerkungen  überzeugt  man  sicli,  indem  man  die  Gleichungen 
zweier  Flächen  bildet,  die  ein  gemeinsames  Polartetraeder  haben.  Die  Gleichungen  in  Betug 
auf  dieses  Tetraeder  seien 

Die  Gleichung  C  =^  0  wird  jetzt  (a^  — X/',)  (a.^  — X/'j)  (a^  -  }Jf^)  (<7^  — X^/^)  =-  0, 
und  ergiebt  für  X  (He  vier  Auflosungen     r/,  :  A^  ,       ti.,  :  />.j  ,       a.^  :  /y,,  ,       </^  :  ^J^. 

Aus  den  Gleichungen  2.  ergeben  sicli,  wenn  die  Verhältnisse  der  </  von  den  Verlijiltnisscn 
der  entsprechenden  //  verschieden  sin<l,  die  Kcken  des  Aclisentetraeders  als  Lösungen  der  Aufgabe. 

Nur  dann,  wenn  zwei  Coefficienten  in  /"  dasselbe  Verhiiltniss  liajjen,  wie  die  entsprechenden 
in  /'',  tritt  eine  Abweichung  ein.  Ist  r.  B.  (7^  :  a.,  r^  ^,  :  //., ,  und  sind  $,,  fj,  die  Coordinaten 
eines  auf  'i^-t^  liegenden  Punktes  /*,  so  sind  die  Polarel>enen  von  P 

^,5,  •  x^    -h  ^'.j$a  •  v^   =r^  0,       '''i^,   •  -v,    -h  ^^2?2  •  -^j    =  0, 
und  diese  sind  identisch,  da     /',  :  l>.,   —  ^7,  :  a.y 

Ist  //,  :  a.^  :  //g  ^-  //,  :  /f.,  :  Z^,  ,  so  haben  alle  auf  A^.L^A.^  liegenden  Punkte  dieselbe 
P«  ilarebene  für  /  und  F. 
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Gerade.  Hat  C=0  keine  reale  Wurzel,  so  sind  die  gleichbezifferten  Coordi- 
naten  je  zweier  Punkte,  welche  einem  Paare  conjugirt  complexer  Wurzeln  von  fx 
zugehören,  conjugirt  complex;  daher  werden  auch  die  Gleichungen  der  Polar- 
ebenen zweier  solchen  conjugirt  complexen  Punkte  conjugirt  complex. 

Aehnlich,  wie  die  Bemerkungen  über  conjugirt  complexe  Punkte  und  Geraden 
in  der  Ebene,  leitet  man  die  Sätze  ab:  Zwei  conjugirt  complexe  Punkte 
genügen  den  Gleichungen  einer  durch  sie  bestimmten  realen  Geraden. 
Zwei  conjugirt  complexe  Ebenen  haben  eine  reale  Schnittgerade. 

Daher  schliessen  wir:  Zwei  Flächen  II.  O.  haben  in  jedem  Falle  ein 
Paar  reale  conjugirte  Gerade  gemein. 

Diese  Untersuchung  kann  auch  mit  Hülfe  der  Gleichungen  in  Ebenen- 
coordinaten  durchgeführt  werden. 

Sind  ä^  u^  -f-  d^  u^  -h  d.^  u^  H-  d^  u^  =  0 

und  ^11^1^  -f-  2f|2»i«2  "•"•••  "^  ^44^4^  =  Ö 

die  Gleichungen  von  F  und  /  in  Ebenencoordinaten,  so  erhält  man  die  Coordi- 

naten  der  Ebenen,  deren  Pole  tiir  /  und  F  zusammenfallen,  aus  drei  Gleichungen 

des  Systems 

5  ^12«l   -t-  (^2 2  —  ^^2)^2   -^^28«:i   H-^24«4   =    0, 

^1»«1   -+-  ^23  «2   -^-  (^88  — ^^3)  «8   -H  ^84«4   =    0, 
^14«1   -+-^24«2   +^84  «8  "*-  (^4  4  —  ^^4)  «4   =    0, 

wobei  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist 


6.  r  ^ 


r,i        \d^  ^12  ^13  ^14 

^12  ^22 — ^^2  ^28  ^24 


=    0. 


^13  ^2  3  ^3  3        ^^8  ^84 

^14  ^24  ^34  ^44        ^^4 

Die  Gleichungen  C=  0  und  F  =  0  haben  daher  immer  die  gleiche 
Anzahl  reale  Wurzeln. 

22.  Die  soeben  mitgetheilte  Untersuchung  hängt  aufs  Engste  zusammen  mit 
der  Frage  nach  den  Kegeln  II.  O.,  die  durch  die  Schnittcurve  zweier 
Flächen  IL  O.  gehen,  sowie  mit  der  Frage  nach  den  Grenzflächen  IL  KL, 
die  den  gemeinsamen  Tangentenebenen  zweier  Flächen  IL  KL  einge- 
schrieben sind;  oder  allgemeiner:  mit  der  Frage  nach  den  Kegeln  IL  O.,  die 
zu  einem  Flächenbüschel  IL  O.  gehören,  bez.  nach  den  Grenzflächen,  die  zu 
einer  Schaar  von  Flächen  IL  Kl.  gehören. 

Sind  /  und  F  zwei  quadratische  Functionen  in  Punktcoordinaten 

/  ^  «11^1^  +  2öi2^i^2  -h  .  .  -f-  a^i^Af 

so  versteht  man  unter  einem  Flächenbüschel  II.  O.  die  Gesammtheit  aller 
Flächen,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  enthalten  sind 
2.  <p  ^  Xi/H-  X^F=  0. 

Alle  Punkte,  fiir  welche  /=0  und  zugleich  F=:0,  genügen  auch  der 
Gleichung  <p  =  0.  Jede  Fläche  des  Büschels  enthält  also  alle  den  Flächen /=  0 
und  F  r=  0  gemeinsamen  (realen  oder  imaginären)  Punkte. 

Umgekehrt:  Alle  Flächen  IL  O.,  die  durch  eine  gegebene  Raumcurve  IV.  O. 
1.  Sp.  gehen,  bilden  ein  Büschel.  Denn  es  ist  in  §  9,  No.  3  nachgewiesen 
worden,  dass  die  Gleichung  jeder  dieser  Flächen  die  Form  2.  hat,  wobei  /  =  0 
und  F=  0  die  Gleichungen  zweier  bestimmten,  die  Raumcurve  enthaltenden 
Flächen  II.  O.  sind.     Femer  folgt  aus  §  9,  No.  2:    Durch  acht  Punkte,  die  nicht 
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ein  Schnittpimktsystem  dreier  Flächen  II.  O.  bilden,  ist  ein  Büschel  von  Flachen 
U.  O.  bestimmt. 

•  Sind  /  =  0  und  /^  =  0  quadratische  Functionen  in  Ebenencoordinaten 


3. 


^ii«i' 


2^12  «1«2 


-h  c 


44  »i 


so  versteht  man  unter  einer  .Sc haar  von  Flächen  II.  Kl.  die  Gesammtheit 
aller  der  Flächen,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  enthalten  sind 
4.  9  =  \f  -h  \^F  =  0. 

Jede  Fläche  der  Schaar  wird  von  allen  gemeinsamen  (realen  oder  imaginären) 
Tangentenebenen  der  Flächen  /  =  0  und  /?*  =  0  berührt  Alle  Flächen  II.  Kl., 
die  der  abwickelbaren  Fläche  der  den  Flächen /=  0  und  i^=  0  gemeinsamen 
Tangentenebenen  eingeschrieben  sind,  bilden  eine  Schaar;  denn  die  Gleichung 
jeder  solchen  Fläche  ist  nach  §  10,  No.  7  von  der  Form  4. 

Wir  wählen  ein  Polartetraöder  von  F  •=  0  als  Coordinatentetra^der,  so  dass 
also  die  Gleichungen  dieser  Fläche  sind 


in  Punktcoordinaten:        ^i^i* 
in  Ebenencoordinaten:     d^u^ 


2^i 


^8*8*  -^-^4*4* 


3»8 


4-4 


Soll  nun  9  =  0  ein  Kegel  sein,  so  müssen  X^  und  X^  so  gewählt  werden, 

dass  die  Gleichung  erfüllt  wird  (No.  6) 
X,a, 


5. 


11 
Xi^i, 

^1^18 


Xj^l 


^1^12 


^1^2  2 


X^^2 


^1<»18 
^1^2  8 


^1^2  8 


^8  8 


^2^8 


^1<»14 
^1^84 


=:   0- 


6. 


'^l**li  ^1^24  ^1^84  X^a^^  -h  X,^4 

Dividirt   man  jede  Zeile    dieser  Determmante   durch  X^   und   ersetzt   dann 

Xj  durch  ( —  X),  so  erhält  man  die  Determinante  C  in  No.  21. 

Die  Kegelspitzen  sind  die  Lösungen  des  Systems 

?i'  =  0,  9,'  =  0,  98'  =  0,  T4'  =  0, 
wenn  man  für  X^  und  Xg  Werthe  eingeführt  hat,  die  der  Gleichung  5.  genügen. 
Stellt  man  diese  Gleichungen  auf  und  ersetzt  Xj  :  X^  durch  ( —  X) ,  so  werden 
dieselben  mit  dem  System  No.  21,  3  identisch.  Die  Ecken  des  zwei  Flächen 
II.  O.  gemeinsamen  Polartetraeders  sind  zugleich  die  Spitzen  der 
Kegel,  welche  in  dem  durch  die  beiden  Flächen  bestimmten  Büschel 
enthalten  sind. 

Soll  die  Fläche  <p  der  durch  /  und  F  bestimmten  Schaar  eine  Grenzfläche 
sein,  so  muss  die  Gleichung  erfüllt  sein  (No.  6) 

^1^11  "*"  ^2^1  ^1^12  ^1^18 

^1^12  ^1^22   ~^  '^i^2  ^1^23  ^1^24 

Xi^lS  ^1^23  ^1^8  3  "^  ^2^8  ^1^34 

^1^14        ^  ^^1^24  ^1^34  ^1^^4"*"^2^4 

Setzt  man  ( — X)  an  die  Stelle  von  Xj  :  X^,  so  geht  diese  Gleichung  in  r  =  0 
(No.  21,  6)  über;  durch  dieselbe  Substitution  gehen  die  Gleichungen 

?i'  =  0,       ?2'  =  0,      <P3'  =  0,      94' =  0, 
deren  Verein    von  den   Coordinaten  der  Doppelebene   einer  Grenzfläche  erfüllt 
wird,   in   das  System  No.  21,  5  über.     Die  Ebenen   des  zwei  Flächen  II.  0. 
gemeinsamen  Polartetraeders  sind  daher  die  Doppelebenen,  die  in 
der  von  den  beiden  Flächen  bestimmten  Schaar  enthalten  sind. 

23.    Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 


7. 


^1^14 


=    0. 


(p  5  Xj/  -h  X 
in  Punkt-  oder  in  Ebenencoordinaten  sind 


F=  0 


-h   X^-^^' 


/ 


1 


j 
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A.  Daher  ist  die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  P^ 

^  ^  O^l/io'  ■+"  ^a-^loO-^lO    -+-•••    -H   (^1/40'  "*"  ^2-^4o')"*^40    =   ^» 

oder 

1.  r—  \.7\  -h  x^r,  =  0, 

wobei 

2  ^1  ^  /lo  "^1  "•"  /20  -^a  "*"  /so  ^8  "^"  /40  "^4  "^  ^» 

T'j    ^  -^lo'^l    "^"   ^2o'^2    ■+"   -^3o''^8    "*"    ^4o'^4    =    ^ 

die  Gleichungen  der  Polarebenen  von  Pq  bezüglich  der  Flächen  /  =  0  und 
P=  0  sind.  Hieraus  folgt:  Die  Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Flächen  eines  Büschels  II.  O.  bilden  ein  Ebenenbüschel;  die 
verschiedenen  Punkten  zugehörigen  Büschel  von  Polarebenen  sind 
projectiv. 

Die  der  Geraden  Pq  P^  in  Bezug  auf  <p  =  0  conjugirte  Gerade  ist  der 
Schnitt  der  Polarebenen  von  Pq  und  /\  bezüglich  <p  =  0;  diese  beiden  Polar- 
ebenen sind  entsprechende  Ebenen  der  beiden  projectiven  Polarebenenbüschel, 
die  den  Punkten  Pq  und  P^  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  zugehören. 
Daher  folgt:  Die  Geraden,  welche  einer  Geraden  7  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  conjugirt  sind,  bilden  ein  System  von  Ge- 
raden einer  Regelfläche  ü.  O.;  die  Geraden  des  andern  Systems  auf 
derselben  Regelfläche  sind  die  Träger  der  Polarenbüschel,  welche 
den  Punkten  der  Geraden  7  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels 
zugehören. 

B.  Die  Gleichung  des  Poles  einer  Ebene  Tq  für  die  Fläche  einer  Schaar 
<p  »  X1/-+-  X^P  =  0  ist 


P^ 

(^/lo'  -H 

^2^10')  »1 

+ 

.     •    < 

■  (^1/40   "•" 

^»-'^^o 

>« 

=  0. 

Daher  hat 

man 

3. 

Pm 

=  Xi 

p,  +  l 

l,/»,  = 

=  0. 

wobei 

4. 

A 

-  /lo'  • 

«1  + 

/jo 

«J 

+ 

/so'- 

», -t- 

/«o' 

«4 

= 

0, 

A 

-^1«'- 

«1  + 

^jo' 

.», 

+ 

^,o'- 

«8  + 

^40'' 

»4 

tsz 

0 

die  Pole  von  Tq  in  Bezug  auf/=0  und  7^=0  sind.  Man  schliesst  hieraus: 
Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  die  Flächen  einer  Schaar 
liegen  auf  einer  Geraden.  Die  geradlinigen  Polreihen,  welche  irgend 
zwei  Ebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  der  Schaar  zugehören,  sind 
projectiv. 

Die  Pole  zweier  Ebenen  Tq  und  T^  in  Bezug  auf  die  Fläche 

(p  ^  Xi/H-  l^P  =  0 
sind  entsprechende  Punkte  der  beiden  projectiven  zu  Tq  und  T^  gehörigen  Pol- 
reihen ;  ihre  Verbindungsgerade  ist  die  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  Tq  und  T^ 
in  Bezug  auf  <p  conjugirte  Gerade.  Daher  folgt:  Die  Geraden,  welche  einer 
Geraden  7  in  Bezug  auf  die  Flächen  einer  Schaar  conjugirt  sind, 
bilden  die  Geraden  eines  Systems  einer  Regelfläche  11.  O.;  die  Ge- 
raden des  andern  Systems  derselben  Regelfläche  sind  die  Träger 
der  Polreihen,  welche  den  durch  die  Gerade  7  gehenden  Ebenen  in 
Bezug  auf  die  Flächen  der  Schaar  zugehören. 

Das  Centrum  einer  Fläche  IL  O.  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene; 
daher  folgt:  Die  Centra  aller  Flächen  einer  Schaar  liegen  auf  einer 
Geraden. 

Wenn  ein  Paar  Pol  und  Polarebene  für  beide  Flächen  /  und  P  zusammen- 
gehören, so  gehören  sie  auch   für  jede  Fläche  des  durch  /  und  P  bestimmten 

aa* 
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Büschel  oder  der  durch  beide  Flächen  bestimmten  Schaar  zusammen.  Alle 
Flächen  II.  O.,  die  ein  Büschel  oder  eine  Schaar  bilden,  haben  also 
ein  gemeinsames  (reales  oder  imaginäres)  Polartetraeder. 

24.  Bezieht  man  die  Gleichungen  der  Flächen  eines  Büschels  oder  einer 
Schaar  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  welches  eine  gegebene  Ebene 
zur  Jf  F-Ebene  hat,  und  setzt  in  der  Gleichung  einer  Fläche  des  Büschels  bez. 

>  der  Schaar  z  =  0,  bez.  w  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts, 
in  welchem  9  von  der  ^fK-Ebene  geschnitten,  bez.  in  welchem  9  von  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Z- Achse  aus  auf  die  Jf  K-Ebene  projicirt  wird. 

Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  dieser  Kegelschnitte 
dadurch,  dass  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  betreffenden  Fläche  in 
Klammer  setzt,  so  hat  man 

;    (<p)-^i(/)  +  ^»(^  =  0. 

Hieraus  folgt:  Die  Flächen  eines  Büschels  werden  von  einer  Ebene 
in  Kegelschnitten  eines  Büschels  geschnitten.  Die  Flächen  einer 
Schaar  werden  von  einem  unendlich  fernen  (ebenso  wie  von  einem  end- 
lich fernen)  Funke  aus  in  Kegelschnitten  einer  Schaar  auf  eine  Ebene 
projicirt. 

Dies  ergiebt  sofort:  Die  Flächen  einer  Schaar  werden  von  einer 
Geraden  in  Punktpaaren  einer  quadratischen  Involution  geschnitten; 
die  Involutionen  auf  allen  Geraden  sind  projectiv,  und  zwar  ent- 
sprechen sich  je  zwei  derselben  Fläche  angehörige  Paare  von  Schnitt- 
punkten; ferner  sind  diese  Involutionen  den  Punktreihen  projectiv, 
in  denen  die  Flächen  des  Büschels  die  öeraden  schneiden,  die  durch 
einen  gemeinsamen  Punkt  der  Flächen  des  Büschels  gehen. 

Die  Flächen  einer  Schaar  werden  von  einer  Geraden  aus  von 
Ebenenpaaren  berührt,  die  eine  quadratische  Involution  bilden; 
diese  Involutionen  sind  projectiv,  und  zwar  entsprechen  sich  die 
Paare,  welche  dieselbe  Fläche  berühren;  sie  sind  ferner  mit  den 
Ebenenbüscheln  projectiv,  deren  Ebenen  die  Flächen  der  Schaar  be- 
rühren und  deren  Träger  auf  einer  gemeinsamen  Berührungsebene 
der  Flächen  der  Schaar  liegen. 

25.  Wenn  /  und  F  und  <p  drei  von  einander  unabhängige  quadratische 
Functionen  in  Punktcoordinaten  sind,  so  kann  man  durch  drei  willkürliche  Zahlen 
^i>  ^>  ^3  neue  quadratische  Functionen  von  der  Form  bilden 

1.  ^  ^  Xi/  -h  \^F  -h  X3<p. 

Die  Gesammtheit  der  Flächen  ^p  =  0  bezeichnet  man  als  ein  Fläch enbündel. 

Die  Gleichung  tp  =  0  wird  von  den  Gruppen  von  Coordinaten  erfüllt,  welche 
dem  Vereine  von  Gleichungen 

/=o,     ^-=0,     9  =  0 

genügen.  Hieraus  folgt:  Alle  Flächen  II.  O.  eines  Bündels  haben  acht 
gemeinsame  Punkte.  Umgekehrt:  Die  Flächen  II.  O.,  die  durch  sieben 
gegebene  Punkte  gehen,  bilden  ein  Bündel.  Denn  nach  §9,  No.  6  hat 
jede  solche  Fläche  eine  Gleichung  von  der  Form  1.,  wobei  die  Functionen 
/,  /*]  9  durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  bestimmt  sind.  Durch  die  gege- 
benen sieben  Punkte  ist  noch  ein  achter  Punkt  bestimmt,  der  allen  Flächen  des 
Bündels  angehört. 

Die  Gleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  P^^  in  Bezug  auf  die  Fläche  ^ 
eines  Bündels  ist 


r  Flüche  iweiier  Ordnung  a 


7-,   =  /,„■*,  +  /,„' 


die  Gleichungen  der  Folarebenen  von  P^  in  Bezug  auf  die  Flächen  /,  F,  ^  sind. 
Dies  lehrt:  Die  Polarebenen  eines  Punktes  P^  iji  Bezug  auf  die 
Fläche  II  O.  eines  Bündels  gehen  durch  einen  Punkt  P^'.  Die  Be- 
ziehung dieser  Punkte  ist  reciprok  (No.  11);  sie  werden  als  conjugirte  Punkte 
des  Flächenbandels  bezeichnet. 


§13.    Constniction  «iner  Fläche  zweiter  Ordnung  ^us  neun  gegebenen 


1.    Construction  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  einen  gege- 
benen Kegelschnitt  k  enthält  und  durch  drei  gegebene  Punkte  geht. 

Die  Mantellinien  des  gesuchten  Kegels,  die  durch  die  gegebenen  Punkte 
A,  B  und  C  gehen,  sind  Mantellinien  der  drei  Kegel  ij,  -[j,  7,,  welche  durch  k 
gehen,  und  der 
Reihe  nach  A, 
B  und  C  zu 
Spitzen  haben; 
folglich  ist  die 
Spitze  2  des  ge- 
suchten Kegels 
ein  gemeinsa- 
mer Punkt  der 
drei  Kegel  7,, 
Tj.  Ts-  Je  zwei 
dieser  drei  Ke- 
gel haben  den 
Kegelschnitt  k 
gemein  und 
schneiden  sich 
daher  ausser 
dem  noch  in 
einer  ebenen 
Curve  (§  9, 
No.  5).     Ist  D  OLta.) 

die  Spur  der  Geraden  AB  auf  der  Ebene  i  und  legt  man  eine  Gerade  durch  2?, 
welche  *  in  ^  und  G  triftt,  so  sind  ff  und  /  zwei  den  Kegeln  7,  und  7,  gemein- 
same Punkte;  denn  AF  und  AG  sind  Mantellinien  von  7,;  und  BP,  BG  sind 
Mantellinien  von  7,.  Die  Gerade  HJ  liegt  auf  der  zweiten  Schnittebene  von  7^ 
und  Tj;  sie  triffl:  DG  in  dem  Punkte  K,  der  zu  P,  G,  D  harmonisch  ist,  also 
in  einem  Punkte  der  Polaren  T  des  Punktes  D  in  Bezug  auf  k.  Die  Ebene, 
welche  die  Schnittpunkte  von  7,  und  7^  enthält,  die  nicht  auf  k  liegen,  ist  also 
durch  die  Polare  T  und  durch  den  Punkt  /  bestimmt,  der  zu  A,  B  und  D 
harmonisch  liegt. 

Ebenso  ist  die  Ebene,  welche  die  Punkte  enthält,  die  7^  und  7j  ausserhalb 
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k  noch  gemein  haben,  durch  die  Polare  T^  der  Spur  E  der  Geraden  AC  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  k  und  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  M  zu 
A^  C  und  E  bestimmt. 

Die  Ebene  ABC  wird  von  der  Ebene  LT  in  LN,  und  von  der  Ebene  MT^ 
in  MO  geschnitten;  mithin  ist  a  die  Schnittlinie  von  LT  und  MT^.  Die  Gerade 
a  trifft  daher  die  Kegel  7^,  72,  Yj  in  den  beiden  Punkten,  welche  diese  drei 
Kegel  ausser  k  noch  gemein  haben.  Diese  beiden  Punkte  können  als  Schnitt- 
punkte von  a  mit  irgend  einem  der  drei  Kegel  leicht  gefunden  werden. 

Bestimmt  man  z.  B.  die  Spur  F  der  Geraden  CUf  und  schneidet  k  durch 
die  Gerade  FQ,  so  sind  die  Schnittpunkte  2  und  2^  der  Geraden  a  mit  CR 
und  CS  die  gesuchten  Spitzen  der  beiden  durch  k  und  A,  B,  C  bestimmten  Kegel. 
Diese  beiden  Kegel  haben  ausser  k  noch  einen  Kegelschnitt  gemein,  der 
auf  der  Ebene  A,  B^C  liegt;  folglich  ist  die  Projection  von  k  auf  die  Ebene 
ABC  von  den  Projectionscentren  2  und  2i  aus  ein  und  derselbe  Kegelschnitt 
k^.  Dieser  Kegelschnitt  ky^  ist  allen  Flächen  II.  O.  gemein,  die  durch  k  und 
A^  Bf  C  gehen. 

Sind  daher  ein  ebener  Schnitt  einer  Fläche  II.  O.,  und  noch  weitere 
vier  Punkte  der  Fläche  bekannt,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen  — 
wodurch  die  Fläche  eindeutig  bestimmt  ist  —  so  kann  man  auf  linearem 
Wege  (ohne  Anwendung  des  Zirkels)  den  Kegelschnitt  finden,  in  welchem 
jede  durch  drei  bekannte  Punkte  der  Fläche  gehende  Ebene  die 
Fläche  schneidet. 

2.  Eine  Fläche  II.  O.  durch  neun  gegebene  Punkte,  von  denen 
vier  auf  einer  Ebene  liegen,  kann  folgendermaassen  construirt  werden: 

Die  Ebene  a  enthalte  die  vier  gegebenen  Punkte  A,  A^,  A^,  A^,  die  Ebene  ß 

die  drei  gegebenen  A^f  A^,  A^, 
die  Ebene  7  die  beiden  gege- 
benen A^ ,  A^  und  A\  die 
Schnittlinien  je  zweier  dieser 
Ebenen  seien  /,  w,  «,  ihr  Schnitt- 
punkt O, 

Gesetzt  L  sei  der  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  Ebene  a 
von  der  gesuchten  Fläche  /  ge- 
schnitten wird;  n  werde  von  L 
ausser  in  A  noch  in  B  getroffen. 
Bestimmt  man  die  Schnittpunkte 
von  /  und  Z,  und  legt  durch 
diese  und  durch  A^y  Ar,,  A^ 
einen  Kegelschnitt  M,  so  ist 
dieser  auf  /  enthalten;  femer 
liegt  auch  der  Kegelschnitt  JV  auf  /,  der  durch  die  Schnittpunkte  von  m  und  J/, 
sowie  durch  Aj,  A^,  A  geht. 

Der  Punkt  C,  welchen  N  mit  n  ausser  A  noch  gemein  hat,  muss  mit  ß 
zusammenfallen. 

Alle  Kegelschnitte  Zj,  Zj,  Z3  .  .  .  des  Büschels  ^^^^2^3  treffen  n  (ausser 
in  A)  in  einer  Punktreihe  B^y  B^y  B^  und  /  in  Punktpaaren  einer  quadratischen 
Involution   X^,    Xg,   X,  .  .  .     Die  Reihe  B^y  B^,   B^  .  .  .  ist  mit  der  Involution 


(M.  463.) 
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Die  beiden  Kegelschnitte  M^  und  M^^  welche  durch  A^^  A^,  A^  und  ausser- 
dem noch  der  Reihe  nach  durch  die  Punktpaare  Xj  und  Xj  gehen,  haben  noch 
einen  vierten  realen  Schnittpunkt  A'  (ausser  A^,  A^,  A^).  Ein  Kegelschnitt  Mi 
dieses  Büschels  A^A^A^A\  der  durch  einen  Punkt  des  Paares  X,-  geht,  enthält 
auch  den  andern,  da  die  Kegelschnitte  dieses  Büschels  die  Gerade  /  in  den 
Punktpaaren  der  durch  die  beiden  Paare  X^  und  Xg  bestimmten  Involution  treffen. 
Die  Kegelschnitte  M^,  M^,  M^^  M^  .  .  .  welche  der  Reihe  nach  durch  die 
Paare  X^,  X^,  X3,  X4  .  .  .  und  ausserdem  alle  durch  die  Punkte  ^4,  ^5,  A^ 
gehen,  bilden  daher  ein  Büschel,  und  treffen  mithin  die  Kante  tn  in  Punktpaaren ' 
1^1»  P*)'  P's  •  •  einer  Involution,  die  mit  der  Involution  X^,  Xj,  X|  .  .  .  projectiv  ist 

Die  Kegelschnitte  iV^j,  iV,»  -^3»  •  •  .  >  die  durch  die  Paare  fii,  1x2»  f*»*  •  • 
und  ausserdem  noch  alle  durch  die  drei  Punkte  A^^  A^,  A  gehen,  bilden  eben- 
falls ein  Büschel,  und  treffen  die  Gerade  n  ausser  in  A  in  einer  Punktreihe  C^, 
C^,  Cj  .  .  .  ,  die  mit  der  Involution  \i^,  \i^,  jxj  .  .  .  projectiv  ist. 

Da  die  Reihe  B^,  B^  .  .  .  mit  der  Involution  X^,  X^  .  .  ;  da  diese  mit  der 
Involution  /ij,  [I3  .  .  .  ;  und  da  letztere  mit  der  Reihe  C^,  Cj,  .  .  .  projectiv  ist, 
so  sind  auch  die  Reihen  B^,  B^,  B^  ,  ,  .  und  C^,  C^,  C3  .  .  .  projectiv. 

Diese  beiden  Reihen  haben  offenbar  den  Punkt  O  zum  Doppelpunkte.  Sie 
sind  daher  bestimmt,  wenn  man  noch  zwei  Paar  entsprechende  Punkte  B^,  C^ 
und  B^,  C^  kennt.  Der  zweite  Doppelpunkt  B  dieser  Reihen  ist  nun  der  Punkt, 
welchen  die  gesuchte  Fläche  /  mit  der  Kante  m  ausser  A  noch  gemein  hat 
Man  findet  diesen  Doppelpunkt  auf  linearem  Wege,  wenn  man  (in  der  Projection 
auf  die  Bildfläche)  B^,  B^  von  einem  Punkte  I?,  und  C^,  C^  von  einem  andern 
Punkte  £  aus  projicirt;  die  Punkte  O,  D,  £,  sowie  die  Schnittpunkte  von  I?B^ 
und  jEC^,  sowie  von  DB^  und  £C^  bestimmen  den  Kegelschnitt,  auf  welchem 
sich  je  zwei  von  D  und  £  nach  entsprechenden  Punkten  der  Reihen  B^,  B^, 
^j  .  .  .  und  C^,  C^,  C3  ...  gehende  Strahlen  schneiden.  Der  gesuchte  Doppel- 
punkt JP  ist  daher  der  Punkt,  in  welchem  dieser  Kegelschnitt  die  Gerade  m 
(ausser  in  O)  schneidet. 

Hat  man  Bf  so  hat  man  auch  die  drei  Kegelschnitte  Z,  ^  iV^  in  welchen 
die  Ebenen  a,  ß,  7  die  gesuchte  Fläche  /  treffen. 

Legt  man  nun  z.  B.  eine  Ebene  $  durch  A^  und  A^,  so  findet  man  auf 
linearem  Wege  den  weiteren  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  dem  auf  a  liegenden 
Kegelschnitte  Z;  nach  der  in  der  vorigen  Nummer  gegebenen  Construction  kann 
man  (auf  linearem  Wege)  aus  diesen  drei  Punkten  und  dem  Kegelschnitte  N" 
den  Kegelschnitt  finden,  in  welchem  /  von  der  Ebene  B  geschnitten  wird. 
Dreht  man  6  um  die  Gerade  A^A^,  und  wiederholt  für  jede  Lage  die  Con- 
struction, so  erhält  man  die  gesuchte  Fläche  vollständig. 

3.  Man  kann  diese  Lösung  so  anordnen,  dass  alle  dabei  auf- 
tretenden Constructionen  linear  sind. 

Man  durchschneide  die  Kanten  /  und  m  mit  den  Geraden  A^A^  und  A^A^, 
und  nehme  als  Kegelschnitte  Zj  und  Zj  die  durch  £  und  G  gehenden  des 
Büschels  AA^A^A^]  die  Punkte  £'  und  ff,  in  welchen  Zj  und  Zj  die  Kante  / 
noch  schneiden,  geben  die  beiden  Paare  ££*  und  Gff\  dies  sind  die  Paare 
X^  und  Xj  der  auf  der  Kante  /  liegenden  Involution. 

Die  Geraden  £A^  und  £'A^  büden  dann  den  Kegelschnitt  M^  und  die 
Geraden  GA^  und  G*A^  den  Kegelschnitt  M^^ 

Durchschneidet  man  die  Kante  m  mit  der  Geraden  £*A^  in  £^'  und  mit 
G'A^   in  G^',  so  ist  £i£i    das  Paar  fi^,  und  G^G^*  das  Paar  [i,^  der  auf  in 
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liegenden  Involution.     Die  Bestimmung   von   Cj    und  6*2,    sowie   alles  Weitere 
erfolgt  auf  linearem  Wege. 

4.  Wir  ersetzen  A  durch  einen  andern  Punkt  A^  der  Kante  n  und  be- 
stimmen auf  gleiche  Weise  den  Kegelschnitt  -A^,  in  welchem  die  durch  die  neun 
Punkte -r^'^j/^ 2  •  •  •  ^8  gehende  Fläche /'  die  Ebene  7  schneidet.  Jede  Fläche 
II.  O.,  die  durch  die  acht  Punkte  A^  .  ,  ,  A^  geht,  gehört  zu  dem  durch  die 
Flächen  /  und  /'  bestimmten  Büschel,  und  schneidet  daher  die  Ebene  7  in  einem 
Kegelschnitte,  der  zu  dem  durch  N  und  N^  bestimmten  Büschel  gehört. 

Die  durch  die  neun  Punkte  A^A^A-^A^  .  .  .  A^  bestimmte  Fläche 
IL  O.  F  wird  daher  von  der  Ebene  7  in  dem  Kegelschnitte  91  des 
Büschels  NN'  geschnitten,  der  durch  A^  geht. 

Dieser  Kegelschnitt  91  kann  Hnear  gefunden  werden,  wenn  man,  von  einem 
dritten  Punkte  A"  der  Kante  7  ausgehend,  noch  einen  Kegelschnitt  N"  des 
Büschels  NN'  ermittelt.  Durchschneidet  man  mit  der  Geraden  A^^A^  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  N,  N,  N"  ...  in  den  Punkten  P^,  /,»  ^s  •  •  •  • 
und  durch  einen  andern  durch  A^  gehenden  Strahl  in  den  Punkten  -Pj',  jPj', 
/j',  .  .  .  ,  so  sind  diese  Punktreihen  projectiv;  construirt  man  aus  den  bekannten 
drei  Paar  entsprechenden  Punkten  P^,  P^,  P,^  und  P/,  P^' ^  /,'  zu  A^  den 
entsprechenden  Punkt  A^'  der  Reihe  P^' P^^  so  liegt  A^'  auf  dem  durch  A^ 
gehenden  Kegelschnitte  des  Büschels  NN'.  Ermittelt  man  in  gleicher  Weise 
den  auf  einem  dritten  durch  A^  gezogenen  Strahl  liegenden  Punkt  A^^'  des 
Kegelschnitts  ')l,  so  sind  nun  von  ^\  fünf  Punkte  bekannt  ^7,  ^g,  A^^  A^\  A^\ 

Um  die  Construction  der  gesuchten  Fläche  F  linear  zu  vollenden,  construirt 
man  nach  No.  1  mit  Hülfe  des  Kegelschnitts  9^  den  ^uf  der  Ebene  a  liegenden 
Kegelschnitt  von  /%  und  fährt  dann  fort  wie  bei  der  vorigen  Construction  (No.  2).*) 

5.  Der  conjugirte  Punkt  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  durch 
sieben  gegebene  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  bestimmte  Bündel  von 
Flächen  II.  O.  kann  auf  lineare  Weise  gefunden  werden. 

Construirt  man  von  den  Punkten  o,  6  und  7  aus  die  drei  Geraden  «j,  ag,  «3, 
welclie  die  beiden  Geraden  1  2  und  3  4  schneiden,  so  bestimmen  diese  fünf 
Geraden  eine  Regelfläche  IL  O.  /,  die  dem  Bündel  angehört.  Eine  Ebene,  die 
durch  P  und  eine  dieser  fünf  Geraden,  etwa  durch  die  von  5  ausgehende  a, 
gelegt  ist,  trifft  die  Fläche  in  einer  zweiten  Geraden  a/,  die  sich  sofort  ermitteln 
lässt;  die  Gerade  [i,  welche  durch  den  Schnitt  Q  von  a^  und  a/  geht  und  zu 
ap  a/  und  QP  harmonisch  zugeordnet  ist,  liegt  auf  der  Polarebene  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  Fläche  /. 

Construirt  man  auf  gleichem  Wege  noch  eine  zweite  auf  dieser  Polarebene 
liegende  Gerade,  so  ist  damit  diese  Polarebene  T  gefundeu.  In  gleicher  Weise 
erhält  man  die  Polarebene  T'  von  P  in  Bezug  auf  die  Regelfläche  des  Bündels, 
welche  die  Geraden  1  3  und  2  4  enthält,  sowie  die  Polarebene  T"  in  Bezug 
auf  die  Fläche,  welche  die  Geraden  1  4  und  2  3  enthält.  Der  Schnittpunkt  P' 
von  7",  T'  und  V  ist  der  gesuchte  zu  P  conjugirte  Punkt. 

f).  Jede  Fläche  IL  O.,  die  dem  durch  acht  gegebene  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
bestimmten  Büschel  angehört,  gehört  zu  den  beiden  Bündeln,  welche  durch  die 
Gruppen  von  je  sieben  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  und  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8  be- 
stimmt sind. 


*)  Chasles,  Comptes  rendus  hebdomaires  des  seances  de  l'.academic  des  sciences,  T.  XLI, 
pag.    1103  (1855). 
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Die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  jede  Fläche  des  Büschels  1,  ...  8  geht 
daher  durch  die  beiden  Punkte  P*  und  P\  die  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
die  Bündel  1,  .  .  6,  7  und  1,  .  .  6,  8  conjugirt  sind. 

Man  hat  somit  auf  linearem  Wege  die  Gerade  P P^^  gefunden, 
durch  welche  alle  Polarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Büschels  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  hindurchgehen. 

7.  Die  durch  die  neun  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  bestimmte  Fläche 
II.  O.  /gehört  dem  Bündel  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  sowie  dem  Bündel  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8 
und  dem  Bündel  1,  2,  3,  4,  5,  6,  9  an;  die  Polarebene  von  jP  in  Bezug  auf/ 
geht  daher  durch  die  Punkte  P,  P\  /"",  die  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
diese  drei  Bündel  conjugirt  sind. 

Hiernach  ist  die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
durch  neun  Punkte  bestimmte  Fläche  II.  O.  linear  construirt. 

8.  Construirt  man  so  die  Polarebene  eines  Punktes  P  der  Ebene  1,  2,  3, 
so  ist  ihre  Spur  auf  dieser  Ebene  die  Polare  von  P  für  den  auf  1,  2,  3  liegenden 
Kegelschnitt  von  /. 

Durch  die  Punkte  1,  2,  3  und  die  Polare  von  P  ist  dieser  Kegelschnitt 
bestimmt  und  kann  linear  construirt  werden. 

Von  diesem  Kegelschnitte  aus  kann  nun  die  Construction  der  Fläche  wie 
in  No.  2  fortgesetzt  werden.*) 

§  14.    Projective  Punktebenen,  Geradenebenen,  Ebenenbündel  und 

Strahlenbündel. 

1.  Sind  /\,  /*2>  •^'^  ^^''^^  ^o"  einander  unabhängige  lineare  Functionen  in 
(homogenen  oder  gewöhnlichen)  Ebenencoordinaten  oder  Liniencoordinaten,  so 
kann  die  Gleichung  eines  vierten  Punktes  P^  der  Ebene  P^  P^  P^  bekanntlich  in 
der  Form  geschrieben  werden 

wobei  das  Verhältniss  a^  :  a^  :  a^  durch  die  Lage  von  P^  eindeutig  bestimmt  ist. 

Aehnliches  ergiebt  sich  für  die  Geraden  einer  Ebene  und  fiir  die  Ebenen 
eines  Ebenenbündels,  d.  i.  für  die  Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  (den 
Träger  des  Bündels)  gehen. 

Sind  nämlich  T'j,  T^t  T^  drei  von  einander  unabhängige  lineare  Functionen 
in  gewöhnlichen  oder  in  homogenen  Punktcoordinaten,  so  kann  man  eine  lineare 
Function 

2.  r  ^  öl  7^1   -f-  Ö2  ^j   -f-  «3  7^3  =  0 

durch  geschickte  Wahl  des  Verhältnisses  a^\a^:a^  so  bestimmen,  dass  der 
Gleichung  T'  =  0  durch  zwei  willkürlich  gewählte  Punkte  P^  und  P^  genügt 
wird.  Bezeichnet  man  durch  T'/j  und  7"/,  die  Werthe,  welche  die  Function 
T,  annimmt,  wenn  man  in  ihr  die  variabeln  Coordinaten  durch  die  Coordinaten 
von  P^  bez.  /\,  ersetzt,  so  hat  man  öj,  äj,  a^  so  zu  wählen,  dass  die  beiden 
Gleichungen  erfüllt  sind 

öj^ii    -h    «2^2  1     -+-    ^8^81    =    ö, 
^1^12    -+-    ^2^22    -»-    ^3^38    =   Ö. 

♦)  Hesse,  Grelles  Journal  Bd.  24,  pag.  36  (1842).  Mehrere  Methoden  zur  Construction 
des  achten  Schnittpunkts  dreier  Flächen  II.  O.,  der  Schnittcurve  zweier  Flächen  11.  O.  aus  acht 
Punkten,  sowie  einer  Fläche  II.  O.  aus  neun  Punkten  findet  man  zusammengestellt  und  bear- 
beitet in  der  Abhandlung  des  Verfassers:  Die  Construction  einer  Fläche  II.  O.  aus 
neun  gegebenen  Punkten  und  verwandte  Constructionen,  Leipzig  1881. 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt 


«1  :  «2  :  öj 


^»1       ^31 
^2  2       ^3  8 


^3  1        ^11 
^3  3       ^1  2 


^11     ^«1 


7-1.    :r, 


SS 


Sind  nun  7\,  T',,  Tg  lineare  Functionen  von  Punktcoordinaten  in  der  Ebene, 
so  wird  in  der  Form  2.  die  Gleichung  jeder  durch  zwei  willkürliche  Punkte  der 
Ebene  gehenden  Geraden,  also  jeder  Geraden  der  Ebene  dargestellt.  Sind  hin- 
gegen T^,  T^,  T'g  lineare  Functionen  von  Punktcoordinaten  im  Räume,  so  wird 
die  Gleichung 

r  —  a^T^  -h  a^T^  -+-  a^T^  =  0 
durch  die  Coordinaten  des  Punktes  erfüllt,  für  welchen  zugleich 

T^  ^  T^  =  T^  ^  0, 
die  Ebene  T  geht  also  durch  den  gemeinsamen  Punkt  der  Ebenen  7*,,  T^  und 
T^,    Da  nun  ausserdem  T  durch  die  zwei  willkürlichen  Punkte  P^  und  P^  geht, 
so  folgt,  dass  durch  die  Gleichung  2.  jede  durch  den  Schnittpunkt  von  7\,   T'j, 
7*3  gehende  Ebene  dargestellt  werden  kann. 

2.  Man  denke  sich  in  zwei  verschiedenen  oder  zusammenfallenden  Ebenen 
2  und  2'  je  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  und  die  Punkte  jeder  Ebene 
durch  ihre  Coordinaten  bestimmt. 

Man  kann  nun  jeden  Punkt  P  der  einen  Ebene  mit  einem  Punkte  P^  der 
andern  dadurch  verknüpfen,  dass  man  für  die  Coordinaten  von  P  und  P^  zwei 
für  jede  der  beiden  Coordinatenpaare  lineare  Gleichungen  festsetzt 

Av^a  xx^  -h  h  xy  -+-  c  X  ~\-  ä  yx^  -h  e  yy'  -h/  y -k- g  x'  -^  h  y'  -^i    =0, 
ßsma^xx'  -h  by^xy'  -{-  c^x  -{-  d^yx'  -h  e^yy'  -^f<^y  -H^iJp'  -H  ^i/  -h  i^  =  0, 
worin  a  ,  ,  ,  i,   a^  .  ,  ,  i^  gegebene  Constanten  sind,  welche  die  Verwandtschaft 
charakterisiren. 

Man  kann  diese  Gleichungen  in  der  Weise  zusammenfassen 

A  ^  A'x  ^  B'y  -h  C  ^  Ax'  -h  ^y  -f-  C  =  0, 
B  ^  D'x  -f-  E'y  -^  F  ^Dx'  -t-  Ey'  -h  i?"  =  0 , 
worin  Ä  ,  ,  ,  F^  lineare  Functionen  von  x\  y\  und  A  ,  .  ,  F  lineare  Functionen 
von  Xf  y  bedeuten.     Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  x^  y  durch  jp*,  y  aus- 
gedrückt und  umgekehrt: 

_  B'F  —  CF  _  CD'  —  A'F' 

^  ""  A'F  —B'iy'      ^'^ÄF—B'D'' 

,__     BF—  CE  ,_     CD  —  AF 

^  '^     AE  —  BD    '      ^  '^    AE  —  BD    ' 
Einer  Geraden  in  2' 

entspricht  in  2  die  Linie,  deren  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in  7*'  die 
Coordinaten  x\  y'  gemäss  der  Formeln  4.  durch  die  Coordinaten  des  entsprechen- 
den Punktes  Xy  y  ersetzt.  Dadurch  erhält  man  nach  Beseitigung  des  Nenners 
{AE—BD)  die  Gleichung 

5.  K^  \{BF—CE)  4-  il{CD  —  AF)  -^^{AE—BD)  =  0. 

Dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 
•    Für  die  Jf'-Achse,  die  K'-Achse  und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
2'  ist  der  Reihe  nach 

Der  -AT'-Achse  entspricht  daher  der  Kegelschnitt:     K^  ^  BF  —  CE  =  0, 
„    r-Achse         „  „        „         „        „      ',    K^^CD  —  AF  ^  0, 

„    unendlich  fernen  Geraden  in  2'  entspricht  :     K^  is  AE  —  BD  =  0. 
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Die  drei  Functionen  AT^,  K^,  K^  sind,  wie  man  sofort  sieht,  durch  die 
identische  Gleichung  verbunden 

AK^  4-  BK^  =  —  CK^, 

Für  jeden  Punkt,  den  die  Kegelschnitte  K^  und  K^  gemein  haben,  ver- 
schwindet die  linke  Seite  dieser  Identität,  folglich  auch  die  rechte;  jeder  Schnitt- 
punkt von  Al'j  =  0  und  Ä'j  =  0  liegt  daher  entweder  auf  der  Geraden  C  =  0, 
oder  auf  dem  Kegelschnitte  K^  =  0.  Die  Gerade  C  =  0  trifft  K^  in  den 
Punkten,  fiir  welche  zugleich  ^  =  0  oder  F  =  0,  und  den  Kegelschnitt  K^  in 
den  Schnittpunkten  desselben  mit  A  =  0  oder  F=s  0,  Da  nun  im  Allgemeinen 
die  drei  Geraden  A,  B,  C  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  so  folgt,  dass  die 
Gerade  C  nur  einen  Schnittpunkt  von  K^  und  Ä'j  enthält,  nämlich  den  Punkt, 
in  welchem  C  von  F  geschnitten  wird.  Wir  schliessen  hieraus:  Die  drei 
Kegelschnitte  AT^ ,  Ä'j,  K^  haben  drei  Punkte  gemein.  Diese  Punkte 
gehören  offenbar  auch  jedem  Kegelschnitte  K  an;  die  Kegelschnitte  K, 
welche  den  Geraden  In  2'  entsprechen,  haben  daher  drei  gemein- 
same Punkte.  Dem  Schnittpunkte  zweier  Geraden  T^',  T^  in  2'  ent- 
spricht der  vierte  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte,  welche  T^ 
und  T^  entsprechen. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  sich  die  Kegelschnitte  K  der  Ebene  2  schneiden, 
heissen  die  Grundpunkte  auf  2. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  jeder  Geraden  T  auf  2  ein  Kegelschnitt 
AT'  auf  2'  entspricht,  und  dass  alle  diese  Kegelschnitte  drei  gemeinsame  Punkte 
haben,  welche  als  die  Grundpunkte  auf  2'  bezeichnet  werden. 

Der  Verein  der  drei  Gleichungen  K^  =  0,  A!'^  =  0,  A!",  =  0  kann  durch 
die  Proportion  ersetzt  werden 
5.  A:  B:C  ^  D\  E:  F. 

Die  drei  Grundpunkte  auf  2  erfüllen  diese  Proportion,  für  jeden  dieser 
Punkte  werden  also  die  Verwandtschaftsgleichungen  2.  identisch.  Dies  ergiebt: 
Jedem  Grundpunkte  auf  2  entsprechen  die  Punkte  der  Geraden 

Ax'  -f-  ^y  -h  C  =  0, 
wenn    man   darin   x^  y   durch    die    Coordinaten   dieses    Grundpunkts 
ersetzt;    ebenso    entsprechen   jedem  Grundpunkte    auf  2'   die  Punkte 
der  Geraden 

Äx  -h  B'y  -h  C  =  0, 
wenn  man  hierin  für  x\  y  die  Coordinaten  dieses  Grundpunkts  setzt. 

Das  Vorhandensein  dieser  ausgezeichneten  Punkte  und  Geraden  in  den 
Systemen  2  und  2'  fordert  dazu  auf,  homogene  Coordinatensysteme  zu  Grunde 
zu  legen,  und  die  ausgezeichneten  Elemente  zu  den  Achsendreiecken  zu  verwenden. 

In  Bezug  auf  zwei  beliebig  gewählte  Coordinatendreiecke  in  2  und  2'  erhält 
man  die  Verwandtschaftsgleichungen 

Gy^Xy^  -h  G^a'^2  -+-  ^a'^s  =  0    und    I^iX^^  -H  ff^' x^  -+-  If^^x^  =  0, 
worin  die  G'  und  H^  lineare  Functionen  von  jfj',  x^\  x^^  sind. 

Wir  wollen  nun  in  2  die  drei  Geraden  zu  Coordinatenachsen  wählen,  welche 
den  Grundpunkten  in  2'  entsprechen,  und  zwar  mögen  den  Grundpunkten  11  j', 
Oj',  n,'  der  Reihe  nach  die  Achsen  x^^  =0,  otj  =  0,  otj  =  0  entsprechen. 
Hieraus  folgt,  dass  für  die  Coordinaten  von  rij'  die  Functionen  G^\  G^\  Jf^' 
und  H.^*  verschwinden,  sowie  femer,  dass  für  die  Coordinaten  von  Ilj'  die 
Functionen  G^'  =  G^'  =  J/^'  =  Jf^'  =  0  sind,  und  endlich,  dass  man  für  die 
Coordinaten  von  ü,'  hat  G^'  =  G^'  =  /f^'  =  /f^'  =  0. 
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Dies  zeigt,  dass  die  Dreiecke  6^/  =  0,  G^'  =  0,  G^'  =  0  und  ^Z  =  ö» 
/Tj'  =  0,  /T,'  =  0  zusammenfallen,  und  dass  die  Grundpunkte  11  j',  Oj',  11,'  die 
Ecken  dieses  Dreiecks  sind,  so  dass  Fl/  der  Seite  G/  &m  Hi  gegenüberliegt 

Wählt  man  nun  dieses  Dreieck  zum  Coordinatendreiecke  in  2',  so  reduciren 
sich  die  linearen  Functionen  G  und  IT  auf 

^j'ssöj^Ti',       G^  ^^a^x^,      G^  ^a^x^\ 
H^*  ^  b^x^\       H^'  ^  b^x^\      If^'  BS  d^x^\ 
Man  erhält  somit  die  Verwandtschaftsgleichungen 

6.  a^x^'x^  -\-  a^x^x^  -t-  a<^x^x^  ==  0     und     b^x^x^  -\-  b^x^^x^  -f-  b^x^x<^  =  0. 

Aus  der  Symmetrie  dieser  Gleichungen  sieht  man,  dass  das  Coordinaten- 
dreieck  in  2  die  Grundpunkte  auf  2  zu  Ecken  hat,  und  dass  denselben  die 
Seiten  des  Coordinatendreiecks  auf  2'  entsprechen. 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Den  Grundpunkten  in  jedem  der  beiden 
Systeme  entsprechen  die  Seiten  des  von  den  Grundpunkten  des 
andern  Systems  gebildeten  Dreiecks. 

Den  Punkten  der  Geraden  auf  2' 

7.  rsaXi^r,'  -|-X,jr,' 4- Xj^j' =  0 

entsprechen  auf  2  die  Punkte,  flir  welche  der  Verein  der  Gleichungen  6.  und  7. 
besteht;  folglich  die  Punkte,  für  welche  die  Determinante  verschwindet 

Aj  Aj  Xj 


a^x^     a^x^     a^x^ 


=  0. 


b^x^      b^x^      ^3^3 

Entwickelt  man  dieselbe,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  der  Geraden  V 
entsprechenden  Kegelschnitts  in  der  Form 
8.  \A^x^x^  -I-  ^^A^x^x^  -\-  ^'^A^x^x^  =  0, 

wobei      A^  ^a^b^  —  a.^b^,     A^^  a^b^  —  a^b^,     A^  sa  a^b^  —  a^b^. 

Diese  geometrische  Verwandtschaft  ist  von  Jacob  Steiner*)  aufgestellt  und 
zur  Lösung  von  Constructionsaufgaben  verwendet  worden. 

3.  Die  durch  die  Gleichungen  No.  2,  1  definirte  Verwandtschaft  erleidet 
eine  wesentliche  Abänderung,  wenn  jede  der  drei  Functionen  K^f  K^,  K^  in 
zwei  lineare  Faktoren  zerfallt,  und  wenn  diese  drei  Produkte  einen  linearen 
Faktor  gemeinsam  haben. 

Der  Kegelschnitt  K^  wird  durch  zwei  projective  Strahlbüschel  erzeugt,  welche 
den  Schnitt  von  B  und  C,  sowie  den  von  E  und  F  zu  Trägem  haben.  Zerfallt 
A'i  in  zwei  Gerade,  so  sind  diese  Büschel  perspectiv;  ist  ^  =  0  die  Gerade 
der  beiden  Träger,  so  sind  C  und  F  in  der  Form  darstellbar 

1.  C^G-JffiB,      F=^G  -\-  a£. 

Hieraus  folgt  nun 

2.  A'i  ^  BF  -^  CF  ^  G  (^B  —  £) . 

Zerfallt  Ä'j  in  zwei  Gerade,  deren  eine  G  ist,  so  schliesst  man  in  gleicher 
Weise,  dass  B  und  F  in  der  Form  darstellbar  sind 

3.  B^G-h^A,      F^^G  -h^n. 
Hiemach  wird 

4.  K^^AF—  BD^G{^A  —  D). 

Führt  man  die  Werthe  3.  in  2.  ein,  so  erhält  man 

5.  Ky^^G  [(ß  —  8)  C;  -h  ß7^  —  T^]- 

•)  Steinkr,    Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  ein- 
ander.     Berlin   1832,    pag.  254.     Vergl.    auch    Durege,    Die   ebenen   Curven   dritter  Ordnung, 
Leipzig  iSyi,  pag,   121. 
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Femer  erhält  man 

K^mmCD  —  AF={G-\-  aB)  £>  ^  {^G -h  ol£)  A  , 

6.  ^  (G:  H-  aG^  H-  a^A)  />  —  (ßC^  -+-  fxbG  -+-  a-^D)  A , 

^  G^  [(IH- a)  2?  —  (ß -h  aÖ)  ^]. 

Es  zerfallt  also  auch  K^  in  zwei  Gerade,  und  die  drei  Geradenpaare  A'i, 

K^f  K^  haben  die  Gerade  G  gemein. 

Der  Kegelschnitt  AT,  welcher  der  Geraden 

T  =  X^'  4-  fi.;''  -+-  V  =  0 
entspricht,  ist  nun 

Ar=  X6?  [(ß-a)  G^  H- p7^-7Z>]-r  jjlG^  [(iH-a)  Z>— (ß-+-aa)  ^]4-vG^  (ö^ -2?)  =  0; 
er  zerfällt  in  die  Gerade  G^  =  0  und  in  die  von  T'  abhängige  Gerade 

7.  r  =  X  [(ß  —  8)  G^  H-  ß7^  —  7^]  4-  fi.  [(1  4-  a)  /?  —  (ß -ha«)  ^  4-  V  (BA  —  I?)  =  0. 

In  den  Auflösungen  der  Verwandtschaftsgleichungen  in  Bezug  auf  x',  y'  kann 
man  den  Faktor  G  in  den  Zählern  und  im  Nenner  unterdrücken,  und  erhält 
dieselben  in  der  Form 

worin  If^,  H^t  H^  lineare  Functionen  der  Coordinaten  jr,  y  bedeuten. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  in  den  Functionen  auftretenden  Con- 
stanten immer  so  gewählt  werden  können,  dass  /fj,  H^,  H^  beliebig  gewählte 
lineare  Functionen  werden. 

Den  Punkt  P^  welcher  einem  Punkte  x\  y  entspricht,  bestimmt  man  nun, 
indem  man  die  Gleichungen  8.  in  Bezug  auf  x  und  y  auflöst. 

Setzt  man /r3ssBÖ3^-+-^3^-+-fj,  H^^sa^x-^b^y-^c^,  If^^^a^x-hb^y-i-c^, 
so  hat  man  die  Gleichungen  aufzulösen 

(öl  —  03^')  :r  -h  (^1  —  ^s^')y  =  —  (^1  —  ^8*') ' 
(^2  —  ^^y)  ^  4-  (^,  —  b^y)y  =  —  (^j  —  c^y) . 

Man  erhält  hieraus 

^1^2 —^2^1  -+-(^2^s—^3  0*'-*-(^8^i  —^i^s)/ 


X    = 


y  = 


«1^,  —  02^1  4-  (0,^3  —  öj^y)  x'  4-  («3^1  —  öi^a)/ ' 

^2^1  --^1^2  -<-  (^3^2  — «2^8)'^'-<-K^3  —  ^8^l)y 


«1  ^2  —  «2^1  -*-  («2^8  —  ^8^2)  ^'  4-  («3^1  —  «i^s)/  ' 

Man  hat  daher 
9.  x^/f,':/l,\     y  =  Jf,^ ://,', 

wo  Jf^',  H^ t  H^  lineare  Functionen  von  x\  y  sind. 

Dieser  besondere  Fall  der  SxEiNER'schen  Verwandtschaft  zeichnet  sich  vor 
dem  allgemeinen  dadurch  aus,  dass  der  Kegelschnitt,  welcher  im  allgemeinen 
Falle  einer  Geraden  eines  Systems  entspricht,  in  eine  feste  und  in  eine  ver- 
änderliche Gerade  zerfallt. 

Geht  man  von  den  Verwandtschaftsgleichungen  8.  oder  von  ihren  Um- 
kehrungen 9.  aus,  so  kommen  diese  festen  Geraden  in  beiden  Systemen  nicht 
mehr  zur  Erscheinung,  da  der  gemeinsame  Faktor  im  Nenner  und  in  den  Zählern 
von  X  und  y^  sowie  bei  jc'  und  y  bereits  unterdrückt  ist;  die  Grundpunkte,  die 
in  diesem  Falle  auf  den  festen  Geraden  liegen,  kommen  damit  ausser  Betracht. 

Die  durch  die  Gleichungen  8.  oder  9.  definirte  Verwandtschaft 
ist  daher  dadurch  charakterisirt,  dass  die  Coordinaten  jedes  Punktes 
des  einen  Systems  mit  den  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes 
im  andern  Systeme  durch  lineare  Gleichungen  verbunden  sind,  und 
dass  jeder  Geraden  des  einen  Systems  eine  Gerade  des  andern  ent- 
spricht. 


350  Analytische  Geometrie. 

Diese  Art  der  Verwandtschaft  ist  von  Möbius*)  in  die  Geometrie  eingeführt 
und  als  collineare  Verwandtschaft  bezeichnet  worden;  wir  gebrauchen  statt 
dessen  die  Bezeichnung  projective  Verwandtschaft 

4.  Die  projective  Verwandtschaft  zweier  Ebenen  ist  also  durch  die 
Gleichungen  definirt 

aus  denen  sich  die  Umkehrungen  ergeben 

wobei  /Tj,  /fj,  H^  und  H^,  H^\  H^  die  linearen  Functionen  bezeichnen 

n, »  A^x  H-  ^3^^  H-  C3 ,  /T,'  =  A3^'  -h  Bjy  -+-  r, , 

und  Aj  .  .  .  r3  abktirzungsweise  gesetzt  sind  für 

5.  Ü,».^,C, -^iC,;      B,  =  C,^,  -  C,^, ;      B,  —  ^,^1  -  ^1^, ; 

5.  Der  Geraden  der  Ebene  2' 

T  ^u'x'  -f-z^y  —1=0 
entspricht  in  2  die  Gerade 

r  —  u'ff^  4-  tf'/T,  —^3=0. 
Ordnet  man  dies  nach  den  Coordinaten,  so  erhält  man 
T^  {A^u'  -h  A^v'  —  ^s)  X  4-  {B^u'  4-  ^,z;'  —  B^)y  4-  (Ci«'  4-  C,«f'  —  Cj)  =  0. 
Die  Coordinaten  dieser  Geraden  sind  daher 

ß  ,^ yi        _, y2 

6.  «  =  y?  I       2^  =  -7-?  > 

73  ys 

wenn/,'^^i«'4-^2^'-^3,  /^' =  B^u' -^-B^v'-^B^,  j^  ^c^u' —  C^v' -^Cy 
Umgekehrt  entspricht  der  Geraden  in  2 

T^ux  -\'  vy  —  1  =  0 
die  Gerade  in  2',  welche  die  Gleichung  hat 

r  =  «  .  J^i'    4-   Z'  •  /Tg'   —  J^g'   =   0, 

deren  Coordinaten  also  sind 

7.  «   =  V-,      2^   =  7^, 

ys  ys 

/j  ^  Ai«4- AgZ'— Aj,     /a  sBi«4-Bj«--B3,     73=— Ti«—  T^v-^T  . 

Die  Gleichungen  7.  können  auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die 
Gleichungen  6.  nach  u\  v'  auflöst. 

Von  den  Gleichungen  6.  (oder  7.)  gelangt  man  zu  den  Verwandtschafts- 
gleichungen in  No.  3  zurück;  man  kann  daher  die  projective  Verwandtschaft  auch 
durch  6.  und  7.  definiren: 

Zwei  ebene  Systeme  sind  projectiv,  wenn  die  Coordinaten  jeder 
Geraden  der  einen  Ebene  mit  den  Coordinaten  der  entsprechenden 
Geraden  der  andern  Ebene  durch  lineare  Gleichungen  verbunden 
sind,  und  wenn  jedem  Strahlbüschel  der  einen  Ebene  ein  Strahl- 
büschel der  andern  entspricht. 

5.    Wenn  man  mit  Utk  den  Werth  bezeichnet,  den  die  Function  H,  annimmt, 


*)  MÖBIUS,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827,  pag.   179. 


§  14*   Pkojective  Punktebenen,  Geradenebenen,  EbenenbUndel  und  Strablenbündel.       351 

wenn  man  darin  x,  y  durch  die  Coordinaten  Xkt  yk  eines  Punktes  Pk  ersetzt,  so 
entsprechen  den  Punkten  i\,  /*,,  F^  des  Systems  2  die  Punkte  P^\  P^^  P^  des 
Sfstems  2',  deren  Coordinaten  sind 


^'l      —     17        I  -^^     *"    //        I  ^^     ~~    // 


311  -'^S»;  -"^38 

Für  den  Punkt  P^\  der  dem  Punkte  /\  entspricht,  dessen  Coordinaten  sind 


öj   -t-  öj  4-  «3  ^»  öj    4-  «2   -h  Ö3 


«geben  sich  die  Functionen  H 


^4  =  ^    ^  ^    _i_  ^    (^1  ^'1  ■+"  ^2^'S  -+-  ^s^'s)- 


Daher  hat  man 


öj  4-  öj  -h  öj 


Hierfür  kann  man  setzen 

wobei 

Die  Coordinaten  jedes  Punktes  auf  2  ergeben  sich  für  ein  bestimmtes  Ver- 
bältniss  X|  :  X^  :  X3  aus  den  Formeln 

^     ^  ^  X^g^J^^  -hX^g^jCg-h  X3g3jf3  ^  ^i^i^i  -^  X^ga^fa  4-  X3g3jr3 

Xjöi  4-  Xjöj  -H  Xjflj        '      -^  Xj«!  4-  Xjöj  4-  X3Ö3 

Nach  1.  und  2.  sind  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes 
l    ä       .       ^i^^i'  H-  X,^aXg^4-  X3^3jf3^         .       ^^jl^^yt    4-  Xa^a^a'  4-  X3^3j^3' 

Xj^i  4- Xj^a  4- Xg^j  '     -^  Xj^i  4- Xa^a  4"  ^3^3 

Umgekehrt  schliesst  man  leicht:  Wenn  man  zu  vier  Paar  gegebenen 
«Btsprechenden  Punkten  die  Coordinaten  je  zweier  entsprechenden 
Btch  den  Formeln  3.  und  4.  bestimmt,  so  sind  die  beiden  Ebenen 
•projectiv.  Zugleich  ist  hieraus  ersichtlich:  Die  projectiveVerwandtschaft 
«wcier  Ebenen  ist  durch  vier  Paar  entsprechende  Punkte  eindeutig 
l^estimmt 

In  gleicher  Weise  erhält  man  von  den  Gleichungen  No.  4,  6  und  7  aus- 
fdiend:  Die  projective  Verwandtschaft  zweier  Ebenen  ist  durch  vier  Paare  ent- 
^rechende  Gerade  bestimmt;  entsprechen  sich  T^,  T^,  T^,  7\  und  T^\  T^\ 
r,',  r^'  und  ist 

^  *  a^  4-  a,  4-  a3         I  *  ßi  ^  ^2  +  ßa 

^  giPiH-aay>-has^3  j  ,  ^  ?i^i'  -^  h^i  -^  h^z 

^  ai  4-  a,  4-  a,         )  *  ßi  H-  ^2  "H  ß3 

,  90  folgen  die  Coordinaten  je  zweier  entsprechenden  Geraden  aus  den  Formeln 

_  ^'i«i<^i  -*-  Xattai^a  +  ^3«3^3        ^  ^  X^a,z;^    4-  XaCg^a  -^  ^3«3^3 

^1*1   "H  Xjttj  4-  X3  «3  ^1*1   ~^~  ^2  *2   "^  ^3^8 

Dieses  Fonnelsysteni  kann  durch  das  folgende  ersetzt  werden:   Sind  J'^  =  0 
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und  Fy'  =  0,  F^  ~  0  und  F^'  =  0,  Z^,  =  0  und  F^*  =  0,  -P4  =  0  und  F^*  =  0 
die  Gleichungen  von  vier  Paar  entsprechenden  Punkten  und  ist 

F,  ^a,F,-h  a^F^  ^  a^F^ ,       FJ  ^  b,F^'  -h  b^F^'  -h  b^F^' , 
so   werden  die  Gleichungen  jedes  Paares  entsprechender  Punkte  in  der  Form 
erhalten 

F  ^\^a^F^    -^y^^a^F^   -h  X, 

F  ^X^b^F^'  -h  l^b^F^'  -h  Xj,^; 
Sind    ferner    Tj  =  0    und    T^'  =  0,    T,  =  0    und    7"/  =  0,    T'j  =  0   und 
7*3'  =  0,   7\  =  0  und  7*4'  =  0  die  Gleichungen  von  vier  Paar  entsprechenden 
Geraden  und  ist 


7. 


8  ^3  ^3   =0' 


^4  ^  aj  T'i  -I-  a^  7\ 


3  ^3  f      ^4  =  ßi  ^1  -^-  ?j  ^s 


P3^3. 


8. 


so  sind  die  Gleichungen  jedes  Paares  entsprechender  Geraden  von  der  Form 

T  ^  Xj  aj  7*1  4-  X2  «2^»  ■+"  ^8  *8  ?^3  =  0  . 

r^i,^,T,  -hXaßjr,  -+-X3ß,r3  =  0. 

6.  Nimmt  man  Xj  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  No.  5,  7  entsprechende 
Punkte  der  Geraden  F^F2  und  F^'F^'.    Aus  diesen  Gleichungen 

F=\i  a^Fy  4-  Xjflgi'j  =  0,      F'  ^X^b^F^  -h  X^^s-P,'  =  0 
schliesst    man:      In    projectiven    ebenen    Systemen    sind   je    zwei    ent- 
sprechende geradlinige  Punktreiheu  projectiv. 

Die  Gleichungen  (No.  5,  8)  geben  für  Xj  =  0  die  Gleichungen  entsprechender 
Strahlen  der  beiden  Büschel  T^T^  und  T/r/ 

r^Xiai^i  H-X^a^Tj,  =  0,       7"  — Xi^i^i'  -h  Xjßj  r,' =  0  . 
Hieraus  folgt  weiter:     In  projectiven  ebenen  Systemen  sind  je  zwei 
entsprechende  Strahlbüschel  projectiv. 

Diese  beiden  Sätze  lehren,  zu  jedem  Punkte  und  zu  jeder  Geraden 
des  einen  Systems  den  entsprechenden  Punkt  und  die  entsprechende 

Gerade  des  andern  zu 
-?/'  construiren. 

Um  den  Punkt  zu  fin- 
den, der  F  entspricht,  con- 
i"  struire  man  die  beiden  Ge- 
raden F^  'FundF^'F  so, 
dassF,'iF,',F,\F^',F)^ 
=  F,  {F,F,F,F),  so. 
wiedass/'3'(7^,'/'i'-P//0 
r^F,{F,F,F,F).  Der 
Schnittpunkt  beider  Sirah- 
len ist  der  gesuchtePunkt/^. 
Um  femer  die  Gerade 
zu  finden,  die  der  Geraden  T  (Fig.  4G5)  entspricht,  construire  man  auf  T^'  den 
Punkt  M2 '  so,  dass 

(/','/',' J/,'i)/,')  =  {P,F,  M,  M,) ;        • 
und  auf  T^'  den  Punkt  M^'  so,  dass 

{P^P^M^M,')  =  {P.P^M^M,). 
Alsdann  ist  die  Gerade  Af^'M^'  die  gesuchte  Gerade  T'. 

7.  Für  jeden  Punkt  der  Geraden  H.^  =  Ü,     bez.  /^g'  =  0  werden  die  Coor- 
dinaten    des    entsprechenden  Punktes    unendlich    gross;    und   umgekehrt:    einem 


(M.464.) 


♦;  d,  i.  das  Doppel verhältniss  der  Strahlen,  die  /»/  mit  P^\  F^'  PJ  F'  verbinden. 


\: 
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unendlich  entfernten  Punkte  jedes  Systems  2  und  2'  entspricht  im  andern  Systeme 
ein  Punkt  der  Geraden 
H^'  r=  0  bez.  ^8=0.  K 

Die  Punkte  eines 
ebenenSystems,  wel- 
che den  unendlich 
fernen  Punkten  eines 
projectiven  Systems 
entsprechen,  liegen 
daher  auf  einer  Ge- 
raden. Diese  Gerade 
heisst  die  Gegenachse 
des  Systems.  Die  Gegen- 
achsen der  Systeme  2 
und  2'  mögen  mit  G  und 
G^  bezeichnet  werden. 

Einem  Büschel  paral- 
leler Geraden  des  einen 
SjTstems  entspricht  im 
andern  Systeme  ein 
Strahlbüschel,  dessen 
Träger  auf  der  .  Gegen- 
achse dieses  Systems 
liegt.  Den  Geraden  eines 
Systems,  die  zur  Gegen- 
achse dieses  Systems 
parallel  sind,  entsprechen 
im  andern  Systeme  Pa- 
rallele zur  Gegenachse 
dieses  Systems. 

Bei  zwei  entsprechen- 
den Parallelen  zu  den  Ge- 
genachsen entsprechen 
sich  die  unendlich  fernen 
Punkte;  entsprechende  Parallelen 
daher  ähnliche  Punktreihen. 

Das  Verhältniss  entsprechender  Strecken  auf  zwei  entsprechenden  Parallelen 
zu  den  Gegenachsen  ergiebt  sich  in  folgender  Weise:  Liegen  F^  und  F^  auf 
einer  Parallelen  zu  G,  so  ist  

1.  A^x^  -h  B^y^  -h  Cj  =  A^x^  -h  B^y^  -i-  C,  =  yA^  -h  B}  •/, 
wenn  /  den  Abstand  der  Geraden  F^F,^  und  G  bezeichnet.     Aus  1.  folgt 

2.  A^  (x,  —  x;)  -+-  B^  {y^  —y^)  =  0; 
daher  ist  weiter  ^  ^^ 

{x^  —  x^y 


(M.4fö.) 


zu    den    Gegenachsen    enthalten 


3. 


F,F^^  =  (^j  -  ^1)^  H-  {%  -yi)'  =  (^2  -  ^i)'  H-  ^ 


=  (*,  —  ^1)* 


A,^ 


B^ 


^s» 


9  V 

Die  Coordinaten  der  entsprechenden  Punkte  ergeben  sich  aus  den  Formeln 

Hl—riaiBdfc  d»  Mathematik,    Bd.  J7.  %^ 
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Hieraus  folgt 


1 


Xi 


—  JC,'    = 


4. 


1 


In  Rücksicht  auf  2.  folgt  weiter 

1 


—  X.     = 


^j  -y^   = 


1 


[Ai  (*,  —  *,)  -4-  B,  (j-,  —yi)] . 


{A^B^-A,B^)(xt-x,), 


B^yAi  +Bip 


{A^B^  —  Af  B^)  (*j  —  Ä,) . 


Ersetzt  man  {A^B^  —  -^s-^i)  ""*^  i^i^z  —  •^s-^j)  nach  No.  4  durch  —  B, 


und  A3,  so  erhält  man 


A| 


Bi? 


5-  A ' -^j'   —  ßi  ^^  ^  ßj>^  .  pi  (x,  —*,)», 

und  schliesslich  durch  Vergleich  mit  3. 


7. 


In  gleicher  Weise  erhält  man  für  dasselbe  Verhältniss 


p,p. 


-^Bl     1 


wenn  mit  /'  der  Abstand  der  Geraden  P^  P^^  und  G^^  bezeichnet  wird. 

Durchschneidet  man  die  Parallelen  zur  Gegenachse  6^  des  Systems  2 
durch  zwei  Parallelen  T^  und  T^  und  sucht  die  entsprechenden  Geraden 
7*/  und  7^2'  '^  2'  3.uf,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte  der 
Gegenachse  G^,  Auf  den  Parallelen  zu  G^  werden  von  den  Geraden  7\' 
und  7^2'  Strecken   abgegrenzt,  die  der  Reihe  nach  den  unter  sich  gleichen  und 

gleich    gerichteten    Strecken 

entsprechen,  welche  von  7*, 

A'\  ^       /B'    und  r,    auf  den   Parallelen 

zu  G  ausgeschnitten  werden. 
Setzt  man  nun  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  auf  Parallelen 
positive  Strecken  als  gleich- 
gerichtet voraus,  und  sind  die 
entsprechenden  Strecken  AB 
und  AB  beide  positiv,  so 
sind  CD  und  C^  D*  von  un- 
gleichen Vorzeichen.  Wir 
schliessen  daher :  Für 
Strecken  auf  zwei  Paral- 
lelen zu  den  Gegenachsen  sind  die  Verhältnisse  zu  den  entsprechen- 
den Strecken  von  gleichen  oder  ungleichen  Zeichen,  je  nachdem  die 
Parallelen  auf  derselben  Seite  der  Gegenachse  des  Systems  liegen 
oder  nicht. 


(M.466.) 


8.    Ist  p  = 


l/A; 


B  2 

"8 


— ^  ,  und  mithin  /'  = 


VÄl 


Bi 


A,» 


Br 


so  hat  das  Ver- 


hältniss    der    durch    diese  Bedingung    bestimmten  beiden  Paare  entsprechender 

Parallelen    7x\    den    Gegenachsen    den    numerischen    Werth    1,    ein    Paar   dieser 

Parallelen   sind   daher  gleichsinnig,    das  andere  Paar  ungleichsinnig  congruent 
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In  zwei  projectiven  ebenen  Systemen  giebt  es  also  ein  Paar  gleich- 
sinnig congruente  und  ein  Paar  ungleichsinnig  congruente  Gerade. 
Die  beiden  Geraden  jedes  Systems,  denen  congruente  Gerade  im 
andern  Systeme  entsprechen,  sind  symmetrisch  zu  der  Gegenachse 
des  Systems. 

9.  Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectiven  Strahlbüscheln  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  zusammenliegen,  so  haben  die  beiden  Büschel  noch  ein  paar 
zusammenfallende  entsprechende  Strahlen;  denn  die  Doppelstrahlen  zweier  auf 
einander  liegenden  Büschel  sind  beide  real  oder  beide  imaginär.  Da  man  nun 
zwei  projective  Büschel  auf  zweierlei  Weise  so  auf  einander  legen  kann,  dass 
sie  denselben  Träger  haben  und  dass  ein  bestimmtes  Paar  entsprechender 
Strahlen  zusammenfallen,  so  folgt:  Jeder  Strahl  in  einem  von  zwei 
projectiven  Büscheln  ist  Schenkel  zweier  Winkel,  die  den  entsprechen- 
den Winkeln  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  sind;  zwei  dieser 
entsprechenden  Winkel  sind  gleich,  die  andern  beiden  sind  ent- 
gegengesetzt gleich.  Ebenso  findet  man,  dass  bei  zwei  projectiven 
geradlinigen  Punktreihen  an  jedem  Punkte  der  einen  Reihe  zwei 
Strecken  liegen,  die  den  entsprechenden  Strecken  dem  absoluten 
Werthe  nach  gleich  sind;  zwei  dieser  sich  entsprechenden  Strecken 
sind  gleich,  die  andern  beiden  sind  entgegengesetzt  gleich. 

10.  Sind  r  und  F'  die  entsprechenden  congruenten  Geraden,  die  sich  ohne 
vorherige  Umwendung  der  einen  Ebene  zur  Deckung  bringen  lassen,  sowie  Fj 
und  Fl'  das  andere  Paar  entsprechende  congruente  Gerade,  so  lege  man  die 
Ebene  2'  so  auf  2,  dass  die  entsprechenden  Punkte  von  F  und  F'  sich  decken; 
alsdann  komme  F/  in  die  Lage  [F/]. 

Die  beiden  in  A  vereinten  projectiven  Strahlbüschel  haben  einen  entsprechen- 
den Strahl  r  gemein,  also  deckt  sich  noch  ein  Paar  entsprechende  durch  A 
gehende  Gerade;  dies  seien  die  mit 
AAf  zusammenfallenden  Geraden  beider 
Systeme.  Ebenso  schliesst  man,  dass  ausser 
F  und  r'  noch  zwei  durch  einen  andern 
Punkt  von  F,  durch  B,  gehende  ent- 
sprechende Gerade  sich  decken;  dies  seien 
die  mit  BN^  zusammenfallenden  Geraden. 

Dem  Schnittpunkte  A  dieser  beiden 
Geraden,  als  Punkt  des  Systems  2  gedacht, 
entspricht  in  2'  ein  Punkt,  der  sowol  auf 
BN^  als  auch  auf  AAf  liegt,  also  ent- 
spricht A  sich  selbst. 

Daher  entspricht  auch  jede  Gerade 
sich  selbst,  die  durch  A  geht;  denn  jede 
solche  Gerade  geht  von  dem  selbstentsprechenden  Punkte  A  nach  einem  selbst- 
entsprechenden Punkte  auf  F.  Es  decken  sich  folglich  zwei  entsprechende 
Strahlenbüschel  beider  Systeme  und  ihr  gemeinsamer  Träger  ist  A. 

Da  nun  von  den  Strahlen  durch  A  entsprechende  Gerade  in  entsprechenden 
Punkten  geschnitten  werden,  so  folgt,  dass  MN  =  M^ N^\  folglich  sind  die 
Dreiecke  MN^  und  AT  N^H  congruent,  und  A  auf  der  Mittellinie  des  Streifens 
Tiir,']  gelegen. 

Dreht   man  hierauf  die  Ebene  2'  um  die  Achse  F   um  emexv  ^"tslitcVXÄTv 


(M.4G7.} 
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Winkel,  so  liegen  nach  der  Drehung  die  Ebenen  wieder  auf  einander;  F/  liege 
auf  [r/]  (Fig.  468). 

Wir  schliessen  wie  vorhin,  dass  von  den  in  zwei  Punkten  A  und  B  der  Ge- 
raden r  zusammenliegenden  projectiven  Strahlbüscheln  der  beiden  Systeme  ausser 

den  Strahlen  V  und  V'  noch  ein  Paar  Strahlen 
sich  decken;  diese  seien  bei  den  in  A  vereinten 
Strahlenbüscheln  die  mit  AN^  zusammenfallenden 
Geraden,  und  bei  den  in  B  vereinten  die  mit 
BAT  zusammenfallenden.  Hieraus  schliesst  man, 
dass  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  A, 
sich  selbst  entspricht,  und  dass  er  der  Träger 
eines  Büschels  von  selbstentsprechenden  Geraden 
ist.  Dies  ergiebt  weiter  die  Gleichheit  der  Strecken 
MN  und  M^  N^,  und  daher  die  Thatsache,  dass 
A,  auf  der  Mittellinie  des  Streifens  ri[ri']  liegt 
Trennt  man  die  beiden  Systeme,  indem 
man  2'  in  eine  beliebige  Lage  bringt,  und 
rechnet  in  beiden  Systemen  positive  Winkel  in 
derselben  Drehrichtung,  so  trennen  sich  die  in 
A  bez.  A|  vereinten  Strahlbüschel  und  treten  in 
den  beiden  Systemen  als  congruente  ent- 
sprechende Büschel  auf;  und  zwar  die  vorher 
in  A  vereinten  als  gleichsinnig  congruente, 
die  andern  als  ungleichsinnig  congruente.  Wir  schliessen  daher:  Zwei 
projectivc  ebene  Systeme  enthalten  zwei  gleichsinnig  congruente 
und  zwei  ungleichsinnig  congruente  Strahlbüschel;  der  Abstand  der 
Träger  dieser  Büschel  von  der  Gegenachse  eines  Systems  ist  gleich 
dem  Abstände  der  congruenten  Geraden  des  andern  Systems  von 
der  Gegenachse  dieses  Systems. 

Man  kann  das  Ergebniss  dieser  Untersuchung  auch  in  folgenden  Satz 
zusammenfassen:  Zwei  projective  ebene  Systeme  lassen  sich  in  zwei- 
facher Weise  so  zusammenlegen,  dass  sie  perspectiv  sind,  d.  i.  so, 
dass  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  entsprechenden  Punkte  durch 
einen  Punkt  (A  oder  Aj)  gehen,  und  dass  die  Schnittpunkte  je  zweier 
entsprechenden  Geraden  auf  einer  Geraden  (F  oder  F,)  liegen. 

11.    Das  Verhältniss  der  entsprechenden  Dreiecke  P^P^F^  und  F^^ F^ P^ 


(M.  468.) 


1 


X^       V,        1 

1 

ergiebt  sich,  wenn  man  Xi^ y/  durch  Xi yt  ersetzt  (No.  4,  1). 
Man  erhält 


y^ 


Xi 
X 


3 


yi 
y,' 


1 
1 
1 


X, 
•^2 


X  o 


J^b' 


1 
1 
1 


1 


^11       ^»1       ^81 


11 
^12 


lifoo     11% 


22 


82 


H. 


13 


^o«         H^ 


28 


38 


-^3  1  ^3  2  -^3  3 

Nun   ist,   wie   man   sofort  sieht,   wenn   man   fiir  Hjk  die  ausführlichen   Aus- 
drücke einsetzt 


^11 

^13 

Setzt  man 


^2  1       ^31 
^22      ^ 


32 


23 


33 


A,     B,     C, 


=     Ao     B, 


2 


•^3       -^3       ^3 


^1 
X, 


yi 
y^ 
yz 


1 
1 
1 
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A,     B,     C, 

"^2       "^2       ^2 
^3       -^3       ^8 


^, 


SO  erhält  man  für  das  gewünschte  Verhältniss 

In  gleicher  Weise  kann  man  ableiten 

P,  P^  P,  JP 


D  f  D   *  D   *    ZT       '  ZJ'      I  ZT      f  » 

-^1-^2^3  y^jj  7^32  7^33 

wenn  IP  die  Determinante  bedeutet 

A,    B,   r, 

li  ^s   A^    Bg   r^ 
A3    B3   r3 

Liegen  P^  ""^  -^s  unendlich  nahe  an  /^j,  so  sind  die  Dreiecke  F^F^F^ 
und  F^^F^^F^  verschwindend  klein,  und  die  Ausdrücke  ZT., ,,  -^32»  ^33  einander 
gleich.  Für  das  Verhältniss  verschwindend  kleiner  an  den  entsprechenden 
Punkten  F^  und  /\'  gelegener  entsprechenden  Flächen  /  und  /'  hat  man  also 

/'  -     ^   • 

12.  Wir  wollen  noch  mit  einigen  Worten  auf  eine  Abart  der  projectiven 
Verwandtschaft  hinweisen. 

Wenn  A^  =  F^  ^=  0,  so  ist  auch  As  =  B3  =  0  und  die  Functionen  /Tj  und 
ZT,'  reduciren  sich  auf  die  Constanten  C3  und  Fs-  Wenn  man  sie  noch  als 
lineare  Functionen  von  x  und  yt  bez.  von  x'  und  y'  betrachten  will,  so  muss 
man  sie  als  solche  Functionen  betrachten,  in  denen  die  Coefficienten  der  Coor- 
dinaten  verschwindend  klein  sind.     Den  Gleichungen 

/r,  =  0  und  /Tg'  =  0 
kann  dann  nur  durch  unendlich  grosse  Werthe  der  Coordinaten  genügt  werden, 
und  wir  schliessen  daher:  In  diesem  besonderen  Falle  der  projectiven 
Verwandtschaft  sind  die  Gegenachsen  unendlich  fern.  Man  bezeichnet 
diese  Art  der  Verwandtschaft  als  Affinität.  Das  Verhältniss  entsprechender 
Flächen  wird  in  affinen  Systemen 

A  A  A       ci 
P,'P,'P,'  -  P  ' 

also  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  F^F^F^.  Wir  haben  daher  den  Satz, 
der  die  charakteristische  Eigenschaft  affiner  Systeme  ausspricht:  In  affinen 
Systemen  ist  das  Verhältniss  entsprechender  Flächen  constant. 

Da  in  affinen  Systemen  einem  unendlich  fernen  Punkte  in  2  ein  unendlich 
femer  in  2'  entspricht,  so  folgt  weiter:  Je  zwei  entsprechende  Gerade  in 
affinen  Systemen  enthalten  ähnliche  Punktreihen. 

13.  Die  Gleichungen  entsprechender  Punkte  zweier  projectiven  Systeme 
No.  5,  7  beziehen  sich  auf  Coordinatensysteme  in  den  Ebenen  2  und  2';  durch 
die  Coefficienten  Xj/ii,  ^2^2'  ^3^3  •  •  •  werden  Beziehungen  ausgedrückt,  die 
von  jeder  Coordinatenbestimmung  unabhängig  sind,  diese  Gleichungen  gelten 
auch,  wenn  die  Punkte  von  2  und  2'  auf  räumliche  Coordinatensysteme  bezogen 
werden.  Wir  wollen  für  die  folgende  Untersuchung  voraussetzen,  dass  sie  auf 
ein  Coordinatentetraeder  bezogen  sind. 

Aus  den  Functionen  /\,  /j,  /j  .  .  .  und  aus  einer  willkürlich  gewählten 
linearen  Function  in  Ebenencoordinaten  Fl  bilden  wir  die  Functionen 

A'  ==  -^i  -»-  «iH,      F^'  =  /'a  -h  SaO,      A'  =  i",  -H  SjU. 


35^  Analytische  Geometrie. 

Durch  die  drei  Punkte  /^/  =  0,  P^'  =  0,  P^'  =  0  ist  eine  Ebene  2^  be- 
stimmt, und  P^,  P^\  P^'  sind  die  Projectionen  von  P^,  /j,  P^  auf  diese  Ebene, 
von  dem  Centrum  11  aus  projicirt.     Die  Identität 

P^'^a^Pi'-ha^P^'-ha^P^'^a^Pi-ha^P^-ha^P^-h{a^8^-ha^^^'{-a^^^)U^0 
zeigt,  dass  P^'  die  Projection  des  Punktes 

/\  «  a,P,   -h  a^P^  4-  a^P^  =  0 
auf  die  Ebene  2^  ist;  denn  aus 

P,'  ^a,P,'  -h  a,P,'  4-  a,P,' 
erkennt  man,  dass  P^'  mit  P^\  P^,  P,!  auf  derselben  Ebene  liegt,  und  aus 

P^'  ^  a^P^  -h  a^P^  -h  a^P^  -+-  {a^^^^  -H  0,63  4-  a^h^W, 
dass  /\ '  auf  der  Geraden  P^  11  liegt. 

In  gleicher  Weise  ist  ersichtlich,  dass 
j      F  =  ^,a,P,'-^l,a,P,'  ^\^a,P,' 

^\a^P^   -k-l.^a^P^  -HX3 0:3/^3  4-  (>irtJi5j ->- Xj^jöj -f- ^sÖ3Ö,)n  =  0 
die  Projection  des  Punktes 

auf  die  Ebene  2^  ist. 

Aus  den  Formeln  1.  und  2.  folgt  sofort  der  Satz:  Die  Centralprojection 
eines  ebenen  Systems  2  auf  eine  andere  Ebene  ist  dem  Systeme  2 
projectiv.  Hier  ist  die  Parallelprojection  mit  inbegriffen,  da  sie  als  Central- 
projection mit  unendlich  fernem  Centrum  zu  betrachten  ist,  und  da  die  Schlüsse 
sich  nicht  ändern,  wenn  [1  =  0  die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist 

In  der  Schnittlinie  a  der  Ebenen  2  und  2^  sind  zwei  congruente  Gerade 
der  projectiven  Systeme  so  vereint,  dass  die  entsprechenden  Punkte  sich  decken. 
Legt  man  durch  11  eine  Gerade  ß  parallel  zu  a,  und  durch  ß  eine  Ebene  T  so, 
dass  der  zwischen  2  und  2i  enthaltene  Streifen  der  Ebene  T  von  der  Geraden  ß 
halbirt  wird,  so  sind  die  Ränder  dieses  Streifens  das  andere  Paar  congruenter 
Geraden  von  2  und  2j.  Die  Scheitel  der  beiden  Paare  congruenter  Büschel 
liegen  in  der  Symmetrieebene  der  ganzen  Figur,  d.  i.  in  der  durch  H  gehenden 
Normalebene  zu  a.  Die  Ebenen,  welche  durch  ß  parallel  zu  2^  und  2  gelegt 
werden,  schneiden  2  und  2j  in  den  Gegenachsen  beider  Systeme. 

14.  Zwei  projective  ebene  Systeme  2  und  2'  lassen  sich  immer  so 
legen,  dass  das  eine  eine  Centralprojection  des  andern  ist. 

Man  lege  2'  so  gegen  2,  dass  in  der  Schnittlinie  beider  Ebenen  .zwei  con- 
gruente Gerade  F  und  F'  mit  den  entsprechenden  Punkten  sich  decken,  und 
verbinde  zwei  Paar  entsprechende  Punkte  A  und  A\  B  und  B\  der  beiden 
andern  congruenten  Geraden;  da  diese  F  parallel  sind,  so  liegen  sie  auf  einer 
Ebene,  und  die  Geraden  AÄ  und  B B^  haben  einen  Schnittpunkt  II.  Verbindet 
man  Ff  mit  zwei  auf  F  liegenden  Punkten  C  und  D,  und  projicirt  nun  von  11 
aus  das  System  2  auf  die  Ebene  2',  so  bildet  die  Projection  ein  ebenes  System 
2i,  das  mit  2,  also  auch  mit  2'  projectiv  ist. 

Die  beiden  auf  derselben  Ebene  liegenden  projectiven  Systeme  2'  und  2, 
haben  vier  entsprechende  Punkte  gemein  A\  B\  C  und  2?,  von  denen  nicht 
drei  in  einer  Geraden  liegen;  folglich  sind  sie  identisch;  2'  ist  also  selbst  die 
Centralprojection  von  2. 

15.  Die  Gesammtheit  aller  Strahlen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  wird  als 
Strahl biindel  bezeichnet.  Sowie  man  das  Ebenenbündel  als  Gesammtheit 
der   Ebenen    sich   vorstellen  kann,    welche  die  Geraden   einer  Ebene   von  dem 
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Träger  des  Bündels  aus  projiciren,  so  kann  man  sich  ein  Strahlbündel  als  den 
Verein  aller  der  Strahlen  vorstellen,  durch  welche  die  Punkte  einer  Ebene  vom 
Träger  des  Bündels  aus  projicirt  werden. 

Bei  den  vorliegenden  Betrachtungen  haben  wir  die  Vorstellung  einer  mit 
Punkten  bedeckten  Ebene  (ebenes  Punktsystem)  mit  der  Vorstellung  der  mit 
Geraden  bedeckten  Ebene  (ebenes  Geradensystem)  vereinigt;  ebenso  wollen  wir 
auch  das  Strahlbündel  und  das  Ebenenbündel  immer  vereint  vorstellen;  man 
kann  sich  dann  entweder  der  einen  oder  der  andern  Bezeichnung  bedienen,  je 
nachdem  man  andeuten  will,  dass  man  bei  einem  ebenen  Querschnitte  der  Figur 
zunächst  die  Schnittpunkte  der  Strahlen,  oder  die  Schnittgeraden  der  Ebenen 
beachten  soll. 

Man  kann  ein  ebenes  System  2  und  ein  Strahlbündel,  durch  welches  2 
projicirt  wird,  in  Beziehung  setzen,  indem  man  jedem  Punkte  auf  2  den  pro- 
jicirenden  Strahl,  jeder  Geraden  auf  2  die  projicirende  Ebene  zuordnet. 

Strahlbündel,  welche  projective  ebene  Systeme  projiciren,  werden  als  pro- 
jective Strahlbündel  bezeichnet,  und  zwar  entsprechen  sich  darin  die  Strahlen, 
welche  entsprechende  Punkte,  sowie  die  Ebenen,  welche  entsprechende  Gerade 
projiciren. 

In  zwei  projectiven  Strahlbündeln  entspricht  jedem  ebenen  Strahlbüschel 
des  einen  Systems  ein  projectives  ebenes  Strahlbüschel  des  andern;  jedem 
Ebenenbüschel  des  einen  ein  projectives  Ebenenbüschel  des  andern. 

Ebene  Querschnitte  projectiver  Strahlbündel  sind  projectiv.  Entsprechen 
den  vier  Ebenen 

7\  =  o,  r,  =  0,  r3  =  o,  7;  —  0,^1  4-0,^2 -h  03^3  =  0 

eines  Ebenenbündels  die  Ebenen 

r/  =  o,  r,'  =  o,  7-3' =  0,     r/-^ir/-h^2r,'-H^3^3'  =  o 

eines  projectiven  Ebenenbündels,  so  sind  die  Gleichungen  je  zweier  entsprechenden 

Ebenen  beider  Bündel 

T^  y^^a^T^  -h  X,ö,r,  H-  Xgöjr,  =0,     7"  —  \h^T^  4-  \^b^T^  -\-  \b^T^'  =  0. 

Denn  setzt  man  in  diesen  Gleichungen  z.  B.  «  =  0,  so  erhält  man  die 
Gleichungen  der  Geraden  der  Querschnitte  beider  Büschel  mit  der  -YK-Ebene, 
und  erkennt  sofort,  dass  beide  Querschnitte  projectiv  sind. 

Entsprechend  den  congruenten  Geraden  und  den  congruenten  Strahlbüscheln 
ebener  projectiver  Systeme  giebt  es  in  zwei  projectiven  Strahlbündeln  zwei  Paar 
entsprechende  congruente  ebene  Strahlbüschel  und  zwei  Paar  entsprechende 
congruente  Ebenenbüschel;  wir  müssen  uns  indessen  versagen,  hierauf  näher 
einzugehen.*) 

16.  Doppelelemente  auf  einander  liegender  projectiver  Ebenen. 
Werden  zwei  auf  einander  liegende  ebene  Systeme  auf  dasselbe  Coordinaten- 
System  bezogen,  so  fällt  ein  Punkt  P  mit  seinem  entsprechenden  /^  zusammen, 
wenn  man  X  so  wählt,  dass  die  Gleichungen  zusammen  bestehen 

2  Xj^öj  -f- Xjflj  -h  Xjflj  ■"  Xj^j  -h  Xj^2  -H  X3^3  ' 

Xjflj  -f-  Xjflj  -H  X3Ö3  ^1^1  -^^%b^  4-  X3^3  ' 

Setzt  man  abkürzungsweise 


♦)  Vergl.  u.  A.  des  Verfassers  Schrift:  Elemente  der  analytischen  Geometrie  in  homogenen 
Coordinaten.     Braunschweig  1872,  pag.  219. 
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so  erliält  man  aus  1.  die  Gleichungen 

Dies  sind  zwei  quadratische  Gleichungen  flir  die  maassgebenden  Verhältnisse 
Xj  :  X3  und  Xj  :  X^.  Denselben  wird  durch  die  Verhältnisse  der  X  genügt,  welche 
sich  aus  den  beiden  Gleichungen  bestimmen  t  =  0,  d  =  0.  Diese  Gleichungen 
sind  linear,  haben  also  ein  reales  System  von  Lösungen;  durch  diese  I^sung 
werden  aber  keine  Doppelpunkte  der  beiden  ebenen  Systeme  bestimmt,  sondern 
die  einander  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkte  beider  Systeme,  die  im 
Allgemeinen  nicht  zusammenfallen. 

Die  übrigen  drei  Lösungen  des  Systems  2.  fllhren  auf  Doppelpunkte.  Von 
diesen  Lösungen  ist  eine  wenigstens  real.  Die  beiden  andern  sind  entweder 
real  oder  conjugirt  complex. 

Im  letzteren  Falle  sind  auch  die  Coordinaten  der  ihnen  zugehörigen 
Doppelpunkte  conjugirt  complex,  und  daher  die  Gerade  real,  auf  der  sie  liegen. 
Diese  Gerade  ist,  da  sie  zwei  Doppelpunkte  enthält,  eine  Doppelgerade,  d.  i. 
auf  ihr  liegen  zwei  entsprechende  Gerade  beider  Systeme.  Der  reale  Doppel- 
punkt ist  Träger  zweier  auf  einander  liegenden  entsprechenden  Strahlbüschel; 
diese  haben  zwei  Doppelstrahlen,  die  nicht  real  sein  können,  weil  sonst  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  realen  Doppelgeraden  reale  Doppelpunkte  wären,  entgegen 
der  Voraussetzung,  d^s  nur  ein  realer  Doppelpunkt  vorhanden  ist 

Wenn  drei  reale  Doppelpunkte  vorhanden  sind,  so  sind  die  Seiten  des  von 
denselben  gebildeten  Dreiecks  Doppelgeraden.    . 

Wir  schliessen  daher:  Zwei  auf  derselben  Ebene,  liegende  ebene 
Systeme  haben  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppelgerade;  auf  jeder 
Düppelgeraden  liegen  zwei  Doppelpunkte,  durch  jeden  Doppelpunkt 
geben  zwei  Doppelgerade.  Von  diesen  Doppelelementen  sind  ent- 
weder alle  real,  oder  es  ist  eine  Ecke  des  von  ihnen  gebildeten 
Doppeldreiecks  und  die  gegenüberliegende  Seite  real,  während  die 
beiden  andern  Seiten  und  Ecken  conjugirt  complex  sind. 

In  besonderen  Fällen  können  auch  mehr  als  drei  Doppelpunkte  und  Doppel- 
gerade vorhanden  sein.  Wenn  vier  Doppelpunkte  vorhanden  sind,  von  denen 
nicht  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  so  sind  die  beiden  Systeme  identisch;  alle 
Punkte  sind  alsdann  Doppelpunkte,  alle  Geraden  sind  Doppelgerade.  Wenn 
drei  Doppelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist  diese  Gerade  Doppelgerade 
und  auf  ihr  fallen  zwei  entsprechende  congruente  Gerade  mit  den  entsprechenden 
Punkten  zusammen.  Alsdann  giebt  es  noch  ausserdem  einen  realen  Doppelpunkt 
(A  oder  Aj)  und  noch  ein  Büschel  von  Doppelstrahlen,  (dessen  Träger  A  oder 
Aj   ist). 

17.  Constructionen  an  projectiven  ebenen  Systemen.  Sind  von 
zwei  projectiven  Systemen  }l  und  }l'  vier  Paar  entsprechende  Punkte  /*,  /,  -/^i  /*4 
und  P^' J\' P.^' J^^'  gegeben,  so  sind  sechs  Paar  entsprechende  Gefade  bekannt, 
nämlich  die  Seiten  der  beiden  vollständigen  Vierecke  F^P,^P.^P^  und  P^^ P^^ P^ P^^\ 
auf  jedem   Paare    dieser  Seiten  sind  drei  Paar  entsprechende   Punkte  bekannt. 

Bestimmt  man  die  Gegenpunkte  auf  zwei  Paar  entsprechenden  Geraden, 
und  verbindet  dieselben,  so  erhält  man  die  Gegenachsen  G  und  G^  der 
beiden  Systeme. 
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Der  Geraden  a,  welche  durch  /j   parallel  zu  P1F2  F»®l^g*^  wird,  entspricht 
die  Gerade  a',  welche  -P3'  n;iit  dem  Gegenpunkte  auf  Px  ^^  verbindet. 


(M.  46».) 

Die  beiden  Geraden,  welche,  parallel  zu  6r,  sind,  und  auf  denen  von  P\  P^ 
und  a'  Strecken  abgeschnitten  werden,  welche  der  auf  G  von  P^  P^  und  a  ab- 
geschnittenen Strecke  gleich  sind,  sind  die  Geraden  F'  und  Fj',  denen  in  2 
congniente  Gerade  F  und  Fi  entsprechen. 

Dem  von  P^  P%  "nd  a'  bestimmten  Strahlbüschel  entspricht  das  Parallel- 
strahlenbüschel ,  zu  welchem  P^  P^  und  a  gehören.  Die  beiden  Strahlen  des 
Büschels  (P^^P^'t  a'),  deren  Winkel  mit  G^  gleich  den  Winkeln  der  Geraden  a 
und  G  sind,  enthalten  die  Punkte  A'  und  Aj';  die  entsprechenden  Strahlen  in 
2  enthalten  die  Punkte  A  und  Aj*,  man  erhält  die  Träger  A,  Aj,  A',  A,',  der 
congruenten  Büschel,  indem  man  auf  diese  beiden  Paaren  entsprechender  Strahlen 
die  Punkte  bestimmt,  deren  Abstände  von  G  und  G^  gleich  dem  Abstände  der 
Geraden  F'  von  G^  bez.  der  Geraden  F  von  G  sind. 

Die  entsprechenden  Strahlen  zweier  entsprechenden  Strahlbüschel  in  zwei 
auf  einander  liegenden  projectiven  Systemen  schneiden  sich  auf  Punkten  eines 
Kegelschnitts,  der  durch  die  Doppelpunkte  der  beiden  Systeme  geht;  denn  zwei 
Strahlen  der  beiden  Büschel,  welche  nach  demselben  Doppelpunkte  gehen,  sind 
entsprechende  Gerade.  Sämmtliche  Kegelschnitte,  die  durch  die  Paare  ent- 
sprechender Strahlbüschel  erzeugt  werden,  haben  also  die  drei  Doppelpunkte 
gemein.  Zwei  von  diesen  Kegelschnitten,  welche  durch  die  in  j4  und  A',  bez. 
durch  die  in  B  und  B'  liegenden  entsprechenden  Strahlenbüschel  erzeugt  werden, 
haben  ausser  den  Doppelpunkten  noch  den  immer  realen  Punkt  gemein,  in 
welchem  sich  die  Geraden  AB  und  A' B'  schneiden;  denn  AB  und  A' B'  sind 
entsprechend  in  beiden  Paaren  von  entsprechenden  Strahlbüscheln.  Die  Con- 
struction  der  Doppelpunkte  und  Doppelgeraden  zweier  auf  einander 
liegenden  ebenen  Systeme  ist  somit  auf  die  Fundamentalaufgabe  für 
Constructionen  dritten  und  vierten  Grades  zurückgeführt:  Die 
Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte  zu  finden,  von  denen  ein 
Schnittpunkt  bekannt  ist. 


3^2  Analytische  Geometrie. 

§  15.  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  abwickelbare  Flächen  dritter  Klasse. 

1.  Als  Raumcurve  III.  O.  (/?3)  definiren  wir  die  Raumcurve,  in 
welcher  sich  zwei  Flächen  IL  O-  durchdringen,  die  eine  gerade  Linie 
gemein  haben. 

Diese  Gerade  bildet  mit  R^  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt 
zweier  Flächen  II.  O.,  also  eine  Raumcurve  IV.  O.  1.  Sp.  Da  nun  eine  solche 
Raumcurve  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein  hat,  so  folgt,  dass  eine 
Raumcurve  III.  O.  von  jeder  Ebene  in  drei  Punkten  geschnitten  wird, 
von  denen  wenigstens  einer  real  ist. 

2.  Ist  a  eine  Gerade,  die  mit  I^^  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt 
zweier  Flächen  II.  O.  bildet,  so  lege  man  durch  a  und  -^3  zwei  Flächen  11.  O. 
jF^  und  F^,  Die  durch  a  gelegten  Ebenen  schneiden  F^  und  F^  in  den  Geraden 
des  Systems,  zu  welchem  a  nicht  gehört.  Projicirt  man  diese  Geraden  auf  F^, 
bez.  auf  F^  von  einer  Geraden  a'  auf  F^,  bez.  von  einer  Geraden  a"  auf  F^ 
aus,  die  mit  a  zu  demselben  Systeme  gehören,  so  erhält  man  drei  projective 
Ebenenbüschel,  deren  Träger  die  Geraden  a,  a',  ol"  sind.  Das  erste  und  zweite 
Büschel  erzeugen  F^,  das  erste  und  dritte  erzeugen  F^.  In  jedem  Punkte  von 
-^3  treffen  sich  drei  entsprechende  Ebenen  der  drei  Büschel. 

Umgekehrt:  Sind  a,  a',  a"  die  Träger  dreier  projectiven  Ebenenbüschel,  so 
erzeugen  die  Büschel  a  und  a'  eine  Fläche  II.  O,  F^,  a  und  a"  eme  Fläche 
II.  O.  F^ ;  F^  und  F^  enthalten  beide  die  Gerade  a,  schneiden  sich  also  ausser- 
dem noch  in  einer  /fj,  in  deren  Punkten  je  drei  entsprechende  Ebenen  der  drei 
Büschel  zusammentreffen. 

Wir  schliessen  daher:  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
dreier  projectiven  Ebenenbüschel  ist  eine  Raumcurve  III.  O.  Jeder 
der  drei  Träger  dieser  Büschel  bildet  mit  F^  zusammen  den  voll- 
ständigen Durchschnitt  zweier  Flächen  IL  O. 

3.  Die  Büschel  a'  und  a"  erzeugen  eine  Fläche  II.  O.,  welche  die  Gerade  « 
zweimal  schneidet.  Construirt  man  zu  den  beiden  entsprechenden  Ebenen  der 
Büschel  a'  und  a",  welche  nach  einem  solchen  Schnittpunkte  gehen,  die  ent- 
sprechende Ebene  durch  a,  so  erkennt  man,  dass  in  jedem  dieser  zwei  Schnitt- 
punkte drei  entsprechende  Ebenen  der  drei  Büschel  sich  treffen.  Wir  sehen 
daraus:  Jede  Gerade  a,  welche  mit  einer  ^3  zusammen  den  voll- 
ständigen Durchschnitt  zweier  Flächen  II.  O.  bildet,  trifft  Z?,  in  zwei 
realen  oder  conjugirt  complexen  Punkten.  Man  nennt  diese  Geraden 
daher  Secanten  der  F^. 

4.  Durch  einen  Punkt  des  Raumes,  der  nicht  auf  F^  liegt,  geht 
nur  eine  Secante  einer  F^y  d.  i.  nur  eine  Gerade,  die  ^3  in  zwei  realen 
oder  conjugirt  complexen  Punkten  trifft.  Denn  wären  durch  F  zwei 
Secanten  möglich,  so  hätte  die  Ebene  dieser  Secanten  vier  Schnittpunkte  mit  F^, 
im  Widerspruche  mit  No.  1. 

Jede  Secante  von  F^  bildet  mit  -^3  den  vollständigen  Durchschnitt 
zweier  Flächen  II.  O.  Denn  wenn  a'  Secante  von -^3  ist,  so  lege  man  durch 
a,  ^3  und  einen  Punkt  F  auf  a',  der  nicht  auf  Fj^  liegt,  die  hierdurch  eindeutig 
bestimmte  Fläche  II.  O.  F^,  Diese  Fläche  enthält  a',  da  sie  von  a'  den  Punkt -P, 
sowie  die  beiden  Schnittpunkte  mit  F^  enthält  Das  Ebenenbüschel  a  und  ein 
dazu  projectives  a'  projiciren  die  Geraden  auf/^j,  die  a'  schneiden;  das  Büschel 
«  und  ein  dazu  projectives,  dessen  Träger  a"  auf  F^  liegt  und  a  nicht  schneidet, 
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projiciren  die  a  und  a"  schneidenden  Geraden  auf /^g-  Entsprechende  Ebenen  der 
drei  Büschel  a,  a'  und  a"  gehen  daher  durch  gemeinsame  Punkte  von  F^  und  F^^ 
mit  Ausnahme  der  Punkte  auf  a;  denn  ist  A  auf  a  gelegen,  so  entsprechen  den 
Ebenen  Ati!  und  Afi^  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Ebenen  des  Büschels  a. 
Die  Büschel  a'  und  a"  erzeugen  eine  Fläche  II.  O.,  die  R^  und  a'  enthält,  also 
bilden  R<^  und  a'  den  vollständigen  Durchschnitt  diese   Fläche  und  der  Fläche  F^  • 

5.    Sind  Fy^,  F^,  F^   drei  Flächen  II.  O.,  die  R^  enthalten  und  nicht  zu 
demselben  Büschel  gehören  (z.  B.  die  Flächen  F^  und  F^  aus  No.  1,  und  die 
durch  die  projectiven  Büschel  a'  und  a"  erzeugte  Fläche),   so  ist  die  Gleichung 
jeder  Fläche  IL  O.,  welche  R^  enthält,  von  der  Form 
1.  ^—[^1^1   -H  fij/^a  -h  \L^F^  =  0. 

Denn  sind  F^  und  F^  zwei  beliebige  Punkte  des  Raumes,  so  geht  durch 
jeden  eine  Secante  der  R^\  durch  diese  Secanten  und  durch  R^^  ist  eine 
Fläche  n.  O.  eindeutig  bestimmt;  also  ist  durch  R.j^  und  zwei  beliebige  Punkte 
ausserhalb  R^  eine  Fläche  II.  O.  eindeutig  bestimmt.  Sind  nun  /^,/,  F^it  F^i 
die  Werthe,  welche  die  Functionen  iF,,  F^t  F^  für  die  Coordinaten  von  Fi  an- 
nehmen, so  enthält  die  Fläche  II.  O. 
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die  Punkte  F^   und  F^t  sowie  alle  gemeinsamen  Punkte  von  F^,  F^  und  F\, 
also  die  R^,  und  ist  von  der  Form  1. 

6.  Durch  einen  Punkt  F  auf  R^  gehen  unzählige  Secanten  der  R^ ;  durch 
zwei  derselben  a  und  a'  und  durch  die  R^   ist  eine  Fläche  II.  O.  /  bestimmt 

Die  Fläche  /ist  ein  Kegel;  denn  wäre/ kein  Kegel,  so  würde  aa'  Tangenten- 
ebene von  /,  folglich  die  Tangente  der  Raumcurve  in  F  auf  aa'  gelegen  sein; 
dies  ist  aber  für  keinen  Punkt  der  Raumcurve  der  Fall,  da  sonst  die  Ebene  aa' 
ausser  dem  Punkte  F  und  den  zwei  noch  auf  a  und  a'  gelegenen  Curvenpunkten 
noch  den  unendlich  nahe  bei  F  gelegenen  Punkt  der  Curve  mit  derselben  gemein 
haben  würde.  Wir  erhalten  somit:  Eine  R^  wird  von  jedem  ihrer  Punkte 
aus  durch  einen  Kegel  IL  O.  projicirt. 

Sind  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  einer  ^3  gegeben,  so  ist  damit  auch  der 
Kegel  n.  O.  bestimmt,  der  die  R^  von  einem  dieser  Punkte  z.  B.  von  1  aus 
projicirt.  Denn  alsdann  sind  von  diesem  Kegel  K^  die  fünf  Mantellinien  bekannt, 
die  1  mit  den  andern  fünf  Punkten  verbinden,  und  durch  fünf  Mantellinien  ist 
ein  Kegel  II.  O.  eindeutig  bestimmt.  Ebenso  ist  der  Kegel  ATj  bestimmt,  der 
/?j  von  2  aus  projicirt.  Beide  Kegel  haben  ausser  der  Mantellinie  1  2  eine 
bestimmte  R.^  .gemein.  Daher  schliessen  wir:  Eine  Raumcurve  III.  O.  ist 
durch  sechs  Punkte  bestimmt.  Zugleich  ist  ersichtlich,  wie  eine  ^3  aus 
sechs  gegebenen  Punkten  linear  construirt  werden  kann. 

7.  Legt  man  eine  Ebene  T  durch  eine  Secante  a  (No.  1)  einer  R^,  so 
schneidet  diese  die  Fläche  F^  ausser  in  a  noch  in  einer  Geraden  p,  welche  mit 
a  nicht  zu  demselben  Systeme  gehört  Auf  a  liegen  zwei  Punkte  der  R^,  welche 
real  oder  conjugirt  complex  sind;  folglich  liegt  auf  p  der  dritte  immer  reale 
Schnittpunkt  der  Ebene  T'.  mit  der  Curve  R^.  Wenn  alo  die  Fläche  F  die 
Raumcurve  ^3  enthält,  so  haben  alle  Geraden  auf  F,  die  nicht  Se- 
canten von  /?j  sind,  mit  R^  einen  realen  Punkt  gemein. 

8.  Wenn  die  Gerade  p  mit  der  Raumcurve  ^3  nur  einen  Punkt  F 
gemein  hat,  so  erfüllen  alle  Secanten  von  /?,,  die  ß  schneiden,  eine 
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Fläche  II.  O.  Legt  man  durch  ß  eine  Ebene,  so  hat  diese  mit  R^  ausser  P 
noch  zwei  Punkte  gemein,  und  die  durch  diese  Punkte  bestimmte  Secante  von 
R^  schneidet  die  Gerade  ß.  .  Durch  zwei  solche  Secanten  a  und  a'  und  durch 
die  i?3  ist  eine  Fläche  II.  O.  bestimmt.  Diese  Fläche  F  enthält  ß  ganz,  weil 
drei  Punkte  von  ß,  nämlich  F  und  die  Schnittpunkte  von  ß  mit  a  und  a',  auf 
der  Fläche  liegen;  folglich  enthält  diese  Fläche  aucli  alle  Secanten  der  i?j, 
welche  ß  schneiden. 

9.  Projicirt  man  die  Secanten  von  ^3,  welche  ß  schneiden,  von  einem 
andern  Punkte  F^  der  -^j,  aus,  so  bilden  die  projicirenden  Ebenen  ein  Büschel, 
dessen  Träger  die  Gerade  ß'  der  Fläche  F  ist,  die  durch  F^  geht  und  mit  ß  zu 
demselben  Systeme  gehört.  Die  Secanten  von  i?, ,  welche  ß  und  ß'  treffen, 
werden  daher  von  ß  und  ß'  aus  durch  zwei  projective  Ebenenbüschel  projicirt 

Jeder  Geraden  ß,  die  durch  F  geht,  entspricht  somit  eine  bestimmte  Gerade 
ß',  die  durch  F^  geht,  und  dem  Ebenenbüschel,  dessen  Träger  ß  ist,  entspricht 
ein  projectives  Ebenenbüschel  mit  dem  Träger  ß'.  Alle  Strahlen  ß,  welche  auf 
einer  Ebene  liegen,  werden  von  der  auf  dieser  Ebene  liegenden  Secante  der  R^ 
geschnitten;  die  entsprechenden  Strahlen  ß'  liegen  auf  der  Ebene,  welche  diese 
Secante  von  F^  aus  projicirt.  Jeder  Ebene  durch  F  entspricht  daher  eine  Ebene 
durch  F^  so,  dass  beide  sich  in  einer  Secante  der  ^j  schneiden. 

Zu  einem  Strahle  ß  kann  daher  der  entsprechende*  Strahl  ß'  gefunden 
werden,  wenn  man  vier  Paar  entsprechende  Strahlen  kennt  Wenn  nämlich 
ßi»  ?2»  ?.i»  ?4  ^^^  Reihe  nach  den  durch  F^  gehenden  Strahlen  ßj',  ßj',  ß,',  ß4' 
entspreclien,  so  sind  durch  die  drei  Paar  Ebenen,  welche  zwei  entsprechende 
Strahlen,  z.  B.  ßj  und  ß/  mit  den  übrigen  verbinden,  zwei  projective  Büschel 
bestimmt;  zwei  andere  projective  Büschel  werden  von  den  drei  Paar  Ebenen 
bestimmt,  welche  ßj  mit  ß,,  ß..,  ß^,  und  ßj'  mit  ß^',  ßj',  ß4'  verbinden.  Be- 
trachtet man  nun  einen  Strahl  ß  als  den  Schnitt  zweier  Ebenen  der  Büschel  mit 
den  Trägern  ß,  und  ^2  ""^  construirt  die  entsprechenden  Ebenen  der  projecdven 
Büschel  ßj'  und  ßj',  so  ist  deren  Schnittgerade  die  gesuchte  Gerade  ß'.  Dieselbe 
Constniction  haben  wir  anzuwenden,  um  bei  zwei  projectiven  Strahlbündeln 
(§  14,  No.  IT)  und  B),  in  denen  die  Strahlen  ß^,  ßj,  ßj,  ß4  den  Strahlen  ßj',  ßj', 
ßa't  1^4 ',  entsprechen,  zu  einem  Strahle  ß  des  einen  Bündels  den  entsprechen- 
den des  andern  zu  finden.  Wir  schliessen  daher:  Die  Secanten  einer  Raum- 
curve  111.  O.  werden  von  je  zwei  Punkten  der  Raumcurve  aus  durch 
entsprechende  Ebenen  zweier  projectiven  Strahlbündel  projicirt 

Wenn  zwei  entsprechende  Strahlen  ß  und  ß'  dieser  beiden  Strahlbündel 
sich  schneiden,  so  degenerirt  die  Fläche  II.  O.,  welche  R^,  ß  und  ß'  enthält,  zu 
einem  Kegel  II.  O.  K,  da  ß  und  ß'  Gerade  desselben  Systems  dieser  Flächen 
sind.  Da  die  Ebene  der  Geraden  ß  und  ß'  ausser  diesen  beiden  Geraden  keinen 
Punkt  mit  K  gemein  hat,  so  liegt  der  Punkt,  den  die  Ebene  ßß'  ausser  den 
Punkten  F  und  /\  noch  mit  R^  gemein  hat,  auf  einer  der  Geraden  ß  oder  ß'. 
Da  nun  ferner  jede  Secante  von  R.^,  welche  ß  oder  ß'  trifft,  auf  ATliegt,  so  kann 
dieser  dritte  Punkt  nur  der  Schnitti)unkt  der  Geraden  ß  und  ß'  soin.  Hieraus 
folgt:  Projicirt  man  die  Secanten  einer  R.^^  von  zwei  Punkten  der 
Curve  aus  durch  zwei  j^rojective  Ebenenbündel,  so  ist  die  Curve  R^^ 
der  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei  entsprechende  Strahlen 
beider  Bündel  schneiden. 

10.  Die    Gleichungen    dreier    entsprechenden    Ebenen    zweier    projectiven 
Ebenenbüschel,  durch  welche  eine  R^  erzeugt  wird,  nehmen  eine  besonders  ein- 
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fache  Gestalt  an,  wenn  man  als  Träger  zweier  Büschel  zwei  Tangenten  j  und  t 
der  i?j  und  als  Träger  des  dritten  die  Secante  a  der  ^3  benutzt,  welche  die 
Tangentialpunkte  A  und  B  der  Tangenten  j  und  t  verbindet. 

Sind  T^  und  T^  die  Schmiegungsebenen  (§  10,  No.  3)  in  den  Punkten  A  und 
Ä  so  entspricht  die  Ebene  T^  des  Büschels  <j  den  Ebenen  der  Büschel  a  und  t, 
welche  die  Curve  R^  in  einem  dem  Punkte  A  unendlich  nahen  Punkte  treffen; 
dies  ist  im  Büschel  a  die  Ebene,  welche  die  Tangente  d  enthält,  denn  diese  ent- 
hält ausser  A  noch  einen  unendlich  nahe  bei  A  gelegenen  Curvenpunkt;  und  im 
Büschel  T  die  Ebene,  welche  die  Gerade  a  enthält.  Es  entsprechen  sich  daher 
die  drei  Ebenen 

"^Q  v^  ^^  -7^  '^^ ' 
Die  Ebene    ja    kann   als    eine  Ebene   des  Büschels  <j   angesehen    werden, 

welche  R^  in  einem  dem  Punkte  B  unendlich  nahen  Punkte  trifft;  im  Büschel  a 

entspricht  ihr  daher  die  Ebene,  welche  die  Tangente  t  enthält  und  im  Büschel  t 

die  Schmiegungsebene  7*3.     Es  entsprechen  sich  also  die  drei  Ebenen 

aa  7^  «T  7^  7^3  . 

Sind  7^1  =  0  und  T'j  =  0  die  Gleichungen  der  Ebenen  »a  und  ta,  so  kann 
man  sich  die  Functionen  7^,  7^,  T^^  7.,  immer  mit  solchen  Faktoren  multiplicirt 
denken,  dass  die  Gleichungen  dreier  entsprechenden  Ebenen  der  drei  projectiven 
Büschel  a,  o,  T  die  Form  haben 
7—  X,  7o  —  Xj  7i  =  0,     T  =  Xi  7i  —  Xj  7^  =  0,     7"  =  X,  7j  —  \^  T^  =  0. 

Dividirt   man  diese  Gleichungen  durch  Xj    und  bezeichnet  den  Quotienten 
X,  :  \  mit  X,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in 
1.     7«7o—  X7i=0,       7'—  7,  —  X7,  =0,       7"  =  7,  —  X73=0. 

Diese  drei  linearen  Gleichungen  ftir  x^  y,  z  enthalten  einen  veränderlichen 
Parameter  X,  und  zwar  erscheint  X  als  die  einzige  unabhängige  Veränderliche. 
Durch  X  kann  man  die  Coordinaten  jedes  Curvenpunktes  ausdrücken,  indem  man 
das  System  1.  nach  x^  y^  z  auflöst. 

Die  Auflösungen  eines  Systems  von  drei  linearen  Gleichungen  sind  be- 
kanntlich Quotienten,  welche  als  gemeinsamen  Nenner  die  Determinante  der 
Gleichungen  und  als  Zähler  Determinanten  dritten  Grades  in  den  Coefficienten 
der  Gleichungen  haben.  Die  Coefficienten  der  Gleichungen  1.  sind  lineare 
Functionen  von  X;  die  Lösungen  des  Systems  1.  haben  daher  die  Form 
jp  ==  (ö^  -h  öjX  -H  a^>^  -h  Ä3X»)  :  (ö^o  -h  öTj  X  -h  ^3X2  H-  ^jX'), 

«  =  (r^  -H^iX  -h  rjjX»  -h  rjX»)  :  (öTo  4-  </,X-h  d^jX»  -H  d^gX»). 
Die    Coordinaten    der    Punkte    eines   ^3    lassen    sich    daher    als 
gebrochene  rationale  Functionen  eines  Parameters  X  darstellen,  und 
zwar  in  der  Form 

O.  JF    =    —   ,J^=r    —  ,  2    =    —  , 

?3  ?3  ?8 

wobei  90,  ^j,  92»  ?3  ganze  Functionen  dritten  Grades  von  X  sind. 
Setzt  man  die  Werthe  2.  in  die  Gleichung  eines  Curvenpunktes  ein 

XU  -{-  yv  -^  zw  —  1=0, 
so  erhält  man,  nachdem  man  mit  93  multiplicirt  hat 

?o«  -*-  ?i^  -•-  ?2«'  —  ?3  =  Ö- 
Ordnet  man  dies  nach  steigenden  Potenzen  von  X,  so  entsteht 

4.  yfo  -+-  X  .  ^1   -h  X»  •  ^2  -h  X8  .  ^3   =  0 , 

wobei 
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^0^  "•"  ^0^  "•"  ^0^  ""  ^< 


A^  e^  a^u  -{-  d^v  -^^  c^iif  —  d^  ,      A^  ^  a^u  -^  d^v -h  c^w  —  d^  , 
so  dass  Aq  =  0,  -^1  =  0,  ^j  =  0,  -^j  =  0  die  Gleichungen  von  vier  bestimmten 
Punkten  sind*). 

11.  Man  schliesst  leicht,  dass  umgekehrt  die  Punkte,  deren  Gleichungen 
aus 

Aq  -^  \'A^   -h  X«  •  ^2  -^-  ^'  •  ^8  =  0 
hervorgehen,  wenn  X  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -h  oo  durchläuft,  eine 
Raumcurve  III.  O.  erfüllen. 

Denn  aus  der  Gleichung  No.  10,  3  folgen  die  Gleichungen  No.  10,  2.  -»Diese 
kann  man  als  lineare  Gleichungen  fiir  die  drei  Grössen  X',  X*  und  X  ansehen. 
Ordnet  man  sie  demgemäss,  so  erliält  man 

(«3  —  xd^)  X»  -4-  («2  —  ^^i)  ^*  +  (df,  —  Jf</,)  X  =  —  («0  —  x^o)  > 

1.      (^3  -y^s)^'  -+-  {^,-y^2)^'  -+-  (^  -yäi)^  =  -  (^  -  j^o). 

(^3  —«^3)^*  -•-  (^2  —  «^2)^*   -h  (^1  —  Ä^i)X  =  —  (Cq  —  «i/o)- 
Die  Determinante  dieses  Systems  ist 


«8  —  ^'^i 

ttf  —  xäj 

a,  — xä^ 

^,  = 

*»  —y^s 

*j    y^i 

*i  —  ^<^i 

^i  —  "^i 

f,  —  Sdi 

<r,  —  sdi 

Diese  zerfallt  in  ein  Polynom  von  acht  Determinanten,  von  denen  aber  die 
identisch  verschwinden,  welche  in  zwei  Zeilen  Coordinaten  als  Faktoren  stehen 
haben,  da  in  diesen  Determinanten  diese  beiden  Zeilen  proportionale  Elemente 
enthalten.     Es  bleiben  mithin  nur  vier  Determinanten  übrig 

wenn  man  unter  (//^*r/)  die  Determinante  versteht 

pt    Pk    Pi 
{piqkri)  ^      qi     gk    qi 

r,     Tk    ri 

In  gleicher  Weise  reduciren  sich  die  Zähler  der  Auflösungen  des  Systems  1., 
und  man  erhält 


3. 
wobei 


X3  = 


—   («0^2^l) 


1\ 


X2    = 
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^1 
^8' 


X  = 


^1    "   —   («8^0^l)    -+- 

7^2  —  —  {a^b^c^) 


{d^b2C^)x  -H  (öo^i^i)^'  -^-  («o^2^i)*» 
{ß^h^c^)x  ^  {a,j,dQC^)y  -h  {a^b^d^)z, 


Die  Gleichungen  3.  ergeben 


mithin  die  Gleichungen 


'^  "■  r,  ""  r^ ' 


0,     r^  —  xr,  =  0, 


2 


IT,  =  0, 


welche  mit  den  Gleichungen  No.  10,  1  übereinstimmen. 

12.  Die  Eigenschaft,  dass  die  Coordinaten  jedes  Punktes  rationale  Functionen 
eines  veränderlichen  Parameters  sind,  theilen  die  Raumcurven  III.  O.  u.  A.  mit 
der  Geraden  und  mit  den  Kegelschnitten. 

Wenn  Aq,  A^,  A^  lineare  Functionen  der  Ebenencoordinaten  sind,  so  ist 
der  Ort  der  Punkte,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  enthalten  sind 


1. 


A^  -h  X^i   =  0 


*)  MÖBWS,  Der  barycentrische  Calcul.     Leipzig  1827,  pag.   114 — 124. 


\.v.. 
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bekanntlich  die  Gerade  A^A^,    Aus  1.  folgt  ftir  die  Coordinaten  jedes,  Punktes 
dieser  Geraden  die  Darstellung 

X  =  ^       y  =  —        ^  =  — 

wobei   ^0,    9|,    92  >    ?s    lineare   Functionen   von   X   sind. 

Die  Punkte,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  enthalten  sind 
2.  Aq  -h  X^j  -h  XMj  =  0 

liegen  auf  der  Ebene  der  drei  Punkte  A^A^A^]  denn  die  Coordinaten  dieser 
Ebene  genügen  der  Gleichung  2.  unabhängig  von  X. 

Wir  beziehen  die  Gleichung  aut  ein  Coordinatensystem,  dessen  -ATK-Ebene 
mit  der  Ebene  AqA^A^  zusammenfallt,  und  setzen  dann  a/  =  0;  hierdurch  mag 
entstehen 

Bq  -+-  X^j  -+-  X»^j  =  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  eines  Punktes  unserer  Curve 
in  Liniencoordinaten,  bezogen  auf  das  neue  System  XO  K  Aus  dieser  Gleichung 
folgen  für  x  und  y  Werthe  von  der  Form 

Ö0  -H  ÄjX  -+-  öjX*  ^0  -h  ^jX  -h  ^jX* 

"^  ~  ^0  -H  ^1  X  -h  ^j  X«  '       -^  ""  ^0  -+-  f  j  X  -h  ^2  X^  ' 

Betrachtet  man  diese  beiden  Gleichungen  als  lineare  Gleichungen  in  Bezug 
auf  X  und  X*,  so  erhält  man  Auflösungen  von  der  Form 

wobei  Tq,  T^f  T^  lineare  Functionen  der  Coordinaten  x  und  ^^  sind.    Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division 

TT.  A      —       ^0      •      ■*     1     * 

Die  beiden  Gleichungen  3.  kann  man  durch  die  erste  derselben  und  durch  4. 
ersetzen,  so  dass  man  die  beiden  Gleichungen  behält 

5.  r0  —  xrj  =  0,     r^  —  xr2  =  0. 

Diese  lehren  sofort,  dass  die  Punkte,  die  der  Gleichung  2.  entspringen,  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  projectiven  Büschel  sind;  die 
Gleichung  des  erzeugten  Kegelschnitts  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  X  aus 
den  beiden  Gleichungen  5.  zu  TqT^  —  T^  ^  0.  Aus  derselben  ist  ersicht- 
lich, dass  7^0  und  T^  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  berühren,  in  denen  sie 
von  T'i  geschnitten  wird.*) 

13.  Hat  man  auf  einer  Raumcurve  III.  O.  zwei  Punkte  A  und  B  gewählt, 
so  sind  dadurch  die  Ebenen  T^,  7\,  T^,  T^  bestimmt;  die  Functionen  T^j,  T'j, 
7*2,  T^  (No.  10,  1)  sind  somit  jede  bis  auf  einen  constanten  Faktor  bestimmt. 

Ist  noch  ein  Punkt  C  der  Curve  bekannt,  und  schneiden  sich  in  demselben 
die  Ebenen 

1.  a^T^-^a^T^  =0,       a^T^  —  «s^2  =0,       a^T^ -^  a^T^  =0, 

so  sind  die  Verhältnisse  der  Coefücienten  a^t  <^%t  ^3  bestimmt,  und  die  Punkte 
der  Curve  werden  für  jedes  X  als  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  erhalten 

2.  7^0 —  X -öl  7^1  =0,      fljr,  —  X-Äg^Ä  =0,      «2^2  —  ^-«3^8  =Ö. 
Hieraus  ist  ersichtlich:    Eine  Raumcurve  III.  O.  ist  durch  zwei  Punkte, 

die  Tangenten  und  die  Osculationsebenen  in  diesen  Punkten,  sowie 
durch  einen  dritten  Punkt  eindeutig  bestimmt. 

Der  Punkt  A,  in  welchem  sich  die  Ebenen  7*0,   7'j,   7*2  schneiden,   dessen 


•)  MÖBius,  Der  baryc  Calcul,  5.  Kapitel.    Clebsch,  Ueber  diejenigen  ebenen  Curven,  deren 
Coordinaten  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind.     Grelles  Journal,  Bd.  6^  ^.  ^'^.     \%^^. 
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Schmiegungsebene  also  T^  ist,  hat  den  Parameter  X  =  0;  denn  für  diesen  Weith 
von  X  reduciren  sich  die  Ebenen  2.  auf  Tq  =0,  ^,  =  0,  T^  =  0. 

Dividirt  man  die  Gleichungen  2.  durch  X  und  setzt  dann  X  =  <x>,  so  reduciren 
sich  die  Gleichungen  auf  T'j  =0,  T'j  =  0,  T'j  =  0  und  ergeben  den  Punkt  B, 
dessen  Schmiegungsebene  T^  ist.  Der  Punkt  C  hat  den  Parameter  X  =  1.  Man 
kann  daher  drei  beliebig  gewählten  Punkten  derCurve  die  Parameter 
0,  00,  1  zuertheilen;  dann  ist  der  Parameter  jedes  weiteren  Punktes 
der  Curve  eindeutig  bestimmt 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  drei  willkürlich  gewählten  Punkten  die  Parameter- 
werthe  0,  00,  1  zuertheilt  worden  sind,  so  können  wir  nun  die  Punkte  der  Curve 
durch  die  ihnen  zugehörigen  Parameterwerthe  charakterisiren,  und  von  den 
Punkten  Xj,  Xj  .  .  .  der  Curve  sprechen. 

14.    Die  Gleichung  einer  Ebene 

5i  «=  r^  —  (Xj  -h  Xj)  7\  -h  Xj  X,  Tj  =  0 
lässt  sich  schreiben 

X,^T^-  Xi  T,  -  X,  {T,--K,T^)  =  0. 

Sie  enthält  daher  den  Schnitt  von 

folglich  auch  den  Punkt  X,  der  R^,  der  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  ist 

^0  -  ^1  ^1  =  0,     T^  -  Xi  r,  =  0,     r,  -  Xj  7-3  =  o. 

Da  man  aber  %^  auch  schreiben  kann 

üi  — To-x^r,  -Xi  (r, -x,r,)  =  o, 

so  schliesst  man,  dass  %^  auch  durch  den  Punkt  X^  der  R^  geht;  3|  ist  daher 
die  Ebene  der  Punkte  A^  Xj,  Xj. 
Die  Ebenengleichung 

Sg-sT-j  —  (Xj  -^\^)T^  -h  X^X^T-g  =0 
kann  man  in  den  Formen  schreiben 

3,  ^  r,  -  X,  7,  -  X,  (r,  -  X,  r,)  =  r,  -  x, r,  -  x,  (r,  -  x,  r,)  =  o, 

und  schliesst  daraus,  dass  3  2  durch  die  Punkte  X^   und  Xj  geht,  dass  !$,  mithin 
die  Ebene. -^,  X|,  Xj  ist. 

Der  Verein  der  beiden  Gleichungen 

Sa^r,  -(X, +X2)r2H-x,X2r3=o 

charakterisirt  somit  die  Secante  X,  X^  der  Raumcurve  IIL  O. 

Ist  Xg  von  Xi  nur  um  verschwindend  wenig  verschieden,  so  ist  die  Gerade 
Xj  X2  Tangente  der  Curve  im  Punkte  X^;  in  den  Gleichungen  1.  ist  m  diesem 
Falle  X2  =  X,  zu  setzen.  Man  erhält  dalier  die  Gleichungen  der  Curventangente 
im  Punkte  X 

^'  r^  —  2X7^2  -hX»  7^3  =0. 

15.    Die  Ebenengleichung 
1.    Z^Tq  —  (X,  -+-X2  -+-X3)  T^  -+-  (X2X3  -hXgXj  H-XiXj)  7^2  —  XiXjXjr,  =0 
lässt  folgende  Anordnungen  zu 

2.  3^7'o-(Xi-+-X2)ri  ^x,x2r2-X3  [T,  -(Xi-hX2)r2-hx,X2r,], 

3.  =  7o  -  (Xi  -hXg)  r,  ^  XjXgr,  ~  Xj  [7\  -  (x,  ^X3)  r,  h-  x^Xjr,]. 

Die  Gleichung  2.  zeigt,  dass  2  durch  die  Punkte  X,  und  X,  geht,  denn  3 
geht  durch  den  Schnitt  2i22  (No.  14).  In  gleicher  Weise  folgt  aus  3.,  dass  2 
durch  Xj  und  X3  geht.     Folglich  ist 

5  =  7^  -(Xi  -HXj^-Xs)^!  -h(X2X3-hX3Xi-HXiX2)7'2  -XiXjXi^^^Ü 
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die  Gleichung   der  Ebene,    welche    die  drei  Curvenpunkte  Xj,   Xg,  X3 
enthält 

Die    Gleichung    der   Ebene,    welche    die    Tangente    des    Curven- 
punktes  Xj   und  den  Curvenpunkt  Xg   enthält,    geht  aus  4.  hervor,  wenn 
man  X,  =  X^  setzt;  man  erhält 
5.  5  —  To  —  (2X1  +  Xg)  T^  -4-  (X^2  -h  2X1  Xa)  T^  —  X^H^ r,  =  0. 

Rückt  auch  Xj  unendlich  nahe  an  X| ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Osculationsebene  im  Punkte  X^ ;  in  diesem  Falle  hat  man  in  5.  Xj  =  X,  zu  setzen, 
und  erhält  somit  als  Gleichung  der  Osculationsebene  im  Punkte  X 

6.  SwsTq  —  3\t^  -h-  3X«rj  —  xsr,  =  o. 

Setzt  man 

T^sma^X-\-  ßÄ^-HTg«  —  «2»  ^3  =«3^  ■+-  PsJ'-^  73^  —  ^3' 

so  folgen  aus  6.  die  Coordinaten  der  Osculationsebene  zu 

«  =  (ao  —  3a,  X  -h  Sa^X«  —  agX») :  (ö^  —  35, X  -h  SSjX»  —  «3X8), 

7.  z;  =  (Po  —  3p,  X  -h  3P2X»  —  P3X») :  (80  —  38,  X  4-  38jXa  —  83 X«), 

w  =  (to  —  3t,  X  -h  372  ^^  —  73 ^*)  ••  (^0  —  3 8,  X  -h  38a  X»  —  8.^  X^) . 

Die  Coordinaten  der  Osculationsebene  sind  also  gebrochene 
rationale  Functionen  dritten  Grades  des  Parameters  X. 

Beseitigt  man  in  den  Gleichungen  7.  die  Nenner,  und  betrachtet  die  dann 
entstehenden  Gleichungen  als  lineare  Gleichungen  der  drei  Grössen  X,  X^,  X*, 
so  erhält  man 

(«0— «0«)  — 3(a,  —  8,«)X-|-  S(a^  —  8.^u)\^  —  («3— 83«)X«  =0, 

(ßo  -  ^0^)-  3  (p,  -  8,z;)  X  -h  3  (p.,  -  ^2^)^'  -  (P3  -  837;)  X^  =  0, 
(To— «o«')-3(7,  -8,tt/)X-h3(72-8a«/)X2  -  (^^  —^^w)l^  =0. 
In  gleicher  Weise,  wie  bei  dem  analogen  Systeme  No.  11,  1   schliesst  man, 

dass  die  Auflösungen  dieses  Systems  nach  X,  X^,  X^  Quotienten  linearer  Functionen 

von  u,  Vy  w  sind.     Man  erhält  Lösungen  von  der  Form 

8.  X     =  /q  !  ^3 ,        "Ä     =  /,  I  ^3 ,         A  ^  I^^  ',  ^3 , 

worin  Fi  =  sXiU  -h  \iiV  -i-  C/o/  -\-  b/, 

und  a/,  b,-,  c,,  b/  Subdeterminanten  dritten  Grades  des  Systems  sind 

«0  Po  To  ^0 
«1  Pi  Ti  ^ 
«a     Pa     7a     ^2 

«3     P3     T3     ^3 
Die  Formeln  8.    ergeben    durch   Division    und   nachheriger  Beseitigung  der 

Nenner  das  äquivalente  Formelsystem 

9.  Po  —  Xi',  =0,       /'i  —  Xi'a  =0,       /'a  —  ^^3  =  0- 

Die  drei  Punkte,  deren  Gleichungen  sind 

gj  —  />,  -  X/',  =  0,       $'  —  />,-  X/^a  =  0,       r  =  /^a  -  ^  A  =  0 
sind    entsprechende  Punkte   dreier  projectiven  Reihen,    welche  zu  Trägern  die 
Geraden  P^P^,  PxP%  und  P^P^  haben. 

Alle  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  entsprechende  Punkte  $  und  ^'  gehen, 
umhüllen  die  Fläche  II.  O.,  deren  Gleichung  sich  aus  den  Gleichungen  $  =  0 
und  ^'  =  0  durch  Elimination  von  X  ergiebt,  nämlich 

Alle  Ebenen,  deren  Coordinaten  den  Gleichungen  ^  =  0  und  ^"  =  0 
genügen,  umhüllen  die  Fläche  II.  O. 

Sa  ^^  PoPn  —  Pi  P^  =  0. 

HmtdbuHi  der  Mmthematik,    Bd.  U,  ^ 
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Beide  Flächen  haben  das  Ebenenbüschel  gemein,  dessen  Träger  P^Px  ist 
(haben  also  als  Punktgebilde  betrachtet  die  Gerade  P^  P^  gemein).  Wir  schliessen 
daher:  Die  Osculationsebeiien  einer  Raumcurve  III.  O.  umhüllen  eine 
abwickelbare  Fläche,  welche  zwei  Flächen  11.  O.  umschrieben  ist, 
die  eine  gemeinsame  Gerade  haben. 

Analog  der  Definition  einer  Raumcurve  III.  O.  definiren  wir  als  ab- 
wickelbare Fläche  dritter  Klasse  die  Fläche,  welche  von  den  gemein- 
samen Tangentenebenen  zweier  Flächen  II.  O.  gebildet  wird,  die 
eine  Gerade  gemein  haben. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Definition  haben  wir  daher  den  Satz:  Die 
Osculationsebenen  einer  Raumcurve  III.  O.  umhüllen  eine  abwickel- 
bare Fläche  III.  Kl. 

Die  Cuspidalkante  (§  10  No.  2)  einer  abwickelbaren  Fläche  »ter  Klasse  wird 
als  Raumcurve  «ter  Klasse  bezeichnet.  Wir  gewinnen  somit  den  einfachsten 
Ausdruck  für  unseren  Satz  in  der  Form:  Die  Raumcurven  III.  O.  sind  zu- 
gleich Raumcurven  III.  Kl. 

Wir  unterbrechen  hier  unsere  Erörterungen  Über  die  Raumcurven  III.  O. 
und  wenden  uns  zu  den  abwickelbaren  Flächen  III.  KL,  für  deren  Untersuchung 
wir  den  analogen  Weg  verfolgen.  Im  Laufe  dieser  Untersuchung  wird  sich,  wie 
wir  schon  jetzt  voraussehen  können,  ergeben,  dass  die  Cuspidalkante  jeder  ab- 
wickelbaren Fläche  in.  Kl.  eine  Raumcurve  III.  O.  ist,  so  dass  alle  Resultate 
dieses  Absclmitts  sich  auf  die  Raumcurve  III.  O.  und  die  von  ihren  Tangenten 
beschriebene  (mithin  von  ihren  Osculationsebenen  umhüllte)  abwickelbare  Fläche 
beziehen. 

1.  B.*)  Die  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.  bildet  mit  einem  Ebenenbüschel 
zusammen  die  vollständige  abwickelbare  Fläche  IV.  Klasse  1.  Sp.,  die  zwei 
Flächen  II.  Kl.  gj  und  gg  umschrieben  ist.  Durch  jeden  Puiikt  des  Raumes 
gehen  vier  Ebenen  dieser  Fläche;  eine  dieser ^ier  Ebenen  gehört  dem  Ebenen- 
büschel an.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  daher  drei  Tangenten- 
ebenen einer  abwickelbaren  Fläche  III.  Kl. 

2.  B.  Das  Ebenenbüschel  a  bilde  mit  einer  abwickelbaren  Fläche  III.  O.  JR, 
eine  abwickelbare  Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp.;  wir  beschreiben  in  SRj  und  a  zwei 
P'lächen  IL  O.  %^  und  %^  und  bemerken  auf  g^  und  %^  zwei  Ebenenbüschel  a' 
und  a"  desselben  Systems,  wie  a  (d.  i.  zwei  Büschel  von  Tangentenebenen  von 
gj  und  §2»  deren  Träger  zu  demselben  Systeme  von  Geraden  auf  gj  und  g, 
gehören,  wie  der  Träger  des  Büschels  a).  Durch  jeden  Punkt  P  des  Trägers 
von  a  geht  ein  Träger  eines  Büschels  ß'  auf  g^  und  ein  Träger  eines  Büschels 
ß"  auf  §2'  d^^  "^^^  *  nicht  demselben  Systeme  angehören.  Die  Träger  der 
Büscliel  [V  treffen  den  Träger  von  a'  in  einer  Punktreihe,  welche  der  Reihe  der 
r  i)rojectiv  ist;  denn  zwei  Geraden  einer  Fläche  II.  O.  S^,  die  demselben  System 
angehören,  werden  von  allen  Geraden  des  andern  Systems  ß'  in  zwei  projectiven 
Punktreihen  getroffen.  Die  Träger  der  Büschel  ß"  tref!en  a"  aus  gleichem 
Grunde  in  einer  Punktreihe,  die  ebenfalls  mit  der  Reihe  der  P  projectiv  ist 

Jede  Ebene  von  SH3  gehört  zu  einem  Büschel  ß'  und  zu  einem  Büschel  ß"; 
durch  iliren  Schnittpunkt  P  mit  dem  Träger  von  a  gehen  die  Träger  von  p'  und 
ß";  also  treffen  die  Ebenen  von  SH3  die  Träger  der  Büschel  a,  a',  a"  in  projectiven 
Punktreihen. 

*)  Die  Abschnitte   IB,  2B,  .  .  .  entsprechen  dual  den  Abschnitten  §  15»   1»  2,  .  .  • 
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Wir  bemerken  noch,  dass  durch  die  projectiven  Reihen  a'  und  a"  eine 
Fläche  n.  O.  83  erzeugt  wird,  die  ebenfalls  der  91  ^  eingeschrieben  ist,  und  dass 
die  Flächen  gj  und  gj  das  Büschel  a',  die  Flächen  g^  und  gy  das  Büschel  a" 
gemein  haben;  also  bilden  auch  die  Büschel  a'  und  a"  mit  9? 3  eine  vollständige 
abwickelbare  Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp. 

Die  Ebenen,  welche  eine  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.  umhüllen, 
gehen  durch  die  entsprechenden  Punkte  dreier  projectiven  Punkt- 
reihen; die  Träger  dieser  Punktreihen  sind  die  Träger  dreier 
Ebenenbüschel,  die  mit  der  ?fi^  zusammen  eine  vollständige  ab- 
wickelbare Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp.  bilden.  Umgekehrt  schliesst  man  leicht: 
Die  Ebenen,  welche  durch  die  entsprechenden  Punkte  dreier  pro- 
jectiven Punktreihen  gehen,  umhüllen  eine  Slj. 

3.  B.  Wir  fragen  nun  nach  den  Ebenen  der  91 3,  welche  zum  Büschel  a 
gehören.  Dies  sind  die  Ebenen  dieses  Büschels,  welche  entsprechende  Punkte 
der  auf  den  Trägem  von  a'  und  a"  liegenden  projectiven  Reihen  verbinden; 
also  sind  es  Tangentenebenen  von  gj.  Wir  schliessen  daher:  Zu  jedem 
Ebenenbüschel,  welches  mit  Sig  zusammen  eine  vollständige  abwickel- 
bare Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp.  bildet,  gehören  zwei  Ebenen  der  9I3. 

Aus  diesem  Grunde  wird  a  als  eine  Linie  in  zwei  Ebenen  der  9I3  be- 
zeichnet. 

4.  B.  Eine  Ebene  enthält  im  Allgemeinen  nur  eine  Linie  in  zwei 
Ebenen  einer  9I3;  jede  Linie  in  zwei  Ebenen  einer  9t3  ist  der  Träger 
eines  Ebenenbüschels,  das  mit  Stg  zusammen  eine  abwickelbare 
Fläche  IV.  Kl.  1.  Sp.  bildet. 

5.  B.  Sind  gj,  gj,  %^  drei  Flächen  II.  KL,  die  nicht  zu  derselben  Schaar 
gehören  und  einer  91 3  eingeschrieben  sind,  so  wird  die  Gleichung  jeder  Fläche, 
die  der  91 3  eingeschrieben  ist,  in  der  Form  erhalten 

1.  g  =  K-igi   +  [Agg»  -4-  fJL3g3  =  0. 

Denn  zwei  Ebenen  T^  und  T^,  welche  9I3  nicht  berühren,  enthalten  je  eine 
Linie  in  zwei  Ebenen  der  91 3;  durch  diese  beiden  Linien  und  durch  die  91 3  ist 
eine  Fläche  II.  Kl.  eindeutig  bestimmt;  also  ist  durch  eine  9(3  und  durch  zwei 
Ebenen,  die  nicht  zu  91 3  gehören,  eine  Fläche  II.  Kl.  eindeutig  bestimmt.  Sind 
gl/»  gs»»  8.1»  clie  Werthe,  welche  die  Functionen  gi,  gg,  %^  für  die  Coordinaten 
der  Ebene  T,  annehmen,  so  ist  offenbar 

gl       82       Sa 
g  ™     gii     gji     gsi      =  0 

012     82»     032 
die  Gleichung  einer  Fläche  II.  KL,  welche  von  den  Ebenen  7*,  und  T^  berührt 

wird,  der  91 3  eingeschrieben  ist;  und  diese  Gleichung  ist  von  der  Form  1. 

6.  B.  Aehnlich,  wie  in  No.  6,  schliessen  wir:  Die  Linien  in  zwei 
Ebenen  einer  9I3,  die  auf  einer  Ebene  der  9J3  liegen,  bestimmen  eine 
Grenzfläche  II.  KL;  oder:  Die  Geraden,  in  welchen  eine  Ebene  einer 
9^3   von  den  andern  geschnitten  wird,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 

Durch  sechs  Ebenen  1,  2,  3,  4,  5,  6  einer  91 3  ist  die  Grenzfläche  G^  be- 
stimmt, welche  1  zur  Doppelebene  hat  und  von  den  fünf  andern  berührt  wird; 
ebenso  die  Grenzfläche  G^,  welche  2  zur  Doppelebene  hat  und  von  1,  3,  4,  5,  6 
berührt  wird.  Beide  Grenzflächen  werden  von  allen  Ebenen  der  fR^  berührt  und 
haben  ausserdem  das  Ebenenbüschel  1,  2  gemein.  Dies  zeigt:  Eine  abwickel- 
bare Fläche  in.  Kl.  ist  durch  sechs  Ebenen  bestimmt. 
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Die  Construction  einer  Stj  aus  sechs  gegebenen  Ebenen  ist  hiermit 
erledigt. 

7.  B.  Wenn  die  Fläche  %  der  SRj  eingeschrieben  ist,  so  enthalten 
alle  Ebenenbüschel  auf  g,  deren  Träger  nicht  Gerade  in  zwei  Ebenen 
der  Ebenenbüschel  Slj  sind,  eine  reale  Ebene  der  SRj. 

8.  B.  Wenn  das  Ebenenbüschel  ß  nur  eine  Ebene  einer  81,  ent- 
hält, so  umhüllen  alle  Ebenenbüschel,  die  von  einer  Linie  in  zwei 
Ebenen  der  älj  getragen  werden  und  mit  ß  eine  Ebene  gemein  haben, 
eine  Fläche  TL.  Kl. 

9.  B.  Jede  Ebene,  die  eine  Gerade  d  enthält,  die  auf  nur  einer  Ebene  T^ 
einer  SR 3  liegt,  enthält  eine  Linie  in  zwei  Ebenen  der  Sl,;  diese  Linien  erfüllen 
(8.  B)  eine  Fläche  II.  Kl.  %,  die  Sig  eingeschrieben  ist,  und  schneiden  daher  eine 
andere  Ebene  T^  der  SR,  in  den  Punkten  der  Geraden  d',  in  welcher  %  von 
T^  berührt  wird  und  die  mit  d  zu  demselben  Systeme  gehört  Die  Punktreihen, 
in  denen  d  und  d^  von  Linien  in  zwei  Ebenen  der  Ol,  getroffen  werden, 
sind  projectiv.  Jeder  Geraden  ^  in  T^  entspricht  somit  eine  bestimmte  Gerade 
If'  in  7*2,  und  die  Punkte  auf  d  sind  mit  der  Punktreihe  auf  d*  projectiv. 

Durch  einen  Punkt  A  auf  T^  gehen  ausser  7\  noch  zwei  Ebenen  der  91,, 
also  geht  durch  A  die  von  diesen  beiden  Ebenen  bestimmte  Linie  in  zwei 
Ebenen  von  St,.  Die  Geraden  ^,  welche  in  T^  Hegen  und  durch  A  gehen, 
werden  von  dieser  Linie  getroffen;  ihnen  entsprechen  in  T^  die  Geraden  d\ 
welche  von  derselben  Linie  getroffen  werden,  welche  also  durch  den  Schnitt- 
punkt dieser  Linie  mit  der  Ebene  T^  gehen.  Einem  Strahlbüschel  in  7j  ent- 
spricht daher  ein  Strahlbüschel  in  7*2»  ^^^  ^^^  Träger  dieser  Strahlbüschel  liegen 
auf  einer  Linie  in  zwei  Ebenen  der  SR,. 

Zu  jeder  Geraden  d  kann  man  hiemach  die  entsprechende  Gerade  V  leicht 
construiren,  wenn  zu  vier  (Geraden  /^j,  ^j,  ^,,  d^  in  T^  die  entsprechenden 
^\'t  ^2'  ^8»  ^4'  '"  ^2  gegeben  sind. 

Die  Geraden  ^2»  ^s»  ^4»  ^  bestimmen  auf  d^,  und  die  entsprechenden  Ge- 
raden ^^2'»  ^s»  ^4  »  ^'  ^^^  ^1'  ^'^v^*  projective  Reihen;  d'  geht  daher  durch  den 
Punkt  auf  ^/,  der  dem  Schnittpunkte  von  d^  und  d  entspricht.  Ebenso  bestimmen 
^1»  ^^'p  ^'4»  ^  ^^^  ^2  "'^^  ^1'  ^3»  ^^4'»  ^'  auf  ^g'  zwei  projective  Reihen;  hierdurch 
bestimmt  sich  der  Punkt,  in  welchem  ^2'  ^^^  ^'  geschnitten  wird.  Da  man  nun 
die  Punkte  kennt,  in  denen  d^'  und  fi^'  von  d'  geschnitten  werden,  so  ist  fi' 
selbst  bekannt. 

Dieselbe  Construction  verwendet  man  bei  zwei  projectiven  Ebenen,  auf 
welchen  die  Geraden  d^,  fi^f  ^3»  ^4  ^^^  Geraden  ^Z,  lf^\  b^\  b^^  entsprechen, 
um  zu  jeder  Geraden  b  der  einen  Ebene  die  entsprechende  Gerade  V  der  andern 
zu  construiren.  Da  nun  je  zwei  Schnittpunkte  zweier  Geraden  auf  7\  und  der 
entsprechenden  beiden  auf  73  eine  Linie  in  zwei  Ebenen  der  SR 3  bestimmen,  so 
schliessen  wir:  Die  Linien  in  zwei  Ebenen  einer  Di,  werden  von  je  zwei 
Ebenen  der  SJ,  in  entsprechenden  Punkten  zweier  projectiven  Punkt- 
systeme geschnitten. 

Jede  Ebene,  in  welcher  zwei  Linien  in  zwei  Ebenen  einer  SR,  liegen,  ist 
eine  Tangentenebene  der  SR,.  Wir  sehen  daher:  Die  Ebenen,  welche  zwei 
projective  Ebenen  in  entsprechenden  Geraden  schneiden,  umhüllen 
eine  abwickelbare  Fläche  IIL  Kl. 

10.  B.  Die  (ileiclumfren  cntsprecliender  Punkte  dreier  projectiven  Punkt- 
reihen,   durch  welche    eine  St,   erzeugt  wird,    vereinfachen  sich  in  bemerkens- 
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weither  Weise,  wenn  man  als  Träger  zweier  Reihen  zwei  auf  der  Fläche  JR3 
liegende  Gerade  a  und  t  und  als  Träger  der  dritten  den  Schnitt  a  der  Ebenen 
wählt,  welche  SR 3  längs  d  und  t  berühren.  Wir  bemerken,  dass  cj  und  t  die 
Cuspidalkante  der  Fläche  berühren;  die  Berührungspunkte  seien  Pq  und  /j. 

Der  Punkt  Pq  der  Geraden  a  ist  der  Schnitt  von  j  mit  der  Ebene  von  JRj, 
welche  der  durch  j  gehenden  unendlich  nahe  liegt;  ihm  entspricht  daher  auf  a 
der  Schnitt  jP^  von  a  und  (j,  und  auf  t  der  Schnitt  jPg  von  t  und  a. 

Die  Ebene  von  91 3,  welche  der  Ebene  a/3  unendlich  nahe  liegt,  trifft  9  in 
J^i,  7.  in  jPj  und  t  in  P^^  also  entsprechen  sich  auch  diese  drei  Punkte. 

Die  linearen  Functionen -Pq,  /\,  P^f  -^3  lassen  sich  nun  immer  mit  solchen 
Zahlen  multipliciren,  dass  die  Gleichungen  entsprechender  Punkte  der  drei  Reihen 
PqP^,  PiP^,  P^Pji  die  Form  haben 
/>=p.i/'o-f^2A=0,     P^iL,P,-^,P,  =  0,     P"  =  ^,P,^iL,P^=^0. 

Dividirt  man  durch  jij  und  setzt  fxj  :  p.j  =0,  so  entstehen  die  Gleichungen 

1.  />— /'o-F^^i  =0,       P'  ^P,-ilP^^O,       P'  =  P,^ilP^^O. 
Jede  Ebene,   deren  Coordinaten  diesen  drei  Gleichungen  für  irgend  einen 

Werth  der  veränderlichen  Zahl  genügen,  berührt  die  9I3.  Man  kann  aus  den- 
selben u,  V,  w  durch  p.  ausdrücken  und  erhält  somit  die  Coordinaten  jeder 
Ebene  der  Stj  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  jjl;  die  Auf- 
lösungen des  Systems  1.  haben  die  Form 

2.  V  ^  (ßo^-Pif^-Hp2ix»-hß8l^'):(«o-HÖiF^^Ö2l^'-H53f^*). 

W'  =  (To  +  Ti  K-  -+-  72  P-^  -+-  78  K-^)  :  (^0  -^-  ^1  K-  -^  ^2!**  -^  ^sK-')  • 
Setzt  man  die  Werthe  2.  in  die  Gleichung  ein 

ux  -^  vy  -^  WZ  —  1  =  0, 

so  erhält  man  nach  Beseitigung  des  Nenners  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  A^y  A^,  A^,  A^  lineare  Functionen  in  Punktcoordinaten  sind. 

11.  B.     Ebenso,  wie  in  No.  11,   schliesst  man  umgekehrt:     Alle  Ebenen, 

deren  Gleichungen  aus 

Aq  -+-  \LAy^   -♦-  \L^A^  -H  fi.3^3  =  0 

erhalten  werden,  indem  man  dem  Parameter  ji  alle  Werthe  von  —  00 

bis  -♦-  00  ertheilt,  umhüllen  eine  abwickelbare  Fläche  EH.  Kl. 

12.  B.  Die  Eigenschaft,  dass  die  Coordinaten  jeder  Ebene  sich  als  rationale 
Functionen  eines  Parameters  ausdrücken  lassen,  hat  die  abwickelbare  Fläche 
III.  KJ.  mit  der  Geraden  und  dem  Kegel  II.  O.  gemein.  Sind  A^^  A^^  A^  die 
Gleichungen  dreier  Ebenen,  so  geht  jede  Ebene,  deren  Gleichung  von  der  Form  ist 

1.  Aq  -h  )kA^  =  0 
durch  die  Gerade  A^A^, 

Jede  Ebene,  deren  Gleichung  die  Form  hat 

2.  Aq  -+-  jx^i  -4-  fxMj  =  0 

geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  AqA^A^.     Die  Gleichung  der  Spur 
von  T  auf  der  -ATK-Ebene  entsteht,   wenn   man  in  2.  «  =  0  setzt.     Man  erhält 

dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

3.  Bq  -h  ilB^   4-  iL^B^  =  0, 

worin  Bq,  B^,  B^  lineare  Functionen  von  x  und  y  sind.     Aus  dieser  Gleichung 
erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Spur  Ausdrücke  der  Form 

^  ^  gp  4-  g^  K.  -H  «2  K-'         ^  ^  PcL±ijJfL±AlfL^. 

^,  .  7o  -^  7i  JA  -H  72  K-*  '  7o  -+-  7i  K-  -+-  72  P-*  ' 

löst  man  diese  Gleichungen  nach  p.  und  p.*,  so  erhält  man 
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wobei  /*o,  -Pj,  /g  lineare  Functionen  von  u  und  v  sind.    Durch  Division  folgt  aus  3. 

und  hieraus  und  aus  der  ersten  Gleichung  3. 

P^-)lF,   =0,       P,  ^^P^  =  0. 
Die  Geraden,    welche    der  (Gleichung   3.   entspringen,    sind  daher  die   Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  zweier  projectiven  Punktreihen  auf  P^Pi 
und  PxP^\  sie  umhüllen  den  Kegelschnitt 

P^P,-^P,^^0, 
Die  Ebenen,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  2.  enthalten  sind,  gehen 
durch   einen  Punkt  und  ihre  Spuren  auf  der  -AfK-Ebene  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt, also  umhüllen  die  Ebenen  selbst  einen  Kegel  II.  O. 

13.  B.  Durch  zwei  Ebenen,  welche  die  fjü^  berühren,  durch  die  Geraden  9 
und  T,  in  welchen  sie  die  Oij  berühren,  und  durch  die  Punkte  Pq  und  P^  der 
Cuspidalkante  der  9t j,,  welche  auf  »  und  t  liegen,  sind  die  Punkte  P^P^P^P^ 
(No.  10  B)  gegeben.  Ist  nun  noch  eine  Ebene  C  von  St,  gegeben,  so  sind  die 
Punkte  bekannt,  in  welclien  die  Geraden  (j,  a  und  t  von  dieser  Ebene  geschnitten 
werden;  die  Gleichungen  dieser  Punkte  seien 

1.  i'o  — ^1^1=0,       öji'i  —  rt, /^a  =  0,      a,/^a  —  tf,/',  =  0. 

Die  Gleichungen  je  dreier  entsprechenden  Punkte  der  drei  Reihen  P^P^t 
/*,  /*2  und  P^  /j  sind  dann  vollständig  bestimmt,  nämlich 

2.  /"o  —  fxöji'i  =  0,  Äj/'i  —  jxÄa/'g  =  0,  öj/'j  —  fjL«,/^,  =  0. 
Dies  ergiebt:  Eine  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.  ist  durch  zwei  be- 
rührende Ebenen  A  und  B^  durch  die  Geraden  a  und  t,  längs  welcher 
sie  die  Fläche  berühren,  durch  die  Punkte  P^  und  /^,  der  Cuspidal- 
kante, welche  auf  diesen  Geraden  liegen  und  durch  eine  dritte  be- 
rührende Ebene  eindeutig  bestimmt. 

Die  Ebenen  A^  B^  C  gehören  zu  den  Parameterwerthen  0,  <»,  1.  Man 
kann  daher  diese  drei  Parameterwerthe  drei  beliebigen  Ebenen  der 
JH^  zuertheilen;  der  Parameter  jeder  andern  Ebene  ist  dann  eindeutig 
bestimmt. 

14.  B.     Die  Gleichung  eines  Punktes 

1.  iP,   ^  ^0  -(m-i  -+-?^2)^i    ->  P-iK-aA  =  0 
kann  man  in  zweifacher  Weise  anordnen 

2.  5ßi  ^  ^o-f^i^i  -f^2(A  -1^1  ^2)  =  0, 

3.  ^    ^0   -  f^2  A    -   ^X  (^1    -  1^2  A)    =    0  . 

Aus  2.  folgt,  dass  ^^,  auf  der  Geraden  liegt,  welche  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  |x,  mit  den  Geraden  j  und  a  verbindet;  und  aus  3.,  dass  ^j  auch  auf 
der  Geraden  liegt,  welche  die  Schnittpunkte  der  Ebene  jjlj  und  der  Geraden  9 
und  a  verbindet;  folglich  liegt  5^^  auf  den  Ebenen  p.j  und  p-g.  In  gleicher  Weise 
schliesst  man,  dass  auch  der  Punkt 

^2  ^  ^1  —  (P-i  -^  P'2)-^2   -^  V'\V'iP^  =  0 
ein    gemeinsamer  Punkt  der  Ebenen  p.j    und  p-j   ist.     Die  Gleichungen  der 

Linie  in  den  Ebenen  |x,,  jjlj  der  jRs  sind  daher 

4.  /o  —  (P-i  -+-P-2)^i  -+-P'iP-2A  =0,       ^,  —  (p-i  -^P•2)-^2-^-K•l  1^2^=0. 
Sind  p.|  und  p.2  unendlich  wenig  von  einander  verschieden,  so  ist  die  Linie 

in  den  Ebenen  p.ip.2  die  Gerade,  längs  welcher  Ot,  von  p.|  berührt  wird.    Folglich 

sind  aie  Gleichungen  der  Geraden,  längs  welcher  9Jg  von  der  Ebene  fi  berührt  wird 

5.  P^  —  2p.i'i   -h  }^^P^  =0,       Py^   —  i)LP^  -h  fJL^/'a  =  0. 
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15.    B.     Die  Gleichung 

1.  ^  —  /'o  — (k-i  -^- K-s  +  P-a)  ^i  -^-Ck-sI^s  -^-l^sK-i  ■+"  K-i  K-a)  A  —  K-i  ^-2  K-s  A  =^ 
iässt  folgende  Anordnungen  zu 

2.  gj  =  /'o  —  (»^1  -^  h)^i  -H  f^i f*2  A  -  1*8  [A  —  (1*1  -^- 1*2)  A  -+-  f^lf^S^.]  =  0 , 

3.  =  /'o  —  (Pl  -+-  f^s)  A  -^  f*lf*3  A  -  H  [A  —  (f^l  -^  ^z)^2  -H  fXifXsiP,]  =  0  , 

4.  —  ^0  —  (f*2  -♦-  H)  A  -^-  f^2fA3  -^2  —  f^l  [^1  —  (»*2  -^-  1*3)  -^2  -^  fA2f^3  A]  =  ^  . 

Aus  denselben  erkennt  man,  dass  durch  ^  die  drei  Ebenen  [l^,  1L2,  p.) 
der  Fläche  SR,  gehen. 

Die  Gleichung  des  Punktes,  in  welchem  die  auf  der  Ebene  ji  liegende  Ge- 
rade der  Fläche  91 3  von  der  Ebene  [l^  geschnitten  wird,  folgt  hiemach  zu 

Ist  fij  nur  unendlich  wenig  von  i».  verschieden,  so  erhält  man  hieraus  die 
Gleichung  des  auf  der  Ebene  f*  liegenden  Punktes  der  Cuspidalkante  der  ab- 
wickelbaren Fläche  ni.  Kl. 

Po-^^^i  ^-Bpi^/'a-H^a/',  =0. 

Vergleichen  wir  dies  mit  No.  10,  4,  so  folgt:  Die  Cuspidalkante  einer 
abwickelbaren  Fläche  III.  Kl.  ist  eine  Raumcurve  III.  O. 

Die  Raumcurve  III.  O.  und  die  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.  treten  also 
immer  vereint  auf.  Die  Tangentenfläche  jeder  Raumcurve  111.  O.  ist 
eine  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.,  und  die  Cuspidalkante  jeder  ab- 
wickelbaren Fläche  in.  Kl.  ist  eine  Raumcurve  III.  O. 


16.  Die  Parameter  X  der  Punkte  einer  Raumcurve  III.  O.,  deren  Schmiegungs- 
ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt  jP  des  Raumes  gehen,  werden  erhalten, 
wenn  man  in  der  Gleichung  der  Schmiegungsebene  des  Punktes  X  (No.  15,  6) 

1.  Tq  —  3X^1  -+-  3x»r2  —  x»r3  =  o 

die  Zahl  X  so  wählt,  dass  dieser  Gleichung  durch  die  Coordinaten  des  Punktes 
Z'  genügt  wird.  Setzt  man  diese  Coordinaten  in  1.  ein,  so  erhalten  die  linearen 
Functionen  T^,  T^,  7^,  T^  bestimmte  Zahlenwerthe,  und  die  gesuchten  Werthe 
von  X  sind  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  1.  Bezeichnet  man  diese 
Wurzeln  mit  X|,  X^,  X3,  so  ist 

Die  Gleichung  der  Ebene  der  Punkte  X^,  X^,  X^  ist  (No.  15,  1) 

3.    To  —  (Xj  -+-Xj  -hX3)r,  -h  (XjXj  -^XjXj  -hXjXj)^^  -  x,X2X3r3  =  o. 

Setzt  man  die  Werthe  2.  in  3.  ein,  so  wird  3.  identisch  erfüllt;  daher  folgt: 
Der  Schnittpunkt  der  Schmiegungsebenen  dreier  Putikte  einer  Raum- 
curve ni.  O.  liegt  auf  der  Ebene  dieser  drei  Punkte. 

Bildet  man  den  entsprechenden  Satz  für  die  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.; 
Die  Ebene  dreier  Punkte  der  Cuspidalkante  einer  abwickelbaren 
Fläche  III.  O.  geht  mit  den  drei  Ebenen  dieser  Punkte  durch  einen 
Punkt,  —  so  erkennt  man,   dass  derselbe  mit  dem  vorigen  Satze  identisch  ist. 

Wenn  die  Gleichung  1.  eine  reale  Wurzel  X^  und  zwei  conjugirt  complexe 
Xj  und  X3  hat,  so  geht  durch  jP  nur  eine  reale  Osculationsebene  von  ^3;  die 
beiden  andern  Osculationsebenen,  sowie  die  Punkte  der  Curve,  an  denen  diese 
liegen,  sind  conjugirt  complex.     Die  Secante  dieser  Punkte  ist  real;  die  Ebenen 

^0  -  (^j  -+-^8)  ^1  -*-  ^2^^2  =  0,       T,  -  (X,  -h  X,)  r,  -h  X,X3r3  =  0, 
deren  Schnitt  die  Secante  XJX3  ist,  sind  beide  real,  auch  wenn  X^  und  X3  con- 
jugirt complex  sind. 

Umgekehrt  sieht  man  sofort:    Wenn  die  Werthe  X^,  X^,  x^  gegeben  sind, 


1^1    +  K^-      j,^  j,^  _  j,^ 
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so  bleibt  der  Punkt  P,  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen  2.  genügen  und 
durch  dieselben  eindeutig  bestimmt  werden,  real,  auch  wenn  zwei  von  den 
VVerthen  Xp  ^2»  ^3  conjugirt  complex  sind. 

Jeder  Ebene  T  ist  also  in  Bezug  auf  eine  Raumcurve  III.  O.  ein  auf  ihr 
enthaltener  Punkt  P  zugeordnet,  umgekehrt  jedem  Punkte  eine  Ebene;  in  dem 
Punkte  P  schneiden  sicli  die  Osculationsebenen  der  auf  der  Ebene  T  liegenden 
Curveni)unkte;  oder:  auf  der  Ebene  T  liegen  die  Punkte,  in  welchen  die 
Raumcurve  von  den  drei  durch  P  gehenden  Oculationsebenen  berührt  wird. 

Der  Punkt  P  wird  als  Pol  der  Ebene  T,  die  Ebene  T  als  Polarebene 
des  Punktes  P  in  Bezug  'auf  die  R-,^  bezeichnet. 

17.  A.    Die  Parameter  Xj    und   X^   der  Punkte  einer  R^,    welche  dieselbe 
mit    der   durch  einen  gegebenen  Punkt  P  des  Raumes  gehenden  Secante  der 
Curve  gemein  hat,  lassen  sich  wie  folgt  bestimmen:     Durch  die  Secante  X,  X, 
gehen  (No.  14,  1)  die  beiden  Ebenen 
1.    7^0 -(Xj  +X2)r,  -^\\^T^  =  ^^       7\  -(Xi+X,)r2-|-X,X,r,  =0. 

Diesen  Gleichungen  wird  durch  die  Coordinaten  von  P  genügt  Hat  man 
diese  Coordinaten  in  1.  eingesetzt,  so  sind  in  1.  nur  noch  die  Zahlen  \^  und  X^ 
unbestimmt.     Aus  1.  folgt  hierftir 

und  nun  lässt  sich  leicht  die  quadratische  Gleichung  aufstellen,  deren  Wurzeln 
die  Parameter  Xj  und  X^  sind. 

Liegt  P  auf  der  Tangentenfläche  von  /?,,  also  auf  der  abwickelbaren  Fläche 
III.  Kl.,  welche  ^3  zur  Cuspidalkante  hat,  so  ist  X,  =  X,,  und  man  hat  die 
beiden  Gleichungen 

.  _  T.0  Tx.-  ^1'      9  i  _  ^0  ^3  -  T,  r, 

1  TT  Tu  *  *1    —        TT  T2 

Die  ausreichende  und  nothwendige  Bedingung  für  den  Verein  dieser  beiden 

Gleichungen  ist 

•6.  4  (r,  7\  -  7'»)  (r,  7\  -  7-^)  -  (r,  r,  -  r,  T^y  =  o. 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Gleichung  genügen,  so  liegt 
der  Punkt  auf  der  Tangentenfläche  von  ^3;  also  ist  3.  die  Gleichung 
der  Tangentenfläche  der  Raumcurve  III.  O.;  dieselbe  ist  vom  vierten 
Grade.  Wir  schliessen  daher:  Jede  Gerade  wird  von  vier  Tangenten 
einer  Raumcurve  III.  O.  getroffen. 

Die  Ordnung  der  Tangentenfläche  einer  Raumcurve  bezeichnet  man 
als  den  Rang  der  Curve;  eine  Raumcurve  III.  O.  ist  daher  vom  vierten  Range. 

B.  Ist  7'  eine  gegebene  Ebene  und  sind  p-i  und  \^2-  ^^^  Parameter  der 
Ebenen  einer  Fläche  JKg,  welche  sich  auf  T  schneiden,  so  genügen  die  Coor- 
dinaten von  T  den  beiden  Gleichungen  (No.  14  B,  3) 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  unbekannten  Parameterwerthe  be- 
stimmen; man  erhält 

u.  XL     —      oA  ~"  ^^^              ^  ,.    —  A  -^3        ^\  ^2 
I  1  r.j  p  p    ^2  '        f*i   ~T"  f^2  P  P    P^     ' 

Enthält  T  eine  auf  Oi.,  gelegene  Gerade  (den  Schnitt  zweier  auf  einander 
folgenden  Ebenen  von  9(3),  so  ist  (j-j  =  {x.^,  und  man  hat 


P    P     P2»  **^1  P     P     PS 
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Die  Bedingung  ftlr  den  Verein  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung 
der  Fläche,  die  von  den  Ebenenbüscheln  umhüllt  wird,  welche  die 
Geraden  der  JR,  zu  Trägern  haben,  nämlich 

4  (p,  p,  -  p,^)  {p,p,  -  p,^)  -  (p,  p,  -  />,  A)'  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  vom  vierten  Grade,  die  durch  sie  dargestellte  Fläche 
also  von  der  vierten  Klasse. 

Durch  eine  gegebene  Gerade  gehen  daher  vier  Ebenen  dieser  Fläche,  und 
die  Gerade  wird  folglich  von  vier  Geraden  der  jRg  getroffen,  ein  Ergebniss,  das 
mit  dem  in  17  A  erhaltenen  identisch  ist. 

18.  Wir  denken  uns  eine  Raumcurve  III.  O.  als  Schnitt  zweier  Kegel  II.  O. 
/fi  und  A'j.  I-egt  man  durch  die  Spitze  von  A",  Gerade,  die  den  Mantellinien 
von  Ä'^  parallel  sind,  so  erhält  man  einen  Kegel  A'^',  der  mit  K^  congnient  ist, 
und  mit  A'j  die  Mantelline  gemein  hat,  welche  die  Spitzen  von  A'j  und  K^  ver- 
bindet. Die  beiden  Kegel  IC^  und  K.^'  haben  daher  noch  drei  Mantellinien 
gemein,  von  denen  wenigstens  eine  real  ist.  Folglich  haben  die  beiden  Kegel 
A',  und  ATj  drei  Paar  parallele  Mantellinien,  die  Curve  ^3  daher  drei  un- 
endlich ferne  Punkte,  von  denen  wenigstens  einer  real  ist. 

Von  einem  dieser  Punkte  aus  wird  die  Curve  durch  einen  Kegel  II.  O. 
mit  unendlich  ferner  Spitze  projicirt;  also  lassen  sich  durch  eine  Ä^  drei 
Cylinder  II.  O.  legen,  von  denen  wenigstens  einer  real  ist. 

Die  Werthe  des  Parameters  X,  welche  den  unendlich  fernen  Punkten  zuge- 
hören, sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (No.  10,  3) 

?s  =  0. 
Je  nachdem  diese  Gleichung  drei  reale  verschiedene  Wurzeln,  zwei  gleiche 
und  eine  dritte  von  diesen  verschiedene  reale  Wurzeln,  oder  drei  gleiche  reale 
Wurzeln,  oder  eine  reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Wurzeln  hat,  besitzt  die 
Curve  drei  getrennte  reale,  zwei  vereinte  und  einen  von  diesen  getrennten  realen, 
oder  drei  vereinte  reale,  oder  nur  einen  realen  unendlich  fernen  Punkt.  Die 
Tangenten  der  Curve,  die  sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten  berühren,  werden 
als  Asymptoten  der  Curve  bezeichnet.  Giebt  es  drei  reale  getrennte  unendlich 
ferne  Punkte,  so  giebt  es  drei  Asymptoten,  die  nicht  unendlich  fem  sind; 
sind  zwei  unendlich  ferne  Punkte  real  und  vereint,  so  hat  die  Curve  eine  un- 
endlich ferne  Tangente  (unendlich  ferne  Asymptote),  und  ausserdem  noch  eine 
Asymptote,  die  nicht  unendlich  fem  ist;  sind  drei  reale  unendlich  ferne  Punkte 
vereint,  so  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  Osculationsebene  der  Curve;  ist  nur  ein 
realer  unendlich  femer  Punkt  vorhanden,  so  hat  die  Curve  nur  eine  reale  Asymptote. 
Hiernach  zerfallen  die  Raumcurven  III.  O.  in  vier  Gruppen  von  Curven, 
die  ihren  Gestaltsverhältnissen  nach  wesentliche  Verschiedenheiten  darbieten: 

Cubische  Hyperbel,  mit  drei  realen  Asymptoten; 

cubische  hyperbolische  Parabel,  mit  einer  realen  Asymptote  und  einer 
unendlich  fernen  Tangente; 

cubische  Parabel,  mit  einer  unendlich  fernen  Osculationsebene; 

cubische  Ellipse,  mit  einer  realen  und  zwei  imaginären  Asymptoten. 

19.  Eine  Raumcurve  wird  von  einem  Punkte  /^  aus  durch  einen  Kegel 
projicirt. 

Die  beiden  Punkte  der  Fläche  IL  O.  /  =^  0,  welche  auf  der  Geraden  P^  P 
liegen,  theilen  die  Strecke  P^P  in  Verhältnissen  [i,  welche  die  Wurzeln  der 
Gleichung  sind 

1.  /o  -+-  2ji(/io'*i  -i-Ao'-^«  -+-/3o''*3  -^Ao'^O  -^-  V».*  -/^Q. 
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Für  die  Punkte  der  Strecke  JPq  P,  die  auf  der  Fläche  11.  O.  9  =  0  liegen, 

erhält  man 

2.  <po  -^  2|i  (<Pio'.^i  -H  ?4o'-^«  -+-  ?3o'^s  -^  ?io'-'*''4)  H-  |i*  •  ?  «  0. 

Liegt  nun  P  auf  einem  der  Strahlen,  durch  welche  die  Punkte  der  Schnitt- 
curve  der  Flächen  /  und  <p  von  P^  aus  projicirt  werden,  so  haben  die  Gleichungen 
1.  und  2.  eine  gemeinsame  Wurzel,  und  diese  Wurzel  entspricht  dem  auf  der 
Geraden  P^  P  liegenden  Punkte  der  Raumcurve  /,  9.    Setzt  man  abkürzungsweise 

/lo'-^l-^/ao'-^9-»-/8o'-^8-^-/4o'-^4^^'    ?lo'-^l -»-?ao'^^» -»-?«o''*8 -+-94q'^4  =*♦' 

so  be.stehen  für  eine  gemeinsame  Wurzel  von  1.  und  2.  ausser  1.  und  2.  noch 
die  Gleichungen,  welche  aus  l.  und  2.  durch  Multiplication  mit  fi  hervorgehen, 
so  dass  man  den  Verein  von  vier  Gleichungen  hat 

/o-4-2/^.ji-^/.ji«  =0, 

/o.|i-+-2/^.ji«  H-/-H.»  =0, 

<Po  H-  20  •  fi  -h  <p  •  |i«  =0, 

<Po  •  |i  -H  20  •  |i*  -I-  <p  •  fi*  =  0. 

Aus    dem    Vereine    dieser   vier   Gleichungen   folgt   das   Verschwinden   der 

Determinante 


/o 


?0 


F 
/o 


/ 
F 


f 


=  0. 


R 


=  0, 


Umgekehrt  schliesst  man  leicht,  dass  wenn  die  Resultante  R  verschwindet, 
die  Gleichungen  1.  und  2.  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Denn  multiplicirt 
man  die  Verticalreihen  von  R  der  Reihe  nach  mit  1,  fi,  {i^,  fi'  und  addiit  dann 
die  zweite,  dritte  und  vierte  Reihe  zur  ersten,  so  erhält  man 

G      F    f   f 
G\L   /,     Ff 

//|jL    9t     O    9 

wobei  G  und  //  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  1.  und  2.  bezeichnen.    Nach 
den  Gliedern  der  ersten  Verticalreihe  entwickelnd  erhält  man 
3.  R^AG-^B^H, 

wo  A  und  ß  lineare  Functionen  von  |jl  sind. 

Ist  nun  ^  =  0  und  wählt  man  ftir  |jl  eine  Wurzel  der  Gleichung  (?  =  0,  so 
folgt  aus  3.    dass  auch 

Da  nun  B  vom  ersten  Grade  ist,  so  folgt,  dass  für  eine  der  beiden  Wurzeln 
von  G^  =  0  auch  H  verschwinden  muss,  dass  also  die  Gleichungen  G^  =  0  und 
FT  =:  0  eine  gemeinsame  Wurzel  haben. 

Die  Function  R  ist  vom  vierten  Grade  in  Bezug  auf  ^,,  x^,  Xj,  x^\  sie 
lehrt  daher:  Die  Schnittcurve  zweier  Flächen  II.  O.  wird  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Raumes  aus  durch  einen  Kegel  IV.  O.  projicirt 

Wählt  man  Pq  auf  der  Schnittcurve,  so  ist  /^j  =  <p^j  =  0  und  die  Gleichungen 
1.  und  2.  gehen  nach  Unterdrückung  der  selbstverständlichen  gemeinsamen 
Wurzel  [A  =  0  in  die  linearen  Gleichungen  über 

2/'-l-/.[i  =  0,       20  H-  (p.[A  =  0. 

Projicirt  der  Strahl  Pq  P  einen  Punkt  der  Raumcurve  F,  ^,  so  ergeben  diese 
Gleichungen  denselben  Werth  für  [a,  also  ist 
6.  /^(p  — <I>/=0. 
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Diese  ist  vom  dritten  Grade  in  Bezug  auf  x^^  x^t  x^^  x^.  Daher  folgt: 
Eine  Raumcurve  IV.  O.  l.  Sp.  wird  von  jedem  ihrer  Punkte  aus  durch 
einen  Kegel  III.  O.  projicirt. 

20.  Haben  die  Flächen  /  und  <p  eine  gemeinsame  Gerade,  so  wird  dieselbe 
von  P^  aus  durch  eine  Ebene  projicirt;  diese  Ebene  bildet  einen  Theil  des 
Kegels,  der  die  Raumcurve  (/,  ^)  von  P  aus  projicirt.  Eine  Raumcurve 
in.  O.  wird  von  einem  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkte  aus 
durch  einen  Kegel  III.  O.  projicirt,  und  von  einem  auf  ihr  liegenden 
Punkte  aus  durch  einen  Kegel  II.  O. 

Den  letzten  Theil  dieses  Satzes  haben  wir  früher  auf  einem  andern  Wege 
gefunden. 

Eine  beliebige,  P^  nicht  enthaltende  Ebene  T  schneidet  den  Kegel  F, 
welcher  eine  -^3  von  Pq  aus  projicirt,  in  einer  ebenen  Curve  III.  O.  C3.  Jede 
durch  Pq  gehende  Ebene  T^  enthält  drei  Punkte  von  R^,  also  drei  Mantellinien 
von  r,  und  die  Spur  von  T,   auf  T  enthält  drei  Punkte  von  C3. 

Jeder  Punkt  der  C^  erscheint  als  Centralprojection  eines  Punktes  der  -^3; 
hiervon  macht  nur  der  Punkt  A  von  C^  eine  Ausnahme,  der  auf  der  durch  Pq 
gehenden  Secante  (j  der  ^3  liegt;  A  ist  die  Projection  zweier  Punkte  der  R^, 
nämlich  der  beiden  Schnittpunkte  von  j  und  ^3.  Jede  durch  j  gehende  Ebene 
trifit  /?g  nur  noch  in  einem  Punkte,  jede  durch  A  gehende  Gerade  der  Ebene  T 
trifft  daher  C3  nur  noch  in  einem  weiteren  Punkte. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  A  ein  Doppelpunkt  der  Curve  C^  ist,  und 
bezeichnen  dementsprechend  <j  als  Doppelkante  des  Kegels  III.  O.  F.  Die 
ebene  Centralprojection  einer  Raumcurve  III.  O.  ist  daher  eine  Curve 
HL  O.  mit  Doppelpunkt. 

Wird  -^3  von  j  in  zwei  realen  Punkten  getroffen,  so  ist  A  ein  Doppelpunkt 
im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  d.  i.  ein  Punkt,  durch  welchen  die  Curve 
zweimal  hindurchgellt,  der  Knotenpunkt  einer  Curvenschleife.  Sind  hingegen 
die  Schnittpunkte  von  <s  und  R^  conjugirt  complex,  so  liegen  in  der  Umgebung 
von  A  keine  realen  Punkte  der  Curve  C3  und  der  Doppelpunkt  A  tritt  daher  als 
isolirter  Punkt  der  Curve  auf. 

21.  Jede  auf  C3  bezügliche  ebene  Figur  kann  man  von  P^  aus  projiciren 
und  erhält  so  eine  auf  ^3  bezügliche  Figur;  aus  jedem  auf  C^  bezüglichen  Satze 
kann  man  so  einen  analogen  Satz  über  R^  ableiten. 

22.  In  Bezug  auf  abwickelbare  Flächen  IV.  Kl.  I.  Sp.  und  III.  Kl.  erhält 
man  folgende  Sätze,  deren  Beweise  denen  in  den  vorhergehenden  Nummern 
leicht  nachgebildet  werden  können. 

Die  Ebenen  der  den  beiden  Flächen  IL  O.  /  =  0  und  9  =  0  (in  Ebenen- 
coordinaten)  umschriebenen  abwickelbaren  Fläche  werden  von  einer  beliebigen, 
diese  Fläche  nicht  berührenden  Ebene  Tq  in  den  Tangenten  der  Grenzfläche 
IV.  Kl.  geschnitten 

/o     ^     / 

^0     ^    ^     =  0 

wobei  Fms/^Q'u^   -h/jo'«»  ^-/so'^s  -^/^o'^a» 
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Tangirt  T^  die  abwickelbare  Fläche,  so  ist  die  Grenzfläche  von  der  in.  Kl. 

und  hat  die  Gleichung 

/r^  —  d)/  ==  0 . 

Eine  abwickelbare  Fläche  III.  Kl.  wird  von  einer  die  Fläche  nicht  bertlhren- 
den  Kbene  in  einer  Curve  III.  Kl.  geschnitten;  diese  Curve  hat  eine  Doppel- 
tangente,  d.  i.  eine  Tangente,  welche  die  Curve  in  zwei  getrennten  Punkten 
berührt,  und  durch  deren  Punkte  (ausser  der  Doppeltangente  selbst)  nur  eine 
Tangente  der  Curve  geht. 

Die  Sätze  über  Curven  III.  Kl.  mit  einer  Doppeltangente  lassen  sich  daher 
auf  die  abwickelbaren  Flächen  III.  Kl.  übertragen*). 


*)  Ueber  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  abwickelbare  Flächen  dritter  Klasse  vergl.  u.  A. : 
V.  Dkach,  Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte;  Schloemilch,  Kahi.  und 
Cantor,  Zeitschr.  für  Math.  u.  Phys.    Jahrgang  12,  Supplementbd.  (1867). 
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Dr.  Richard  Heger, 

Gymnasiallehrer  u.  a.  o.  Hnn.-Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  lu  Dresden. 


§  1.    Einleitung. 

1 .  Wenn  eine  Grösse  y  von  einer  veränderlichen  Grösse  x  abhängt,  so  dass 
rschiedene  Werthe  von  x  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  von  y  ver- 
sachen,  so  bezeichnet  man  y  als  eine  Function  der  Veränderlichen  x, 
a  y  sich  mit  x  ändert,  so  ist  auch  y  eine  veränderliche  Grösse;  weil  die  Werthe 
•n  y  von  den  Werthen  der  Grösse  x  abhängen,  so  bezeichnet  man  y  als  ab- 
ingige  Veränderliche  im  Gegensatze  zu  der  unabhängigen  Veränder- 
chen  X, 

Wir  beschränken  uns  bis  auf  Weiteres  darauf,  Functionen  realer  Variabein 
betrachten. 

Wenn  man  nur  die  Thatsache  ausdrücken  will,  dass  y  eine  Function  von  x 
'.y  ohne  die  Art  der  Abhängigkeit  anzugeben,  so  bedient  man  sich  der  Be- 
lohnung y  =f{x)\  verschiedene  Functionen  kann  man  durch  Wahl  eines  andern 
uchstabens  oder  durch  Indices  unterscheiden  F{x),  ^(jc),  ^{x)^  /i{x)t  f^{x)  .  .  . 

Um  den  Werth  anzudeuten,   den  die  Function /(jc)  für  bestimmte  Werthe 

)n  x  annimmt,    setzt   man   diese  Werthe    hinter  das  Functionszeichen  an  die 

teile  von  x\  demnach  sind/(0),  /(l),  /(2),  .  ./(?),  /^),  /(a5  -»-  ^)  .  .  die  Werthe, 

eiche  /{x)  annimmt,  wenn  man  die  Variable  x  durch  die  besonderen  Werthe 

1,  %  E,  26,  a?  -h  ^  ersetzt. 

2.  Nimmt  die  Variable  x  um  einen  Betrag  Ajp*)  zu,  so  wird  y  um  einen 

)sitiven  oder  negativen  Betrag  zunehmen,  den  wir  mit  ^y  bezeichnen  wollen; 

uin  hat  man  also 

y  =  /{x) ,     y  ^  ^y  ^  f{x  -{-  ^x) . 

Hieraus  folgt  durch  Subtraction 

^y  =  /{x  -h  ^x)  —  /(x) . 

Wenn  A*  mehr  und  mehr  abnimmt,  und  der  Grenze  Null  sich  nähert,  so 
Ihert  sich  im  Allgemeinen  auch  ^y  der  Grenze  Null.  Soweit  dies  der  Fall  ist, 
►weit  also  einem  unendlich  kleinen  Zuwachse  Ajc  der  Veränderlichen 
n  unendlich  kleiner  Zuwachs  äy  der  Function  entspricht,  heisst  y 
ne  stetige  Function  von  x. 

^)  Ax  ist  hier  ein  einheitliches  Zeichen;  die  Verwechselung  mit  dem  Produkte  aus  x  und 
lem  Faktor  A  ist  nicht  zu  befürchten,  da  von  einem  solchen  Faktor  nicht  die  Rede  ist 
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Ist  z.  B.  /{x)  ^  jc*,  so  ist  /{x  -I-  Ajc)  ^t  x^  -\-  ^x^x  -+-  Ajp*,  und  daher 

Aj'  =  ^xbkX  H-  A**  . 
Für  alle  endlichen  Werthe  von  x  wird  dieser  Ausdruck  verschwindend  klein, 
sobald  Ajc  verschwindet;  daher  ist  x^  (und  allgemein  jede  Potenz  von  x  mit 
positivem  Exponenten,  wie  man  mit  Hülfe  des  binomischen  Satzes  leicht  nach- 
weist) für  alle  Werthe  der  Variabein  eine  stetige  Function. 
Ist  femer /(^)  ■»  sinx*\  so  ist 

/{x  -h  ^x)  ^  sin{x  H-  Ajc)  =  sin x  cos ^x  •+•  cosxsin^x . 
Daher  ist 

A^'  =  sinx{cos^x  —  1)  -+-  cosx  sin^x . 
Wird  A*  verschwindend  klein,  so  verschwinden  cos^x  —  l  und  sin^x,  also 
auch  A>'.     Hieraus  folgt,    dass  sinx  ftir  alle  realen  Werthe  von  x  eine  stetige 
Function  von  x  ist. 

Anders  verhält  sich  die  Function 

Man  erhält  /(x  -h  ^x)  =  1  :  (jr  4-  Ajc  —  2)    und  daher 

1 1 A* 

•^  ""  JC  H-  Ax  —  2        Ä  —  2  "~         (*  -h  A*  —  2)  (a:  —  2)  • 

Wenn  A*  verschwindet,  so  geht  der  Nenner  in  den  Werth  (x  —  2)*  über. 
So  lange  x  von  2  verschieden  ist,  ist  dieser  Nenner  von  Null  verschieden;  da 
nun  der  Zähler  A*  verschwindet,  so  verschwindet  auch  A^.  Für  alle  von  2  ver- 
schiedenen Werthe  von  x  ist  also  die  Function  l  :{x  —  2)  stetig. 

Für  *  =  2  werden  aber,  wenn  Ajc  verschwindet,   Zähler  und  Nenner  von 

^y  zugleich  Null ;  für  einen  Werth  von  x,  der  um  einen  verschwindenden  Betrag 

kleiner  als  2  ist,  hat  1  :  (jic  —  2)  einen  verschwindend  kleinen  negativen  Nenner, 

ist  also  von  unendlich  grossem  negativen  Werthe ;  setzt  man  hingegen  für  x  eine 

Zahl,    die  um  verschwindend  wenig  grösser  ist,    als  2,  so  ist  der  Nenner  von 

l  :{x  —  2)    verschwindend    klein    und    positiv,    also    hat  /(x)   einen    unendlich 

grossen  positiven  Werth.     Die  Function 

__       1 

-^  ""  jc—  2 

erleidet  daher  an  der  Stelle  x  =^  2  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  indem  für 

X  =  2  die  Function  von  —  c»  zu  -f-  00  überspringt. 

^.     ^        .  .  .  j  ,       r>    ,1  ^      3t:     5ir     7ic 

Die  Function  y  =  tan^x  wird  an  den  Stellen  x  ^=  ^ ,    -^,    "«"»"o"-**' 

unstetig,  denn  an  diesen  Stellen   springt  y  von  H-  00  auf  —  00. 

Die    Function  y  =  ( —  ay,   wobei    unter   a   eine   positive  Zahl  verstanden 
werden  soll,  hat  für  jc  =  0  den  Werth  y  =  1  und  für  jc  =  1  den  Werth y  =  —  ä. 
Bezeiclmet  n  eine  Primzahl  (die  wir  uns  beliebig  gross  denken  können),  und 
giebt  man  der  Variabein  x  der  Reihe  nach  die  Werthe 

12       3      4  n— 1 

n      n       n      n  n 

so  erhält  y  der  Reihe  nach  die  Werthe 


*)  Unter  x  soll  hier  nicht  ein  Winkel,  sondern  der  Arcus  eines  Winkels  verstanden  werden, 
d.  i.  der  Bogen,  der  vom  Scheitel  eines  Winkels  aus  zwischen  den  Schenkeln  beschriehen  ist 
und  die  Längeneinheit  zura  Halbmesser  hat';  ist  ^  der  Winkel,  dessen  Arcus  die  Grttose  x  hit, 
so  ist  ;r  =^  ir  •  ^  :  180,  wobei  ^  in  Graden  auszudrucken  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  ttbrigco 
goniometriscben  Functionen. 
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also,  da  der  Wurzelexponent  eine  ungerade  Zahl  ist,  abwechselnd  positive  und 
negative  Werthe.  Der  Unterschied  zweier  auf  einander  folgenden  Werthe  von  x  ist 
1  :  n  und  kann  auf  jedes  Maas  der  Kleinheit  herabgedrückt  werden,  sobald  nur  n 
hinlänglich  gross  angenommen  wird.  Hieraus  folgt,  dass  die  Function  innerhalb 
des  Intervalls  x  =  0  bis  x  =  -h  l  unendlich  oft  von  einem  endlichen  positiven 
Werthe  zu  einem  endlichen  negativen  Werthe  überspringt;  Gleiches  ergiebt  sich 
für  alle  realen  Werthe  der  Veränderlichen. 

Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  solche  Functionen,  die  nicht  für 
unendlich  viele,  innerhalb  eines  endlichen  Intervalls  liegende  Werthe  der 
Variabein  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  erleiden. 

3.  Nimmt  man  x  als  Abscisse  und  y  als  Ordinate  eines  Punktes  P  in  Bezug 
auf  ein  ebenes  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  und  durchläuft  x  die  realen 
Werthe  von  —  00  bis  -t-  00 ,  so  beschreibt  /*  eine  bestimmte  Curve,  welche  die 
Gleichung  hat 

y  =  /W. 

Y 


Wenn  /(x)  eine 
stetige  Function  ist, 
so  ist  die  zugehörige 
Curve  durchaus  zu- 
sammenhängend; so 
gehört  z.  B.  die  Glei- 
chung y  =s  x^  einer 
Parabel  an,  deren 
Symmetrieachse  die 
K- Achse,  deren  Schei- 
tel der  Nullpunkt  ist. 
Die  Sinuscurve,  d.  i. 
die    zu  der  Function 

y  =  sinx 
gehörige  Curve  ist  in 
Fig.    470    dargestellt 
(zwischen  den  Abscis- 

3it        ,  3it 
sen  —  Y  ^"^  Y^  • 

DieCurve(Fig.471) 
_       1 


(M.  470.) 


-^LO 


.1 


(M.47t) 


^   "-' 


■iv 
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ist  bekanntlich  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  eine  Asymi)tote  parallel  zur 

F-Achse  im  Abstände  2  von  derselben  hat;  an  dieser  Stelle  a:  ==  2  ist  der  Lauf 

der  Curve  unterbrochen. 

Die  Curve  (Fig.  472) 

y  =  tangx 

besteht  aus  unendlich  vielen  congruenten  von  einander  getrennten  Tlieilen,  welche 

Parallelen  zu  der  F-Achse  zu  Asymptoten  haben,  von  denen  die  Abscissenachse 

in  den  Punkten 


•     «     • 


getroffen  wird. 


3ir 
2  ' 


2' 

y 


1 1 
I  i 


/ 


/ 


/ 


/ 


/ 


-¥• 


r 


7^ 


/ 


HF! 


/ 
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2    ' 
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■?i 
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<3r 
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1 1 


w 


(M.  472.) 


4.  Die  Abhängigkeit  einer  Function  y  von  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  kann  auch  durch  eine  Gleichung  allgemeiner  Art  zwischen  x  und  y  ausgedrückt 
werden.  Wenn  man  diese  Gleichung  auf  Null  reducirt,  so  steht  auf  der  linken 
Seite  eine  Grösse,  welche  .r  und  y  (neben  gegebenen  Zahlen)  enthält,  und  die 
daher  als  eine  Function  dieser  beiden  Veränderlichen  zu  bezeichnen  ist;  man 
schreibt  eine  solche  Gleichung  symbolisch 

1.  F{x,  y)  =  0. 

Gelingt  es,  diese  Gleichung  nach  y  aufzulösen,  also  aus  ihr  abzuleiten 

2.  y  =  f{x\ 

so  ist  man  damit  zu  dem  bisher  betrachteten  Falle  zunickgekehrt  Gelingt  dies 
aber  nicht  (oder  wenigstens  nicht  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen), 
so  muss  es  bei  dem  Ausdrucke  1.  bewenden.  Im  Falle  2.  bezeichnet  man  ^  als 
explicite  oder  entwickelte  Function,  im  Falle  1.  als  implicite  oder 
unentwickelte  Function  der  unabhängigen  Variabein  x, 

5.  Ist  P  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  x  und  y  r=^  f{pc)  sind,  und  gehört 
P^  zu  den  Coordinaten  x  -f-  ^x  und  ^  -{-  A>',  so  ist 


/.. 
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dy       /{x^lx)^/{x) 


=  tang  QPP^ . 


Nimmt  Ajc  zur  Grenze  Null  ab  und  ist  die 
Function  f{x)  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes 
P  stetig,  so  nähert  sich  auch  ^y  der  Grenze 
Null,  und  die  Gerade  PM  dreht  sich  um  den 
Punkt  P\  der  Quotient  ^y  :  ^x  nähert  sich  im 
Allgemeinen  dabei  einem  bestimmten  Grenz- 
werthe,  und  dieser  Grenzwerth  ist  die  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels,  den  die  Ab- 
scissenachse  mit  derjenigen  durch  P  gezogenen 
Geraden  einschliesst,  welche  P  mit  einem  un- 
endlich nahe  benachbarten  Punkte  der  zur 
Function  y  -=  /{x)  gehörigen  Curve  verbindet 
Diese  Gerade  wird,  wie  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt  ist,  als  die  Tangente  der  Curve  PP^  im  Punkte  P  be- 
zeichnet; der  Winkel  der  Abscissenachse  mit  der  Tangente  PT  sei  t. 

Der  Grenzwerth  des  Quotienten 


Jf  JX    jf»' 


(M.  473.) 


Ix 


=  tang-z 


für  ein  verschwindendes  ^x  wird  durch  /'(jf)  bezeichnet.  Deutet  man  den  Grenz- 
werth einer  veränderlichen  Grösse  durch  Vorsetzung  der  Buchstaben  lim*)  an, 
und  bezeichnet  man  einen  verschwindend  kleinen  Zuwachs  von  x  mit  dx^  den 
zugehörigen  Zuwachs  von  y  mit  dy,  so  ist 


dy 


l^y 


-T-  =  Hm  T—  =  lim 
dx  ^x 


/{x  ^  ^x)  ^/{x) 


=/(*)■ 


Während  Ajc  und  ^y  die  endlichen  Differenzen  der  Coordinaten  dei* 
Punkte  P^  und  P  sind,  haben  wir  in  dx  und  dy  die  verschwindend  kleinen 
Differenzen  der  Coordinaten  des  dem  Punkte  P  unendlich  nahen  Curvenpunktes 
und  des  Punktes  P  vor  uns;  im  Zusammenhange  damit  bezeichnet  man  dx  und 
dy  als  das  Differential  von  ^,  bez.  von  j^,  und  demgemäss  dyidx  als  den 
Differentialquotienten  von  ^.    Aus  der  Gleichung 

^^ -/■(') 

leitet  man  die  Gleichung  ab 

dy  =  f  {x)  dx. 
Nachdem  man  den  Grenzwerth 

bestimmt  hat,  liefert  diese  Gleichung  das  Differential  von  y  als  ein  Vielfaches 
des  Differentials  der  unabhängigen  Variabein  x. 

Die  Differentialrechnung  hat  zunächst  die  Aufgabe,  die  Differential- 
quotienten der  Functionen  zu  ermitteln;  hieran  reihen  sich  dann  weitere  Unter- 
suchungen, sowie  analytische  und  geometrische  Anwendungen. 

6.  Ehe  wir  dazu  tibergehen  können,  die  Differentialquotienten  der  Functionen 
aufzusuchen,  haben  wir  einige  Grenzwerthe  zu  bestimmen,  um  dadurch  eine 
Grundlage  für  die  folgenden  Untersuchungen  zu  gewinnen. 


*}  Uma,  die  Grenze. 
ScHLOBMiLCH,  Haadhwch  der  Mathamatik.    Bd.  IL 
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A    Bestimmung  des  Grenzwerthes  von 

für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  «o. 

Wir  lassen  zunächst  u)  die  Reihe  der  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen. 
Ist  m  eine  solche,  so  haben  wir 

•■  (-r'-(-^)"-(-i)'(-^')-^o-i)-- 

Nach  der  bekannten  Regel 
hat  man  femer  die  Gleichung 

0-;riir'(-i)-('-.-^r(-ö'-- 

(-»-iT)(-r'-(-i)i- 

Ersetzt  man  in  dem  Polynom  die  Brüche  1  :  (»« -4-  1)  überall  durch  1  :«,  so 
wird  der  Klammerinhalt  vergrössert;  jedes  Glied  des  Pol)moms  wird  durch  diese 

1  +      j  ;  man  hat  daher,   wenn  man  den  Klammerinhalt  vor- 
übergehend mit  A  bezeichnet 

A  <  (^-Hl)(l-h^)", 
oder,  wenn  p  eine  positive  Grösse  bezeichnet 

^  =  C«.  +  1)  (iH-  i)"-  p. 

Hieraus  folgt  weiter 


2.     -+-  (  1  H- 


3. 


»l(»l  -H  1)  ' 
Durch  Addition  von   1.  und  3.  ergiebt  sich  endlich 


('  -  »-^r-  (■  -  i)- 


m(m-\-  1)' 

Wenn    daher  to    die   Reihe    der    ganzen   Zahlen    durchläuft,    so   wächst  der 
Ausdruck 

(>  -  =)■ 

unaufhörlich.     Für  co  =  1000   erhält  man   mit  Hülfe  siebenstelliger  Logarithmen 
(l,001)i'W0  =2,7171,  also  ist 

/tm(l  -h  ^y>  2,7171. 

Kntwickelt  man  ferner  (  1  -h      )    nach  dem  binomisclien  Satze,  so  erhält  man 
1  \"       ,  1         m(m  —  1)      1  m  (m  —  1)  (;w  —  2)      1 


(■  -  :)"= 


nt  1-2         w2  ^  1.2-3  m^  ^  " 

1  •  2  •  3  .  .  .  w  V         ////  \         w/      \  m    y 

m 

1. 
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Ersetzt  man  jeden  Klammerinhalt  durch  die  Einheit,   so  wird  der  Ausdruck 
vergrössert  und  man  erhält 

IV^,        ,  1  1  1 


('  -  i) 


1.2^1.2-3"^     ••    '    1.2-3..W' 
Nun  ist 


1 


1-2-3-4-5-6 


1.2..w~"l.2.3-4.5.6V7'^7.8"^'"^7..w/'    ^ 

1  /-       l_      J_  1    \      ,    . 

^  1.2.3.4.5.6V  7"*"   72    -^'"^T^-^y/'      ^'    *• 


^  720 

Geht  man  hier  zur  Grenze  für  ein  unendlich  wachsendes  m  Über  und  be- 
achtet, dass 

so  erhält  man  schliesslich 

/         2Y       9       JL  1  1  1  _1_     7 

^'^V    "^üj/^^"^  1-2"^  12. 3"^  1.2.3.4  '^  1.2.3.4.5"*"  720     6  ' 

d.  i.  <  2,7183. 
Wenn  also  a>  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  durchlaufend  unendlich  wächst, 

so  nähert  sichf  1  H j    einem  Grenzwerthe,  der  zwischen  2,7171  und  2,7183 

liegt.  Dieser  Grenzwerth  wird  mit  e  bezeichnet.  Durch  spätere  Untersuchungen 
werden  wir  Mittel  gewinnen,  e  bis  zu  jedem  verlangten  Genauigkeitsgrade  mit 
leichter  Mühe  zu  berechnen;  wir  werden  dann  finden,  dass  e  bis  auf  13  Ziffer- 
stellen genau  den  Werth  hat 

e  =  2,718281828459. 
Ist  m  keine  ganze  Zahl,  sondern  zwischen  den  ganzen  Zahlen  p  und  ^  -h  1 

gelegen,  so  dass 

m  =  p  -h  r, 

wo  r  einen  echten  Bruch  bezeichnet,  so  ist  offenbar 

(-.T>(-«)">(-/^r 

Diese  Ungleichung  lässt  die  Schreibweise  zu 

[(-;)T^>(-i)">[(-.-^)T"^- 

Wächst  m  unendlich,  so  wächst  auch  p  unendlich  und  die  Brüche  r :  /  und 
(1  —  '')*(/  -^  l)  convergiren  gegen  den  Grenzwerth  Null;  die  beiden  äussersten 
Glieder  convergiren  daher  gegen  den  Grenzwerth  e,  folglich  auch  das  mittlere  Glied. 

Ist  m  eine  negative  Zahl,  etwa  m=  —  n,  so  hat  man 

Geht  nun  m  zur  Grenze  —  c»,  so  wird  «  =  -|-  c»;  da  nun  dabei  1  :  («  —  1) 
zur  Grenze  Null  übergeht,  so  sieht  man,  dass  auch  für  einen  negativ  unendlichen 
Werth  von  co,  —  d.  i.  für  jeden  unendlichen  Werth  von  co  die  Gleichung  gilt 

4.  ÄV«(l+i)"  =  .. 
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Setzt  man  <i>  =  x »  so  ist  5  eine  zur  Grenze  Null  abnehmende  positive  oder 

negative  Grösse,  und  man  hat  daher  für  ein  verschwindendes  d 

1 

5.  Äw  (H-  Bf  =  ^. 

B.    Ist  0  eine  bis  zur  Grenze  Null  abnehmende  Grösse,  so  hat  auch   die 

Differenz 

«  =  o»  —  1 

die  Null  zur  Grenze.    Geht  man  in  5.  zu  den  Logarithmen  (für  eine  beliebige 

Basis)  über,  so  erhält  man 

6.  am  — ^ =5  u?ge . 

Ersetzt  man  hier  8  durch  a^  —  1 ,  so  entsteht 

^^  a^-X  ""  ^^^  ' 
und  hieraus  ergiebt  sich 

„  ,.    o»—  1       hga  1 

7.  Iwt- 


6  löge       *^loge ' 

C.  Ist  a  die  Basis  der  Logarithmen,  so  hat  man  identisch 

Geht  S  zur  Grenze  Null,  so  convergirt  auch  logiy  -f-  8)  gegen  die  Grenze 
Null;  daher  folgt  aus  6.  u.  7. 

hm j =  ^^  .  «A?^^  .  |i,       mithm 

8.  lim ^ ^  JA . 

D.  Aus  der  Trigonometrie  ist  bekannt,  dass  für  Bogen  des  ersten  Quadranten 

sinh  <  ö  <  tangh. 
Hieraus  folgt  weiter 

1  1        cosh 


Si'nB       5        sinB^ 


daher  ist 


1  >  — ^  >  cosö. 
Geht  6  zur  Grenze  Null  über,  so  wird  cosB  =  1;  hieraus  folgt  der  Grenzwerth 

lim  — T—  =  1 . 


§  2.    DifFerentiation  einfacher  Functionen. 

1 .  Ist  a  eine  constante,  also  von  x  unabhängige  Grösse,  so  erfährt  sie  durch 
Aenderung  des  x  keinen  Zuwachs  und  man  hat  daher 

wofür  man  auch  schreibt 

da  =  0, 

Der  Differentialquotient  einer  Constanten  ist  Null. 

2.  Ist  ^^  =  a  -f-  X,  so  ist 

A^       a  -h  X  -h  ^x  —  (a  -h  x) 


äx  ^x 


=  1 . 
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Daher  ist  auch 

d(a  -h  x)  .,  ,        , 

^^       =  1  ,       d{a-^x)r=^  dx. 

Für  y  ^si  a  —  jc  hat  man 

—  ^ -^ i  =  -  — =_l;      daher.st 

Ist  femer  y  ^=1  ax^  so  erhält  man 

A  j'       a(^  —  A^)  —  ax       aäx 

— —  = =  -- —  =  a, 

Ajc  A^  A^ 

Hieraus  ergiebt  sich 

\      =  a ,      d(ax)  =  adx . 

Bei  der  Bildung  des  Differentialquotienten  von  a  -h  x,  a  —  x  und  öjc  ist 
ein  Grenzübergang  nicht  nöthig,  denn  in  allen  drei  Fällen  ist  der  Differenz- 
quotient constant,  und  daher  gleich  dem  Differentialquotienten.  Anders  in  den 
folgenden  Fällen. 

3.   Für  die  Function  ^  ==  —  ergiebt  sich 


X 

^y 
A 

Geht  man  zur  Grenze  über,  so  entsteht  hieraus 


2_/'_!__iV4,__ ! . 

>x       \x  •+•  A*       xj  *  (x  -h  ^x)x 


x^  '       ^\x) x^' 


dx  x' 

4.    Der  Differentialquotient  einer  Potenz  ergiebt  sich  folgendermaassen 

Da  £ix:x  mit  £ix  verschwindet,  so  ist  (§  1,  6,  C) 

und  daher  schliesslich 

^    ^  =B  mx^-^ ,      d(x^)  =s  mx^-^dx . 

Daher  ist  z.  B. 

d(x^)  =  ixdx  ,       flr(Ar«)  ^Sx^dx,      d{x^)  ^\x^dx, 

d{pj^d{x'^)^^<lx-^dx,     ^(^)  =  -j4^»    ^(^)=^-isr^^ 


5.   Differentiation  der  Exponentialgrösse  a' . 

d(a*)        ..    a'+^—  a^  ,.   a^—  1 

dx  Ajc  üx 

Nach  §  1,  No.  3,  B.  ist 

,.   a^  —  1       /ora 

Itm — 7 =  7 — , 

A;e  lege* 

daher  folgt 
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dx  löge 
Man  hat  die  irrationale  Zahl  e  als  Basis  eines  Logarithmensystems  gewählt 
und  nennt  diese  Logarithmen  die  natürlichen  Logarithmen;  die  Logarithmen 
im  System  mit  der  Grundzahl  10  heissen  gegenüber  den  natürlichen  die  ge- 
meinen Logarithmen;  als  Zeichen  für  den  natürlichen  Logarithmus  gilt  ein  vor 
den  Numerus  gesetztes  /,  so  dass  also 

la  =  *loga ,       /^  =  1  . 
Hiemach  hat  man  einfacher 

—T—^  =  la-  a*  ,        d{a*)  ^  la  >  a^ dx , 

Insbesondere  ist 

-^  =  ^-,        d{e')  =  e^dx, 

6.  Differentiation  des  Logarithmus. 

dlogx  logipc  -h  A:ip)  —  logx  1  j:  -h  Ajc 

— =  itm r =  umi —  wg 

dx  Ix  Ix     ^        X 

Nach  §  2,  No.  3,  B  hat  man 

limlogll-^—\      =loge, 
und  daher 

dlogx         ,  1  ^,  ,  ^^ 

-^      =  loge.^,      dlogx  ^  logf^-. 

Insbesondere  folgt  flir  den  natürlichen  Logarithmus 

dlx        1  .,  dx 

— —  =  a/x  =  —  . 

dx         X  X 

7.  Differentiation  von  sinx, 

d sin X  sin  ix  -\-  Ix)  —  sinx 

— j —  ==  Itm ; . 

dx  ajc . 

Nach  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sin  a  —  sin  ß  =  2cos  ^(a  -h  ß)  sin  ^(a  —  ß) 

hat  man 

sin  (x  -h  ^x)  —  sin  x        2cos  (x  -{-  ^  \x)  sin^lx 

Ix  \x 

cos{x  -h  ^^x)sin^äx 

""  ^  • 

Wenn  Sx  sich   der  Grenze  Null  nähert,   so  nähern  sich  cos{x  H-  ^Ix)  und 

sin^lxi^Sx  den  Grenzen  cos  x  und   1  (§  1,  No.  3,  D)  und  es  ist  daher 

dsinx 

—- —  =  cos  X  ^       dsin  X  =  cos  x  •  dx . 

8.  Differentiation  von  cosx, 

dcosx        ,.     cosix  -f-  Ajc)  —  cos  X 

—j —  =  Itm  ^= r . 

dx  \x 

Nach  der  Formel 

cos  OL  —  cos^  =  —  2sinh(<i  -h  ß)  j/«^(a  —  ß) 
hat  man 
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•os{x'h  Ar)  —  cosx  ^        2sin^(x  -h  Ajc)  •  sin^lx  sin{x  H-  ^^x)  sin^l^x 

Geht  Ajc  zur  Grenze  Null  über,  so  erhält  man  hieraus 

dcosx  .  ,  .        , 

—i —  =  —  stnx ,      dcosx  =  —  stnxdx. 

9.  Differentiation  von  tangx, 

dtangx  tang(x  -h  ^x)  — tätig  x 

— 3 ^  ItM 1 • 

dx  Ar 

Man  hat 

sin  OL       x/«p       s in  OL  cos  ^  —  cosfisin^       sin(a  — S) 

/ang  a  —  tang  B  = r  = z = r—  . 

^  ^  ^       cos  a       cos  p  cos  a  cos  ß  cos  a  cos  ß 

Hieraus  folgt  ' 

tang{x  -I-  Ar)  —  fang  X  1  sin^x 

Ar  cos{x  ■+■  Ix) cosx  '      Ar 

Geht  man  zur  Grenze  über,  so  folgt 

dtangx  1  ,  dx 

— -1 =  — ^ — ,         dtangx  =  — = — . 

dx  cos^  X  ^  cos^  x 

10.  Differentiation  von  cotx.    Wendet  man  die  Formel  (No.  3.) 

^(i)  -  -  ^' 

uf  den  Fall  z  =  tangx  an,  so  erhält  man  zunächst 

d  tang  X       .  ,    ^^ 

,  also  nach  No.  9 


\tang  x) 


tang^  X 
cos^  X       dx 


sin^  X     cos^  X 


Ersetzt  man  nun  links  1  :  tangx  durch  cotx,  so  folgt   "^ 

dx  dcotx  1 

d  cot  X  =  —     .  o —  ,        — j —  ^  —     .  o —  • 

stn^  X  dx  stn^  x 

11.  Differentiation  von  sec x.    Man  erhält 

j  j(    ^    \  dcosx        sinxdx        ^  ,  ,.  1    •  . 

d  sec  X  =  d\ I  = 5 —  =  5 — ;       folglich  ist 

\cos  xf  cos^  X  cos^  X  ° 

sinx    ,  dsecx         sinx 

dsecx  =   — 5— tfr,        — 3 —  =  — s— . 
cos^  x  dx  cos^  X 

12.  Differentiation  von  coscx.     Hierfür  ergiebt  sich 

,/    1    \  dsinx  cos  X  dx 

dcoscx  =  d\— — )  = r-s —  = r-ö — ,        also 

\stn  x)  stn^  X  sin^  x 

,  cosxdx  dcoscx  cosx 

dCOSC  X   = r-r ,  5 = r-. —  . 

stn^  X   *  dx  stn^  x 

13.  Differentiation  Are  sinx.    Unter  Are  sinx  versteht   man  den  Bogen 
ssen  Sinus  die  Grösse  x  hat.     Da   der  Sinus  eines  Bogens  nicht  kleiner  als 

1  und  nicht  grösser  als  -h  1  sein  kann,   so  folgt,  dass  die  Function  Are  sinx 
r  eine  Bedeutung  hat,  so  lange  x  den  Spielraum  innehält*) 

—   1  <*  <  -H  1. 
Es  giebt  unzählige  Bogen,  die  einen  gegebenen  Sinus  haben;  die  Function 


•)  Später,  bei  der  Einführung  complexer  Werthe  der  Functionen  und  complexer  Variabein 
d  die  Definition  von  Are  sinx  so  erweitert  werden,  dass  die  Function  für  alle  Werthe  von  x 
:  Bedeutung  hat. 
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Are  sin  x  ist  also  eine  unendlich  vieldeutige  Function.  Einer  der  Bogen,  deren 
Sinus  gleich  x  ist,  liegt  zwischen  —  ^tc  und  -h  ^ic;  diesen  besonderen  Bogen 
wollen  wir  mit  arcsinx  bezeichnen,  so  dass  also 

—  i^r  <  arc  sinx  <  -|-  ^tc. 

Die  Function    arc  sinx  ist  eine  eindeutige  Function  von  x\   aus  ihr  erhält 

man  den  innerhalb  des  zweiten  oder  dritten  Quadranten  enthaltenen  Werth  von 

Are  sin  x 

Ts  —  arc  sin  x^ 

und  aus  arc  sin  x  und  t.  —  arc  sin  x  alle  möglichen  realen  Werthe  von  Arc  sin  x 

durch  Addition  und  Subtraction  einer  ganzen  Anzahl  von  Peripherien,  so  dass 

(  arcsinx  -k-  2>&7c, 

Arc  Sin 


inx  =:  < 


arcsinx  -h  2kiz, 
wobei  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Aus  der  Formel  (No.  7) 

d  sin  9  =  cos  f  d^ 
folgt 

_  dsin  o 

^  cosa^ 

Setzt  man  hier  sin  ff  =  x,  so  ist  ^  =  Arcsinx  und  cos  ^  =  y\  —  sin^^ 

=  y\  —  x^ ,     Daher  hat  man 

dx  dArc  sin  x  1 


d  Arc  sinx  = 


yi  __  ^a  '  dx  yT"— ^ 


X 


s 


14.  Differentiation  von  Arc  cos  x .  Unter  Arc  cos  x  versteht  man  den  Bogen, 
dessen  Cosinus  gleich  x  ist.  Es  giebt  unendlich  viele  Bogen,  die  denselben 
Cosinus  haben,  daher  ist  Arc  cos  x  eine  unendlich  vieldeutige  Function.  Für 
jeden  Werth  von  x^  der  zwischen  den  Grenzen  liegt 

4-   1  <  JC  <  —  1 
giebt  es  einen  Bogen  innerhalb  der  ersten  Halbperipherie,  dessen  Cosinus  gleich 
X  ist;   diesen  eindeutig  bestimmten  Bogen  wollen  wir  mit  arc  cos  x  bezeichnen, 
so  dass  also 

0  <  arc  cos  x  -^  n  , 

Der  innerhalb  0  und  —  r  gelegene  Werth  von  Arc  cos  x  folgt  hieraus  zu 

—  arc  cos  X , 
denn    entgegengesetzt    gleiche    Bogen    haben   denselben   Cosinus.      Aus    diesen 
beiden,  innerhalb  einer  Peripherie  liegenden  Werthen  erhält  man  alle  die  unend- 
lich vielen  Werthe  von  Arc  cos  x 

—  arc  cosx  -h  2>^tr , 


H 


Are  cosx  —  »  «  , 

are  cosx  -h  2>eic . 

Von  der  Formel  (No.  8)  ausgehend 

d  cos  ff  =  —  sintfdfft 
erhält  man 

d  cos  ff 


d^  =  — 


stnff 


Setzt  man  cos  ff  =  a*,   so  wird  cp  =  Arc  cosx  j    sin  ff  =  }/l  — x^  und  man  hat 
daher 

dx  dArc  cosx  1 


d  Are  cosx  =  — 


-j/i  _  x^ '     ^^  yr^ 


►." 
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Die  Grösse  yi  —  jc*  stellt  in  Are  sin  x  und  Are  cos  x  den  Cosinus,  bez.  den 
Sinus  des  differentiirten  Bogens  dar;  hiemach  ist  das  Vorzeichen  der  Wurzel  in 
jedem  Falle  eindeutig  bestimmt. 

Hieraus  folgt  z.  6.,  dass  in  den  Fällen 

dx  ,  äx 

darcstnx  =  : .        darccosx  =s 


yi  —  o:»  '  |/1  — jc» 

der  positive  Werth  der  Wurzel  zu  nehmen  ist. 

15.  Differentiation  von  Arctangx,  Unter  Arctangx  versteht  man  den 
Bogen,  dessen  Tangente  gleich  x  ist.  Für  jeden  realen  Werth  von  x  giebt  es 
reale  Werthe  der  Function  Arctangx^  und  zwar  unendlich  viele.  Bezeichnet  man 
mit  Arctangx  den  zwischen  —  ^ir  und  -f-  ^ic  gelegenen  Bogen,  dessen  Tangente 
gleich  X  ist,  so  dass  also 

—  iit  <  arctangx  <  -h  ^lu, 
so  ündet  man  alle  möglichen  Werthe  von  arctangx  aus 

Are  tangx  =  arc  tangx  -h  ki^ . 

Aus    cftangf^  =  — ?-    findet  man 
*  ^        cos^  9 

//^  =  ^^5»^  .  dtang^  . 

Setzt  man  nun  tangf^  =  jc,  so  ist  jip=  Arctangt^  und  ^<7j*9  =s=  1  :  (l  -f-  tang^<f) 

=  1  :  (1  -f-  Jf*) .    Daher  hat  man 

-   -  dx  dArctangx  1 

4 
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1.    Differentiation  einer  Summe  und  einer  Differenz.    Sind  u  und  v 
zwei  Functionen  von  jc,  so  ist 


=  /rw  I  -T—  :t  -r-  I . 


Daher  ist 

d  (u  ^  v)        du        dv 

, ^  =  -7-  ^  -T- 1    oder    </(»  zt.v)  ==^  du  '±L  dv , 

2.   Differentiation  eines  Polynoms.    Ist 

^^  =  Äj»!  -I-  tfj»,  -f-  «3«3  -f-  .  .  -H  ö«««  , 
und  bedeuten  a^,  a,  .  .  a»   constante  Coefficienten,    hingegen  u^^  u^  .  . 
Functionen  von  jc,  so  ist 

dy  öj  («1  -H  J»i)  -I- .  .  -H  ««(««  -I-  J»«)  —  («1»,  -h  .  .  -H  a^««) 

dx  Jjc 


y^  *  Jjp         '  Jjc  Ax  j 


Hieraus  ergiebt  sich 


dy  dui  du^  du^  du» 

=  öl  -7~  -+■  Ä«  -1 —  -H  ö,  — ; h  ....  -h  öl 


dx-  ''^  dx  ^  '^^  dx  ^  ''^  dx^ ^'^^  dx' 

Oder 

d{a^u^  -k-a^u^  -Hflj«.  . .  -f-  a«««)  =  ai//«i  4-  a^du^  4-  ^u^^^a  -H  •  •  •  -H  0«^««. 
Hiemach  ist  z.  B.  (vergl.  §  2,  No.  4) 

^(1  4-  jc  -H  :c«  -h  Jc3  -h  jp*  -H  . .  -f-  JiP«)  =  (1  -I-  2ji?  -I-  3 JP«  -I-  4jc»  -|-  . . .  -h  nx^-^)dx^ 
denn     //(l)  =  0,       dx  ^^  dx ^      dx^  =  2jp^jie:,       //jc*  =  Zx'^ dx  u.  s.  w. 
3.   Differentiation  eines  Produktes. 
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d{uv)  (u  -h  Au)  (v  -H  Av)  —  UV         ,.    vJu  -h  uAv  H-  Au  Av 

— 3 —  r=  itm =  Itm .    ' 

dx  Ax  Ax 

,.     ^u  ,.     Av         ,.    Auäv 

=  V  '  Itm  —r-  -I-  u  Itm  -7—  4-  Itm  — ^ . 

Ax  Ax  Ax 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Au  und  Av  mit  Ax  zugleich  verschwinden, 

und  dass  entweder  ^u  i  Ax  oder  Av  :  Ax  einen  endlichen  Grenzwerth  hat,  ist 

Au  Av  Au  Av 

lim  — : —  =■  Hm  -r—  Av  =  lim  —r-  Au  =^  0 , 
Ax  Ax  Ax 

als  das  Produkt  einer  endlichen  und  einer  verschwindend  kleinen  Grösse.    Hier- 
aus folgt 

ä(uv)  du  ^^  ,/     N  .  . 

~d^  ^""Tx^  ""Tx^      ^(^^)  =  ^^"^  ^  ''^^- 

4.  Um    das   Produkt    y  '=^  u^u^u^u^  ,  ,  ,  Un    zu    differentiiren,    kann    man 
zunächst  zu  den  Logarithmen  übergehen 

ly  =z  lUy   -H  /tfj  -4-  /»j   -h  .  .   -I-  /««. 
Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  wiederholte  Anwendung 
der  Formel  dlz  =  ds:z,  so  erhält  man 

dy        du.        du^        du,  dun 

y  «j  «j  tt,  »« 

Multiplicirt   man    beide    Seiten    dieser   Gleichung    mit  ^  =  «j «,  .  .  »«,   so 
ergiebt  sich 

./  V  (du.         du^        du^  dun\ 

^(«i«a«3 . . .  «0  =  »i«2»a  •  •  •  ««  r^-  -^  —    -^    «3    ^  •  •  •  "^  :i^)  ' 

oder 

d{u^u^u^,,.Un)  (\     du^       1     ^«2       1     ^«,  1     du^ 

5.  In  gleicher  Weise  findet  man  den  Differentialquotienten  des  allgemeineren 
Produktes 

y   =    «j«  .  i/jß  .  «gT    ....    Un^t 

wobei  a,  ß,  7  .  .  V  constante  Exponenten  sind.  Man  hat  zunächst 

ly  =  a/«i   -h  ß/«2   -•-  T^«3  .  .  .  -H  v/«„. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

\     dy         OL   du^  p    du^  v   ^«„ 


>>     dx        «j   £/jp         u^  dx  Un  dx  ' 

und  schliesslich 

6.    Differentiation   eines   Quotienten.     Um  j^  =  «  :  z/  zu   differentiiren, 

kann    man    sich    der    vorigen   Formel    bedienen,    indem  man    «^  =  j/,    a=li 

u^  =  Vf    3  =  —  1  setzt.     Doch  erhält  man  ebenso  rasch  unmittelbar  aus 

ly  =»  lu  —  Iv 
die  Gleichung 

dy        du        dv 

—  == ,     also 

y  u  V 


/«\         u  (du       dv\  vdu  —  udv 

\vj        vyu         v  J  v^  ' 

^Ä    ~"  z^*  \^  dx         dx)  ' 
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Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

cosxdsinx  —  sinxdcosx 


dtangx  =  //  ( 1  = 

^  \cosxJ 


cos^x 
cosx  •  cosx  dx  —  sinx  •  ( —  sinx)  dx  1 


cos^x  cos'^x       ' 

in  Uebereinstimmung  mit  §  2,  9. 
Als  zweites  Beispiel  wählen  wir 

A  — jpA  _  (1  —  x)  d(l  --  x")  —  (1  —  x'^)  d(l  —  x) 

Da  nun   ^(1  — jc«)  =  —  dx*^  =  —  nx^-^dx,  und  ^(1  — jp)  =  —  dx,  so  ist 

—  (1 — x) '  nx^-^-^  (l — X**)  —nx^-^-hnx'^'h  1  — x** 

dx  := 7;: TS dx 


..  <r=^)- 


(1  —  ^)» (1  —  xy 

1  —  nx^-^  -f-  («  —  1)  Jp' 


Da  nun  aber  bekanntlich 


dx , 


l-^x 
so  ist  auch 


1  —  JC« 

=   1  -h  ^  -f-  ^^  -h  :c*  -h  .  .  . 


«) 


(^)= 


1  -f-  2jc  -H  Sx^  -h  .  .  .  -H  «;c«-i . 


Vergleicht  man  1.  und  2.,  so  findet  man  die  Summenformel 

(1  —  xy 
dieses  Resultat  kann  man  leicht  durch  Ausrechnung  des  rechts  stehenden  Quo- 
tienten prüfen.  ,^^^^ 

7.  Differentiation  der  Function  einer  Function.  Ist  u  eine  Function 
von  X,  und  y  eine  Function  von  u,  so  dass  man  hat 

so  ist    y  =  F[/{x)]     und  daher 

Nun  ist  aber  /(jc  -+-Ajp)  =  u  -{-  lu,     daher 

-7-  =  itm T -— . 

dx  ax 

Hierfür  kann  man  setzen 

dy         ,.     F(u-{-^u)  —  F(u)     ^u 

^:c  ^u  ^x 

Dies  ergiebt  als  Regel  zur  Differentiation  einer  Function  von  einer 

I*"unction 

dy  ^  dF(u)    du 

dx  du       dx* 

Zur  Anwendung  berechnen  wir  den  DifTerentialquotienten  von  arc  cot  x.  Der 
Arcus,  dessen  Cotangente  gleich  x,  hat  eine  Tangente  vom  Betrage  1  :  x,  also 
hat  man 

arc  cot  X  =  arc  tang  --  . 

X 

m 

Setzt  man  nun  1  :  r  =  « ,  so  kann  man  die  vorige  Formel  verwenden,  indem 
man  F(u)  durch  arctangu  ersetzt;  man  erhält  zunächst 

d  arc  cot  X        d  arctangu    du 
dx  du         '  dx' 


\ 
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Nun  ist  bekanntlich 

darctangu 1        x^  du  j^     j     1 

Hl         ""  l-h»>  ""  l-hJC>  •       Ix"     x^^  "  '^  x'^' 
daher  hat  man  schliesslich 

dar c  cot  X  1  ,  dx 

Sowie  Cotangente  und  Tangente,  so  sind  auch  Secante  und  Cosinus,   C 
cante  und  Sinus  desselben  Bogens  reciprok;  daher  hat  man 

1  .    1 

arc  sec  x  =  arc  cos  — ,        arc  cosc  x  =  ctrc  sm  —  . 

x'  X 

Setzt  man  wieder  l:x  =:  u,  so  ist 

darc  secx       darccosu    du         d  arc  cosc  x        d arc  sin  u    du 

Yx       ~        'du       '  5jc  '  5jc         ^^        Tu       '  dx ' 

Setzt  man  hier  die  Werthe  ein 

darc  cos  u  ^  1  darc  sin  u  1  ^  _         J_ 

du  yi  _  j^j '  'du        "^  y\  —  1^1 '       ^jc  ""         Jp* ' 

so  erhält  man  schliesslich 

darc  secx  1  .  dx 

darc  secx  = 


darc  cosc  X  1  .  i/jc 

darc  cosc  x  =  — 


8.   Das  bisher  Mitgetheilte  wollen  wir  an  einigen  Beispielen  einüben. 

A.  Um  die  Function  y  r=  x*  zm  differentiiren,  nehmen  wir  die  Logarith 
und  erhalten 

iy  SS  xlx . 
Die  rechte  Seite  ist  ein  Produkt,  und  daher 

dly  =s  xdlx  -h  ixdXt    folglich 

—  v=  X  >  —  -^  Ix '  dx  ^  (l  -^  lx)dx. 
y  X  ^  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

d{x')  =r  x*  (1  -h  ix)  dx . 

B.  Sind  u  und  v  Functionen  von  jc,  so  bilde  man,  um  i^  zu  difierenti 

/(i^)  s  viu\ 
Daher  hat  man 


d{u^)  =  u^iv h  iu  '  dv\. 


C.  Differential  von  {a  -h  bx^y . 

Setzt  man  a  -{-  bx^  '='  u,  so  hat  man  zunächst 

du^  =  pu^-^  du . 
Da  nun  du  =  d{a  -i-  bx^)  =5  nbx^-^dx,  so  folgt  schliesslich 

d(a  -h  bx^y  ^  pnb{a  4-  ^jc«)/-^  ««-Wjc  . 

D.  Differential  von  /(a-^bx). 
Setzt  man  a  -i-  bx  ss  u,  so  hat  man 

du 

di(a  -I-  ^Jp)  ==  diu  ==  —  . 

Dji  nun  du  =  d{a-hbx)  =  ^//jt,  so  folgt 
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1  -f-  Ä 

E.  DifTerential  von    / 1 .     Man  hat 

1  —  X 

1  -f-  jc  dx  dx 

^/7-^^^  =  ^/(l-+-*)  — ^/(l— ^)  =  1-7—  -4-  r^^.    daher 

1  —  X  ^  *  ^  '  \    -k-  X  1   —  X 

jA-^x  2dx 

dl  -1 =  -1 9  . 

1  —  X        1  —  x* 

F.  Differential  von  l{x  4- 1/1  4-  x'^)  , 

_^  ^    /- jT        1  dil-i-x^)  2xdx  xdx 

"^  \      yi  -h  x*J  yi-hx* 

Setzt  man  dies  oben  ein,  so  erhält  man 

di{x  ■+■  yi  +  *»)  =       ''^ 


yi  +  *» 

X 

G.    DifTerential  von      ,  = 

/ dx  dx 

iun  ist     //y  tf  -h  ^:c*  =     ,  = ;     folglich  ist 


\  ya-\'bx'^J 


y«  -h  3jc» 

Also  folgt 

d—j==  =     .  — . 

y  Ä  -I-  ^Jp*        y(«  -I-  ^Jp')* 

H.   Differential  von  xlx  —  x, 

d(xlx  —  ^)  Ä  jc dlx  -f-  Ix'dx  —  dx 

dx 
=  jc • \'  Ixdx  —  dx\    folglich  ist 

X 

d(xlx  —  x)  ^=^  Ix '  dx , 

I.   Differential  von  Isinx  und  Icosx. 

,,  .  dsmx       cosx  j         ,    . 

dlsm  X  =  — :^ ==  -: —  dx ,    d.  1. 

sm  X        smx 

dl  sin  X  as  cotX'dx, 

d  cos  X 

dl  cos  X  = =  —  lang  xdx, 

cos  X  * 

K.    Differential  von  Itangx, 

dtangx  dx  dx 

dl  lang  X  =  —. =  — 5 — : =  —, ,     also 

*  tangx         cos^xtangx       stnx  cosx 

Setzt  man  2^  =  »,  so  ist  2dx  =^  du,  und  man  erhält 

u         du 
dl  lang  TT  =  — — . 
*  2        stnu 

L.   Differential  von  Icotx, 

Da  Icotx  =  /(l  \  tangx)  =  —  Itangx^  so  ist  auch 
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dl  cot  X  =   — 


sin2x' 


IC  IT  ff 

Setzt  man  -^  —  2jc  =  «,  so  ist  du^=  —  2 dx,  sin2x  =  r^j»,  und  ^  =  j  —  r^ ; 


daher  erhält  man 


/ic         «\  //« 

d/cot  I  7  —  «  I  =  . 

y4        2y       r^x « 


Da  r^/  I  T 


I  j  —  a  I  =  tang  1  T  ■+"  *  ) »  so  kann  man  hierfür  auch  schreiben 

/ic         «\  du 

9.    Differentialquotient  unentwickelter  Functionen. 

Wird  die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  von  der  unabhängigen  Veränderlichen 

X  durch  eine  Gleichung  hergestellt 

^(x,  y)  =  0, 

und  ist  wieder  y  -^  ^y  der  Werth  der  abhängigen  Veränderlichen,  welcher  dem 

Werthe  x  -^  ^x  der  unabhängigen  entspricht,  so  ist  auch 

F{x  -h  ^x,  y  -h  ^y)  =  0. 
Daher  ist 

F{x  -f-  Ajc,  ^  4-  A;')  —  F(x,  y)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  durch  folgende  ersetzen 

F{x  -h  Ajp,  y-^  ^y)  —  F{x  -h  Ajc,  y)     A^        F{x  4-  Ajg,  ^)  —  F{x,  y)  ^ 

£iy  *  A^  "^  S^^  -  "' 

in  welche  der  Quotient  A^ :  A  jp  passend  eingeführt  ist.     Geht  man   zur  Grenze 

für  verschwindende  Werthe  von  ^x  und  A^  über,  so  erhält  man  zunächst 

1.    '^•^.//;;j  ^ix-^^x»y-^^y)  —  ^(x-^^Xfy)^  ^.^^^F{x-^£ix,y)  —  F{x,y)  ^^ 
dx  £iy  ^x 

Nach  der  ursprüngliclien  Definition  des  DifTerentialquotienten  ist  der  erste 
Grenzwerth,  wenn  man  zunächst  nur  ^y  verschwinden  lässt,  der  Differential- 
quotient der  Function  F(x  -h  £iXt  y),  wenn  man  in  dieser  Function  bei  dieser 
Differentiation  nur  y  als  Variable,  x  dagegen  als  Constante  betrachtet  Um  an 
diese  Voraussetzung  zu  erinnern,  wollen  wir  diesen  Differentialquotienten  durch 
den  Buchstaben  c  (statt  d)  auszeichnen,  und  haben  daher 

F{x-h^,  y■^^y)^-F(pc-h^x,  y)  ;d  F(x-j- ^x,  y) 

A^  öy 

Lässt  man  nun  auch  A;c  verschwinden,  so  erhält  man 

F(x  -h  Aat,  ^  4-  Aj)  —  F(x  -h  Ajf,  y)  __  dF(x,  y) 

^y  cy 

Der  zweite  Grenzwerth  in  1.  ist  der  Differentialquotient  von  F(Xf  y\  wenn 
man  nur  x  als  variabel  betraclitet.     Wir  bezeiclmen  denselben  mit 

und  erhalten  daher  schliesslich  aus  1.  die  Gleichung 

■cF{x,  y)    dy        dF{x.  y) 
cy  dx  ex 

Diese  Gleichung  liefert  den  verlangten  Differentialquotienten 

dy  ^  _  ('Fjx,  y)  ^  cF(x,  y) 
dx  ex       '       cy 


r 


Die  Grössen 
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dJ'ipc.y)     ^^^     dF(x,y) 
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dx         """         dy 

nennt    man   die  partialen  Differentialquotienten  der  Function  F(x,  y) 
nach  jc  bez.  nach^^. 

A.    Ist  z.  B.  F(x,y)  =  d^x^  zt  a^y^  -- a^  d^  =  0,  so  ist 


cJ^(x,  y) 


=  2^»:c, 


djF  dy  b^  x 

—  =  ifc  2a*y,     und  daher     3-  =  =p  -^— 

•^  dx       ^  a^ y 


ex  --    -  ,       ^^ 

B.    Ist  F{x,  y)  =  Ax^  -h  2Bxy  -+-  C>«  -h  2Z>Ar  -+-  2£y  -{-  F=0,  so  ist 


r/r(^,>.) 


dx 


folglich 


dy 
dx 


=  2Ax  -h  2^>^  -h  2 A 
Ax  -h  By  -^  D 


cF{x^y) 
cy 


=  IBx^  2Cy  -H  2^?, 


^*  4-  Cy  -^  £' 
C.    Für  F{x,y)  ^=y  —  xsiny  «=  0  ist 

dF  ,  cF       ^ 


folglich 


dy 
dx 


dy 
siny 


1  —  xcosy 


D.   Aus    F{x,y)  ^  xy  ^  y^   folgt 


dy  -^ 


^^  yxly  yxy-'^ 

dx       xylx  —  xy*—'^ " 


§  4.    Dififerential  einer  Function  mehrerer  Variabein. 

1.  Unter  den  Functionen  mehrerer  unabhängigen  Variabein  sind  die  Func- 
ibiien  zweier  Variabein  am  leichtesten  zugänglich,  weil  sie  am  leichtesten  an- 
sduuilich  gemacht  werden  können.  Sind  x^  y  zwei  unabhängige  Variable,  und 
iit  1  die  abhängige,  so  dass  z  ^zf^x^y),  so  lehrt  die  analytische  Geometrie  des 
Raimies  die  Variabein  x  und  y  als  Coordinaten  eines  Punktes  P  der  horizontalen 
Ibene  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  zu  betrachten,  und  z  als  die 
luaUd    der    Z- Achse     gemessene 

Okdiiiate  eines  zum  Grundriss  P  ge-  Ah 

löfenden  Raumpunktes  F.  Durch- 
Vttfen  nun  x  und  y  alle  möglichen 
Rakn  Werthe,  so  beschreibt  F'  die 
gttze  Horizontalebene,  und  F  be- 
ichieibt  eine  durch  die  Gleichung 
I  =  /  (x,  y)  charakterisirte  Fläche, 
fach  welche  die  Function  /(x,  y) 
Isometrisch  dargestellt  wird. 

Es  sei  ^  ein  Punkt  der  Fläche 
*-/{x,y),  und  OA^x,  AF  =^y,Y 

FP^  z.    Wächst  jc  um  ^x^  AB,  m.AiA,) 

wihrend  y  unverändert  bleibt,  so  bewegt  sich  F  parallel  der  A!'-Achse  bis  zu 
^x\  und  man  hat 

^x         FE  ^x 

Der  Grenzwerth  dieses  Differenzquotienten  A«  :  Ajc,  der  unter  der  Voraus- 
^njng  gebildet  wird,  dass  ^  dabei  als  constant  gilt,  ist  der  partiale  Differen- 
■alquotient  von  s  in  Bezug  auf  ;c  (oder  kürzer  2^ von  z  nach  jcc);  er  ist  die 


-  •     ■      -  r"- 

400  DifTerentialTeclmttng. 

trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Tangente  der  Curve  /V^   im 
Punkte  P  mit  der  JT-Achse  bildet. 

Aendert  sich  y  um  Jj'  =  CZ>,  während  x  constant  bleibt,  so  beschreibt  P 
eine  Bahn  auf  der  Fläche,  die  mit  der  KZ- Ebene  parallel  ist,  und  man  hat, 
wenn  man  die  jetzt  eintretende  Aenderung  von  z  mit  J^s  bezeichnet 

ä^z  _  FP^       f(x,  y  ^  Ay)  -/{x.y) 
äy        PF  äy 

Der  Grenzwerth  ist  der  partiale  Differentialquotient  von  z  in  Bezug 
auf  >';  er  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Tangente  der 
Curve  PP^  in  P  mit  der   F-Achse  einschliesst. 

Aendem  sich  beide  Coordinaten  x  und  y  um  Ax  bez.  J^,  so  kommen  F 
und  P  nach  P^  und  Z,.  Nehmen  nun  Ax  und  äy  bis  zur  Grenze  Null  ab,  so 
bewegt  sich  der  zu  jc  -h  Ax  und  y  -^^  Ay  gehörige  Punkt  von  P^  nach  /*,  der 
Weg,  den  er  dabei  auf  der  Fläche  beschreibt,  hängt  davon  ab,  in  welcher  Weise 
Ax  und  Ay  abnehmen,  und  ist  unbestimmt,  so  lange  über  die  Art  der  Abnahme 
von  Ax  und  Ay  nichts  Näheres  bekannt  ist.  Wenn  z.  B.  zuerst  Ay  verschwindet, 
und  dann  Ax^  so  geht  der  Punkt  von  P^  parallel  zur  KZ-Ebene  nach  P^  und 
dann  parallel  der  JfZ-Ebene  nach  P^  verschwindet  zuerst  Ax  und  dann  Ay^  so 
geht  der  Punkt  von  P^  zunächst  nach  P^  und  dann  nach  -P;  nehmen  Ax  und  Ay 
zugleich  ab,  so  liegt  der  Weg  des  Punktes  im  Innern  des  Curvenvierecks  PP^P^P^, 

Um  einen  Weg  festzusetzen,  auf  welchem  P^  nach  P  gelangen  soll,  können 
wir  den  Weg  vorschreiben,  den  die  Horizontalprojection  durchlaufen  soll;  dies 
geschieht,  indem  wir  y  als  eine  gegebene  Function  von  x  betrachten.  Setzen  wir 
y  ==  9(jp),  so  erscheint  z  =f{Xfy)  als  eine  Function  von  x  allein  und  es  ist 

dz  ^  ^^^/(^-h  Ax,y-+'  Ay)'-/{x,y) 
dx  Ax 

Hierfür  kann  man  wie  in  §  4,  No.  9  setzen 

^,^  f{x  ^Ax,y-¥  Ay)  —  /(x,  y  -h  Ay)    ^  /{x,  y  4-  Ay)  —  /(*,  y)     Ay . 

dies  ergiebt 

^'  dx  ^      dx      "^       dy        dx' 

Durch  Multiplication  mit  dx  kann  man  dies  ersetzen  durch 

Man  bezeichnet  die  Ausdrücke 

dx  dy 

als  die  partialen  Differentiale  von  z;  es  sind  dies  die  unendlich  kleinen 
Aenderungen,  welche  z  erfahrt,  wenn  nur  x  oder  nur  y  sich  um  unendlich 
wenig  ändern.  Der  Ausdruck  dz,  der  die  verschwindend  kleine  Aenderung  von  z 
angiebt,  welche  durch  verschwindend  kleine  Aenderungen  beider  Variabein 
erzeugt  wird,  heisst  das  totale  Differential  von  z.  Man  erhält  somit  den 
Satz:  Das  totale  Differential  einer  Function  zweier  Variabein  ist  die 
Summe  ihrer  partialen  Differentiale. 
Der  Sinn  der  Gleichung 

dz  =  ^-  '  dx  -h  TT-  '  dy 

dx  dy    -^ 

Ist  folgender:    Je  näher  die  Veränderungen  Ax  und  Ay  der  Grenze  Null  kommen, 


Ax  Ay  Ax* 

dz        d/(x,y)    ^    d/(x,y)     dy 
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um  so  genauer  stimmt  die  zugehörige  Veränderung  von  z  mit  dem  Ausdrucke 
überein 

ex  cy       -^ 

Die  Grenzwerthe    der  Verhältnisse   zusammengehöriger  Veränderungen   von 

X,  y,  z  ergiebt  die  Proportion 

fdf  df     \ 

dz  :  dx  :  dy  =  I  —  dx  ^  j-  ^y)  •  ^^  •  ^^• 

2.  Ist  y  eine  Function  dreier  unabhängigen  Variabein  jPj,  x^,  jtj,  so  kann 
man  zunächst  x^  als  Function  von  x^  betrachten  und  nun  nach  dem  Vorher- 
gehenden das  totale  Differential  von  y  finden.  Richtet  man  dann  die  Formeln 
so  ein,  dass  die  Art  des  Zusammenhanges  von  x^  und  .^3  in  denselben  keinen 
Ausdruck  findet,  so  gelten  sie  unabhängig  von  jeder  Art  dieses  Zusammenhanges, 
gelten  also  ohne  Rücksicht  auf  jede  Abhängigkeit  von  x^ ,  x^  und  x^  (was 
nichts  anderes  sagen  will,  als  dass  sie  für  jede  mögliche  Abhängigkeit  Geltung 
haben). 

Denken  wir  uns  x.^  als  Function  von  x^^  und  demgemäss  durch  ^  {x^)  in  / 
ersetzt,  und  bezeichnen  das  Resultat  dieser  Substitution  mit  (/),  so  ist 

Auf  den  partialen  Differentialquotienten  von  y  nach  x^  hat  es  keinen  Ein- 
fluss,  ob  man  sich  x^  mit  x^  verbunden  denkt  oder  nicht,  da  bei  dieser 
Differentiation  beide  Grössen  als  Constante  betrachtet  werden;  daher  ist 

dx^         dx^  ' 
Für  ~-    ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (No.  1,  1) 

C  Xa 

g(/)  _  g/  ^   a/   dx^ 

dx2        ^x^        cx^     dx^  ' 
Setzt  man  diesen  Werth  in  1.  ein  und  beseitigt  den  Divisor  dx^,  so  erhält  man 

1.  ä/{x,,  ^„  ^3)  ^  —  dx,^—  dx,  ^^/x,. 

Nimmt  man  an,  die  Formel 

df  d/  d/ 

d/(x^  ,  .  .  Xn)  =^-dx^  "^  ä^  '^•^>  "^  •  •  "^  a^  ^^"^ 

sei  für  eine  bestimmte  Zahl  n  bewiesen,  so  gilt  auch  die  Formel 

2.  4/(^1   '  •  Xnf    Xn+l)    =    ^  dXy^    -H    -^  dx,    -+-...-+-    ^^^^^  dXn+\  . 

Denkt  man  sich  bei  einer  Function  von  (« -h  1)  Variabein  zunächst  noch 
Xn-\-\  abhängig  von  Xn  und  ersetzt  dementsprechend  Xn-\-\  in  der  Function  /  durch 
Xnt  so  erhalte  man  hierdurch  die  Function  (/).     Man  hat  dann 

3.  af='^^dx,  ^  ^^  dx,  ^  .  .  +f^  dx„. 

•^        cx^        *         ex,        ^  ex, 


Für  die  partialen  Differentiationen  nach  x^,  x,,  x^  .  .  .  Xm^x  ist  es  gleich- 
gültig, ob  Xn  und  x„+i  abhängig  von  einander  sind  oder  nicht;  also  kann  man 
hier  überall  (/)  durch  /  ersetzen.  Für  den  letzten  Differentialquotienten  von  (/) 
erhält  man  nach  No.  1,  1 


dXu  dXn         dxu-^x       dxn 

SoaxmMnXM,  lümdbach  der  Mmthemmtik,    Bd,  IL  %(^ 


X 
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Setzt  man  dies  in  3.  ein,  so  erhält  man 

Gilt  also  die  Formel  für  das  totale  Differential  bei  einer  Function  von  n 
Variabein,  so  gilt  sie  auch  bei  «  -H  1  Variabein.  Da  sie  nun  bei  drei  Variabein 
gilt,  so  gilt  sie  allgemein. 

3.    Ist  ^  eine  Function  mehrerer  Variabein  jp^,  jcj,  ^3,  .  .  *«  , 

und  sind  diese  wieder  Functionen  einer  unabhängigen  Variabein  /, 

x\  =  ?i  (0.      -^2  =  ?»(0»  •  •  • 
so  hat  man  zunächst 

Nun  ist  weiter 

(ix^  =  -^  dt,      dx^  =  -^  dt,      dx^  ^  ^j  dt, 

Daher  ist 

ÄV  =  ^ —  •  —7/  dt  -h  5 —  •  —f.   '  dt  -¥  ^  '  *  -h  7: —  •  -TT  dt, 

-^  CX^         dt  CX^        dt  CXn        dt 

Dividirt  man  durch  dt  und  ersetzt  ^j,  .  .  .  9«  durch  x^,  ...  Jc«,  so  erhält 
man  den  gesuchten  Differentialquotienten 

dy         df     dx^         cf     dx^         cf     dx^  of     dxn 


dt  "~  cx^      dt         dx^      dt         cx^      dt        '  '  *        cXn      dt 
4.    Wenn  n  Variable  x^,  x<^,  ,  ,  ,  ,  Xn  ^o  von  einander  abhängig  sind,  dass 
eine  gegebene  Function  derselben  verschwindet 

J  \X^,    X^,    Xv^   I   •   •   •  X,t)    ^^    vF, 

SO  müssen  auch  die  endlichen  oder  verschwindend  kleinen  Veränderungen  der 
Variabein  so  beschaffen  sein,  dass  die  durch  dieselben  erzeugte  Veränderung  der 
Function  /  verschwindet.  Für  verschwindend  kleine  Aenderungen  der  Variabeln 
ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung 

- —  dx^   -h  7^ —  dx^  -\-  - —  dx^  -f-  .  .  -h  ::^ —  dx„  =  0. 

ex*  ^'^2  ^"^3  C  X  fi 

Wenn    von    n  Variabein    {n  —  1)    von    einander    unabhängige    Bedingungs- 
gleichungen zu  erfiillen  sind 

/i   =  0,    /a  =  0,  .  .  ,/n-i  =  0, 
so    kann    man  {n —  1)  dieser  Variabein  als  Functionen  der  «ten,    oder  alle  n 
Variable  als  Functionen  einer  neu  eingeführten  Variabein  betrachten. 

Die    verschwindend    kleinen    Aenderungen    der    Variabein,     die     mit   den 
Gleichungen  /j  =  ü,  /^  =  0  .  .  .  sich  vertragen,  erfüllen  die  (« — 1)  Gleichungen 

CX^  *  CXi^  '  CXn 

^dx^-^U^dx^     +    .    .    .    +     U^dXn     =    0, 

C  X «  {j  X  n  O  Xff 

c/h-\      .  ,      d/u-l     ,  ,  ,       d/n-l     ,  ^ 

cx^  cx^         '  dXn 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 


F 
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^Xk 


fikt 


ergänzen  das  System  von  Elementen 

/i  1   A  »   /i  8 

f%\       /aa   /as 

*•  /31   /sa   /ss 


y  1« 

7  3« 


/«— 1,  1  /i»— 1,  2  /«— l,  8  •  •  •  •  fn-U  n 

durch  Hinzufügung  einer  Zeile  ganz  willkürlicher  Elemente  w^ ,  Wj,  «/.^,  . .  .w„  zu 
einem  Systeme  von  «^  Elementen,  und  bilden  die  Determinante  5  dieser  Ele- 
mente, sowie  die  Coefficienten  R^^  R,^*  ^s»  •  •  ^«»  welche  die  Elemente 
Wj ,  w^ ,  W3 ,  .  .  w«  in  dieser  Determinante  haben ;  Rk  ist  die  Determinante, 
deren  Elemente  aus  2.  hervorgehen,  wenn  man  die  ^te  Colonne  weglässt  und 
die  bleibenden  geeignet  ordnet.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ergiebt 
sich  für  die  Differentialverhältnisse  die  Proportion 


3. 


dx^  :  dx^  :  dx^  :....:  dxn  =  R^\  R^:  R, 


R. 


Setzt  man   für  dx^  j    dx^  ,    dx^ 


dx„   die    proportionalen  Werthe   R^  , 


.  .  .  ^«  in  die  /te  Gleichung  des  Systems  1.  ein,  so  erhält  man 

Dieser  Ausdruck  geht  aus  der  Determinante  S  hervor,   wenn  man  darin  die 


Elemente  W|,  w^,  .  .  .  «/„  der  Reihe  nach  durch //j, //g,  .  .  . //«  ersetzt,  ist 
ilso  eine  Determinante,  deren  letzte  Zeile  mit  der  /ten  identisch  ist,  und  es  ist 
diher 

Die  der  Proportion  3.  genügenden  dx^ ,  dx^ ,  .  .  dx^  erfüllen  also  in  der 
That  die  Gleichungen  1. 

5.  Weim  die  n  Grössen  jCj  ,  x^t  -  -  x^  den  n  unabhängigen  Bedingungs- 
ilMcbungen  genügen 

'••  y  1  ^^  ^1 »     y a  ^^^  ^a '      y 3  "^^  ^3 »  • 


./«  =  c 


n  t 


»obei  die  Ci  gegebene  Constante  sind,  so  sind  die  x/  nicht  mehr  variabel,  son- 
fen  diese  n  Gleichungen  werden  nur  durch  eine  beschränkte  Anzahl  bestimmter 
Wcithsysteme  von  x^,  .  .  ,  x„,  den  Wurzeln  des  Systems  1.,  erfüllt.  Da  mit 
;4en  Gleichungen  1.  eine  Variabilität  der  Grössen  x^^  x^,  .  -  x„  nicht  mehr  ver- 
träglich ist,  so  sind  die  Gleichungen 

fxxdx^     -h/xidX2    -4-    .    .    .    -\-  /in  dXn    =    0, 

/ai  ^^1  "^  /aa  ^^a  -+-•-+-  /a«  ^x„   =  0 , 


l 


/m  dxi  -h  fn%  dx^  4- 
durch    die  Werthe   dx^  ^=  dx^  =  a 
ffieraus  folgt,  dass  die  Determinante 

/l 1     /i 2 


/ 


/ai    /aa 


-h  fnn   dx„     =    0 

.  .  .  dx„  =   0    zu    befriedigen. 


J\n 

/%M 


Jn  \     JH  2    •    •    •  Jn  n 

^  Null  verschieden  ist.  Diese  Determinante,  deren  Zeilen  von  den  partialen 
ifierentialquotienten  der  Functionen  /j ,  /j ,  .  .  /«  gebildet  werden,  heisst  die 
Jnctionaldeterminante  der  Functionen  /i  .  •  .  /«•  Wir  haben  daher  den 
M',  Wenn  durch  die  Gleichungen /^  =  rj , /^  =  ^2»      -  -  fn   =  c„   die 

,  bestimmt    sind,    so    ist    die    Functional- 

26» 


dssen   x 


1» 


'%9      -»"J» 


■      V 
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determinante  der  Functionen  /j,  /,,  /,,   .  .  .  nicht  identisch  gleich 
Null. 

Wenn  die  Functionaldeterminante  J  identisch  (d.  h.  unabhängig  von  den 
Werthen  der  x^^  x^^  .  .  ^«)  verschwindet,  so  sind  die  in  Bezug  auf  die  Un- 
bestimmten dx^^  äx^  ,  .  .  äxn  linearen  Gleichungen  1.  nicht  unabhängig  von 
einander;  es  ist  entweder  eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen,  und  dann  kann 
man  (« — 1)  der  Grössen  äx^,  dx^^  ,  .  .  durch  die  «te  ausdrücken,  so  dass  alle 
n  unbestimmt  bleiben,  aber  ihre  Verhältnisse  bestimmt  sind;  oder  zwei  der 
Gleichungen  I.  folgen  aus  den  übrigen,  und  dann  kann  man  (« — 2)  der  Grössen 
äx^  .  .  durch  die  übrigen  beiden  ausdrücken,  u.  s.  w.  In  diesem  Falle  haben 
die  Verhältnisse  der  die  Gleichungen  1.  befriedigenden  Grössen  bestimmte  oder 
nicht  völlig  bestimmte  Werthe;  die  Grössen  oTj,  x^^  x^^  .  .  ,  Xn  sind  alsdann 
trotz  der  n  Gleichungen  /^  =  /^  =  .  ,  -=1  f^  =  0  noch  variabel.  Hieraus 
folgt  weiter,  dass  in  diesem  Falle  diese  Gleichungen  1.  die  Grössen  x, ,  .  .  .  jc«  nicht 
völlig  bestimmen,  dass  also  zwischen  den  Functionen  /i ,  /j ,  .  .  .  Z«  eine  oder 
mehr  als  eine  Gleichungen  bestehen,  welche  die  Grössen  Jtj,  .  ,  Xn  nicht  expli- 
cite  enthalten,  die  also  von  der  Form  sind 

SO  dass  in  Folge  dieser  Gleichungen  eine  oder  mehr  als  eine  der  Functionen 
/i»  /s»  •  •  •  /«  einen  constanten  Werth  für  alle  diejenigen  Werthsysteme  der 
ATj ,  x^t  ,  ,x„  erhält,  welche  den  übrigen  Functionen  /,  constante  Werthe  ertheilen. 
Wir  erhalten  somit:  Die  ausreichende  und  nothwendige  Bedingung 
dafür,  dass  «Functionen  /, ,  /j,  /g,  .  .  .  /„  von  «Variabein  x^^  jr,, 
.Tg  .  .  .  Xn  nicht  unabhängig  von  einander  sind,  ist  das  identische 
Verschwinden  ihrer  Functionaldeterminante*) 

f\\    f\i    y  1 3  •  •  •  •  y  1 « 
/2i    /»2    /is  •  •  •  •  y  3« 


/ 


nn 


Jn  \      Jn  2      Jn  %    '    -    '    -    Jn 

6.  Aus  dem  bisher  Mitgetheilten  ergiebt  sich  leicht,  wie  man  das  totale 
Differential  einer  unentwickelten  Function  mehrerer  Variabein  zu 
bilden  hat.  Ist  nämlich  die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  von  den  unabhängigen 
Variabein  :r,,  .  .  .  jc«  durch  eine  Gleichung  gegeben 

so  folgt,   wenn  man  der  Reihe  nach  nur  eine  der  Unabhängigen  verändert,  die 
andern  aber  unverändert  lässt 

cF     cy         cF                cF     cy  dF        ^  dF     dy        cF      . 

c  y     cx^        €x^                  cy      cx^  cx^  f^y      c^Xn       dxn 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  dx^ ,  dx^,  dx^,  . .  dxn 
und  addirt,  so  erhält  man 

cF(cy                rj    ,                   ^J  \       cF  cF                      cF 

Der  Klammerinhalt  ist  das  totale  Differential  der  Function  j^;  daher  ist 
dasselbe  aus  der  Gleichung  bestimmt 

cF    j  dF  ^  cF  ^  dF    ^ 


♦)  Verjjl.    u.    A.    Baltzkr,     Theorie    und    Anwendung    der    Determinanten.      4.  Auflage. 
Leipzig   1875,  §   «2. 
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7.    Wir  erläutern  den  Inhalt  dieses  Abschnitts  an  einigen  Beispielen. 

A.  Ist  z  =  oix^  -+-  ^y^  t  so  ist  die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  Fläche  ein 
elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  je  nachdem  a  und  ß  gleiche 
Zeichen  haben  oder  nicht  Die  partialen  Differentialquotienten  von  z  ergeben 
sich  zu 

also  folgt  das  totale  Differential 

dz  ==  ^oix dx  -h  ^^ydy* 

B.  Ist  z  =  /(Xf  y),  und  kommen  x  und  .y  in  /  nur  in  der  linearen  Ver- 
bindung ax  -h  ^y  -^  ^  vor,  so  kann  man,  wenn  man  olx  -h  ^y  -h  ^  =  u  setzt, 
/  zunächst  als  Function  von  u  betrachten,  und  hat  demnach 

^/ __  c/    du  cf       df    du 

dx       du'  dx  *        dy       du'  dy* 

Hieraus  folgt  weiter 

df    du  df    du 

dz  =  -j-  *  ^-  dx  -h  -^  -  ^—  '  dy ,        und  mithin 


du     dx  du     dy 

d/(du    .  du  ^  \ 

^'-Tu\Vx^''^d-y^y)' 


Der  Klammerinhalt  ist  das  totale  Differential  von  u\  daher  folgt  schliesslich 

dz  =  -^-  du  , 
du 

In  der  That  ist  jede  Veränderung  von  x  und  y  nur  eine  Verändenmg  von 
«,  und  man  hätte  daher  vorhersehen  können,  dass  die  dadurch  bedingte  Ver- 
änderung von  z  nach  den  Regeln  für  das  Differential  einer  Function  einer  ein- 
zigen Variabein  («)  zu  bilden  ist.  Ganz  dasselbe  gilt,  wenn  x  und  y  in  irgend 
einer  andern,  aber  nur  in  einer  Verbindung  ^{x^y)  in  der  Function /auftreten. 
C.  Ist  z  als  Function  von  x  und  y  durch  die  Gleichung  definirt 
{x^  -¥  y^  -{-  z^y  —  {a^x^  4-  b^y^  -h  c^z^)  =  0 
so  hat  man,  wenn  man  die  linke  Seite  mit  /  abkürzend  bezeichnet 

c£  ^  d[(x^  -+->>»  H-  z^y]     c(x^  -h  ^^  -+-  g>)  __  d(a^x^  4-  b^y^  -\-  c^z^) 
dx  ""     d(x^  -^  y^  -\-  z^)    '  dx  dx 

=  2(:c2  -h  j/«  -+-  z^) .  ^x  —  2a« a:  =  2jt:[2(.r»  4-^-1-  ««)  —  a>]  . 
In  gleicher  Weise  ergeben  sich 

U  =  2j[2(*»  +  ^»  +  »»)  -  b^],      ^=  2*[2(*»  +  >-»  +  «»)  -  r»] . 

Daher  hat  man  schliesslich    zwischen    den  Differentialen  dx^    dy^    dz  die 

Gleichung 

.r(2r«  —  fl»)  //a:  4-  >'  (2r»  —  b^)  //j;  4-  «  (2 r«  —  r«)  ^«  =  0 , 

wobei  zur  Abkürzung  x^  -^  y^  -H  ^*  ==  ^*  gesetzt  worden  ist. 

8.    Ist/  eine  Funktion  von  x^  y^  z,  und  ersetzt  man  diese  Variabein  durch 

u   =ax-hby-hcz, 

1.  V    =  a' X  -^  b'  y  -^  c'  z, 

w  =  a'^x  -+-  ^"^^  -h  ^"«, 

so  kann  man  das  totale  Differential  von  /  durch  u^  v^  w  und  du^  dv,  dw  aus- 
drücken.    Aus  1.  folgt 

du   =^  a  dx  -}-  b  dy  -\-  c  dz  t 

2.  dv   ^  a^  dx  -^^  V  dy  -h  c^  dz  , 

dw  =  a'^dx  -h  ^' V>^  -+-  rdz ; 

hieraus  ergeben  sich  Auflösungen  von  der  Form 
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dx  ==  adu  -+-  a' dv  -H  a" dw , 

dy  =  ^du  -h  ^'dv  -f-  ß'Vw, 

dz  =  -^du  -h  t'dv  -f-  V'^w  . 


3. 


Daher  ist 

^y-i-'H 

-\- 

V      ex 

-h 

Hieraus  folgt 

r/        ^/        ^/        ^/ 

cu             ex         ^    cy         ^    cz 
rz'             ex        ^    cy         ^    cz' 
ro/             c^        '     cy         '    ^Ä 

ß'  ^  H-  7'  1^)  dv 
^  cy         *  oz } 


Die  partialen  Differentialquotienten  werden  auch  ohne  das  totale  Differential 
erhalten.     Man  hat  z.  B. 

df       cf    dx        df    dy    ,    cf    dz 


cu  ~"  ex  du  ~^  cy  du  ~^  cz  du* 
wobei  dx:  dy  \  dz:  du  durch  Differentiation  von  1.  unter  der  Voraussetzung 
hervorgehen,  dass  dabei  tt  und  w  unverändert  bleiben;  also  hat  man  für 
dx  :  dy  \dz\  du  die  Gleichungen 

du  =^  a  dx  -^  b  dy  -^  c  dz  ^ 
0  =^  a^  dx  ^  b^  dy  -h  r'  dz , 
0  =  a'^dx  -H  b'^dy  -h  c^'dz , 
aus  denen  man  die  Grössen  dx\duy    dy\du^    dz\du  berechnen  und  in  4.  ein- 
setzen kann. 

9.    Die  halben  partialen  Differentialquotienten  einer  homogenen  quadratischen 
P^mction  dreier  Variabein 

/  =  ^11-^1^  -^  la^^x^x.^  4-  2a,3^,^3  -h  a^^x^  -h  la^^x^x^  -h  a^^x^ 
sind  die  homogenen  linearen  Functionen 

1       c£  _ 

2  *  ^^      =^   ^11-^1    "^"  ^12**^2   -H  <^1S<^3   , 

1      r/ 

s^=s    (1  *  't  X  <     ~^   Clth  9  X «,    —^  (Ion  X  «1 


Die  Ausdrücke  haben  wir  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  (§  13, 
No.  1)  die  abgeleiteten  P'unctionen  der  Function  /  genannt  und  mit/p/j, 
/a  bezeichnet.     Die  Gleichung 

;      -    •    Cj     -f-    -r •    Cj     -+-    r •    ^3    =    0  , 

in   welcher   Jj,   Jg,    i^    laufende  Coordinaten   sind,   lernten  wir  als  die  Gleichung 
der  Polaren  des  Punktes  (.Vj,  jc^,  ^3)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt/ =  0  kennen. 
Die  Functionaldeterminante  der  drei  homogenen  quadratischen  Functionen 


ist 


Np    111        "*"     ^  ^  \  9  X  ■*  X  a     ~t~     ...     "t"    C'  o  •»  JC  o      f 


Y  ^^^^  ^1  1  X^      i"  ^^12  «^i  «^2    ~'f~   •   •  •   ~^~  ^3  3  «^j 
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- 

/- 

/l     h     fz 

?1       ?2       ?8 

+1       +2      +8 

öll^l-+-fl,a^2-hö|3^3, 

^12*^1  "^  ^2  2 ■^2  "^^2  3*^3» 

«1  8  «^1  -+-'^2  3  ^2-^-^3  3  ^8 

^11-^1  -+-^1  2-^2 -+-^13-^3» 

^12^1   -+-^2  2*^2  ^~^2  3-^3» 

^18-^1  ■+-^2  3-^2  -^^3  3-^3 

^11  "^1  "+"  ^12*^2  ~^^13'^3' 

^12*^1  "•"  ^22-^2  "^  ^23 

^3' 

^18"^1  "^  ^2  3^2  "+"^3  3'^3 

Sie  ist  eine  Function  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  veränderlichen  x^^  x,  jcj. 

Wenn  die  drei  Functionen  /,  9,  <|;  nicht  von  einander  abhängen,  so  ver- 
schwindet y  nicht  identisch,  sondern  nur  für  bestimmte  Werthe  von  jtj,  x^,  x^, 
also  für  bestimmte  Punkte  der  Ebene;  der  Ort  dieser  Punkte  ist  die  durch  die 
Gleichung  /=  0  definirte  Curve  dritter  Ordnung.  Für  jeden  Punkt  dieser 
Curve  gehen  die  drei  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte /=0,  <p  =  0,  4^  =  0 
durch  einen  Punkt,  denn  die  Gleichungen  dieser  Polaren  für  den  Punkt  x^,  x^,  x^ 
sind 

/l?l  -+-/,£,  -t-A  £3=0,    91  El  -+-9252-+-?353=0,    +iEi-+-+,?2  -+-+3  53=0; 

das  Verschwinden  von  /  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Geraden  ein  Büschel 
bilden ;  und  umgekehrt,  wenn  die  Polkren  eines  Punktes  der  Ebene  in  Bezug  auf 
/  =  0,  9  =  0,  4^  =  0  ein  Büschel  bilden,  so  verschwindet  /  für  die  Coordinaten 
dieses  Punktes. 

Wenn  die  Functionaldeterminante  /  identisch  verschwindet,  und  nicht  zwei 
von  den  drei  Kegelschnitten  identisch  sind,  so  bilden  die  Polaren  der  drei  Kegel- 
schnitte für  jeden  Punkt  der  Ebene  ein  Büschel.  Sind  nun  Xit  X^f  Xz  reale  oder 
complexe  Werthe,  welche  den  beiden  Gleichungen  /==0,  9  =  0  genügen, 
(die  Coordinaten  eines  realen  oder  imaginären  Schnittpunkts  dieser  beiden 
Kegelschnitte),  und  setzt  man  diese  Werthe  in/1,/2, /,,  9^,  9^,  93»  +11  +2»  4*8 
ein,  so  ist  (Anal.  Geom.  d.  Eb.  §  13,  No.  2,  5) 

AXi  -+-/2Xi  -^AXz  —  hAXv  Xv  Xz)  =  0, 

?lJ^l  -+-?2J^2  -^?8J^8    =  i9iXu   Xif   Xz)   =   0. 

Folglich  geht  auch  die  Polare  von  Xit  X^t  Xz  in  Bezug  auf  <p  =  0  durch 
^1»  Xi»  ?^8»  so  ist  also  auch 

+iJ^i  -^hXi  -+-+8X3  =  0. 
Da  nun 

+l?fl    -+-+2?f2   -+-+0J^0    —  i+frl»    Xi,    Xz)f 

so  folgt,  dass  j:,,  y^,  jTg  der  Gleichung  i|*  =  0  genügen.  Der  Kegelschnitt 
^  =  0  geht  daher  durch  die  vier  realen  oder  imaginären  Schnittpunkte  der 
Kegelschnitte  /=0  und  9  =  0;  folglich  (Anal.  Geomet.  d.  Eb.  §  14)  bilden 
die  drei  Kegelschnitte  ein  Büschel,  d.  h.  es  giebt  zwei  von  den  Coordinaten 
unabhängige  Zahlen  X  und  [x,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 

i|,  s  X/  -^  [X9 , 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze  in  No.  5. 

10.  Wie  bei  homogenen  quadratischen  Functionen  dreier  Variabein,  so  sind 
auch  bei  vier  Variabein  die  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  mehrfach 
verwendeten  abgeleiteten  Functionen  die  halben  partialen  DifFerentialquotienten 
der  Function  nach  den  Coordinaten.     Ist 

-+-    2024^2^4    -+-    ^88-^3*    -^    20,4^3^4    -+-    «44^4*» 

so  sind  die  abgeleiteten  Functionen 
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1  a/ 


1    c/ 


^14-^1    ■^"  ^24^2    "*"  ^3  4-^8    "^  ^4  4*^4     —     2   CX     ' 

Multiplicirt  man  dieselben  der  Reihe  nach  mit  x^,  x^,  x^,  x^  und  addirt, 
so  erhält  man  die  Identität 

^/  1/  f/  ^ 

rx^  "^1  "^  dx^""^  "^  cx^  ^»  "^  CX,  "^^  ~  ^•^• 

Ebenso  gilt  für  drei  Variable 

fZ.  1/  1/         —  0/ 

Diese  beiden  Formeln,  von  denen  in  der  analytischen  Geometrie  mehrfach 
Gebrauch  gemacht  worden  ist,  können  als  besondere  Fälle  eines  allgemeinen 
Satzes  über  homogene  Functionen  betrachtet  werden. 

Eine  ganze  algebraische  Function  «-ten  Grades  von  /  Variabein  ist  eine 
Summe  von  Gliedern,    deren  jedes  die  Form  hat 

Ax^^x^^x^t  .  .  x/^ , 
worin  A  ein  constanter  Faktor  ist,  und  die  Exponenten  Zahlen  aus  der  Reihe 
0,  1,  2,  3,  ...  «  bedeuten,  doch  so,  dass  die  Summe  derselben  den  Grad  n  der 
Function  nicht  übersteigt.  Die  Function  ist  homogen,  wenn  die  Summe  der 
Exponenten  in  jedem  Gliede  dem  Grade  n  der  Function  gleich  ist, 
wenn  also 

a-f-ß-|-7  4-o-f-..-+-X  =  n. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

V  ^  Ax^^x^^x^t  .  .  .  jc/^ , 

so  erhält  man 

cv  cv 

,~ —  =  OL '  Ax.^-^xJ'^x^t  .  .  .  x/^,     und  daher    ^--  x.    =  olv  . 
CX^  *  2      ^  '  ox^     *■ 

Ebenso  ergeben  sicli 

czf  cv  cv 

>  —  Xo  =  ^v  t       -. —  or,   =  72/,  .  .  .  .  - —  xi  =  \v , 
cx^     ^  ^  ^*^8  ^^i 

Hieraus  erhält  man  durch  Addition 

cv  cv  cv  cv  ,  .. 

-.     -  .V.    -+-    --      jc«   -h    .—    :<:,   -i-  .  .  .   -h    -^  —  JC/  =  (a  -h  p  H-  .  .  -h  A.)z;  =  «i'. 
cx^     *         cx^     ^-         cx.^    *  txi    '         ^  «  f 

Wendet    man    diese    Formel    auf   eine    homogene  Function,    d.  i.   auf  eine 

Summe  u  von  k  solchen  Gliedern  v^y  v^y  v^,  .  .  .  Vk  an 

U    =    V^    -f-  Z/j   -h  2^3   -+-...   -f-  Z'^fe, 

und  beachtet,  dass 

CU  fZ/j  CV^  CV^  CVk 


CXi  CX  i  CXi  CXi  C  Xf 

so  erhält  man 

cu  cu  cu 

- — x^    -f-  ~ —  X.,  H-  .  .  -h  -- — xi  =  nv^  -h  «2^2  "*~  '^^s  -H  .  .  H-  nVk 

C  X  *  C^  X  n       ~  C  Xl 

=    «  (f/^    -i-   2^2   -h  2^3   -+-...  -h   Vk)  . 

Hieraus  folgt  Euler's  Fundamentalsatz  über  homogene  Functionen: 
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CU 


X, 


CU 

CXi 


Xi 


Cu 

ex. 


X  •! 


-h 


ru 

CXi 


xi  =  nu*) , 


Die  i)artialen  Differentialquotienten  von  v  sind  vom  Grade  «  —  1 ,  folglich 
sind  für  eine  homogene  Function  «ten  Grades  die  partialen  Differentialquotienten 
homogene  Functionen  vom  (n —  l)ten  Grade. 

§  5.    Tangente,  Normale  und  Tangentialpunkt  ebener  Curven. 

1.    Ist  -P  ein  Punkt  einer  Curve,  welche  die  Gleichung  hat 

y  =  /W  Y 

und  T  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 

P,  so  ergiebt  sicli  der  Winkel,  den  die 
Tangente  und  die  AT-Achse  einschliessen, 
aus  der  in  §  1,  No.  5  gefundenen  Gleichung 
1.  tangx  =  y, 

wenn  wir  y  abkürzungsweise  fiir  den  Diffe- 
rentialquotienten dy  :  dx  setzen.  Aus  1.  folgt 
weiter 

1  y 

yi  -^y^  1/1  -h/^ 

Unter  der  Länge  des  Curvenbogens  ö, 
der  sich  von  einem  gegebenen  Anfangspunkte  (**•  4'^-'*) 

A  bis  zu  dem  veränderlichen  Punkte  jP  erstreckt,  versteht  man  den  Grenzwerth, 
gegen  welchen  der  Perimeter  eines  dem  Curvenbogen  AI*  eingeschriebenen 
Polygons  convergirt,  wenn  die  Seiten  des  Polygons  verschwindend  klein  werden 
und  ihre  Anzahl  daher  ins  Unendliche  wächst.  Bezeichnet  man  die  Bogenlänge 
durch  s,  so  ist,  wenn  /\  die  Coordinaten  x  -{-  ^x^  y  -h  ^y  hat 


ds  PP, 


=  Hm 


iX 


Hieraus  folgt 


^/i=.,i/,.(j-i)'. 


3. 


4. 


0. 


ds 
dx 


=  V'^m'=vr^. 


Statt  dieser  Formel  schreibt  man  auch 


ds  =  Ydx^  -h  dy^  . 
Aus  2.  und  3.  gewinnt  man  die  einfacheren  Formeln 

dx  dy     dx        dy 

'"dl 


cosi  = 


Stfl'    = 


ds  '  *"" '  dx  ds 
So  lange  dy:dx  positiv  ist,  wächst^  mit  x  zugleich;  so  lange  dy\dx 
negativ  ist,  nimmt  y  ab,  wenn  x  wächst.  In  denjenigen  Punkten,  für  welche 
dy  :  dx  den  Werth  Null  hat  (in  denen  also  die  Tangente  parallel  der  Abscissen- 
achse  ist)  und  dabei  vom  Positiven  ins  Negative  übergeht,  geht  daher  y  vom 
Wachsthum  zur  Abnahme  über  und  erreicht  somit  ein  Maximum,  d.  i.  einen 
Werth,  der  grösser  als  die  Nachbarwerthe  ist;  in  den  Punkten,  für  welche  dy :  dx 
verschwindet,  und  dabei  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht,  hat  y  ein  Mini- 
mum, d.  i.  einen  Werth,  der  kleiner  ist,  als  die  Nachbarwerthe.  Die  Maxima 
und  Minima  einer  Function  einer  Variabein  gehören  also  zu  den  Werthen  der 
Variabein,  für  welche  y  verschwindet**). 


•)  Vergl.  Baltzer,  Determinanten,  §  13. 
♦•)  Weiteres  hierüber  folgt  in  §  13. 
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2.    Die  Coordinaten  i,  tq  des  Punktes  H  der  Tangente  JPT,  der  von  P  um  p 
absteht,  sind 

f,  dx 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  p,    so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Tangente 

;  —  X        dx         1 

T^  —  y  "  ^  "  y ' 

oder,  anders  geordnet 

1.  y(5_^)  _  (^_^)  =  0. 

Hierin  sind  5i  tj  die  laufenden  Coordinaten  der  Tangente,  während  x,  y  die 
gegebenen  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind. 

Liegt  die  Curvengleichung  in  der  Gestalt  vor 

f{x,y)  =  0, 
so  ist  (§  3,  No.  9) 

^    ^        ex'  dy' 
daher  wird  die  Tangentengleichung 

Unter  der  Normalen  der  Curve  im  Punkte/^  versteht  man  die  durch/ 
gehende  Normale  zur  Tangente  im  Punkte  P,  Da  die  Normale  durch  P  geht, 
so  ist  ihre  Gleichung  von  der  Form 

A{\-x)  +  B(yi-y)  =  0; 
und  da  sie  mit  T  rechte  Winkel  bildet,  so  ist 


cy                        ex 

dah< 

t\  ist  die  Gleichung  der  Normalen 

3. 

cf                       df 

N^  4-^iX       x)        /  (tj       y) 
cy    ^           ^         Cx  ^*       "^^ 

Ist  die  Curvengleichung  y  =  /(x),  so  hat  man  einfacher  nach  Division  durch 
d/:dy 
4.  jV^l^x  H-y(T)->')  =  0. 

3.  Die  Strecken  T^P  und  PN^^  die  zwischen  den  Spuren  der  Tangente 
und  Normale  auf  der  Abscissenachse  und  dem  Punkte  P  enthalten  sind,  be- 
zeichnet man  insbesondere  als  Länge  der  Tangente  und  Normale,  oder  kurz  als 
Tangente  und  Normale;  die  Projectionen  dieser  Strecken  Ty^P  und  P N^ 
heissen  Subtangente  und  Subnormale.  Aus  den  Gleichungen  L  und  4. 
folgen  die  Strecken  OT^  und  ON^  als  die  Abscissen  für  die  Ordinate  rj  =  0  zu 

Hieraus  ergeben  sich 

1.  Subtangente  =  OP'  —  OT^  =   -, , 

2.  Subnormale  =  01^^  —  OP  =-  yy\ 

Ferner  ergeben  sich  aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken  T^  PP  und  PPN^ 
die  Formeln 


§  5*     Tangente,  Normale  und  Tangentialpunkt  ebener  Curven.  411 

3.  Tangente  =  jl  l/l  -h/^ , 

4.  Normale  =  y  "/l  -\-  y'^  . 

4.  Wenn  die  Ciirve  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  so  kann  man  nach  den 
Tangenten  fragen,  welche  die  Curve  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  berühren. 
Eine  solche  Tangente  nennt  man  Asymptote  der  Curve.  Lässt  man  in  der 
Tangentengleichung  1. 

T]  =y . e  -h  ^y—yx) 

die  Abscisse  x  des  Berührungspunkts  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich 
y  einem  im  Allgemeinen  (eindeutig  oder  mehrdeutig)  bestimmten  endlichen  oder 
unendlich  grossen  Werthe;  durch  denselben  ist  der  Winkel  t  und  mithin  die 
Richtung  der  Asymptote  (bez.  der  Asymptoten)  gegeben.  Der  Ausdruck  j' — y^x 
ist  die  Strecke,  welche  die  Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet. 
Nähert  sich  diese  Grösse  bei  unendlich  wachsendem  x  einem  endlichen  realen 
Grenzwerthe,  so  ist  hierdurch  eine  im  Endlichen  liegende  Asymptote  bestimmt; 
wird  aber  y  —  y^ x  bei  unendlich  wachsendem  x  auch  unendlich  gross,  so  hat 
man  eine  unendlich  ferne  Asymptote,  doch  von  bestimmter  Richtung. 

Nähert  sich  für  ein  unendlich  wachsendes  x  die  Ordinate  y  einem  endlichen 
Grenzwerthe  ^,  so  ist  die  Gerade  y  ^=  b  eine  Asymptote  der  Curve;  nähert  sich 
für  ein  unendlich  wachsendes  y  die  Abscisse  x  einem  endlichen  Grenzwerthe  0, 
so  ist  die  Gerade  x  -=  a  eine  Asymptote. 

5.  Wir  wenden  diese  Entwicklungen  zunächst  auf  die  Kegelschnitte  an. 
Nimmt  man  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  und  einen  Scheitel  zum  Null- 
punkte, so  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

1.  y'^  =  "Ipx  -h  qx^  . 

Hierin  ist  p  die  Ordinate  im  Brennpunkte,  und  q  ist  e*  —  1,  wenn  e  die 
numerische  Excentricität  bezeichnet;  fiir  die  Parabel  ist  ^  =  0.  Durch  Differen- 
tiation der  Gleichung  1.  erhält  man  sogleich  die  Subnormale 

yy  =:  p  H-  qx, 
und  hieraus  weiter 

^  ^     y     ' 

Die  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale  sind  daher 

T^  (p-^qx){i-^x)-^y('n-y)  =  0, 

N  =  y{i^x)-h  ip-hqxXn-y)  =  0. 

Die  Tangentengleichung  vereinfacht  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
zufolge  der  Gleichung  des  Kegelschnitts 

—  (/  -h  qx)x  H-  j;2   —  p^-^ 
rnan  erhält  damit 
T^  {p-^qx)'z—yri-^  px  =0. 

Ist  T^  die  Verticalspur  der 
Tangente,  so  ist  O T^  =px  :y. 
Macht  man  OC  =  p,   so  ist  daher  2 

On  :  OC  =  Or  :  F'F,    mithin  ^^ 

sind  die  Dreiecke  T^OC  und  OFF     —,^ 

ähnlich,   und   folglich   CT^  normal        -^  ^ 

zu  O  F,    Hieraus  ergiebt  sich  eine 

sehr    einfache    Tangentenconstruc-  (M.  476.) 

tion.     Man   mache   OC  =  p  und  ziehe  CT^   normal  zu  OF,  dann  ist  T^P  d\^ 

Tangente  in  F, 
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Der  oben  gefundene  Werth  der  Subnormale  lässt  sich  auch  schreiben 

PN^  =^^    -/. 
Macht  man  nun  N>^D  ^^  p^  so  ist 


OP  '  PD  = 


X 


y_ 

X 


8 


=    PP^  . 


Daher  ist  PD  normal  zu  O  P,  Macht  man  also  PD  normal  zu  Ö-P  und 
N^D  =/,  so  ist  PN^  die  Normale  im  Punkte  P, 

Für  die  Parabel  ist  ^  =  0  und  daher  einfacher  P Ny^  =  p.  Die  Subnormale 
der  Parabel  ist  constant. 

Vm  über  die  Asymptoten  des  Kegelschnitts  Aufschluss  zu  erhalten,  drücken 
vnx  y  und  OT^  durch  x  aus;  wir  erhalten:  

y  ^  {p^gx):  y  2px  -f-  qx^  =  ^^  -h  ^j  :  ]/-^  -f-  ^, 
OT^  ^  px'.y  1p X  -¥  qx^  =  /  :  1/  —  -h  q. 

X 

Geht  man  zur  Grenze  fllr  ein  unendlich  wachsendes  x  über,  so  erhält  man 
Um  y  ^  q  \  Yq    =  -^q ,       lim  OT^  =  /  •  V^  - 

In  beiden  Formeln  hat  ^q  d^.sselbe  Vorzeichen,  da  die  Wurzeln  in  y  und 
OT^  die  Ordinate  desselben  Curvenpunktes  sind;  daher  folgen  zwei  Asymptoten, 
deren  Gleichungen  sind 

Bei  der  Ellipse  ist  q  negativ,  und  die  Asymptoten  sind  conjugirt  complex; 
bei  der  Hyperbel  sind  sie  real;  in  beiden  Fällen  ist  ihr  Schnittpunkt  das  Cen- 
trum der  Curve.  Bei  der  Parabel  sind  sie  unendlich  fem  und  parallel  der 
Symmetrieachse . 

6.  Die  gemeine  Cycloide.  Als  gemeine  Cycloide  bezeichnet  man  die 
Curve,  welche  von  einem  Punkte  der  Peripherie  eines  Kreises  beschrieben  wird, 
der  auf  einer  Geraden  rollt,  ohne  zu  gleiten.  Wir  nehmen  diese  Gerade  zur 
-Y-Achse.  Rollt  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a  entlang  derselben,  so  wird  ein 
Punkt  P  dieses  Kreises  der  Reihe  nach  mit  unzählig  vielen  Punkten  Oy  O^^  O^, . . 
der  Abscissenachse  zusammenfallen,  und  es  ist 

OOy^   =  O^Or,  =  O^Oj^  =  .  .  .  =  2air. 
Ferner  sehen   wir  sofort,   dass,  wenn   der  Kreis  auf  der  positiven  Seite  der 

A"- Achse  rollt, 
auch  die  Cy- 
cloide ganz 
auf  der  posi- 
tiven Seite  der 
X-Achse  ge- 
legen ist.  Die 
grössten  Ordi- 
naten  haben 
die  Länge  2j 
und  gehören 
(M.  477.)  zu  den  Punkten 
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-Y-Achse,  welche  die  Strecken  00^^   0^0 ^t   0^0^  ...  halbiren;  nehmen 

O  zum  Nullpunkte,  so  gehören  sie  zu  den  Abscissen  ...  —  3ör,     —  öit, 

ör,     -h  3tfi:  .  .  .  oder  allgemein  zu  (2>^-+-  l)air,   während  für  die  Abscissen 

ar.  die  Ordinate  verschwindet  (wobei  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 

zeichnet). 

Ist  B  die  Lage  des  Centrums  des  rollenden  Kreises  in  dem  Augenblicke, 
i  welchem  der  die  Cycloide  beschreibende  Punkt  F  die  in  der  Figur  bezeichnete 
teile  erreicht  hat,  so  folgt  aus  der  Definition,  dass  der  Kreisbogen  FB^  gleich 
er  Strecke  OB'  ist.  Bezeichnet  man  mit  /  den  Arcus  des  Winkels  FBB'  (des 
Välzungswinkels),  so  ist  FB'  =  OB'  =  at  Ferner  ist  .r  =  OF  =  OB' 
-  PBsint,    y  ^  r  F  r^  B'  B    -   BFcost,  und  daher 

X  =^  at  —  asint  •=  a(t  —  sin  f) , 
y  =^  a  —  acos  t  ^=  a(\  —  cos  t). 
Hieraus  ergeben  sich  die  Differentiale 
^  //jr  ==  tf  (1  —  cos  t)  dt  =  ydt, 

dy  =  asint  dt  =  (at — x)dt. 

Aus  2.  folgt  der  Diflferentialquotient 


y  = 


sint 


at  —  X 


1  —  cost  y 

Dies  ergiebt  Subnormale  •=^  yy'  =  asint  =  at — x  =  F B\ 
Folglich  ist  FB'  die  Normale,   und  daher  FD  die  Tangente  der  Cycloide 

m  Punkte  F 

7.   DieEpicycloide.    Die  Epicycloide  wird  von  einem  Punkte  /^ eines  Kreises 

»eschrieben,  der  auf  der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollt,  ohne  zu  gleiten. 

)er  Punkt  /'kommt  dabei  unzählige  Male  auf  Punkte  A,  Ay^  A^,   A^  ,  ,  .  des 

esten  Kreises;  die  zwischen  zwei  auf 

einander    folgenden    dieser    Punkte 

legenden  Bogen  des  festen  Kreises 

and  dem    Umfange   des   rollenden 

Heises    gleich.      Wir    nehmen   das 

Centnim    des '  festen    Kreises    zum 

Nullpunkte,  und  legen  die  Abscissen- 

»chse  durch  A.    Ist  B  die  Lage  des 

Centnims     des    rollenden     Kreises, 

*enn  P  die  in  der  Figur  bezeichnete 

Lage  erreicht  hat,  sind  d  und  a  die 

JUiien  des  festen  und  des  rollenden 

J^ises,  und  ist  arcCOA  =  <p,   so 

»t  der  Kreisbogen   CA   gleich  b^, 

Dnd    ebenso    gross    ist    nach    der 

I)efinition  der  Kreisbogen  CF^  daher 

st  arcFBC  =  b^\a.     Die  Ahscisse  und  Ordinate  von  F  ergeben   sich  durch 

^ection   von  OBF  auf  OK,  bez.  OY,     Da  nun  BF  mit  der  Abscissenachse 

(en  Wnkel  (FB,  x)  =  FBC  -^  CO A  —  IHO''  bildet,  so  ist 


(M.  478.) 


arc  (FB,  x)  =  —  (^ 
Daher  findet  man 

X  =  OB '  cosf^ 


-f-    ^    IC   = 


a 


a 


? 


1:. 


BF  cos  I ^  —  it  J , 
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(IT           \                         /ir          a  -\-  d  \ 

2  -  ?j  -H  BFcos  y^ —^  -h  irj  . 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 


1. 


a 


2. 


y  ^=  (a  -^  d)  sin^  —  asin 9. 

Durch  Differentiation  erhält  man 

{fx  =  (ö  -h  ^)  1  —  J/«9  -h  sin  —  —  9  j  ä^f 

(                         a-^  b    \ 
dy  =  {a  -\-  b)\       cos^  —  cos ?  I  ^?- 

Hieraus  folgt  weiter 

dy        (  a-¥  b    \     (  .    a -^  b  ,     \ 

3.  ^  =  \cosff  —  cos  —y~  (pj  :  ystn  —^  9  —  ^/«^j  . 

Wendet  man  die  goniometrische  Formel  an 

cos  n  —  cos  ^  a  -h  ß 

sm  ^  —  stna  ^       2 

so  erhält  man 

dy  f  ^     \ 

4.  dx='''''^y^^2-aV- 

Ist  D  der  Gegenpunkt  von  C,  so  ist  <7A-r  PDB  =  ^^r^  /'i^C  =  br^w 
da  (P2?,  a:)  =  PDB  H-  67(9^,  so  folgt 

b 

arc  PD.  o:  =  ©  -f-  X—  ©. 

^         2<i  ^ 

Vergleicht  man  dies  mit  4.,  so  ergiebt  sich,  dass  PD  die  Tangen 
Epicycloide  in  P  und  mithin  PC  die  Normale  ist. 

8.    Ist  die  Gleichung  F(Xfy)  =  0  algebraisch  vom  «ten  Grade,  so  si 
partialen  Differentialquotienten  c F\cx  und  tF\  c y  beide  vom  (n  —  l)ten 
oder  einer  von  ihnen  ist  von  einem  noch  niedrigeren  Grade.     Fragt  mai 
den  Tangenten  der  Curve,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  0  der  Ebene 
so  hat  man  die  Punkte  der  Curve  aufzusuchen,   welche  der  Gleichung  p 

cF  cF 

1-  ä:^  (^ ""  "^^  "^  F7  ("i  ""->')  ==  ^' 

worin  \  und  t)  die  gegebenen  Coordinaten  des  Punktes  0  sind.    Diese  Glc 
ist  in  Bezug  auf  x^y  vom  «ten  Grade. 

Die  Glieder  der  Function  F(x^  y)  wollen  wir  so  gruppiren,  dass  zuei 
Glieder  «ten  Grades,  dann  alle  Glieder  (n —  l)ten  Grades,  dann  alle  (n  - 
Grades  u.  s.  w.  kommen.  Bezeichnet  man  die  einzelnen  Gruppen  mit  //„, 
«„_2,  .  .  .  .  ,  wobei  der  Index  mit  der  Gradzahl  übereinstimmt,   so  hat  m? 

-^(•^»  7)   =   ««    -+-   ^«-1    -^   ««-2   4-    .   .    . 

Die  Grössen  ««,   ««— i,   ««-2  sind  nach  der  Voraussetzung  homogene 

tionen  der  Coordinaten;  daher  ist  (§4,  No.  10) 

duk  duk  ,  ,      ... 

——  X  H — - — y  =z  kuk     und  mitmn 
ex  cy 

dF  cF 

2.  'dx  ^  '^  ~^^  ^  ^"^  "^  (^  —  0  ««-1  -^  («  —  2)  ««-2  H"  .  .  .  . 

Die  Gleichung  l.  kann  man  ersetzen  durch 


dF  cF 

X 


dx  dy 


^ 

V 
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der  A'- Achse,  welche  die  Strecken  OOy^  0^0^,  0^0^  .,  ,  halbiren;  nehmen 
wir  O  zum  Nullpunkte,  so  gehören  sie  zu  den  Abscissen  ...  —  3ar,  —  öit, 
-f-  ör,  -h  3flir  .  .  .  oder  allgemein  zu  {^k -\-  l)öit,  während  für  die  Abscissen 
^kai:  die  Ordinate  verschwindet  (wobei  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bezeichnet). 

Ist  B  die  Lage  des  Centrums  des  rollenden  Kreises  in  dem  Augenblicke, 
in  welchem  der  die  Cycloide  beschreibende  Punkt  F  die  in  der  Figur  bezeichnete 
Stelle  erreicht  hat,  so  folgt  aus  der  Definition,  dass  der  Kreisbogen  FB^  gleich 
der  Strecke  OB'  ist.  Bezeichnet  man  mit  /  den  Arcus  des  Winkels  FBB'  (des 
Wälzungswinkels),  so  ist  FB'  =  OB'  =  at  Ferner  ist  x  =  OF  =  OB' 
—  FBsint,    y  =  F'Fr=  B'B    -  BFcost,  und  daher 

X  ^=  at  —  a  sin  t  -=  a  {t  —  sin  /), 
y  =^  a   —  acos  t  ^=  a{\  —  cos  t). 
Hieraus  ergeben  sich  die  Differentiale 

dx  -=  a{\  —  cos  t)  dt  =  ydt^ 
dy  =  asintdt  =  (at — oc)dt. 

Aus  2.  folgt  der  Diflferentialquotient 


1. 


y  = 


sint 


at  —  X 


1  —  cost  y 

Dies  ergiebt  Subnormale  -=  yy'  =  asint  =  at — x  =  F  B\ 
Folglich  ist  FB'  die  Normale,  und  daher  FD  die  Tangente  der  Cycloide 

im  Punkte  F, 

7.    DieEpicycloide.   Die  Epicycloide  wird  von  einem  Punkte F eines  Kreises 

beschrieben,  der  auf  der  Peripherie  eines   festen  Kreises  rollt,  ohne  zu  gleiten. 

Der  Punkt  jP  kommt  dabei  unzählige  Male  auf  Punkte  A^  A^,  A^,  ^5  .  .  .  des 

festen  Kreises;  die  zwischen  zwei  auf 

einander    folgenden    dieser    Punkte 

liegenden  Bogen  des  festen  Kreises 

sind    dem    Umfange    des    rollenden 

Kreises    gleich.      Wir    nehmen    das 

Centrum    des*  festen    Kreises    zum 

Nullpunkte,  und  legen  die  Abscissen- 

achse  durch  A.    Ist  B  die  Lage  des 

Centrums     des     rollenden     Kreises, 

wenn  F  die  in  der  Figur  bezeichnete 

Lage  erreicht  hat,  sind  d  und  a  die 

Radien  des  festen  und  des  rollenden 

Kreises,   und  ist  arcCOA  ==  ^,  so 

ist   der  Kreisbogen   CA   gleich  ^^, 

und     ebenso     gross     ist    nach     der 

Definition  der  Kreisbogen  CF^  daher 

ist  arc  FBC  ^=  b^\a.     Die  Abscisse  und  Ordinate  von  F  ergeben   sich   durch 

Projection  von  OBF  auf  OX,  bez.  OY.     Da  nun  BF  mit  der  Abscissenachse 


(M.  478.) 


den  Winkel  (FB,  x)  =  FBC  ->r  COA  -^ 


arc  {FB,  oc)  •=■  —  r^ 


-f.  ^  — 


180°  bildet,  so  ist 
a  -\-  b 

TT   =    •  m    — 


a 


TC, 


Daher  findet  man 

X  ^  OB 


(a-^b  \ 

cosf^  -h  BF  cos  I ?  ~"  ^1 » 


\ 
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daher  den  Satz:  Die  Punkte  einer  Ciirve  «ter  Ordnung,  deren  Tangenten 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  liegen  auf  einer  Curve  (« —  l)ter 
Ordnung. 

Um  die  Normalen  der  Curve  F{x,y)  =  0  zu  erhalten,  die  durch  H  gehen, 
haben  wir  die  Curvenpunkte  aufzusuchen,  die  der  (Gleichung  genügen 

ry  ^  ex  ^^      '^^ 

Diese  Gleichung  ist  vom  «ten  Grade;  sie  lehrt:  Es  giebt  n^  Normalen 
einer  Curve  «ter  Ordnung,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  R  gehen; 
ihre  Fusspunktc  auf  der  Curve  liegen  auf  einer  vom  Punkte  fl  ab- 
hängigen Curve  «ter  Ordnung. 

9.  Die  Coordinaten  «,  v  der  Curventangente  im  Punkte  P  folgen  aus  der 
Gleichung 

zu 

dF    IdF  öF    \  cF    IcF  cF    \ 

dx     \cx  cy  -^ )  cy     \cx  cy  -" ) 

Die  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten,  d.  i.  die  Bedingungs- 
gleichung dafür,   dass  //  und  v  Coordinaten   einer  Tangente  der  Curve  7^=0 
sind,    ist    das    Resultat    der    Elimination    von    x    und  y   aus    den    drei 
Gleichungen 
cF     (cF  dF   \  rF    (cF  dF  \  _,.       .         ^^ 

Ist  9(«,  e;)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  ///ter  Klasse,  also  ^  eine  Function 
/;/ten  Grades,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  Tangenten  von  ^  =  0,  die 
durch  den  Punkt  £,  tq  gehen,  als  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

^(«,  v)  =  0 y  E«  -h  T)z;  —  1  =  0, 
deren  zweite  die  Gleichung  des  Punktes  Fl  ist.  Die  eine  dieser  Gleichungen  ist 
vom  ///ten  Grade,  die  andere  ist  linear;  daher  folgt:  Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  ///Tangenten  einer  Curve  /«ter  Klasse.  Da  nun  durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  im  Allgemeinen  n{n  —  1)  Tangenten  einer  Curve  /iter  Ordnung 
gehen,  so  folgt:  Eine  Curve  «ter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  von  der 
« (« — 1)  Klasse.  Nur  für  «  =  2  ist  « (« — 1)  =  «;  die  Curven  3ter,  4ter,  5ter 
Ordnung  sind  im  Allgemeinen  6  ter,   12  ter,  20  ter  Klasse  u.  w.  s. 

10.  Die  Curve,  welche  von  den  Normalen  einer  gegebenen  Curve  umhüllt 
wird,  heisst  die  Evolute  dieser  Curve.  Die  Coordinaten  der  Normalen  im  Curven- 
punkte F  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  der  Normalen  zu 

cF    (cF  cF    \  IF     ((F  cF    \ 

1.  u   T=    ~-  \  \-j—  X  —  ^^—  VI,        V  =  —  . —  \  [t:-  X  —  -~  y\. 

cy      \( y  rx  -^ )  rx      \r y  rx  ^  J 

Die  Gleichung  der  Evolute  in  Liniencoordinaten  ergiebt  sich 
also,  wenn  man  aus  der  Curvengleichung  F{Xf  y)  =  0  und  aus  den 
Gleichungen  1.  die  Coordinaten  .r,  y  eliminirt.  Da  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  «^  Normalen  einer  algebraischen  Curve  « ter  Ordnung  gehen,  so  folgt: 
Die  Evolute  einer  Cu>ve  «ter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  von  der 
Klasse  n^, 

11.  Als  Beispiele  wählen  wir  die  Evolute  der  Ellipse  und  der  gemeinen 
Cycloide. 
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Aus  der  Ellipsengleichung  b^x^  H-  a^y^  —  a^b^  =  0  folgt 
dF  dF  dF  dF 

a«  b^ 

Daher  ist     u  =  -=— .  v  =  — 


c^x*  c^  y 


X  d  y 

Hieraus  folrt      —  =  -5—,        "V  =  —  -5- 


c  V 

Quadrirt    man    diese   Werthe    und    addirt,    so    erhält    man    schliesslich    die 

Evolutengleichung  in  der  Form 

a>         b^ 


«3  ^9 


Beseitigt  man  die  Nenner,  so' erkennt  man,  dass  sie  vom  vierten  Grade  ist, 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  10. 

Für  die  Cycloide  haben  wir  die  Formeln  im  vorigen  Abschnitte  so  umzu- 
gestalten, dass  sie  dem  Falle  entsprechen,  wenn  x  und  y  als  Functionen  einer 
Variabein  /  gegeben  sind.     Nehmen  wir  die  Normalengleichung  zunächst  in  der 

dy    dx 
Form  No.  2,  4  und  ersetzen  y"  durch  -j1  •  -jj  1  so  erhalten  wir 


dx  dy 


Es  ist  daher 


dx     (dx  dy    \  dy     (dx  dy     \ 

und  man  erhält  somit  u  und  v  durch  /  ausgedrückt.     Die  Evolutengleichung  ist 
die  Resultante  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf  /. 

Aus  den  Formeln  in  No.  6  ergiebt  sich  für  die  Cycloide 

dx  dy 

li^^  djy  ^  ^y  -^  ^^y  —  ^J'  =  ^^y* 

und  daher 

1  sint  1 

1.  «  =  —  .        2;   = 


at '  at{\  —  cos  t)        at  tang \t ' 

Die  Gleichung  der  Evolute  folgt  hieraus  zu 

1  u 

2.  u  —  vtang-z —  =  0,     oder    ^au-arctang—  =  1. 

Aus  der  Gleichung  der  Cycloidentangente 

folgen  die  Coordinaten  der  Tangente 

dy    (dy  dx    \  dx    (dy  dx    \ 

« ='di''\di''-7iy)'    ''  =  -di'-\di''-dty)- 

Da  nun 

d  V  dx 

-Tix  —  jry  =  a^{tsint  —  5in^t  —  \  -+-  ^cost—  cos^t), 

=  a^itsin /  —  2  -f-  2^<?J /) , 

so  ergiebt  sich 

sin  i  cos  t  —  1 

u  =  — jj^,      V  =  t:p — ,       M  =  fstnt  —  2  -+-  2cost. 

aM  am 

Verschiebt  man  die  Coordinatenachsen  und  wählt  den  Scheitel  A  zum  neuen 

Nullpunkte,  so  erhäft  man  die  Coordinaten   U  und   V  der  Tangente  im  neuen 

Systeme  aus  u  und  v  durch  die  Formeln  (Anal.  Geom.  der  Ebene  §  9,  No,  ^>  ^^ 

Handbuch  der  MadMauuzIr.    Bd.  U.  2*] 
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U  V 

U  = z-  .         F  = 


1  — a«  —  ßz;'  1  —  ai/  —  ßz^' 

wobei  a  und  ß  die  Coordinaten  des  neuen  Nullpunkts  sind,  also 

a  =  jir,       p  =  2ö. 
Da  nun 

1  —  ar.u  —  2öt'  =  [J/—  IT  j/«/  —  "licost  —  1)]  =  (/  —  t^sint :  if, 
so  erhält  man 

^  ^  __} y  ^      cost-^l      ^  _   tan^  ^  t 

a{f  —  ir) '  a{t  —  ii)sin  t  a{t  —  r)  ' 

Setzt  man    /  —  ir  =  T^  so    ist  tang ^ /  =    ^  cot\T^  und  man  erhält 


aT'  aTtang\T' 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  1.,  so  erkennt  man,  dass  die  Evolute 
der  Cycloide  mit  der  Cycloide  congruent  ist  und  nur  gegen  dieselbe 
parallel  verschoben  erscheint,  und  zwar  um  —  av.  in  der  Richtung  der  Abscissen- 
achse  und  um  —  2  a  in  der  Richtung  der  Ordinatenachse. 

12.  Fusspunktcurven.  Unter  der  Fusspunktcurve  einer  gegebenen  Curve 
in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt  (Pol)  versteht  man  den  Ort  der  Normal- 
projectionen  des  Pols  auf  die  Tangenten  der  gegebenen  Curve.  Wir  legen  die 
Coordinatenachsen  durch  den  Pol,  und  es  sei 

/(«,  z')  =  0 
die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  in  Liniencoordinaten.    Der  Normalabstand  p 
der  Geraden  «,  v  vom  Nullpunkte  ist  bekanntlich 

p  =   1 :  -j/«»  4-  v^  ; 
für  den  Winkel,  den  p  mit  der  ^-Achse  einschliesst,  hat  man 

cos  ^  =  w  p  ,       j/«  9  =  z;  p  . 
Der  Endpunkt  von  p   ist  ein  Punkt  der  Fusspunktcurve;   seine  Coordinaten 
sind 

u  V 

5  =  p  ^^J  9  =  -g-— -2  ,       T)  =  p  sin  9  = 


^2  ^_  e;2»       -i        r--r        «3  ^-  2,2- 


Hieraus  folgt  umgekehrt 

U    =    ir^ s  .  V    = 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung /( i/ ,  z;)  =  0  ein,  so  erhält  man 
die  Bedingung,  die  ein  Punkt  11  erftillen  muss,  wenn  durch  Fl  eine  Tangente  der 
Curve  normal  zu  0\\  gezogen  werden  kann,  d.  i.  die  verlangte  Gleichung  der 
Fusspunktcurve;  wir  haben  somit  für  dieselbe 


•  ^'  -^ie«  +  T)2'    52  ^^2J  -  ö. 


So  ist  z.  B.  die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  die  Hauptachsen, 

a2//2  -f.  ^2^,2  _  1  =  0. 

Dalier    hat    der  Ort   der    Normalprojectionen  des  Ellipsencentrums  auf  die 

Ellipsentangenten  die  Gleichung 

^252  ^  ^2^2  _(52  -4-7)2)2  =  0. 

Einen  Punkt    der    gegebenen   Curve    und    den  auf  der  Tangente  in   P  ge- 
legenen  Punkt    der  Fusspunktcurve  wollen    wir    als    verbundene   Punkte    beider 
Curven  bezeichnen.     Die  Tangente  der  Fusspunktcurve   in  einem  Punkte  0  der- 
selben  lässt  sich   von   dem   verbundenen  Punkte  P  der  gegebenen  Curve  aus  in 
einfacher  W^eise  construiren.    Ist  nämUcU  j'  =  F(x)  die  Gleichung  der  gegebenen 
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Curve  in  Punktcoordinaten,  so  genügen  die  Coordinaten  der  verbundenen  Punkte 
P  und  n  der  Tangentengleichung 

2.  y({_^)_(;^    -y)    =    0 

sowie  der  Gleichung  der  durch  O  gehenden  Normalen  zur  Tangente 
3.  g  -Hy-r)  =  0. 

Eliminirt  man  y^  aus  2.  und  3.,  so  erhält  man 

5(6  —  ^)  -h  7)(tj  —y)  =  0,       oder 


4. 


e»  -h  T)2  =  ?j:  -h  T]_y . 

Durch  Differentiation  erhält  man  hieraus 

1\di  -h  2t)^t]  =  \dx  -h  xd\  H-  r^dy  -hydr^. 

Da  nun  aus  3.  folgt  idx  -h  r^dy  =  0,  so  giebt  die  vorige  Gleichung 

2?//?  -h  2Y)//r3  =  xdi  -^y^n  • 
Hieraus  folgt 


5. 


^6 


^ 2 

^~2 


Ist  Q  die  Mitte  von  (?/*,  so  ist 

/tf«^(nc,*)  =  (»)  -  f) :  (5  -|)  • 

Vergleicht  man  dies  mit  5.,  so  erkennt 
man,  dass  die  Tangente  T'  der  Fuss- 
punktcurve  normal  zu  HQ  ist. 

13.  Parallelcurven.  Trägt  man  auf 
den  Normalen  einer  Curve  von  der  Curve 
aus  nach  derselben  Seite  hin  eine  gegebene 
Strecke  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  eine 
neue  Curve,  die  als  Parallelcurve  der  gege- 
benen Curve  bezeichnet  wird. 

Der  Winkel    X,    den  die  Normale  der 

Curve  P{x,  >')  =  0  im  Punkte  x,  y  mit  der 

Abscissenachse  bildet,  ergiebt  sich  aus 

dy  y 
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1. 


cos\  = 7-  =  — 

ds 


dx 


V^ 


f'3 


sin  X  =  j-  = 
ds 


1 


V^ 


;'2 


Hierbei  ist  in  beiden  Formeln  derselbe  Werth  der  Wurzel  zu  nehmen. 
Die  Coordinaten  f,   t)  des  Punktes   0,   den  man  erhält,   wenn   man  von  der 
Normalen  die  Strecke  /  abschneidet,  sind  daher 


2. 


e  =  ^  — /• 


Ti^j'-f-/ 


1 


Die  Gleichung  der  Parallelcurve  ergiebt  sich,  indem  man  aus  den  Gleichungen^ 

2.    und   der  Gleichung  J^(Xf  y)  =  0  die  Coordinaten  x,  y  eliminirt.     Um   die 

Tangente    der    Parallelcurve    im    Punkte    11    zu    erhalten,     schreiben    wir    die 

Gleichungen  2. 

5  =  jp  H-  Icos  X ,       Tj  =  ^  -f-  Isin  X 

und  differenziren ;  wir  erhalten 

di  =  dx  —  Isin  \d\ ,       dri  =  dy  -h  Icos  \d\  . 

Hieraus  folgt  weiter 

cos  \d^  -H  sin  \dri  =  cos  \dx  H-  sin  \dy  . 

Aus  1.  ergiebt  sich  cosXdx  -^  sin\dy  =  0 ;  daher  ist 

cos  \di  -h  sin  Xdr^  =  0  , 
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folglich  T^-Tx 

Die  Tangente  der  Parallelcurve  im  Punkte  0  ist  parallel  der 
Tangente  der  gegebenen  Curve  im  entsprechenden  Punkte  P, 

Man  kann  daher  die  Parallelcurve  einer  gegebenen  Curve  auch  als  die  Curve 
definiren,  die  von  den  Geraden  umhüllt  wird,  welche  den  Tangenten  der  gege- 
benen Curve  parallel  sind  und  von  ihnen  einen  gegebenen  Abstand  (/)  haben. 

14.    Confocale  Kegelschnitte.    Alle  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  aus 

X^  y3 

1.  -5—-  -^  TT-Z 1=0,       a^>b^ 

hervorgehen,  wenn  man  jx  alle  realen  Werthe  ertheilt,  haben  dieselben  Brenn- 
punkte; denn  es  ist 

a>  -+-  |x  —  (^2  4.  p.)  =,  ^2  _  ^2  . 

Man  bezeichnet  sie  daher  als  confocale  Kegelschnitte. 
Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  1.  in  Liniencoordinaten  ist 

(a«  -f-  |x)««  -f-  (^»  H-  p.)zf«  —  1=0,         oder 

a»«a  -H  ^«»2  —  1  -H  jjl(«2  4-  z,3)  =  0 . 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  linear  aus  den  quadratischen  Functionen 
a^u^  -j-  d^u^  —  1  und  u^  -f-  v^  zusammengesetzt;  die  Gesammtheit  aller  con- 
focalen  Kegelschnitte  mit  gegebenen  Brennpunkten  bilden  daher  eine  Kegel- 
schnittschaar. 

Setzt  man  in  2,  nach  einander  |x  =  —  d^,    p.  =  —  0*,  so  erhält  man  zwei 
besondere  Kegelschnitte  der  Schaar 
3.  (^2  _  ^2)^2  _  1  =  0,        4.     (^>  —  a^)v^  —  1=0. 

Aus  3.  folgt  u  =  zt  l :  c;  dieser  Kegelschnitt  zerfallt  daher  in  die  beiden 
Brennpunkte. 

Aus  4.  ergiebt  sich  v^  =  —  \  :  c^  ,  Dieser  Gleichung  entsprechen  zwei 
imaginäre  Punkte  auf  der  Ordinatenachse ;  man  bezeichnet  dieselben  als  die 
imaginären  Brennpunkte. 

Die  Kegelschnitte  der  Schaar,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  O  der 
Ebene  gehen,  erhält  man,  indem  man  [x  aus  der  Gleichung  bestimmt 

*"•  «>4-lx"^  ^2-hjx  ""  ^   -  ^• 

Beseitigt  man  die  Nenner,  so  folgt 

52(^2   ^.  p.)    -H    7)2(^3   ^  jt)    —    («2   -^  ^)(^2   ^  jj,)    =    0  . 

Ersetzt  man  in  dieser  quadratischen  Gleichung  [i  der  Reihe  nach  durch 
—  a^ f  —  ö^ ,  -h  00,  so  erhält  die  linke  Seite  die  Werthe 

52(^2_^2)^         T)«(ö2  —  ^2),         —00. 

Der  erste  Werth  ist  negativ,  der  zweite  positiv,  und  man  sieht  daher,  dass 
die  Gleichung  6.  immer  zwei  reale  Wurzeln  hat,  deren  eine  p-j  zwischen  —  a^ 
und  —  d'^  liegt,  während  die  andere  [x^  grösser  als  —  d^  ist.  Für  jx^  wird  der 
Kegelschnitt  1.  eine  Ellipse,  für  jxj  eine  Hyperbel.  Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  daher  zwei  Kegelschnitte  einer  confocalen  Schaar;  der 
eine  ist  eine  Ellipse,  der  andere  eine  Hyperbel. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

?^  7)^  5^  1)2 

a^  -h  \Lo        ö^  -h  |Xo  <j2  _|_  p^^         ^2  _|_  ^j 

folgt  durch  Subtraction  und  nachherige  Division  durch  den  von  Null  verschiedenen 
Faktor  fi^  —  ji^   die  Gleichung 


^    { 
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Bilden  die  durch  0  gelegten  Tangenten  der  beiden  durch  11  gehenden 
Kegelschnitte  der  Schaar  mit  der  Abscissenachse  die  Winkel  <Pq  und  9^,  so  ist 

Daher  hat  man 

also  mit  Rücksicht  auf  6. 

7.  tang  f^Q  tang  f^^  =  — .  1  . 

Dies  ergiebt:  Je  zwei  Kegelschnitte  einer  confocalen  Schaar 
schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln,  wenn  man  unter  dem  Winkel, 
unter  dem  sich  zwei  Curven  schneiden,  den  Winkel  ihrer  Tangenten  im  Schnitt- 
punkte versteht.  Zugleich  sieht  man,  dass  immer  nur  zwei  ungleichartige  Curven 
der  Schaar  sich  in  realen  Punkten  schneiden,  nicht  aber  zwei  confocale  Ellipsen 
oder  zwei  confocale  Hyperbeln. 

15.  Wir  fragen  nach  den  Curven  t)  =  ^{x),  die  für  dieselbe  Abscisse^c 
gleiche  oder  entgegengesetzt  gleiche  Subnormale  oder  Subtangente 
haben,  wie  eine  gegebene  Curve^  =/(^). 

Sollen  die  Subnormalen  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich  sein,  so  hat  man 

die  Beziehung 

dj\  .       dy 

aus  welcher  folgt 

Nun  ist     2t)  ^  =  -^^ ,       2j^  ^  =  -^  ;     daher  folgt  aus  2. 

3.  '       "^     ^(5!^Jo. 

dx 

Hieraus  schliesst  man,  dass  y\^  zp  y^  von  x  unabhängig,  also  gleich  einer 
Constanten  A  ist.     Man  erhält  daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  in  der 
Form 
4.  T)>  ^/{xy  -f-  A,    bez.    T)>  =  -f{xy  -+-  A. 

Da  A  in  beiden  Fällen  unbestimmt  bleibt,  so  giebt  es  für  beide  Aufgaben 
unendlich  viele  Lösungen. 

Die  Forderung,  dass  die  Curve  t)  =  f^{x)  für  alle  Punkte  gleiche  oder 
entgegengesetzt  gleiche  Subtangenten  haben  soll,  wie  die  gegebene, 
führt  auf  die  Beziehung 

y\     dx  y    dx' 

Hieraus  schliesst  man 

///t]       dly  _  d(/n  T  ^y)  _  Q. 
dx  ^  dx  dx  * 

daher  ist  /ij  qc  /y  von  x  unabhängig;  bezeichnet  man  diesen  Werth  mit  /A,  so 
erhält  man 

tri  zp  ly  =:  /A . 
Hieraus  folgen,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  die  beiden 
Gleichungen 
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Differentialrechnung. 


5. 


Y)  =  Af(x),     bez.     Tj  = 


/W 


Hat  man  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  der  Curve  y  =  f{x) ,  so 
erhält  man  ohne  Weiteres  auch  die  Tangente  und  Normale  des  zu  derselben 
Abscisse  gehörenden  Punkts  einer  der  abgeleiteten  Curven  4.,  5. 

Ist  z.  B.  /^  ^jp:  dr,  also  die  gegebene  Curve  eine  durch  den  Nullpunkt 
gehende  Gerade,  so  sind 

13  =  (*-*  )'  -  *'  und  V  =  -  (j  *)'  +  *» 
die  Gleichungen  einer  Hyperbel  und  einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  h. 
Die  Subnormale  eines  Hyperbelpunktes  ist  gleich  der  Subnormale  des  zuge- 
hörigen Asymptotenpunktes,  ui^d  die  Subnormale  eines  Ellipsenpunktes  ist  ent- 
gegengesetzt gleich  der  Subnormale  des  zugehörigen  Punkts  der  Geraden^  =  bx\a^) 
16.  Unter  der  Evolvente  einer  gegebenen  Curve  versteht  man  die 
Curve,  die  von  einem  Punkte  einer  Tangente  der  gegebenen  Curve  beschrieben 
wird,  wenn  diese  Tangente  sich  entlang  der  Curve  fortbewegt,  ohne  zu  gleiten. 
Bei  einer  bestimmten  Lage  der  beweglichen  Tangente  fallt  der  die  Evolvente 
beschreibende  Punkt  mit  einem  Punkte  der  gegebenen  Curve  zusammen;  dieser 
Punkt  sei   A.     Berührt    die  Tangente  in  P  und  ist   11   der  Punkt,    welcher  die 

Evolvente  beschreibt,  so  ist  nach  der  Definition 
n  P gleich  dem  Curvenbogen  AP,  Bezeichnet  man 
diesen  Bogen  mit  s  und  den  Winkel  (7^,  jr)  wieder 
mit  T,  so  sind  die  Coordinaten  von  FF 

S  =  jc  —  s COS' ,       ri  =  y  —  s  sin t. 
Durch  Differentiation  ergiebt  sich  hieraus 
iiZ  =  dx  —  cosi '  ds  -^-  s  '  Si'nx  •  d-:, 
dr^   =  dy  —  sin-:  -  ds  —  s  -  cosx  •  d'z. 
Hieraus  folgt  weiter 
—  X  COS'  •  d\  H-  5///T  •  dr^  =  cosxdx  -h  sin-z  •  dy  —  ds. 
Da  nun  dx  =  dscos-z,     dy  =  ds  •  sin-c,    so 
folgt 

cosx  '  d^  -h  sifiTdr^  =  0,     also 
dr^ 


dk 


=  —  rot'. 


Die  Tangente  der  Evolvente  in  11  ist  daher  normal  zu  7*,  die 
Normale  der  Evolvente  fällt  mit  7'  zusammen. 

Hiernach  ist  die  gegebene  Curve  die  Evolute  ilirer  Evolvente.  Zu  einer 
gegebenen  Curve  gehören  unzählige  Evolventen,  die  den  unendlich  vielen  ver- 
schiedenen Lagen  des  Punktes  11  auf  der  beweglichen  l'angente  entsprechen; 
alle  diese  Evolventen  sind  Parallelcurven. 

17.  P'ormeln  für  Polar  coordinaten.  Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in 
Polarcoordinaten 

/(^?)  =  0, 
so  liat  man  für  das  Differentialverhältniss  dr  :  d'^  die  Gleichung 

r^-dr  -h  .^  df^  =  0. 
er  ^  ? 

Die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  P  und  die  reclitwinkeli'^en  in  Bezug 
auf  ein  System,  welches  mit  dem  i)olaren  den  Nulli)unkt  gemein  hat,  und  dessen 


*)  IIKRMITK,  Cours  d'Anfilyse  de  l'Ecolc  Polytechnique,   Paris   1873.     I-  Th.  pag.   169. 
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bscissenachse   die    Nulllinie    des    polaren    ist,    hängen   bekanntlich    durch    die 

ormeln  zusammen 

X  -=  r  cos  r^,      y  =^  rstn^. 

Nach  der  Regel  für  das  Differential  eines  Produkts  findet  man  hieraus 

dx  =  cos  ^  dr  —  r  sin  ^  öf^,       dy  =  sin  ^dr  -\-  rcos  ^  z/^, 

dy        sin  ^  dr  -^  r  cos^  d^        r'  tangr^  -+-  r 

dx        cos^dr  —  r  sin  <p  ^^         r'  —  rtang^ ' 

obei  r'  fiir  den  Differentialquotienten  dr :  //<p  gesetzt  worden  ist.     Ersetzt  man 

y  :  dx  durch  tangXy  so  erhält  man  aus  2. 

,         r  (l -h  fang-:  fang ^)  r 

tangi  —  tangf^  tang  (x  —  <p)  ' 

Bezeichnet  man  mit  j  den  Winkel  (r,  7^, 

>  ist  j  =  T  —  <p,  und  man  erhält  daher 

r 
tang(3  =  -p  . 

Durchschneidet  man  die  Tangente  T  und 
e  Normale  N  der  Curve  mit  einer  Geraden, 
e  durch  den  Nullpunkt  normal  zu  r  gelegt 
t,  so  erhält  man  zwei  Abschnitte  MO  und 
Sy  welche  die  Namen  Polarsubnormale 
id  Polarsubtangente  führen.  Man  hat 
"^O  =  OPcot^,    OS.  =  OFtang<s  und  daher 

Polarsubnorm.  =  r\     Polarsubtang,  =  —  . 

Für  das  Bogendifferential  gewinnt  man 
IS   1.  durch  Quadriren  und  Addiren 
ds  =  V^jrä 


(M.48L) 


dy^  =  ■]/dr'^  -h  (r//<p)2  =  i/r»  -k  r'»  •  ^<p. 
18.    Wir  wenden  diese  Formeln  zunächst  auf  die  Kegelschnitte  an.    Nimmt 
an    einen  Brennpunkt  F  zum  Pol    und    die  grosse  Achse  als  Nulllinie,    und 
chnet  sie   noch  dem  nächsten  Scheitel  positiv,   so  ist  die   Polargleichung  für 
le  drei  Arten  von  Kegelschnitten 


Hieraus  ergiebt  sich 


r     =: 


1  -I-  zcos^' 
p  zsin^  r^zsin^ 


Daher  ist  die 


Dies  ergiebt 


(1  -I-  e^^x<p)' 


Polarsubtangente  =  — ,  =  — — — 
^  r         tsmf 


sin<^  •  Polarsubtangente  =  —  . 


Die  linke  Seite  ist  offenbar  die  Projection  der  Polarsubtangente  auf  die 
aui)tachse;  die  rechte  Seite  ist  der  Abstand  des  Brennpunktes  von  der  zunächst 
legenen  Directrix.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Nimmt  man  einen  Brenn- 
inkt  zum  Pol,  so  reicht  für  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  die  Polar- 
ibtangente  bis  zu  der  dem  Pole  zunächst  liegenden  Directrix.  .Dieser 
tz  lehrt  eine  sehr  einfache  Tangentenconstruction.  Man  kann  aus  ihm  ersehen, 
SS  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Brennpunktscoordinate  sich  mit  einer 
rectrix  auf  der  Hauptachse  schneiden. 
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19.  Die  Archimedische  Spirale  ist  die  Curve,  welche  die  Gleichung  hat 

r  =  a^. 
Zu  einer  Amplitude  <po  gehört  der  Radius  r^  =  «(p^.    Wächst  die  Amplitude 
um  2 IC,  so  kommt  der  Radius  wieder  auf  r^  zu  liegen,  hat  aber  die  Länge 

rj   =  ö(<po-f-2ic)  =  r^  -I-  2icfl. 
I.ässt  man  cp  wiederholt  um  2ic  wachsen,   so  erkennt  man,  dass  auf  jeder 
durch    den  Nullpunkt   gehenden  Geraden   unzählig  viele  Spiralenpunkte  liegen, 
denen  die  Radien  zugehören 

.  .  .  rj,— 4//,  ro— 3^,  r^— 2//,  r^—d,  r^,  r^-^d,  rQ-^2d,  r^-hSd,  rQ-hAd,,.., 
wobei  d  für   2aTz   gesetzt   ist;    diese  Strecke    wird    als  Windungsbreite   der 

Spirale  bezeichnet  In  Fig.  13  ist 
der  Theil  einer  Archimedischen 
Spirale  aufgezeichnet,  der  den  Am- 
plituden ^  =  0  bis  ^  =  ^K  ent- 
spricht, also  2^  Windungen  enthält 
Die  Windungen,  welche  zu  ^  =  0 
-^  bis  <p  =  —  |i:  gehören,  bilden  eine 
Figur,  die  mit  der  gegebenen  gegen 
eine  durch  O  gehende  Normale  zur 
Nulllinie  symmetrisch  liegt. 

Aus  der  Gleichung  der  Spirale 
folgt 

r'  =  a, 
daher  der  Satz:     Die  Polarsubnormale  der  Archimedischen  Spirale  ist 
constant.    Hieraus  folgt,  wie  man  die  Normale  und  Tangente  in  jedem  Punkte 
der  Spirale  in  sehr  einfacher  Weise  construirt. 

20.  Die  hyperbolische  Spirale  hat  die  Gleichung 


(11.482.) 


1. 


a 


Dem  Werthe  <p  =  0  gehört  der  Radius  r  =  d:  oo  zu.     Die  Ordinate  eines 
Spiralenpunktes  ist  y  =  rsinff,  also  zufolge  1. 

y  =  a — ^. 


Verschwindet  (p,  so  erhält  man 


limy  =  alim 


Stftfp 


=  a. 


Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 
Nulllinie  sich  erstreckenden  unendlichen  Aeste  der  Spirale  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  haben,  die  parallel  zur  Nulllinie  und  von  ihr  um  die  Strecke  a  ent- 
fernt ist.  Wächst  (p  von  0  bis  -|-  cx),  so  erhält,  wenn  a  positiv  vorausgesetzt 
wird,  r  positive  Werthe,  die  stetig  abnehmen   und  gegen  die  Grenze  Null  con- 

vergiren ;  die  Spirale  nähert  sich  also  in  unend- 

lieh  vielen  Windungen  dem  Nullpunkte;  man 
bezeichnet  aus  diesem  Grunde  den  Nullpunkt 
als  den  asymptotischen  Punkt  der  Spirale. 
Die  beiden  Theile  der  Spirale,  welche  positiven 

(^-7-T -^  und  negativen  Werthen  von  ^  zugehören,  sind 

congruent  und  liegen,    wie  bei  der  Archime- 
(M.  483.)  dischen  Spirale,  symmetrisch  gegen  die  durch 
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O  gehende  Normale  zur  Nulllinie.  In  Figur  14  ist  der  Theil  einer  hyperbolischen 
Spirale  aufgezeichnet,  der  den  Amplitudengrenzen  cp  =  0  und  ^  =  4ir  entspricht, 
also  zwei  volle  Windungen.     Aus   der  Gleichung  der  Spirale  folgt 

''   "        <p2  ~"        a' 
Folglich  ist  die    Polar subtangente  =  — ,  =  —  a. 

Die  Polarsubtangente  der  hyperbolischen  Spirale  ist  also  constant. 
Dies  ergiebt  die  Construction  der  Tangente  und  Normale  in  einem  gegebenen 
Punkte  der  Curve. 

21.  Die  logarithmische  Spirale  hat  die  Gleichung 
1.  r  =  ^«'P. 

Wir  setzen  a  positiv  voraus  und  beschränken  uns  auf  die  aus  der  Gleichung 

folgenden  positiven  Werthe  von  r.     Für  ^  =  0  wird  r  =  1;  wächst  ^  von  0 

bis  -+-  00,  so  wächst  auch  r  bis  -+-  oo\  nimmt  9  bis  —  00  ab,   so  convergirt  r 

gegen  den  Grenzwerth  Null;  der  Nullpunkt  ist  also  auch  diesmal  ein  asymptotischer 

Punkt  der  Spirale.     Die  Gleichung  1.  ergiebt 

r'  =  a^««?  =  ar, 

daher  ist 

r         1 
tang  (j  =  —  =  — . 

^  r         OL 

Der  Winkel  zwischen  dem  Radius  vector  eines  Punktes  der  loga- 
rithmischen Spirale  und  der  Tangente  in  diesem  Punkte  ist  constant. 

22.  Wenn  bei  zwei  Curven  r  = /(<p)  und  R  =  -^(<p)  die  Tangenten  in 
den  Punkten,  welche  zu  derselben  Amplitude  «p  gehören,  denselben  Winkel 
mit  dem  Radius  vector  bilden,  so  hat  man  die  Gleichung 


1. 

für  welche  man  setzen  kann 


R'        r 


dlR  _  djr^ 
d^  d^ 


Hieraus  schliesst  man 

d{lR  —  lr) 


=  0,       und  daher 


d^ 

2.  IR  —  Ir  =  lA^      oder  einfacher 

3.  ^  =  Ar, 

wobei  A  eine  Constante  bedeutet.  Zwei  solche  Curven,  die  zu  gleicher  Amplitude 
Radien  von  constantem  Verhältniss  haben,  sind  ähnliche  Curven,  und  der 
Nullpunkt  ist  ihr  Aehnlichkeitspunkt. 

Verlangt  man  für  gleiche  «p  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  <j,  so  ändert 
die  linke  Seite  in  1.  ihr  Zeichen.  Man  erhält  in  Folge  dessen  statt  2.  die 
Gleichung 

/^  -h  /r  =  lA, 
und  daher  den  Zusammenhang 

4.  Rr  =  A. 

Curven,  die  dieser  Bedingung  genügen,  werden  als  reciproke  Curven 
bezeichnet. 

Verlangt  man  für  denselben  Werth  von  9  gleiche  Polarsubtangenten,  so  hat 
man  der  Gleichung  zu  genügen 


4^6  Differentialrechnung. 

aus  welcher  man  schliesst 

d{R  —  r) 

-j^ —  =  0,       folglich 

R  =  r  -h  A. 
Eine  Curve,    die  aus  einer  gegebenen  dadurch  hervorgeht,  dass  man  alle 
Radien  um  gleiche  Strecken  {A)  verlängert  oder  verkürzt,  heisst  eine  Conchoide 
der  gegebenen  Curve.     Ist  C^   eine  Conchoide  von  C,  so  ist  auch  C  eine  Con- 
choide von  Cj. 

23.    Die  Gleichung  einer  Curve  in  Liniencoordinaten  sei 

/(«,  v)  =  0, 
und  es  sei  die  Gerade  T  mit  den  Coordinaten  «,  v  eine  Tangente  der  Curve. 

Aendem  sich  u  um  A»  und  v  um  Ar  ge- 
mäss der  Gleichung 

/{u-^^u,  r-f-A»)  =  0, 
so  wird  die  Curve  auch  von  der  Geraden 
T^  berührt,  deren  Coordinaten  u  -f-  Atf, 
V  -h  ^v  sind.  Die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punkts II,  der  beiden  Geraden  T  und  7, 
folgen  aus  den  beiden  Gleichungen 
—  AT  5i«  -+-  Tii«'—  1  =  0, 

Sj  {u  -h  A«)  -+-  T)i  (z;  -h  Atf)  —  1  ==  0. 
(M.484.)  Durch  Subtraction  erhält  man  hieraus 

c^A«  -h  T)iAz;  =  0,       f^  =  ~  Ä^  • 

Nimmt  nun  A«  und  damit  im  Allgemeinen  auch  Ar/  bis  zur  Grenze  Null 
ab,  so  nähert  sich  der  Schnittpunkt  II,  und  mit  ihm  die  Gerade  Olli  einer 
bestimmten  (xrenzlage;  diese  Grenzlage  11  des  Punktes  II ,  ist  der  Berührungs- 
punkt der  Geraden  T  und  der  Curve  /(»,  v)  =  0.  Werden  der  Arcus  des 
Winkels  OU,  x  mit  p  und  die  Coordinaten  von  II  mit  ?,  T^  bezeichnet,  so  ist 

fan^p  =  ^  =  —  /im  t —  ,       und  daher 

du        df    cf 
\ .  tang  p  =  —  -,    =  ^—  :  5^  . 

*  ^  dv        cvCu 

Hieraus  folgen  weiter  die  Formeln 

dv  du 

udv  —  vdu  *       ^  udv  —  vdu  * 

oder  \  =  -    \  \^  u  ^  T-  v\ ,      yj  =  >r-  :  I  ^e- «  -h  ^-  t'  1 , 

cu     \öu  cv    )  '        cu     \cu  dv    ) 

Aus  diesen  Werthen  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  auf  der  Tangente 
T  gelegenen  Berührungspunktes  11,  wenn  mit  u,  D  hierbei  die  laufenden 
Coordinaten  bezeichnet  werden, 

dv  du 


u  —  — j— j    .  ü  —   1  =  0, 


udv — vdu  udv  —  vdu 

oder,  wenn  man  die  Nenner  beseitigt  und  besser  ordnet, 

r'j,  -r-  {vL—  u)  —  (t)  —  2;)  =  0,     bez. 
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Vf  df 

4.  n  ^  ^  (u  —  »)  -h  /-  {^  —  v)  =  0. 

24.  Die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Punkte  der  Curve/(«,  li)  =  0,  die 
auf  einer  gegebenen  Geraden  5  der  Ebene  liegen,  führt  uns  auf  Be- 
trachtungen, die  den  in  No.  8  durchgeführten  dual  entsprechen. 

Die  auf  S  liegenden  Berührungspunkte  liegen  auf  den  Tangenten  der  ge- 
gebenen Curve,  welche  der  Gleichung  genügen 

CU  CV  \CU  CV     ) 

Diu-ch  Zeichenwechsel  folgt  hieraus 

1.  7:-  «  -h  2=^  z;  —  1 7:—  U   4-  7^     ü  I  =  0. 

CU  CV  \cu  CV     ] 

Dies  ist  eine  Gleichung  «ten  Grades.  Die  Tangenten  der  Curve  /  =  0, 
deren  Berührungspunkte  auf  2  liegen,  sind  daher  zugleich  Tangenten  der  Curve  1. 
Die  Glieder  der  Function  /  lassen  sich  so  gruppiren,  dass  /  als  Summe  von 
homogenen  Functionen  «ten,  (n —  l)ten,  {n  —  2)ten  u.  s.  w.  Grades  erscheint; 
bezeichnet  man  diese  Gruppen  der  Reihe  nach  mit  «p«,  ^«-i,  «p«— 2, . . .,  so  hat  man 

/  ^^  ?«   -h    ?«-l  -\-    ?«-2  -I-    .    .   .    . 

Nach  dem  EuLER'schen  Satze  ist 

cf  cf 

Vu^  -»-  ^--^  =  «^«  -^  («— l)?«-i-l-  («  — 2)?«-2-h  ... 

Führt  man  dies  in  1.  ein  und  dividirt  durch  «,  so  erhält  man 

2.  F^^^  -+-  l[^(«_l)9,_,-4-  («_2)^«.2+  ...  -  (^w-h  J{t))]  =  0. 

Der  Klammerinhalt  ist  vom  («  —  l)ten  Grade;  folglich  stimmen  die 
Gleichungen  /=  0  und  /^=  0  in  Bezug- auf  die  Glieder  «-ten  Grades  überein. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Umstandes  lässt  sich  leicht  erkennen. 
Setzt  man  v  =^  tu  m  die  Gleichung /=  0,  so  enthalten  die  Functionen  9«,  «p«— 1, 
?«_2  .  .  .  der  Reihe  nach  die  Faktoren  «",  ««-i,  ««-2  .  .  .  . ;  nach  Absonderung 
derselben  bleiben  Functionen  desselben  Grades  in  Bezug  auf  /  übrig.  Bezeichnet 
man  dieselben  durch    (9,,),  (?w-i),  .  .  .  ,  so  erhält  man 

/(«,  tu)  =  ^»(^n)  -f-  «"-K?«-!)  -+-  «''~2(?«-2) 
Die  Division  durch  «"  ergiebt 

u  (^"-^^  -^  -«- 

Für  jede  Curventangente,  die  durch  den  Nullpunkt  geht,  ist  «  t=  00;  führt 
man  dies  in  4.  ein,  so  bleibt  zur  Bestimmung  von  /  die  Gleichung 

'^.  (?«)  =  0  . 

Die  Grösse  /  ist  die  Tangente  des  Winkels,  den  eine  Normale  zu  «,  v  mit 
der  Abscissenachse  einschliesst.  Die  Gleichung  5.  bestimmt  daher  die 
Richtungen  der  durch  den  Nullpunkt  gehenden  realen  oder  complexen 
Tangenten  der  Curve/=  0.  Hieraus  erkennt  man :  Wenn  zwei  Functionen 
von  Liniencoordinaten  /  und  F  in  Bezug  auf  die  Glieder  höchster 
Potenz  übereinstimmen,  so  fallen  die  durch  den  Nullpunkt  gehenden 
Tangenten  der  Curven /=0  und  F=^  zusammen. 

Die  durcli  den  Nullpunkt  gehenden  gemeinsamen  Tangenten  der  Curven 

/  =  0     und     /^  =  0 
enthalten  im  Allgemeinen  keine  auf  der  beliebig  gegebenen  Geraden  S  gelegenen 
Berührungspunkte;    also   sind  von  den  n^  gemeinsamen  Tangetvlexv  noxv  /  =^  ^ 


4.  (?«)  -h   -(?«-i)  -+-  ;:2(^«-2)  -h  .  .  .  =  0. 
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und  F=:  0  diese  n  durch  den  Nullpunkt  gehenden  abzuziehen.  Hieraus  folgt: 
Eine  Gerade  enthält  im  Allgemeinen  n{n — 1)  Punkte  einer  algebrai- 
schen Curve  «ter  Klasse;  oder:  eine  Curve  «ter  Klasse  ist  im  Allge- 
meinen von  der  (« — l)ten  Ordnung. 

Wenn  die  Curven  /  =  0  und  F=  0  in  Folge  der  besonderen  Beschaffenheit 
von  /  noch  weitere  besondere  Beziehungen  zeigen,  so  kann  die  Ordnungszahl 
^ch  vermindern.  Nur  fiir  «  =  2  stimmt  die  Ordnungszahl  mit  der  Klassenzahl 
überein.  Curven  3ter,  4ter,  5ter  .  .  .  Klasse  sind  im  Allgemeinen  von  der  6ten, 
12ten,  20ten  .  .  .  Ordnung. 

Die  Gleichung  der  Curve  /(«,  v)  =  0  in  Punktcoordinaten  ergiebt 
sich  durch  Elimination  von  u  und  v  aus  den  drei  Gleichungen 

udv  —  Vau        -^  udv  —  vdu        "*  ^       ' 

25.    Als  Beispiel  wählen  wir  die  Ellipsenevolute  (No.  11) 
1.  /la  a^v^  -4-  b^u^  —  c^u^v^  ==  0. 

Hieraus  folgt 

1^=  2^3|^  — 2^*z/2«  =  2(^»  —c^v^)u, 
du  \  /    ' 

-^  =  2a^v  —  2c*u^v  =  2(a>  —  r*«»)v. 
cv  ^  ' 

Zieht  man  aus  1.  die  Werthe 


b^  --c^v^  = r-f 

b^u^ 

so  erhält  man 

2.                    Y^     ^'^'^\ 

du                    u 

df                 b^u^ 
dv                    V 

Die  Gleichung  des  auf  der  Tangente  »,  v  gelegenen  Berührungspunkts  der 
Evolute  ergiebt  sich  daher  zu 
3.  n  ES  ö»z;»(u  —  «)  -h  /^»«n»  —  ^)  ==  Ö. 

Femer  erriebt  sich 

cu  ov  ^  ^ 

daher  folgen  die  Coordinaten  des  Punktes  IT 

fl>  b^ 


4. 

Hieraus  folgt 

E  =  — 

^  ""  "■   c*v^ 

1     ch^ 

1     .V 

u'-    J' 

V'           ^*    • 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1.,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Evolute  in  Punktcoordinaten 

5.  Ji^  -+-  ^*Tj*  =  c^. 

Cubirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  und  beachtet,  dass 

(r  -h  sy  =  r3  -4-  5'  -h  Srs{r  -+-  s) , 
so  ergiebt  sich 

ö»5»  4-  ^»T)»  4-  3a*^*?*T)*.  <:^  =  c^  ; 
hieraus  folgt  die  Evolutengleichung  in  rationaler  Form 

(^4   _ö»  5^   —^«7)2)3    =    27ö»^2^*5»T)^. 

Diese    Gleichung   ist   vom    sechsten  Grade,    während    im  Allgemeinen   die 
Gleichung  einer  Curve  4ter  Kl.  von  der  12ten  Ordnung  ist. 


§  5*     Tangente,  Nonnale  und  Tangentialpunkt  ebener  Curven. 
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26.  Wir  schliessen  hieran  noch  die  Ableitung  der  Gleichung  der 
Tangente  und  des  Tangentialpunkts  für  homogene  Punkt-  und  Linien- 
coordinaten. 

Die  Coordinaten  der  Geraden,  welche  die  Curve  «ter  Ordnung 

1.  /(jCTj,   JC„   x^)   =   0 

im  Punkte  P  berührt,  seien  u^,  u^,  u^.    Dann  ist  zunächst 

Sind  femer  {j,  S^,  Sg   die  laufenden  Coordinaten  der  Tangentenpunkte,  so 

ist  auch 

3.  «lEi  -+-  »jEa  -h  ttjSj  =  0. 

Die  Tangente  verbindet  den  Punkt  F  der  Curve  mit  dem  nächst  benach- 
barten Punkte  derselben,  dessen  Coordinaten  sind 

jpj  -1-  dx^  ,      x^  ■+■  dx^ ,      x^  -h  dx^ ; 
daher  gilt  auch  die  Gleichung 

«1(^1  -h  dxy)  -+-  «2(^3  -h  dx^)  -h  u^{x^  -h  dx^)  =  0. 
Wenn  man  von  derselben  2.  subtrahirt,  so  bleibt 

4.  u^dx^  -h  u^dx^  -\-  u^dx^  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen  3.,  2.  und  4.  gewinnt  man  die  gesuchte  Tangenten- 
gleichung, indem  man  «j,  »j,  »3  eliminirt;  man  erhält  sie  zunächst  in  der  Form 

«1         5,         ?3 


5. 


Xi 


dxy^     dx^     dx^ 


=  0. 


Aus  der  Curvengleichung  folgt  durch  Differentiation  ftir  die  Differentiale  der 
Coordinaten  die  Gleichung 

6.  fif^^x  -^  f%dx^  -^  f^dx^  =  0, 

1      d/ 


wobei 


/.. 


n    dxi 
Da  femer  nach  dem  EuuER'schen  Satze 

und  der  Punkt  F  auf  der  Curve  liegt,  so  ist 

7.  /i^Ti  -h/a^r,  -h/s^s  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  6.  und  7.  kann  man/j  und/j  durch /^  ausdrücken; 
man  erhält  die  Proportion 


8. 


f\  'y  2  'y  8  — 


x^ 
dXi 


dxy 


X, 


dx^      dXy 


dx^     dx. 


Entwickelt  man  die  Determinante  5.  nach  den  Gliedern  der  ersten  Zeile,  so 
erhält  man 


9. 


dx^     dx 


3 


5. 


dx^     dx^ 


U  -h 


2 


dx^     dx^ 


Ss  =  0. 


Ereetzt  man  nun  die  Coefficienten  ia  9.  durch  die  proportionalen  Werthe 
/,,  f^,/^,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Tangente  in  der  endgültigen  Form 

r^/i  .5,  H-/j  .5,  -4-/3.63  =  0. 

Die  dual  entsprechenden  Betrachtungen  fuhren  zur  Gleichung  des  Punktes  F, 
in  welchem  die  Curve  «ter  Klasse 

F(uy^,  «,,  «s)  =  0 
von  der  Tangente  «^  »3,  «3  berührt  wird.    Sind  nämlich  x^^  x^^  jc,  die  Coor- 
dinaten von  Ff  so  ist  die  Gleichung  von  F 
10.  ^—  ^lUi  -+-  ^aU,  -+-  JP3U3  =  0. 

Da  F  der   gemeinsame  Punkt   der  Geraden   «j,    »3,    »3  und   »j  -h  du^^, 


Ui 


du 


2' 


8 


du^  ist,  so  gelten  die  Gleichungen 
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11.  X^U^    -h  X2U2    -f-  X^u^   =  0, 

aus  denen  durch  Subtraction  hervorgeht 

12.  x^du^   -\-  x^du^  -h  x^du^  ==  0. 

Eliminirt    man  x^^   x^,  x^  aus   10.,    11.,    12.,   so   erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung  zunächst  in  der  Form 


du^ 


2 


u 
du, 


«8 
«8 


=  0, 


oder  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  entwickelt 


13. 


u, 


u, 


du«     du, 


u 


Ui 


» 


du^     dui 
Nun  gelten  die  beiden  Gleichungen 
F^^u^     -h  F^'U^     4-  F^ 


u. 


u, 


u 


s 


du^ 
=  0, 


dUi 


u,  =  0. 


„      1    a/^ 


/^i  .  du^  -h  y?'j  .  du^  -h  F^  '  du^  =  0 , 
deren  erste  mit  F==0  identisch  ist,  während  die  andere  durch  Differentiation 
dieser  Gleichung  entsteht.    Hieraus  erhält  man 


14. 


F^  :  F^  :  F^  = 


»2 
du. 


u 


8 

du^ 


«8 

du 


U: 


3 


du^ 


du^        dUi 


Aus  13.  und  14.  folgt  die  gesuchte  Gleichung  des  Tangentialpunktes 


/^i  .  Uj   -4-  /^2  •  u,  H-  F^ 


U3  =  0. 


g  6.    Tangentenebene   und  Tangentialpunkt  von  Flächen;   Tangente  und 
Normalebene  von  Raumcurven;  Gerade  auf  abwickelbaren  Flächen. 

1 .  Legt  man  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  F  der  Fläche  /{x,  y,  ;?)  =  0 , 
sowie  durch  den  Punkt  P^  der  Fläche,  dessen  Coordinaten  jc  H-  Ax,  y  -k-  A;s 
je  -h  A  2:  sind,  so  gilt  für  die  Richtungscosinus  dieser  Geraden  (d.  i.  für  die  Cosi- 
nus ihrer  Winkel  mit  den  Coordinatenachsen)  die  Proportion 

1.  cosfj^  :  cos"^  :  cos-/  =  Lx  :  ^y  :  Aä  . 

Convergiren  Ajp  und  A7,  und  damit  auch  im  Allgemeinen  A2  gegen  den 
Grenzwerth  Null,  so  wird  die  Gerade  zu  einer  Tangente  der  Fläche.  Für 
die  Richtungscosinus  einer  Tangente  ist  also 

2.  cosfj^  :  cos"^  :  cosf^  =  dx  :  dy  :  dz  . 

Durch  Differentiation  der  Flächengleichung  folgt 


3. 


dx 


dx 


T^dy  -h  ~  dz  =  0, 
cy  c  z 


Führt  man  hier  aus  2.   fiir  die  Differentiale  dx^   dy,   dz  die  proportionalen 
Werthe  cosr^,  cos^y  r^^y  ein,  so  erhält  man 


4. 


df  cf       ,         cf 


Die  Geraden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  und  deren  Richtungs- 
cosinus durch  eine  Gleichung  verbunden  sind  (ausser  der  selbstverständlichen 
Gleichung  ^^j^cp  H-  cos^'^  H-  cos^'f  =  1),  sind  die  Mantellinien  einer  Kegelfläche, 
deren  Spitze  der  gegebene  Punkt  ist.  Die  Gleichung  dieser  Kegelfläche  wird 
erhalten,  wenn  man  in  4.  die  Coordinaten  c,  y),  C  eines  Punkts  einer  dieser  Ge- 
raden (d.  i.  also  eines  Punkts  der  von  den  Geraden  beschriebenen  Kegelfläche) 
durch  die  Formeln  einführt 
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c  5  — ^  .        y]  —  y  l  —  z 


wobei 


p  •  p  '^  P 


Führt  man  diese  Substitution  aus,  und  beseitigt  den  Divisor  p,  so  erhält  man 
die  Gleichung 

Diese  Gleichung  ist  linear  in  Bezug  auf  6,  t;,  J.  Sie  lehrt:  Alle  Geraden, 
die  eine  Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte  P  berühren,  sind  auf 
einer  Ebene  enthalten.  Diese  Ebene  wird  aus  diesem  Grunde  als  die 
Tangentenebene,  der  Punkt  /^  als  ihr  Berührungspunkt  bezeichnet. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Fläche /(^,  >',  «)  =  0  im 
Punkte  F  ist  daher 

cx^  '        cy^^  € z  ^         ' 

Die  Gerade,  welche  durch  /^normal  zu  7*  gelegt  wird,  heisst  die  Normale 
der  Fläche  im  Punkte  P,    Die  Winkel  der  Normalen  mit  den  Coordinatenachsen  sind 

^         ex  ^        cy  ^         dz 

Die  Gleichungen  der  Normalen  sind 

i  —  X  __  T)  —  y  __  ;  —  g 

8.  ^     ""     ^     ""     ^    ' 

dx  dy  dz 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  gegeben 

z  =  F(x,  y) , 
so  kann  man  dieselbe  durch  die  Anordnung 

F{x,  ;;)  -  5  =  0 
in  die  Form  /(jc,  y^  z)  =  0  bringen.     Man  hat  dann 

dx'^  dx  '^  dx'      dy  '^  dy         dy'     dz  ^ 
Daher  wird  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

9.  7'^|^(5-*)  +  |^(r,-^)-(C-»)  =  0; 
die  Gleichungen  der  Normale  sind 

10.  a£    -    a«    "      ^^     ^^' 

dx  dy  • 

ihre  Winkel  mit  den  Achsen  folgen  aus 

11.  cos^  =  ^:N^,      cos^  =  —  :  A^i ,      ^<?^x  =  — 


^^..,1,      ...>r       aj»-^'!'      ^'^  A^,  ' 


-. = m)"-  m 


-h  1. 


Die  Coordinaten  der  Tangentenebene  folgen  aus  6. 
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Eliminirt  man  x»  y^  z  aus  diesen  Gleichungen  und  aus  der  Flächengleichung 

f{Xy  ^,  s)   =   0 , 

so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten. 

2.  Unter  einer  Cylindertläche  versteht  man  eine  Fläche,  welche  von 
einer  Geraden  beschrieben  wird,  die  einer  gegebenen  Richtung  parallel  bleibt 
Die  Bewegung  der  Geraden  kann  in  verschiedener  Weise  bestimmt  werden;  da- 
durch, dass  sie  entlang  der  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  gleitet;  oder  dadurch, 
dass  sie  beständig  eine  gegebene  Fläche  berührt;  oder  dadurch,  dass  in  den 
Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  ausser  den  Coordinaten  eine  unbestimmte, 
veränderliche  Grösse  vorkommt,  durch  deren  Werth Veränderungen  die  Orts- 
veränderungen der  Geraden  bedingt  werden  u.  s.  w. 

Hat  man  die  Cylindergleichung  erhalten,  und  bestimmt  man  hierauf  die 
Schnittcurve  des  Cylinders  mit  einer  Ebene  Ey  die  den  Mantellinien  nicht 
parallel  ist,  so  erhält  man  eine  Curve  C,  den  Ort  der  Spuren  der  Mantellinien 
auf  der  Ebene  E\  man  kann  nun  offenbar  den  Cylinder  als  die  Bahn  der 
Geraden  definiren,  die  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind  und  die  ebene 
Curve  C  treffen.  Insbesondere  kann  man  die  X  K-Ebene  als  Schnittebene  wählen 
und  somit  den  Cylinder  durch  die  Richtung  seiner  Mantellinien  und  seine 
Horizontalspur  definiren. 

Wir  machen  zunächst  von  dieser  Bestimmungsweise  Gebrauch.  Es  sei 
/(5,  T))  ==  0  die  Gleichung  der  Horizontalspur  und  <p,  <|i,  x  seien  die 
Winkel  der  Mantellinien  mit  den  Achsen.  Ist  P  ein  Punkt  der  Mantellinie, 
die  durch  den  Punkt  [I  der  Curve /(5,  tj)  =  0  geht,  so  ist 

COStl  cos^  cos^ 

Hieraus  folgen  die  Werthe 

cos^  cos^ 

1.  i  =  ^  —  «,       7j  = z  . 

COS'\  '  cos^ 

Substituirt   man    diese  Werthe    in  /,    so  erhält  man  die  Cylindergleichung 

2.  f\x z,       y  —  — ^«1  =  0. 

Sind  die  Mantellinien  mit  der  Z-Achse  parallel,  so  ist 

costi  =  cos^  =  0, 
und  die  Gleichung  wird  einfach 

f(x,y)  =  0. 

Sind  zwei  Oberflächen /(jcr,  ^,  «)  =  0,  F{x,  y,  s)  ==  0  gegeben,  entlang 
deren  Schnittcurve  die  Gerade  gleiten  soll,  und  ist  0  ein  Punkt  dieser  Schnitt- 
curve, so  erhält  man  die  Cylindergleichung,  indem  man  die  Coordinaten  5,  i),  C 
des  Punktes  0  aus  den  vier  Gleichungen  eliminirt. 

cos  OL  COS^  COS^  "^  ^         '      ^  v»'     I        / 

Sollen  die  Mantellinien  Tangenten  der  Fläche /(5,  tj,  C)  =  0  sein,  so  muss 
für  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  die  Gleichung  erfiillt  sein 

df  df  df 

^-z  COSd    -h    w-  COS^    -^  ■;^-^  cos -i    =    0  . 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  bestimmten  Oberfläche,   die  von  der  Fläche/ 

und  von  den  Winkeln  a,  p,  7  abhängt.    Die  Schnittpunkte  dieser  Fläche  mit  der 

Fläche  /  sind  die  Berührungspunkte  der  Mantellinien;   damit  ist  dieser  Fall  auf 

den  vorhergehenden  zurückgeführt.    Man  hat  diesmal  £,  r^,  C  aus  den  Gleichungen 

zu  eliminiren 
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X  —  i      y  —  r\       «  —  C 


cos  a 


cos  ß 


cos-^ 


^f 


U 


df 


/{l,  T),  C)  =  0  ,     j^cosa  -h  y^cos^  -h  ^cost  =  0. 


Wir  bestimmen  nun  die  Gleichung  der  Tangentenebene  eines  Cylinders, 
und  gehen  dabei  von  Gleichung  2.  aus;  die  partialen  Differentialquotienten  von/ 
ergeben  sich  wie  folgt: 

^  _  ^       a/(^,  y,  z)  ^  d/il  T))  _  ^  ^ 

dx        di*  cy  dri       '  dy 

^i        ^/(5>  tq)     ^tQ  ^^^^     ^f       cos^ 

dz 


d/{x,  y,  z)        of%  n) 


dx 


dz 


cl 


Tz-^ 


av 


3. 


df    df          (cosfk    df       cos^    df\ 
cosm  :  cos^  :  cos^  =  tf  •  t~  •  —  ( ^  H ^  •  ö"^  )  • 


dr^  dz  cos^     d^        cos*( 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  ist  daher,  wenn  die  laufenden 
Coordinaten  mit  ;c,  9,  3  bezeichnet  werden 

rr,        ^/,  X         ^//  X         f^^sa     df       cos^    df\, 

dX^*^         '         dr\^^      -^^         \cos^     ö\        cos-^     ^V 
Sind  ^,  <|/,  X  die  Winkel,  welche  die  Normale  von  T  mit  den  Achsen  ein- 
schliesst,  so  ist 

cos^ 
cos  7 
Hieraus  erkennt  man,  dass 

cos  ^  cos  OL  -t-  cos'^cos^  -h  cosycos-^  =  0. 
Dies  zeigt,    dass  die  Ebene   T  die  Richtung  a,  p,  7  enthält;    wir  erhalten 
somit    den    Satz:     Jede   Tangentenebene    eines    Cylinders   berührt   den 
Cylinder  längs  einer  Mantellinie,  so  dass  jeder  Punkt  dieser  Mantel- 
linie ein  Berührungspunkt  ist. 

3.  Unter  einer  Kegel  fläche  versteht  man  eine  Fläche,  welche  von  einer 
Geraden  beschrieben  wird,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht;  dieser  Punkt  heisst 
die  Spitze  des  Kegels.  Man  kann  die  Bewegung  der  Geraden  in  derselben 
Weise  näher  definiren,  wie  bei  der  Erzeugung  des  Cylinders. 

Ist  /(5,  ^)  =  0  die  Gleichung  der  Horizontal  spur  des  Kegels  (vorausgesetzt, 
dass  die  Spitze  5  nicht  auf  der  X  K-Ebene  liegt)  und  sind  a,  ^,  c  die  Coordinaten 
der  Spitze,  so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  115 
X  —  a       y  —  b        z  —  c 
a  —  E        b  —  Tj  c     ^ 

jeder  dieser  Quotienten  ist  dem  Verhält- 
niss  FS  :  511  gleich.  Aus  den  Gleichungen 
1.  ergiebt  sich 


ö-£  = 


c{x  —  a) 


^~T)   = 


cfj-b) 


5  = 


z  —  C    '  '  z  —  c 

und  hieraus  folgt  weiter 

az  —  ex  bz  —  cy 

z  —  c  '  z  —  c 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die 
Gleichung  der  Horizontalspur  ein,  so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Kegelfläche 

bz  —  cy^ 
z 


2. 


-'  \   z  --  c    *       z  —  c  ) 


♦)  In  den  Differentialquotienten  von  /(?,  tj)  sind  6,  tj  durch  die  VJetÜie  \.  xu  wstU«u 
ScHLOsaatCH  Häadbucb  der  Mmthemadk.    Bd.  U,  ^ 
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Verlegt  man  den  Nullpunkt  in  die  Kegelspitze,  und  nimmt  die  neuen  Achsen 
den  alten  parallel  so  gelten  für  die  neuen  Coordinaten  jr,  )^,  g  die  Formeln 

az  —  cxr=  a^  —  ex  f      öz  —  cy  ^^  bi  —  rp  . 
Die  Kegelgleichung  wird  daher 

Hier  ist  nun  /(j  -h  a,  9  -f-  ^)  =  0  die  Gleichung  des  Querschnitts  der 
Kegelfläche  mit  einer  Ebene,  die  parallel  zur  A'K-Rbene  ist  und  von  ihr  den 
Abstand  z  =  —  c  hat.  Setzt  man  a  =  ^  =  0,  und  vertauscht  (—  c)  gegen  {-hc), 
so  wird  die  Kegelgleichung  einfacher 

/(?•¥)-»■ 

Ist /eine  algebraische  Function  «ten  Grades,  so  ^ird  die  Kegelgleichung  3. 
nach  Beseitigung  der  Nenner  eine  homogene  Gleichung  «ten  Grades. 

Wird  verlangt,  dass  die  Mantellinien  des  Kegels  die  Schnittlinie  zweier 
Flächen  /(£,  tj,  0=0,  F(Ji,  y),  Q  =  0  treffen,  so  hat  man  ?,  t),  C  aus  den 
Gleichungen  zu  eliminiren 

J^  =  i^  =  —{•  /(5.  'i.  0  -=  0.    F(i  .,,0  =  0. 

Verlangt  man  den  Kegel,  dessen  Mantellinien  die  Fläche  /(?,  ij,  C)  berühren, 
so  gelten  ftir  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer  Mantellinie  und  ihres  Berührung 
punkts  zunächst  wieder  die  Gleichungen 

X  —  a       y  —  b        z  —  c         ,,..        ^ 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Gerade  116'  mit  den  Achsen  bildet, 
sind  proportional  den  Differenzen  a  —  5,  b  —  r^i,  c  —  Cj  ist  116  Tangente  der 
Fläche  /  im  Punkte  0,  so  gilt  daher  die  Gleichung 

Durch  Elimination  von  ?,  tj,  C  aus  5.  und  6.  ergiebt  sich  die  gesuchte  Kegel- 
gleichung. 

Ist  /  eine  algebraische  Function  «ten  Grades,  so  ist  die  Gleichung  6.  eben- 
falls vom  ;/  ten  Grade;  sie  kann  aber  durch  eine  Function  (n  —  l)ten  Grades 
ersetzt  werden.  Ordnet  man  nämlich  die  Function  /  nach  dem  Grade  der  ein- 
zelnen Glieder,  .so  erscheint/  als  Summe  von  liomosjenen  Functionen  vom  Grade 
«,  («  —  1),  (//  —  2) 

f  ^sz   Un  -\-    Un-\  -h    W«-2  -4"    .    .    .    . 

Nach  dem  EuLER'schen  Satze  ist  nun 
df  df  df 

CK  tr^  C^ 

Setzt  man  dies  in  G.  ein,  wechselt  die  Zeichen  und  dividirt  durch  «,  so 
erhält  man 

ß"  ^  Un  -h  -    \{n—  l)//«_i  -h  (//  —  2)«/«_2  -h  .  .  .  —  --^  —  ,  -b  —  :^r    . 
/«  L  c^  cri  cZ    J 

Die  Differenz  /  —  T''  ergiebt  sich  daher  zu 
wo  nun  f,i-i  eine  Function  {n  —  l)ten  Grades  ist.     Alle  nicht  unendlich  fernen 
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Punkte,  welche  die  Gleichungen /=  0  und  F  r=  0  befriedigen,  erfüllen  auch 
die  Gleichung  <p«— i  =  0.  Die  Punkte,  in  welchen  eine  Fläche  «ter 
Ordnung  von  einem  umschriebenen  Kegel  berührt  wird,  liegen  daher 
auf  einer  bestimmten  Fläche  («  —  l)ter  Ordnung  <p«-i  =  0. 

Um  die  Tangenten  ebenen  einer  Fläche  /  zu  erhalten,  die  durch  eine 
gegebene  Gerade  gehen,  hat  man  von  zwei  Punkten  dieser  Geraden  aus 
Tangentenkegel  Ä'j  und  K^  der  Fläche  zu  umschreiben;  die  Tangentenebenen 
der  Punkte,  in  welchen  die  Berührungscurven  des  Kegels  K^  bez.  AT^  und  der 
Fläche  /  sich  schneiden,  sind  die  verlangten.  Da  nun  diese  Berührungscurven 
auf  der  Fläche  /  durch  zwei  Flächen  <p  und  O  vom  (n  —  l)ten  Grade  ausge- 
schnitten werden,  so  sind  die  Schnittpunkte  dieser  Curven  die  gemeinsamen 
Punkte  der  drei  Flächen/,  <p  und  O;  die  Anzahl  dieser  Schnittpunkte  ist  gleich 
dem  Produkte  der  Gradzahlen  der  drei  Functionen  /,  ^,  O,  also  gleich 

«(«—  1)». 

Die  Anzahl  der  durch  eine  Gerade  gehenden  Tangentenebenen  ist  gleich 
der  Klassenzahl  der  Fläche,  d.i.  gleich  dem  Grade  ihrer  Gleichung  in  Ebenen- 
coordinaten.  Wir  finden  daher:  Eine  Fläche  «ter  Ordnung  ist  im  Allge- 
meinen von  der  Klasse  n{n  —  1)*.  Nur  für  «  =  2  ist  im  Allgemeinen  die 
Klassenzahl  gleich  der  Ordnungszahl.  Flächen  3ter,  4ter,  öter  .  .  .  Ordnung 
sind  im  Allgemeinen  von  der  12ten,  36ten,  SOten  Klasse. 
Von  der  Kegelgleichung  2.  ausgehend,  erhält  man 

d/jx,  y,  z)  ^  a/(6,  rj)  ^  ^ c__    a/fe  I?) 

dx  di       '  äx  z  —  c         di      ' 

df(x,  y,  z)  ^  d/ji,  rj)     djn  ^ c__     3/(6,  t)) 

dy  dfi        dy  z  —  c         Zi\     * 

cf{x, y,  z)  _  a/fe  n)  ^1  .  a/fe  ^)  ^  _  c{x-^ä)    a/     c(yd)    a/ 
dz      ""     as     '  ^«         at)     ■  äz       {z  —  cy  '  a?  "^  (« —  o»  *  aij  * 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  des  Kegels  im  Punkte  jP  ergiebt  sich 
daher,  wenn  mit  j,  p,  3  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnet  werden. 

Sind  <f,  ^,  /  die  Winkel  der  Normalen  mit  den  Achsen,  so  ist  demnach 

d/    df         (x-a    df       y~b    Zf\ 

Für  die  Richtungswinkel  X,  ji.,  v  der  Mantellinie  PS  gilt 

cosX  :  cosp. :  cosy  =  (x  —  ä)  :  (y  —  d)  :  {z  —  c) . 
Aus  beiden  Proportionen  folgt 

cos  ff  cos  \  -+-  cos^cosiL  -h  cosycosy  =  0. 

Dies  lehrt:  Jede  Tangentenebene  eines  Kegels  berührt  den  Kegel 
entlang  einer  Mantellinie. 

Da  hiemach  die  Tangentenebene  jedes  Kegelpunktes  P  durch  die  Spitze 
geht,  so  folgt,  dass  man  die  Tangentenebene  in  P  auch  als  die  Grenzlage  der 
Ebenen  betrachten  kann,  die  durch  die  Mantellinie  SP  und  durch  eine  zweite 
Mantellinie  SP^  gehen,  wenn  der  Winkel  SP,  SP^  gegen  den  Grenzwerth  Null 
convergirt.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Tangentenebene  des  Punktes  P 
zugleich  Tangentenebene  für  alle  Punkte  der  Mantellinie  5^  ist. 


*)  Hier  gut  dieselbe  Bemerkung  wie  zu  Gleichung  3.  der  vorigen  Nummer. 

%V 
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4,  Die  Cylinderflächen  und  die  Kegelflächen  gehören  unter  den  allgemeineren 
Begriff  der  Regel  flächen.  Unter  einer  Regelfläche  versteht  man  eine  Fläche, 
die  durch  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt  wird.  Die  Bewegung  der  Geraden 
kann  in  verschiedener  Weise  deflnirt  werden:  man  kann  verlangen,  dass  die 
Gerade  immer  drei .  gegebene  (ebene  oder  unebene)  Curven  trifft;  oder  dass  sie 
zwei  gegebene  Curven  trifft  und  eine  gegebene  Fläche  berührt;  oder  dass  sie 
eine  gegebene  Curve  trifft  und  zwei  gegebene  Flächen  berührt  u.  s.  w. 

Sind  s  =  mx  -h  n  und  y  =  Mx  -\-  N  die  Gleichungen  einer  erzeugenden 
Geraden  der  Fläche,  so  müssen  /«,  «,  Jf,  N  veränderlich  sein;  und  zwar  können 
es  nur  Functionen  einer  Variabein  sein;  denn  angenommen,  sie  enthielten  zwei 
Variable,  so  könnte  man  die  Variabein  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  der 
Geraden  dur<^  die  Coordinaten  Xq^  y^^  Zq  irgend  eines  Raumpunktes  erfüllt 
würden,  es  würde  also  dann  jeder  Raumpunkt  der  Fläche  angehören,  im  Wider- 
spruche mit  dem  Begriffe  einer  Fläche.  Sei  <j  eine  Veränderliche,  so  haben  die 
Gleichungen  einer  erzeugenden  Geraden  einer  Regelfläche  daher  die  Form 

1.  z  ^  g{(i)'X  -{-  h (d),      >  =  G^ ((j)  .  jc  -h  H{p), 

worin  ^,  h,  Gy  H  Functionszeichen  sind.  Durch  diese  Gleichungen  sind  die 
Coordinaten  jedes  Flächenpunktes  von  zwei  unabhängigen  Variabein  x  und  <j 
abhängig  gemacht.  Die  Flächengleichung  wird  aus  1.  durch  Elimination  von  9 
gewonnen. 

Um  die  Gleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  P  zu  erhalten,  haben 
wir  die  partialen  Differentialquotienten  dz  :  dx  und  dz :  dy  zu  bilden.  Im  ersten 
Falle  haben  wir  x  und  d  so  zu  ändern,  dass  nur  z  sich  ändert,  y  aber  ungeändert 
l)leibt;  im  zweiten  Falle  ändern  sich  y  und  d,  während  x  ungeändert  bleibt. 
Unter  der  ersten  Voraussetzung  gehen  aus  1.  die  beiden  Gleichungen  hervor 

2.  dz  =  gdx  -H  {g'x-\-   h')d<s, 

3.  0    =  Gdx  -f-  \g'x  -h  B')da, 

wobei  g\  h\  G\  IT  die  Grössen  dgida bezeichnen.     Aus  3.  folgt 

^^  =  ~  ffx  -4-  H'  ^•^- 


4. 


Setzt  man  dies  in  2.  ein,  so  erhält  man 

dz        (gG'^  Gg')x  ^  {gir  -  Gh^) 


dx  G'x-Jf  IT 

Unter  der  andern  Voraussetzung  folgt  aus  1. 

dz  =  (^'.T  4-  h')  da,       dy  =  {ff  x  -h  IT)  d<s 
und  hieraus  durch  Division 

d_z  _  g'x  -f-  h' 
^*  cy'^  Gx^  IT' 

Führt  man  diese  Werthe  4.  und  5.  in  die  Gleichung  der  Tangentenebene 
ein,  so  erhält  man  nach  Beseitigung  der  Nenner  für  die  Tangentenebene 
einer  Regelfläche 

Für  die  Richtungscosinus  der  Normalen  folgt  hieraus 
cosf^  :  cos^  :  cosy^  =  [(gG'  —  6y)  x  ^  gH'  —  GH\  :  {^x  -+-  >4')  :  —  {G'x  -+-  H"). 
Für  die  Winkel  X,  ji.,  v  der  erzeugenden  Geraden  1.  und  der  Achsen  ist 

cos\  :  cosy^ :  cos^  =  \  \  G  :  g. 

Aus  diesen  Proportionen  folgt  die  Gleichung 

cosffcos'k  -f-  cos ^  cos [k  -h  cos y  cos y  =  0.  / 

/ 
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Dieselbe  lehrt:  Jede  Tangentenebene  einer  Regelfläche  enthält 
die  durch  den  Berührungspunkt  gehende  erzeugende  Gerade. 

Bleibt  in  der  Gleichung  7*  =  0  die  Variable  <t  ungeändert,  während  x 
geändert  wird,  so  verschiebt  sich  der  Berührungspunkt  entlang  einer  erzeugenden 
Geraden;  dabei  ändert  sich  die  Function  T\  dies  ergiebt:  Wenn  der  Be- 
rührungspunkt auf  einer  erzeugenden  Geraden  fortschreitet,  so 
dreht  sich-seine  Tangentenebene  um  diese  Gerade. 

Zwischen  der  Reihe  der  auf  einer  erzeugenden  Geraden  liegenden  Punkte 
und  dem  zugehörigen  Büschel  von  Tangentenebenen  besteht  ein  sehr  einfacher 
Zusammenhang.  Um  diesen  zu  erkennen,  wählen  wir  das  Coordinatensystem  so, 
dass  die  erzeugende  Gerade,  die  wir  in  Betracht  ziehen  wollen,  als  -Y-Achse 
genommen  wird,  den  Nullpunkt  wählen  wir  beliebig  auf  dieser  Geraden;  zur 
A!'K-Ebene  nehmen  wir  die  Tangentenebene  des  Nullpunktes.  Für  die  -Y-Achse 
ist  >'  =  «  =  0;  für  den  dieser  Geraden  der  Fläche  zugehörigen  Werth  von  ar 
müssen  daher  die  Functionen  g,  A,  G,  H  verschwinden.  Die  Gleichung  der 
Tangentenebene  in  einem  Punkte  der  Jlf- Achse  ergiebt  sich  hiemach  zu 

T  a  {g'x  '^h!)f\^  (Gx  -h  jy')  C  =  0. 

Der  Punkt  :«:  =  0  hat  nach  der  Voraussetzung  die  Tangentenebene  C  =  0, 
folglich  ist  hl  =  0,  und  die  Gleichung  von  T  wird  noch  einfacher 
6.  r  —  ^j«: .  1]  —  (Gx  4-  H')  C  =  0. 

Ist  9  der  Winkel  dieser  Ebene  mit  der  F-Achse  und  bezeichnet  man  mit  / 
die  von  der  -Y F-Ebene  aus  gemessene  Strecke,  welche  T  von  einer  Geraden 
abschneidet,  die  zur  Z-Achse  parallel  ist  und  von  der  -Y-Achse  um  die  Längen- 
einheit absteht,  so  ist  tangf^  =  /.     Nun  folgt  aus  der  Gleichung  6. 

daher  ergiebt  sich,  wenn  man  /  für  tangf^  einführt  und  den  Nenner  beseitigt,  für  / 
und  X  die  Gleichung 

Gxt  —  ^X'^'  H't^^, 

Diese  Gleichung  lehrt  (Analyt.  Geom.  der  Ebene  §  6,  No.  15),  dass  die  von 
dem  Büschel  der  Tangentenebenen  auf  der  Geraden  a  erzeugte  Punktreihe  mit 
der  Reihe  der  Berührungspunkte  projectiv  ist;  hieraus  ergiebt  sich:  Die  Punkt- 
reihe auf  einer  erzeugenden  Geraden  einer  Regelfläche  ist  mit  dem 
Büschel  der  zugehörigen  Tangentenebenen  projectiv,  und  zwar  ent- 
spricht jedem  Punkte  die  Tangentenebene  in  diesem  Punkte.  In  der  analytischen 
Geometrie  des  Raumes  ist  dieser  Satz  flUr  die  Regelfiäphen  zweiten  Grades 
bewiesen  worden. 

5.  Es  sei  /(«,  z^,  ze/)  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  in  Ebenen- 
coordinaten  und  T  und  T^  mit  den  Coordinaten  «,  v^  w  und  «  -4-  A», 
V  -\-  ^v^  w  -^  ^w  seien  zwei  Tangentenebenen  der  Fläche.  Durch  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen 

T    ms  UX  -^  Vy  -{-  WZ  —  1=0, 

T^as  (u  ■+-  A»)  X  -^  (v  ■+■  Lv)y  4-  (w  -f-  Lw)  «--1=0 
geht  die  Ebene 

T  ™  T^  —  T^^u-x-^^v-y-^-Lw^z  =  0; 
diese  Ebene  enthält  den  Nullpunkt,  und  ihre  Stellungswinkel  folgen  aus 

coso!  :  cos^' :  cos^^  =  A» :  Az^ :  Aw. 
Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindende  A«,  ^v  und  Aze/  über,  so  nähert 
sich  T'  einer  bestimmten  Grenzlage  T;  die  Gleichung  dieser  Grenzlage  ist 
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1.  T  ms  du  -  X -+■  äv  »y -^  du/ •  z  ^=  0, 
für  die  Richtungswinkel  ihrer  Normalen  hat  man 

cosa  :  cos^  :  cos->(  ^=  du:  dv  i  dw. 

Auf  einer  Tangentialebene  T  liegen  unendlich  viele  Tangenten  der  Fläche/; 

dieselben   werden   auf  T  durch    alle    die  unzähligen  Ebenen  T  ausgeschnitten, 

die    man   erhält,    wenn    man   die  Verhältnisse   du  \  dv  \  dw  in  jeder   mit  der 

Gleichung   der  Fläche    verträglichen  Weise    abändert,    mithin  so,    dass  sie  der 

Gleichung  genügen,  die  sich  durch  Differentiation  von  /  ergiebt 

df  df  df 

2.  ^  *  du  ^  t:^  '  dv  -{-  TT-  '  dw  ^  {^. 

du  cv  cw 

Vergleiclit  man  1 .  und  2.,  so  erkennt  man,  dass  jede  Ebene  T  die  Gerade  y 

enthält,  deren  Punkte  der  Proportion  genügen 

_  a/  a/  £/ 

^-  '^••^•*  ""  ai^-at^-aw- 

Die  Ebenen  T  bilden  daher  ein  Büschel,  dessen  Träger  durch  den  Null- 
punkt geht  und  durch  3.  bestimmt  ist  Hieraus  folgt:  Alle  Tangenten  der 
Fläche  /(«,  z/,  w)  =  0,  die  auf  einer  Tangentialebene  liegen,  gehen 
durch  einen  Punkt,  nämlich  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  7  mit  der 
Ebene  T.  Dieser  Punkt  ist  der  Berührungspunkt  der  Ebene  T  und  der 
Fläche  /. 

Sind  Xf  y^  z  die  Coordinaten  desselben  und  u,  ö,  U)  die  Coordinaten  irgend 
einer  durch  ihn  gehenden  Ebene,  so  hat  man  die  Gleichungen 

JfU   -h  ^U   -H   2U)   —    1=0, 

XU  -{-  yv  -\-  zw  —  1  t=  0. 
Aus  ihnen  folgt 

^ (u  —  '')■+-  J'  (^  —  v)  -{-  z  {yo  —  w)  =  0. 
In  Rücksicht  aufi5.  folgt  hieraus  die  Gleichung  des  Berührungspunktes 
der  Ebene  T 

ff  .        Gf  cf 

4.  T^  (u  —  u)-\-  ^     (t)  —  v)  -H  ---  (u>  —  7V)  =  0. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  gegeben 

so  erhält  man  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  in  der  Form 

dw  cw 

cu  ^  ^         Cv  ^  '        ^  * 

0.  Das  Ebeneiigebilde,  welches  von  Ebenenbüscheln  gebildet  wird,  deren 
Träger  auf  einer  Ebene  A  liegen  und  eine  Curve  C  dieser  Ebene  umhüllen, 
heisst  eine  Grenzfläche.  Unter  den  Ebenengebilden  nehmen  die  Grenzflächen 
dieselbe  Stellung  ein,  wie  unter  den  Punktgebilden  die  Kegelflächen.  Sind  a,  ß,  7 
die  Coordinaten  der  Ebene  A  und  ist 
1.  f{U,   F)  =  0 

die  Gleichung  der  Horizontalprojection  von  6',  so  gehört  nach  der  Definition 
jede  Ebene  T  zur  Grenzfläche,  welche  durch  eine  Schnittlinie  der  Ebene  A  mit 
einer  Verticalebene  T  geht,  die  der  Gleichung  1.  genügt.  Die  Coordinaten  U,  V 
dieser  Ebene  folgen  aus  den  Coordinaten  von  A  und  T  durch  die  Formeln 

Aus  der  letzten  folgt 


daher  ist 


X  :  JA  =  —  Y  •  «'I 


\ 
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2.  u  ^  ^w  —  ^u        ^  ^  ß«^—  -jv 

w  —  7    '  w  —  Y    ' 

Führt   man    diese  Wcrthe   in   1.  ein,    so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Grenzfläche 

''  \  w  —  Y         w  —  7/ 
Wie  man  sieht,  geht  diese  Gleichung  aus  der  Kegelgleichung  No.  3,  2  hervor, 
wenn  man  überall  die  Punktcoordinaten  durch  Ebenencoordinaten  ersetzt. 

Um  die  Gleichung  des  Punktes  ^  zu  erhalten,  in  welchem  die  Grenzfläche 
von  der  Ebene  T  derselben  berührt  wird,  bilden  wir 
^/(«,  V,  w)        df(U,  V)    dU  7         ^/ 


du 

du 

du 

w 

—  T 

'  du' 

dv 

w) 

= 

of(U,  V) 
dV 

dV 

'  dv  ~ 

=  — 

w 

T 
—  TT 

0/ 

d/{u,  V, 
dw 

w) 

^ 

df    dU 
du'  dw 

-^  dV' 

dV 
dw 

= 

7(« 
(w  — 

8/ 
du 

(a/  — 7)>  '  dF' 

Die  Gleichung  des  Tangentialpunktes  einer  Grenzfläche  ist  daher, 
wenn  die  laufenden  Coordinaten  mit  u,  ö,  xo  bezeichnet  werden 

df  .  df  /u—adf        v—i    d f\ 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u,  0,  xo  durch  a,  ß,  7,  so  wird  sie  identisch; 
daher  folgt:  Die  Punkte  der  Grenzfläche  liegen  auf  der  Ebene  A. 
Diese  Ebene  wird  als  die  Hauptebene  der  Grenzfläche  bezeichnet. 

Setzt  man  in  4.  tu  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Horizontal- 
projection  von  F 

Hieraus  erlangt  man  durch  einfache  Reduction 

und  dies  kann  man  nach  den  Formeln  2.  ersetzen  durch 

df  df 

Der  Berührungspunkt  F  der  Ebene  T  hat  also  als  Grundriss  einen  Punkt 
der  Curve  f{U,  ^  =  0;  folglich  ist  F  ein  Punkt  der  Curve  C  Die  Curve  C 
enthält  daher  die  Punkte  der  Grenzfläche. 

Hieraus  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Punkt  von  C  der  Berührungspunkt 
eines  Büschels  von  Ebenen  der  Grenzfläche  ist  —  sowie  beim  Kegel  die 
Tangentenebene  in  einem  Punkte  des  Kegels  zugleich  Tangentenebene  in  allen 
Punkten  einer  geradlinigen  Punktreihe,  nämlich  der  durch  den  Punkt  gehenden 
Mantellinie  ist. 

7.  Unter  einer  Regelfläche  unter  den  Ebenengebilden  versteht  man 
eine  Fläche,  die  von  den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  umhüllt  wird,  dessen 
Träger  sich  im  Räume  bewegt.  In  No.  4  haben  wir  die  Regelflächen  unter  den 
Punktgebilden  definirt  und  nachgewiesen,  dass  die  Tangentenebenen  Ebenen- 
büschel bilden,  deren  Träger  die  erzeugenden  Geraden  der  Regelfläche  sind; 
dies  zeigt,  dass  die  Regelflächen  unter  den  Punktgebilden  auch  Regelflächen 
unter  den  Ebenengebilden  sind.  Im  Verlaufe  der  jetzt  anzustellenden  Betrachtung 
wird   sich   zeigen,    dass   bei   einer  Regelfläche   unter   den  Ebenengebilden   die 
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Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Büschels  den  Träger  dieses  Büschels  erfüllen; 
damit  wird  dann  erwiesen  sein,  dass  die  Definitionen  der  Regelfläche  für  Punkt- 
und  für  Ebenengebilde  dieselben  Objecte  umfassen,  so  dass  man  von  Regel- 
flächen schlechthin  sprechen  kann. 

Ein  Ebenenbüschel  ist  durch  die  Gleichungen  zweier  Spurpunkte  des  Trägers 
bestimmt,  die  wir  in  der  Form  annehmen  wollen 
1.  V  =i  Gu  -^  H,      w  =  gu  -+-  h» 

Soll  das  Ebenenbüschel  beweglich  sein,  ohne  doch  jede  mögliche  Ebene 
des  Raumes  enthalten  zu  können,  so  müssen  G^  H,  g,  h  Functionen  einer 
Variabein  a  sein.  Zur  Bestimmung  des  partialen  Differentialquotienten  dw  :cu 
haben  wir  die  beiden  Gleichungen  (vergl.  No.  4) 

0  =  Gäu  -^  {G'u  4-  ir)d<3,      dw  =  gdu  -h  {j^ u  -h  H)d^, 
aus  ihnen  ergiebt  sich 

a«/  __  J^gG  —  Gg')  u  -4-  gir  —  Gh' 
^'  du  -  G^'«4-  H\ 

Der  partiale  Differentialquotient  dw  \dv  lolgt  aus 

dv  =  G'u  -^  iTy      dw  =  g'u  -»-  h\ 


zu 
3. 


dw       g*  u  -\-  h^ 


4. 


dv  "  G'u  -\-H'' 

Daher  erhält  man  für  die  Gleichung  des  Berühnmgspunktes  der  Ebene  T 
P  ^  {{^&  ^Gg')u-^gir  -^  Gh'\  (u  -  «)  -<-  {.g'u  -¥  K)  (D  —  v) 

—  {G'u  -<-  H')  (U)  —  w)  =  0. 

Hier  kann  man  noch  v  und  w  nach  den  Formeln  1.  durch  u  und  a  aus- 
drücken. Lässt  man  <7  ungeändert  und  ändert  nur  u^  so  erhält  man  aus  4.  die 
Berühnmgspunkte  aller  Ebenen  des  Büschels,  dessen  Träger  dem  angenommenen 
Werthe  von  <j  zugehört;  man  sieht,  dass  dabei  im  Allgemeinen  die  Coefiicienten 
der  Gleichung  wesentliche  Aenderungen  erleiden  und  schliesst  daher:  Die 
Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Büschels  wechseln  im  Allgemeinen  von 
Ebene  zu  Ebene. 

Führt  man  denselben  Werth  j  in  1.  ein,  so  erkennt  man  leicht,  dass  jede 
diesem  Werthe  zugehörige  Gruppe  von  Ebenencoordinaten  der  Gleichung  /^  =  0 
genügt;  denn  ist  Uy   Vy   IV  eine  solche  Gruppe,  so  ist 

V=GC/~h/fy       W  =  gU  -¥  h. 

Für  die  Ebene  T  ist  ebenfalls 

V  =  Gu  -\-  Hy        w  =  gu  -\-  hf 
und  daher 

V  -^  V  ^  G{U—  u),       IV—  w  ^  g{C/—u), 

Setzt  man  dies  in  4.  für  ö  —  v  und  tt)  —  w,  so  wird  4.  identisch. 

Da  hiernach  jede  dem  Büschel  ü  angehörige  Ebene  den  Punkt  P  enthält, 
so  folgt:  Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Büschels  sind  auf 
dem  Träger  des  Büschels  enthalten.  Hiermit  ist  die  anfangs  ausgesprochene 
Behauptung  erwiesen. 

8.  Eine  Raumcurve  ist  durch  zwei  Flächen  bestimmt,  die  sie  enthalten  und 
als  deren  vollständiger  oder  theilweiser  Durchschnitt  sie  erscheint.    Die  Gleichungen 
dieser  Flächen  seien 
1.  /(x,  y,  z)  =  0,       F{x,  y,  z)  •=  0, 

Verbindet  man  einen  Punkt  F  der  Curve  mit  einem  andern  Punkte  /'j  der- 
selben,   dessen    Coordinaten    x  -\-  ^x,    y  -t-  A^,    z  -^  ^z    sind,    so   bildet   die 
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jerade  PP^  mit  den  Achsen  X,  Y,  Z  Winkel,  deren  Cosinus  die  Verhältnisse 
liaben  tkxi^yi^z^  Convergirt  Ajc  gegen  die  Grenze  Null,  so  wird  /IPj  zur 
Tangente  der  Raumcurve  im  Punkte  P, 

Sind  7,  «I»,  x  die  Richtungswinkel  der  Tangente,  so  hat  man  also 
l  cos^  :  cos^  :  cosy  =  dx  \  dy  \  dz , 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1.  folgt 

ex  dy    -^         cz 

dF  ^  dF  ^  cF  ^ 

7:—  dx  -h  ^—  dy  -h  TT-  dz  =  0  . 
ex  oy    "^         dz 

Hieraus  erhält  man  (vergl.  §  4,  No.  4) 

'  '  ^'  \dy    dz       dz    cy)'\cz    dx      dx  cz)\dx  dy       dy    dx)' 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  daher 

\  —  X  7}  — y  C  —  Z 

V      W~dF      a/    dF^  ^  d/    dF      a/    d^  "^  a/    d^      d/    dF^  . 

ly     dz        dz     dy         dz     dx       dx    dz         dx    dy       dy     dx 
Eliniinirt  man  aus   1.  und  4.  die  Coordinaten  jc,  y^  z,  so  erhält  man  eine 
Rleichung,  welche  die  Coordinaten  5,  i],  C  erfüllen,  wenn  11  auf  einer  Tangente 
to  Raumcurve  liegt;  das  Eliminationsresultat  ist  daher  die  Gleichung  dervon 
den  Tangenten  der  Raumcurve  beschriebenen  Fläche. 

Eliminirt  man  aus  1.  einmal  z  und  dann  y^  so  erhält  man  die  Gleichungen 
(ier  Horizontal-  und  der  Verticalprojection  der  Curve;  bringt  man  dieselben  in 
fcFonn 
j  y  =  ^(x),      z  =  <t>(x), 

rioist 

dy  =  ^'(x)dx,      dz  =  9'(x)dx, 
Daher  werden  die  Gleichungen  der  Tangente 

*  t  X    =S     ; =     -f . 

Hie  Richtungscosinus  sind 
*  dx  dy  dz 


Ydx^-^dy^-^dz^'         ^ Ydx^Tdy^^'  Ydx^'^dy^-hdz^ 

Der  Ausdruck  ydx^  -h  dy^  -+-  dz^  ist  der  Grenzwerth  von  y{^x)^-h{^yy-h{^')^ 

"JJd  ist  daher   der  Grenzwerth   der  Sehne  PP^  für   ein   verschwindendes  ^x; 

*^r  Grenzwerth  ist  (§  5,  No.  1)  das  Differential  ds  des  Curvenbogens;    man 

luualso 

^-  ds^  =  dx^  4-  dy^  -h  dz^  , 

kann  6.  ersetzen  durch 


j»  dx  dy  dz 

'"'^  =  07'     '""^  =  17'     ""'f  =  Ts- 

Die  Ebene,  welche  durch  P  normal  zur  Curventangente  gelegt  wird,  heisst 
^ormalebene  der  Curve  im  Punkte  P  Die  Gleichung  der  Normalebene 
'pebt  sich  aus 

cosf^  •  (5  —  :c)  -f-  coß^  '  (tj  —  j;)  -h  cosy  •  (C  —  «)  =  0 , 
»n  man  cos  ff  ^  cos^,  cosy  durch  die  proportionalen  Werthe  dx,  dy,  dz  ersetzt 
N^  dX'(i^x)  -h  dy-  (r^  —y)  -h  dz  -  {i:  —  z)  =  0  . 
Sind  die  Gleichtmgen  der  Projectionen  gegeben,  so  hat  man 
JVr«a  (6  — je)  -^  y(7i-^y)  -h  z'{:-^z)  =  0; 
Anschlass  an  die  Gleichungen  1.  ist 
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10.  N 


d/ 

dF 

dx 

dx 

df 

dF 

dy 

dy 

df 

dF 

dt 

dt 

(i-x) 

in-y) 


0. 


Die  Coordinaten  der  Normalebene  ergeben  sich  aus  9.  zu 
II.       «  =  ——. — !—. — -7-.       V  =  — : — i — : — i-.       iv  =    .    .    ....    .    ., 


X  -^yy  -h  z'z'  X  -^yy  ■+■  z's'  x  -hyy  -h  z^ 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  und  aus  den  Gleichungen 

die  Coordinaten  x,  y^  z  eliminirt,  so  erhält  man  zwei  Bedingungsgleichungen  für 
u,  V,  w]  diese  werden  von  den  Normalebenen  der  Curve  erfüllt,  sie  sind  mithin 
die  Gleichungen  der  von  den  Normalebenen  der  gegebenen  Raum- 
curve  umhüllten  abwickelbaren  Fläche. 

9.  Eine  abwickelbare  Fläche  ist  eine  Fläche,  deren  Berührungsebenen 
zwei  Bedingungsgleichungen  genügen.     Sind 

1.  /(«,  V,  w)  =  0,      F{u,  V,  w)  =^  0 

zwei  solche  Gleichungen,  so  erscheint  die  abwickelbare  Fläche  umhüllt  von  den 
gemeinsamen  Tangentenebenen  der  Flächen  /  =  0  und  /^  ==  0.  Eliminirt  man 
aus  1 .  einmal  w  und  dann  v,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen,  die  eine  zwischen 
u  und  Vf  die  andere  zwischen  u  und  w\  wir  wollen  sie  uns  in  der  Form  denken 

2.  z'  =  9(»),      tif  =  *(«). 

Es  sind  dies  die  Gleichungen  der  horizontalen  und  der  verticalen  Spur 
der  abwickelbaren  Fläche;  durch  diese  ist  die  Fläche  ebenfalls  bestimmt 

Die  Coordinaten  der  Ebenen  T  und  T^  mögen  den  Gleichungen  1.  gentigen, 
es  mögen  also  T  und  T^  Tangentenebenen  der  abwickelbaren  Fläche  sein.  Ist 
ü  irgend  eine  die  Gerade  TT^  enthaltende  Ebene,  so  ergeben  sich  die  Coordi- 
naten von  S  aus  den  Coordinaten  von  T  und  7\  zu 

u  =  Xw  -h  ji«! ,       D  =  Xz;  -»-  [LV^  ,       tt)  =  Xw  -f-  fjLWi  ,       X  -4-  |i.  =  1 . 

Hieraus  gewinnt  man 

u  —  «  =  X«  H-  jiWj  —  11  =  ji.(«|  —  ü) , 
Ü  —  V  ^=  \i(v^  —  v)  t       ti)  —  w  =  p.(«'i  —  w) . 
Hieraus    folgt,    dass   die  Coordinaten   jeder  die  Gerade  TT^   enthaltenden 
Ebene  den  beiden  Gleichungen  genügen 

u  —  u  D  —  V         \ß   —  w 

3.  =  =  , 

«I    —  U  Vy    —  V  Wi  —  W 

und  umgekehrt.  Diese  Gleichungen  sind  als  die  Gleichungen  der  Geraden 
in  Plancoordinaten  zu  bezeichnen. 

Setzt  man     »j  =  «-4-A«,       v^  ==:  v  -h  äkv ,      w^  ^^  w  -h  A«/ ,     so  gehen 
sie  über  in 
.  u  —  u       \>  —  V       ro  —  w 

Nähert  sich  bkU  dem  Grenzwerthe  Null,  so  nähern  sich  im  Allgemeinen  auch 
b^v  und  Aa/  demselben  Grenzwerthe.  Die  Gerade  TTy^  nähert  sich  dabei  im 
Allgemeinen  einer  bestimmten  Grenzlage  ®,  entlang  welcher  die  Ebene  T  die 
abwickelbare  Fläche  berührt.  Die  Gleichungen  dieser  Geraden  %  sind 
daher 
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5. 


u 


u 


Ü  —  V 


xo  —  w 


du  dv  dw 

Hierbei  bestimmen  sich  du^  dv^  dw  durch  die  aus  1.  fliessenden  Gleichungen 

df  df  df 

^  du  -h  ^  dv  -h  -r-  ^^  =  0 , 

du  Cv  cw 


oF  ^  cF  ^         dF  ^ 

ö~  du  -k-  -^^  dv  -\-  5 —  dw  =  0 , 
cu  cv  cw 


aus  welclien  folgt 


6. 


du  \  dv  \  dw  = 


a/ 

«/ 

hv 

dw 

cF 

dF 

m 

CV 

cw 

s/ 

d/ 

cw 

du 

cF 

dF 

• 

cw 

CU 

dv 
cF 


CU 

dF_ 

CU 


Cv 


Oder  man  zieht  aus  2.  die  Werthe  v'  und  «/'  und  hat  dann  die  Gleichungen 
von  % 

Ö  —  V  "^  —  w 

7.  U  —  «    = ; —   =   ~, . 

V  W 

EHminirt  man  «,  7/,  w  aus  den  beiden  Gleichungen  7.  und  aus  den  Gleichungen 

/(«,  2;,  ze/)  =  0,       F(u,  z;,  w)  =  0 , 
so    erhält    man    in    Plancoordinaten    u,    »,    w    die   Gleichung    der    von    den 
Geraden  %  der  abwickelbaren  Fläche  berührten  Rückkehrkante  der 
Fläche. 

9.  Wir  wenden  die  entwickelten  Formeln  auf  die  Schraubenlinie  und 
die  Schraubenregelfläche  an. 

Eine  Schraubenlinie  wird  von  einem  Punkte  beschrieben,  der  sich  auf  der 
Oberfläche  eines  Rotationscylinders  von  einem  bestimmten  Normalschnitte  und 
einer  bestimmten  Mantellinie  ausgehend  so  bewegt,  dass  sein  Abstand  von  diesem 
Normalschnitte  proportional  dem  Bogen  ist,  den  seine  Projection  auf  den  Normal- 
schnitt immer  in  derselben  Richtung  zurückgelegt  hat.  Wird  die  Cylinderachse 
zur  Z-Achse  genommen,  die  ^-Achse  durch  einen  Punkt  der  Schraubenlinie  ge- 
legt und  die  Schraubenlinie  so  beschrieben,  dass  sich  die  Drehung  in  der  Richtung 
von  der  positiven  -Y-Achse  nach  der  «positiven  K- Achse  mit  einer  Fortschreitung 
in  der  Richtung  der  positiven  Z-Achse  verbindet,  so  ist  nach  der  Definition 
z  =^  kf^^  wo  k  eine  positive  Constante  und  9  den  Arcus  des  Winkels  bedeutet, 
den  der  Radius  vector  der  Horizontalprojection  mit  der  -Y-Achse  bildet.  Ersetzt 
man  9  durch  9-1-21:,  so  geht  man  von  einem  Punkte  P  der  Schraubenlinie  zu 
dem  auf  derselben  Mantellinie  zunächst  darüber  liegenden  Punkte;  die  Z-Ordinate 
desselben  ist  ^9-+- ^-21:.  Der  Unterschied  beider  ist  die  Ganghöhe  der 
Schraubenlinie;  bezeichnet  man  diese  mit  h^  so  ist 

h  =  2ic>&. 

Da  nun  y  =  xtang^^  so  folgt  eine  Gleichung  der  Schraubenlinie  zu 

y 
z  =  k  Are  fang  -  ; 


1. 


die  andere  ist  die  Cylindergleichung 


X 


2. 


.2 


X*  -{'  y 


2  


a«  =  0, 


wenn  a  den  Radius  des  Cylinders  bezeichnet. 

In  Fig.  486  sind  zwei  Gänge  einer  Schraubenlinie  im  Aufriss  aufgezdchnet. 
Durch  Differentiation  folgt  aus  2.  und  1. 

X 

xdx  -4-  ydy  =  0 ,       folglich     J''  =  —  — , 


Difie  rentialrechnung. 


dz  ^  k 


xdy  —  ydx  k   , 


y 


A 


) 


(M.486.) 


4. 


cosy^  = 


.y^äTpynfT^a        y^a  _^  ^2 


Daher  sind  die  Gleichungen  der 
Tangente 

o         ^  — -^  _       ^  — >^  _       C  —  ^ 
j'  *  ie 

Der  Grundriss  der  Tangente  hat 
hiemach  die  Gleichung 

So:  -4-  T)^  ==  a>  , 

er  berührt  daher  den  Normalschnitt 
des  Cylinders,  wie  aus  geometrischen 
Gründen  auch  sofort  erhellt  Sind  E,  r. 
die  Coordinaten  der  Horizontalspur  der 
Tangente,  so  folgt  aus  3.  für  C  =  0 

und  daher  weiter 

Ersetzt  man  z  und  x^  -h  y^  durch 
k^  und  a^f   und   bezeichnet  die  Spur 
j  der  Tangente  mit  T^^  so  erhält  man 
PT^  =  Ä? ,     d.  i.  ==  Kreisbogen  /^j4. 

Hieraus  folgt:  Die  Spuren  der 
Tangenten  der  Schraubenlinie  auf 
einer  Ebene  normal  zur  Achse 
liegen   auf  einer  Kreisevolvente. 

Der  Winkel  /  der  Tangente  mit 
der  Schraubenachse  ergiebt  sich  aus  3.  zu 

k  a 


Die  Tangenten    der  Schraubenlinie    sind    also   gegen    die  Achse 
gleich  geneigt.     Die  Gleichung  der  Normal  ebene  ist 

y^  -x)^  x{r^  -y)  -  >t(C  -  «)  =  0, 
iV  —  j'?  —  OTT)  —  >t(C  —  ar)  =  0 . 
Die  Coordinaten  von  JV  sind  daher 


d.  i. 


5. 


«  =  — 
Hieraus  folgt  weiter 

w  k 


y_ 

kz* 


V   = 


X 

Tz' 


1 

«/  =  — 
z 


V  X         u  y 

w  k'         V  X* 

Daher   erhält   man  für  die  von  den  Normalebenen  umhüllte  abwickelbare 
Fläche  die  Gleichungen 


6. 


u 


2 


V' 


w 


o» 
k^ 


u 
kw  Are  fang—  -h  1  =  0  . 


Die  letzte  Gleichung  entsteht,  wenn  man  in  7<y  =  1  :  ä  die  Coordinate  • 
durch    kArctang{y  :  x) ,  und  hierin  y  :  x  durch  —  u  \v  ersetzt. 

Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir  über  die  auf  dieser  Fläche  gelegenen 
Geraden  am  einfachsten  dadurch  Aufschluss,  dass  wir  die  Gleichungen  zweier 
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benachbarten  Normalebenen  der  Schraubenlinie  bilden.    Die  durch  den  Punkt 

X  -h  dXf  y  -^  dy*    z  -^  dz  gehende  Normalebcne  hat  die  Gleichung 

N^  ^  (^y  -^  dy)  5  —  {x-^-  dx)i\  —  >&(C  —  «  —  </if)  =  0  . 

Durch  die  gesuchte  Gerade  NN^  geht  auch  die  Ebene 

M^iN^  —  N^dy^^  —  dx^t\-^  kdz  =  0 . 

Setzt  man  die  obigen  Werthe  von  y'  und  s'  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

dieser  Ebene 

M  Bm  xi  -\-  yri  -h  k^  =  0 . 

Mist  daher  normal  zu  OP',  und  schneidet  von  der  Verlängerung  von  OF* 
die  constante  Strecke  OQ'  =  k^  :  Yx^  -h  y^  ^  k^  \  a  ab. 

Zieht  man  durch  P  die  Gerade  PQ  parallel  und  gleich  /*'  Q\  so  enthält  N 
die  Gerade  PQ\  folglich  enthält  die  Gerade  NN^  den  Punkt  Q,  Bewegt  sich 
P  entlang  der  Schraubenlinie,  so  beschreibt  Q  eine  Schraubenlinie  von  derselben 
Ganghöhe;  bezeichnet  -f^  den  Winkel  der  Tangente  dieser  Schraubenlinie  mit 
OZ^  so  ist 


^^  y  a»        yjk^  -4-  a» 


Hieraus  folgt,  dass  cosy^^  =  siny,  dass  also  die  Tangente  der  von  ^be- 
schriebenen Schraubenlinie  mit  NJV^  zusammenfällt.  Wir  haben  somit  den  Satz : 
Die  Cuspidalkante  der  von  den  Normalebenen  einer  Schraubenlinie 
umhüllten  abwickelbaren  Fläche  ist  eine  coaxiale  Schraubenlinie 
von  derselben  Ganghöhe. 

Wenn  eine  Gerade  normal  zu  einer  andern  Geraden  sich  so  bewegt,  dass 
sie  diese  Gerade  und  eine  Schraubenlinie  schneidet,  welche  die  letztere  Gerade 
zur  Achse  hat,  so  nennt  man  die  von  der  bewegten  Geraden  beschriebene 
Fläche  eine  axiale  normale  Schraubenregelfläche.  In  Bezug  auf  das 
soeben  benutzte  Coordinatensystem  ist  die  Gleichung  dieser  Fläche 

y 

7.  «  =  k  Are  fang—  t 

so  dass  die  beiden  Gleichungen  der  Schraubenlinie  1 .  und  2.  dieselbe  als  Durch- 
schnitt dieser  Schraubenfläche  und  eines  Rotationscylinders  erscheinen  lassen. 
Aus  7.  folgt 

dx  "  x^-hy^'       dy^^'x^'+'y^' 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

J^y{i  —  ^)  —  J^x(7i  — >»)  -+-  {x^  ■+->'*)(:  —  »)  =  0 ,    oder 

8.  r  —  kyi  —  kxji  -f-  {x^  H->'*)  (C  —  xf)  =  0 . 
Diese  Eb^ne  enthält  die  Gerade,  deren  Gleichungen  sind 

C  ==  s,      ^6  —  jpT)  =  0, 
d.  i.  die  durch  den  Berührungspunkt  /'gehende  erzeugende  Gerade  der  Schrauben- 
fläche.   Der  Abschnitt  von  T  auf  der  -Y-Achse  ergiebt  sich  aus  8.  für  t)  =  C  =  0  zu 

ky 
Ist   p   der  Abstand   des  Berührungspunktes   von   der  Z- Achse,    und  9  der 
Winkel  (p,  x),  so  ist  x^  h-  j>»  =  p»,    y  =  ^sin(f,    *  =  Jk^,  und  es  folgt  daher 

t ?_    « 

51«  9     ^ 

Bewegt  sich  P  entlang  einer  erzeugenden  Geraden,  so  bleibt  9  ungeändert. 
Da  man  jede  erzeugende  Gerade  zur  A'-Achse  wählen  kann,  so  etg^eY^t  i\0^  ^^\ 
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Satz:  Die  erzeugenden  Geraden  der  axialen  normalen  Schrauben- 
regelfläche  werden  von  den  den  Punkten  einer  Erzeugenden  zuge- 
hörigen Tangentenebenen  in  Punktreihen  geschnitten,  die  der  Reihe 
der  Berührungspunkte  ähnlich  sind;  das  Verhältniss  entsprechenderstrecken 
ist  von  der  Ganghöhe  unabhängig. 

Wenn  eine  Gerade  G  sich  um  eine  Achse  so  bewegt,  dass  ihr  Winkel  a 
mit  dieser  Achse  und  ihr  kürzester  Abstand  b  von  ihr  unverändert  bleiben,  und 
die  gemeinsame  Normale  der  Achse  und  der  Geraden  G  eine  normale  axiale 
Schraubenfläche  erzeugt,  so  beschreibt  die  Gerade  G  eine  Seh  rauben  regelfläche 
allgemeinster  Art. 

Ist  ^  =  0  und  a  =  90^  so  beschreibt  G  eine  normale  axiale  Schraube;  ist 
^  =  0  und  a  ^  90°,  so  bezeichnet  man  die  erzeugte  Fläche  als  schräge 
axiale  Schraube;  zur  Unterscheidung  hiervon  hat  man  die  Schraubenregelflächen, 
für  welche  ö  von  Null  verschieden  ist,  als  geschränkte  Schrauben  bezeichnet 

Verfügt  man  über  das  Coordinatensystem  in  Bezug  auf  die  von  b  erzeugte 
Schraubenfläche  so  wie  vorhin,  wendet  dieselben  Bezeichnungen  an,  und  be- 
trachtet die  Gerade  G  in  der  Lage,  in  welcher  b  und  OX  den  Winkel  ^  ein- 
schliessen,  so  hat  der  Grundriss  von  G  die  Gleichung 

cos^  •  X  -»-  sin^  '  y  —  ^  =  0,     oder 

b 


9. 


X 


sm^ 


Es  sei  Q'  der  Grundriss  von  Q]  man  ziehe  durch  Q*  Parallelen  zu  G  und 
OXf  mache  Q*A  =  \  und  bestimme  die  Projectionen  B  und  C  von  A  auf  die 
A'K-Ebene,  bez.  die  Parallele  zu  OX;  dann  ist 

Q'B  =  sma, 
Q'C  =  Q'Bsinr^  ^  sinasm^. 
Nun  ist  aber  Q'  C  =  cos  (G,  x) ;  da- 
her hat  man 

cos  (G,  x)  =  sina  stn^. 
DieCoordinaten  von  Q  sind  x^-^bcos^ 
und   Zq  =  kf^\    daher  ist  die  Gleichung 
der  Projection  von  G  auf  die  -AfZ-Ebenc 
z  —  kf^        X  —  b  cos^ 
cosa  sina  sin ^    * 

woraus  sich  ergiebt 

COtd 


z  = 


stnf^ 


X  —  bcotficotf^  -<-  it<p. 


G  ^=  —  cot^, 
1 


(M.  487.) 


//   = 


G  =  -. 


stn^^ 


B'  =  ^ 


sm^ 
bcos^ 


^  = 


sin^  r^ 


g'  =  - 


Im  Vergleich  mit  den  Bezeichnungen 

in  No.  4  ist  also  jetzt 

cot  d 

- :—    ,  A  =  —  bcota  cotm  4-  i?i 

stnt^  ^         ^ 

cot  OL  COSf^ 


sin^  cp 


,,       bcota 
h  =  -.— g- 


k. 


10. 


F'olglich  ist  die  CJleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  x,  y^  z 

(cot  OL 


\  ,^         .        fcotfi  cos^  bcotd         \  . 

c  +  kcot^^  (?  -  ^)  -  \^-^,-    X  -  j-.^,-^  -  k)  (^  -y) 

(1  bC0Sfb\  , 


cp  sin^  tp^ 

Um  die  Construction  der  Tangentenebene  in  einem  Punkte  J^  der  Geraden 
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G  zw  erledigen,  gentigt  es,  die  Spur  derselben  auf  der  durch  Q  gehenden  Normal- 
ebene  zur  Achse  anzugeben;  und  es  reicht  aus,  dabei  eine  die  Gleichung  10. 
vereinfachende  besondere  Lage  von  G  vorauszusetzen. 

TZ 

Wir  wählen  dazu  die  Lage  ^  =  — .     Ist  ö^  =  ''1  so  ist  dann 

X  =i  rsina,      y  =  d,      z  -^^  k  -^  -{-  rcos  1, 
Die  Gleichung  von  T  wird  unter  diesen  Voraussetzungen 
r  cos  fx{^  —  r  sin  a)  -{-  {b  cot  fi  -\-  k)  {r^  —  b)  —  r  j/«  a  (  C  —  k  ^  —  rcosoA^^^O, 

Die  Gleichung  der  Spur  dieser  Ebene  auf  der  durch  Q  gehenden  Horizontal- 
ebene  erhält  man  durch  die  Substitution  C  =  >&  ^^ ;    es  entsteht 

IL  rcosd  5  4-  {öcotoi  -h  >fe)  (i]  —  ^)  =  0 . 

Diese  Gerade  schneidet  von  der  -Af-Achse  die  Strecke  ab 

___  b  {pcotfi  -H  '^)  __  b{b  -^  ktangfi)  __  ^  (^  -h  ktangfi) 

rcosfi  rsinfi  x 

Ist  Q^  =  x^  und  macht  man^i?  =  kiangfi^     QM  -L  ^^,  so  ist 

OQ.OM  ^  Q'^.QR, 

mithin    ist  OM  rsi  m^    und  daher  QM  die  gesuchte 

Spur  der  Tangentenebene  auf  der  durch  Q  gehenden 

Horizontalebene. 

Die  Gleichung  11.    liefert   nur   dann    ein    von  r 

unabhängiges  Resultat,  wenn 

b 
bcotfi  -H  >^  =  0,      tangi,  =  —  -r , 

d  i.  wenn  die  Gerade  G  die  von  Q  beschriebene 
Schraubenlinie  berührt.  Da  in  diesem  Falle  die 
Tangentenebene  die  Fläche  entlang  der  ganzen  Ge- 
raden G  tangirt,  so  folgt,  dass  alsdann  die  Seh  raub en- 
fläche  abwickelbar  ist.  (M.4880 

10.  Zu  den  Entwicklungen  dieses  Abschnittes  Hlgen  wir  noch  folgende 
Beispiele. 

A.  Die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  einer  Fläche/,  d.  i.  des  Ortes 
der  Fusspunkte  der  Lothe,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  A  (Pol)  auf  die 
Tangentenebenen  von  /  gefallt  werden,  wird  erhalten,  indem  man  die  Gleichung 
der  Fläche  /  in  Ebenencoordinaten  für  A  als  Nullpunkt  bildet,  und  in  derselben 
»,  Vt  w  durch  die  Quotienten  ersetzt 

?»  H-  ijä"  +  c« '     e«  4- 1)*  -h  c» '     «»  H- 1)»  +  c» ' 

Die  Fusspunktfläche  von  ax*  +  by^  +  et*  —  1  =  0  filr  den  Nullpunkt  als 
Pol  ist 

I*  Tl»  C' 

-  +  \  -¥■--  («»  +  1)»  -H  C»)»  =  0. 
a  o  c  *  ' 

Die  Fusspunktfläche  einer  Regelfläche  wird  durch  Bewegung  eines  veränder- 
lichen Kreises  beschrieben. 

B.  Eine  Rotationsfläche  entsteht  durch  Rotation  einer  Linie  um  eine 
Achse.  Alle  ebenen  Schnitte  einer  Rotationsfläche  normal  zur  Achse  sind  Kreise 
(Parallelkreise),    welche    die    Spuren    der   Achse    auf .  der    Schm\Xe\>^ti<&    xa 
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Centren  haben;  die  ebenen  Schnitte,  welche  die  Achse  enthalten,  sind  congruent 
und  heissen  Meridiane;  die  Fläche  kann  durch  Rotation  eines  Meridians  erzeugt 
werden.  Wird  die  Rotationsachse  zur  Z-Achse  gewählt  und  hat  ein  Meridian  in 
Bezug  auf  die  Z-Achse  und  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Jf-Achse  die 
Gleichung  /(«,  j:)  =  0,  so  ist  die  Gleichung  der  Rotationsfläche 

Die  Normale  einer  Rotationsfläche  schneidet  die  Achse;  die  Normalen 
sowie  die  Tangentenebenen  der  Punkte  desselben  Parallelkreises  gehen  je  durch 
denselben  Punkt  der  Achse. 

C.  Eine  Fläche,  deren  Radienvectoren  reciprok  den  auf  derselben  Geraden 
liegenden  Radien  einer  gegebenen  Fläche/  sind,  heisst  die  Reciprokalfläche 
der  Fläche/  (in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  als  Pol).  Aus  der  Gleichung /(jr,;',«) 
=  0  folgt  die  Gleichung  der  Reciprokalfläche  zu 

•^  V?*  ■+-  ^*  -h  c» '     e»  4-  T,«  -h  c« '     5»  -4- 1)»  -h  cv 

wobei  P  und  11  auf  demselben  Radius  liegen. 
Bildet  man 

f        ^f       ^   dx  ty^  dz 

/c  =  7^  ^fx  ^y  -^  fy'^  "*"  /«  ^5  '     "•  s-  ^• 

so  erkennt  man,  dass 

/e .  ^  4-  A  .  K  -<-  /c  •  Z  —  r  2  (/r  •  A-  -h  /,  .  F  H-  /,  .  Z ) 
-  2r»  (A  •  Jc  -h  fy  •  J'  -h  /.  •  «)  (eA-  -^  T,  K  4-  CZ). 
Die  Tangentenebenen  zweier  Reciprokalflächen  in  entsprechenden  Punkten 
schneiden  daher  eine  Normalebene  des  Radius  dieser  Punkte  in  parallelen  Geraden. 

Ferner  ist/^»  4-/t,>  -h/c*  =  \  (/r*  -H //  -h /,,»).    Hieraus  findet  man, 

dass  die  Normalebene  des  Radius  zweier  zusammengehöriger  Punkte  mit  den 
Tangentenebenen  in  diesen  Punkten  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  einschliessL 
Die  Reciprokalfläche  der  Fusspunktfläche  eines  Ellipsoids  E  —  beide  Male 
filr  das  Centrum  als  Pol  —  ist  ein  coaxiales  Ellipsoid,  dessen  Achsen  den 
gleichgerichteten  Achsen  von  E  reciprok  sind. 

§  7.    Höhere  Differentialquotienten. 

1.  Mit  Rücksicht  auf  weitere  Differentiationen  wird  der  Differentialquotient 
einer  Function  y  einer  Variabein  als  der  erste  Differentialquotient  von;' 
bezeichnet. 

Unter  dem  zweiten  Differentialquotienten  von  y  versteht  man  den  Differential- 
quotienten des  ersten  Differentialquotienten;  unter  dem  dritten  Differentialquotienten 
versteht  man  den  Differentialquotienten  des  zweiten  Differentialquotienten  u.  s.  w., 
allgemein  unter  dem  «ten  Differentialquotienten  den  Differentialquotienten  des 
(« — l)ten  Differentialquotienten.  Aus  dieser  Definition  folgt  sofort,  dass  der 
«te  Differentialquotient  des  wten  Differentialquotienten  von  y  gleich  ist  dem 
(«-»-w)ten  Differentialquotienten  von  y.  Den  2ten,  3ten,  4ten,  .  .  .  »ten 
Differentialquotienten  von  y  bezeichnet  man  mit  y\  y ',  j'"",  .  .  .  y*);  man  hat 
daher 

y   -  dx'     y    -  dx'      y           dx'  ■  ■  •  y             dx    ' 
dy  =  y'dx,      dy'  =  y"dx,      dy"  =  y'"  dx 


r  ■ 
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Wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung 

dy  =  y^  dx 
differenzirt  und  dabei  dx  als  constanten  Faktor  ansieht,   so  erhält  man 

d{dy)  =  dy^  •  dx\ 
in  Folge  der  Gleichung  dy'  ==  y^^  dx  entsteht  hieraus 

d{dy)  =  y'dx^. 
Statt  des  unbequemen  Zeichens  d{dy)  setzt  man  das  kürzere  ä^y,*)  wobei 
aosdrücklich  zu  bemerken  ist,    dass  dieses  Zeichen  die  Voraussetzung  enthält, 
dass  bei  der  zweiten  Differentiation   der  von  der  ersten  herrührende  Faktor  dx 
ik  constant  betrachtet  werden  soll.     Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man 

dx^  ^  ' 
Diese  Darstellungsweise  lässt  sich  auf  beliebig  hohe  Differentialquotienten 
losdehnen.  Versteht  man  unter  d^y  den  Ausdruck,  den  man  erhält,  wenn  man  j^ 
Äfferenzirt,  das  Resultat  wieder  differenzirt  und  diese  Differentiationen  so  oft 
liederholt,  bis  man  im  Ganzen  n  ausgeführt  hat,  und  bei  allen  diesen  Differen- 
tiationen dx  als  constanten  Faktor  behandelt,  so  ist 

Denn  nimmt  man  an,  diese  Formel  gelte  flir  einen  bestimmten  Werth  von  n, 
10  hat  man  zunächst  nach  der  Voraussetzung- 

d**y  =  /.^)dx'* ; 
[fach  Differentiation  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  dabei  dx  als  constant  gilt 

d{d**y)  =  //y«)  •  dx''. 
Wenn   man   hierin   ///«)  =  y»+i)//^   substituirt,    und  d{d*^y)   durch  //«+ij' 
[«Klzt,  so  ergiebt  sich 

^«+lj;  =  y«+l)^/ji:«4-i,     also      ,   ^^^^  =  y^+i) . 

Da  nun  die  Formel  für  «  =  2  erwiesen  ist,  so  gilt  sie  auch  für  «  =  3,  4,  5  .  . 
ftöhaupt  für  jeden  Werth  von  n. 

Diese  Bezeichnung  höherer  Differentialquotienten  einer  Veränderlichen  wird 
Litt  häufigsten  angewendet. 

2.  Höhere  Differentialquotienten    einer  Potenz.     Durch    successive 

|Ä8erentiation  erhält  man  leicht 
.  •)  d^ix'^^  d'Hx**') 


d^Cx»^) 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kommt  man  endlich  auf 

^^^  =  »I  (»I  —  1)  (w  —  2)  (»« —  3)  .  .  .  4  .  3  .  2  •  1 . 

Da  der  mte  Differentialquotient  von  x  unabhängig  ist,    so  folgt,    dass   der 

|l'+l)te,  sowie  alle  höheren  verschwinden. 

3.  Höhere  Differentialquotienten  des  Logarithmus. 

d/x         1  d'^/x        d"-^(x-^) 

Aus  -T—  =  —    folgt      ,       =       ,   ^_^     ,   also  hat   man  durch  Anwendung 

*  in  No.  2  Gefundenen 


hodigestdlte  2   hinter   dem   Zeichen  d   ist   hier   ein   Wiederholungszeichen;    Ver- 
Potenzerponenten  ist  nicht  zu  befürchten. 
te  liidMnatik.    Bd.  IL  29 
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^  =  (-l)-i-l. 2. 3,. .(«-!)*-«. 

4.  Höhere  Differentialquotienten  der  Exponentialgrösse. 

de* 
Da  -^  =  t* f    so  folgt 

=  e* 

dx^ 

Die  Exponentialgrösse  e*  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Differential 

quotienten  der  Function  gleich  ist. 

5.  Höhere  Differentialquotienten  von  sinx  und  cosx.     Man  hat 

dsinx  dcosx  j    ,  i 

— -T —  =         cosXf        — -T —  =  —  smx  t       und  daher 

d^sinx  d^cosx 

d^sinx  d^cosx 

d^sinx  d^cosx 

—  =         stnx .         — ,   .      =         cosx . 

Somit  ist  man  beim  vierten  Differential  quotienten  wieder  zur  ursprilnglichei 

Function  zurückgekehrt.     Man  erkennt  hieraus  folgende   Regel:     Um  den  wtei 

Diflferentialquotienten  von  sinx  und  cosx  zu  erhalten,   dividire  man  n  durch  4 

je  nachdem  der  Divisionsrest  p  die  Werthe  hat 

p  =  1,     2,     3,     0, 

d>*sinx 

ist  —3 =        cosx.       — smx,       — cosx.       smx , 

dx" 

d**  cosx 

— 7 =  — sinx.       — cosx,  sinx,       cosx. 

dx*'  ' 

Man  kann  diese  Regel  in  die  Formeln  zusammenfassen 

d^sinx  .    ,  .  d"cosx  ,  . 

-j^  =  sm  (1  /7ir  -{-  x) ,       -^-^^^     =  cos  (.{ n- -^  x)  . 

G.    Höhere  Differentialquotienten  von  tangx. 
Man  hat  zunächst 

d  tangx  1 


dx  cos^x 


=   1  -h  /ang^  X  . 


Daher  ist  weiter 


— ^-y—  =  2tangx{\  -^  tang^  x)  =  '2. tangx  -1-  Itang^x, 

d^  tanp  X 

— --    *      =  (2  -+-  2  •  Sfang^x)  (1  -1-  tang'^  x)  =  2  H-  H/ang^x  -+-  ^tang*x, 

— .    *      =  (8  .  "Itangx  -f-  6  •  Atang^x)  (1  -i-  tang'^ x) 

=    IG/^w^^'^.r  -h  40//7/;^^'*.T  -^  24 /ör;/^;^'' .r  , 

—1-^    =  (IG  -h  40  •  ^tang'^x  -+-  24  •  :)tang^ x)  (1  -h  tang^ x) 

=    16  -<-    136  tang^x-^   240  /ä;^^a: -h  120ä7«^a:. 
Auf  diesem   Wege  kann  man   beliebig   weit  vorwärts  gehen;    freilich  erbäli 
man  keinen  Aufschluss  über  das  Bildungsgesetz  der  Zahlenfaktoren,   und  finde 
einen    höheren    Differentialquotienten    der   Tangente    nur,    nachdem    man   alk 
niederen  nach  einander  berechnet  hat. 
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In  Be^ug  auf  die  höheren  DifTerentialquotienten  der  cyklometrischen  Func- 
tionen  verweisen  wir  auf  spätere  Entwicklungen. 

7-     Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  man  den  nten  Differentialquotienten  eines 
Produktes  uv  zweier  Functionen  von  x  aus  den  DifTerentialquotienten  von  u  und  v 
berechnet.     Durch  wiederholte  Differentiation  hat  man  zunächst 
^Yuz'  dv  du 

d^uzf  d!^v  du     dv        d^  u 

djc^     ~  ""  d^  '^  "^  di'  dx'^  d^^^' 

tf^uv  d^v  du     d^v         ^   d^u     dv        d^u 

d^""     ~  ""  d^  '^  ^^  Tx''d~^^  '^  ^^  Jx^'Jx'^  J^^''^'' 
//♦  U7^  d^v  du     d^v  d^  u     d'^  V  d^  u     dv         d^  u 

dx^  dx^  dx     dx'^  dx^^     dx^  dx'-^     dx        dx* 

Diese   Entwicklungen  entsprechen  der  allgemeinen  Formel 

~dl^  ~  ^^dx^~^\\)dx'  dx"'^  "^  yijdx^  '  dx"  -'^  "^  W^^  *  '/^v—3 

/n\  _  n^{n—  1)  .  .  (//  —  /--hl) 


wobei 


1  •  -J  .  .  .  .  /& 

Um  die  unbeschränkte  Gültigkeit  derselben  nachzuweisen,  nehmen  wir  an, 
sie  gelte  für  einen  bestimmten  Werth  von  //  und  entwickeln  daraus  den  nächst 
höheren  Differentialquotienten;  wir  erhalten 

■     i/^-^tuv         /    d^-^^v        du  d"v\        ///\  /du  d"v       d*^  u  d»    ^rA 
J^^^TT  =  V,    ^dx^"^  "^  dx  dy»)  ^  \\)  \dx  dx"  "^  dx^  dx»    V 

/n\  /d^  u     d»  -1 V       iP  //     d"   '^7'\ 
■^  V2y  vi»  '  dx'^^  "^  ~dx^^  '  dx^'-y  ^ 


^  ir/jc«+l   "^  r     '    Viyi     dx     dx»    '     IV 17    '    V2y|  dx^     //a:«-l 


^»H-i?;        r  //zX"!     du     d»v        [//A        ///V]  d-u     d"-^v 

)]'  dx'  dx»  "^  \\\)  "^  V2/J  Jx^ 
d»  '^v       l/n\       ///M  d^  u    d"-^v 
sJl  d'x^  ' 
Da  nun  bekanntlich 


[.  -  0]  •  t  •  Z  - 1.(0  -  (0] 

\/n\        /«M  d^ti     d»   '^v        \/n\       /n\\  d^  u 

LU  ^  WJ  dxi '  rx»-^2  -^  K:J  ^  WJ  dx^ 


dx"-^ 


H- 


G:,)-G)=Cr). 


so  bat  man 

jn-^-Xuv  d^-^^v        fn  -h  1\  du     d"v        fn  -+- 1\  d"^  u     d''-'^v 


-r   =  u 


(;/  -h  1\  du     d"v        fn  -+- 1\  d^  u 
1     )  dx'  dx»  ^  V    2     /  äx^ 


dx^-^^  dx''^^        \     \     J  dx     dx»        \    2     )  dx^     dx» -'^ 

Gilt  also  die  Formel  1.  für  einen  bestimmten  Werth  von  n,  so  gilt  sie  auch 

für   den    nächst  höheren;  da  sie  bereits  für  «  =  2,  3,  4  erwiesen  ist,   so  folgt, 

dass  sie  für  jeden  Werth  von  n  gültig  ist. 

8-     Wir  wenden  dies  an,  um  den  «ten  Differentialquotienten  von  arc  tangx, 

arc  sin  X  und  {arc  sinxy  (ur  den  besonderen  Werth  a  ==  0  zu  erhalten. 

A.     Aus  der  Gleichung 

darc  tangx  1 

d~x         ^  1  ^x^ 

folgt 

^,  darc  tangx 

Bildet  man  den  (« — l)ten  Differentialquotienten  der  linken  Seite,  so  erhält  man 
^^d*arctangx         .        .       d»-^arc tangx      .       ^.  .  d»-^urctangx 

Daher  hat  man  die  Gleichung 

29* 


c 
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Wenn  man  den  Wertli,  den  ein  DifFerentialquotient  für  :c  =  0  hat,  durch 

*d^  arc  tangx\ 

bezeichnet,  so  findet  man 

(d^  arc  Uingx\  ,         ,  ^  ,         ^^  /d»-^arc  tangx\ 

Da  nun 

(d arc  tätig x\  fd^  arc  fang x\  

so  folgt,  dass  der  «te  DifFerentialquotient  von  arctangx  für  ein  gerades  n  und 
für  jc  =  0  verschwindet;  während  für  ein  ungerades  n 

(d^arctangy\         ,      .x^n^   .     «     «     ,         ,         .x 
— ^^)^=(-l)2.1.2.3.4...(«-l). 

darc  sinx  1 


B.   Aus  der  Formel 


folgt  zunächst 


dx  yi  —  jc^ 

/ j     darc  sinx 

i/r=:^ .  — -^-— =  1 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  erneute  Differentiation 

X  darc  sinx  , -d^  arc  sinx 

und  mithin 

^^d^  arc  sinx  darc  sinx 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  («  —  2)  mal,  so  erhält  man 

.^d**  arc  sinx         ^,         ^^    d*'-'^ arc  sinx         ,         ^.   .  d^-'^ arc  sinx 

(^  -  *')  -- ^^^^i 2(«  -  2)*  -    j^, («  _  2)  («  -  3)  -  -^^-3,- 

d"-^arcsinx         ,         ^^d^-"^ arc  sinx 

-  *^ ("  -  2)        rf:.-2        =  0, 

oder  zusammengerechnet 

^^d^  arc  sinx         ,             ,     d''-'^  arc  sinx         ,         ^^.d"*-^  arc  sinx 
^'-'''^^- (2«-3)^-— ^^^^=1 («-2)»  -7^2—  =  0- 

Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  den  «ten  Differentialquotienten  von  arc  sinx 
aus  den  beiden  nächst  niederen  ableitet.     Für  jc  =  0  hat  man  insbesondere 

*d^  arc  sinx\         ,  _.„  d*^-"^ arc  sinx 


(d^  arc  stnx\ 


dx^-^ 
Da  nun  bekanntlich 


(darc  sin  x\  fd  ^  arc  sin  x\ 


so   folgt,   dass  der  «te  Differentialquotient  von  arc  sinx  für  jc  =  0  und  für  ein 
gerades  n  verschwindet,  während  man  für  ein  ungerades  hat 

(d^arcsinx\  „       «       „       „ 

^___)^=1..3».5^.7=....(«-2)«. 

C.    Setzt  man     u  =  {arc  sin  xy,  so  ist 

du  2«  r- du  

dx        t/i ^ '       r  *  ^^  » 

X  du  , d*^  u  1 

^  ^/Yzr^. .  ^     ^  ^^^     folglich 


^i  _  ^pj     </*         ^  dx^  ^1  _  ^J  ' 
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d^u  du 

Wird  hiervon  der  («  —  2)te  Differentialquotient  gebildet,  so  erhält  man 

d*u  d^—^u  d*^~^u         d^~^u  d^~^u 

;i-.»)^--2(«-2).^^,^(«-2)(«-3)^^-.^-,-(«-2)^^3  =  0. 

Hieraus    folgt    zur    Berechnung    von    d*^u  :  dx*"    aus    den    vorhergehenden 
Differentialquotienten 

Insbesondere  erhält  man 

fd^jarc  sinxY\  fd^-\arc  sinxy\ 

\   d^~)r^''''^\   dx^-\  A 

Da  nun,  wie  aus  den  ersten  Formeln  leicht  sich  ergiebt 

(d{arc  sinxy\  fd^jarc  sinxy\  _ 

di    )  =  ^ '  \r^^    )-  ^ ' 

0  folgt,  dass  der  «te  Diiferentialquotient  von  {arc  sinxy  für  ^  =  0  und  für 
jdes  ungerade  n  verschwindet,  während  für  jedes  gerade  «,  das  grösser  als  2 
»t,  die  Formel  gilt 

(^'^"'^^r^')  =  2  ■  2«  ■  4»  ■  6»  .  8'  ■  ■  .  («  -  2)'. 

9.    Höhere    Differentialquotienten     einer    Function     von    einer 
^'unction. 

Ist)'=  F{u)  und  u  =  9(^)1  so  erhält  man  durch  wiederholte  Differentiation 

unachst 

dx   -  du""  ' 

d^y       dF   „        d^F      ,^ 


dxi  -  du'^     ^  du^ 

d^y       dF   „,  d^F  ,  „        ^^-^  ,, 


^y       dF  d^F  d^  F  d^F 

Hiemach  übersieht  man,  dass  allgemein 
j  dny  __dF  d^F  d^  d-F 

dx^  -  //«  •  ^'  "^  l^^''  "^  //«3  ^8  -^  •  •  -»-  du-  ^^  ' 
worin  die  Xk  Functionen  von  x  sind,   die  nicht  von  der  besonderen  Art  der 
Function  F  abhängen.     Man    kann    daher   diese  Xk  ermitteln,    indem    man   in 
'onnel  1.  die  Function  F  specialisirt.     Setzt  man  F{ji)  =  «",  so  erhält  man 

^  =  nu--^X^   -+-  «(«—  1)«'«-2A'2  H-  n(n—  1)  («  —  2)  »«-3  A'j  -^  .  .  .  , 
fofüi  wir  setzen  wollen 

'  dass  nun  C/^ ,  6^2»  ^3  •  •  ^^  bestimmen  sind.  Um  die  links  angedeutete 
fferentiation  auszuführen,  bemerken  wir  zunächst,  dass,  wenn  z  und  /  von  ein- 
der  unabhängig  sind,  und  z  -h  ^  ^=  7V  gesetzt  wird,  die  Gleichung  gilt 

d'^{w)  __  d'^^{z  -h  /) 
d-w  ///» 

Setzt  man  für  w  einen  besonderen  Werth  IV,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
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erst  ^(«/)  nach  7v  «mal  difFerenzirt  und  dann  w  durch  W  ersetzt,  oder  ob  man 
ip(/F)  in  Bezug  auf  IV  diflferenzirt.  Wählt  man  insbesondere  fV  =  z,  also  /  =  0, 
so  erhält  man 

^'  dzn       -     [  dtn         J,' 

wobei  rechts  durch  die  angehängte  Null  ausgedrückt  werden  soll,  dass  man  nach 
geschehener  Differentiation  /  =  0  zu  setzen  hat.     Insbesondere  ist  also 

=    L  'dT-  Jo* 


4. 


dx*^ 
Rechts  benutzen  wir  die  Identität 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 
Hiemach  ergiebt  sich 

und  daher  durch  Differentiation  nach  / 
Daher  ist  in  Rücksicht  auf  3. 

-  ^  -  G)"-'(SX- ©-<^X-  G)«-<^X 

Vergleicht  man  dies  mit  2.   und  setzt  fiir  0  den  Werth  zurück,   so  erhält 
man  für  die  gesuchte  Function  Uk  den  Werth 

Entwickelt  man  rechts  nach  dem  binomischen  Satze,  und  beachtet,  dass  nach  3. 

dt**        )q^      dx**      ' 
so  erhält  man 

d**uk        (k\       d'u^'-'^        rk\      df^u^-'i  ,   /    ^    \    ^  y*^ 

7  %  =  ^.  ~ vi>  ^^''  ^ y^'  -^« ^  =*^U- ij^'-v^- 

Insbesondere  erhält  man  aus  6.  oder  7. 

*  d^j;"  ^jc«  ^^«  tfa:« 

Die  ursprünglich  gestellte  Aufgabe  ist  hiernach  auf  die  einfachere  zurück- 
geführt: Die  //ten  Differential (jucticnten  der  Potenzen  von  u  von  der  ersten  bis 
zur  //ten  zu  bestimmen;  mit  Hülfe  dieser  Werthe  gewinnt  man  die  Functionen 
Uk*)  und  hat  schliesslich  (1) 

^'    dx'^~~^    du    ~^l'2"~du^     ^i-2.3'     du^    "^      '"^"1.2.3... /i'     du"    ' 
Betreffs  der  Anwendungen   dieser  Fornicl   begnügen  wir  uns  hier  mit  einem 
Beispiele. 

Für  u  =  x^  hat  man 

9(^4-/;    —  fp(ji')  =  /(2ji:4-/), 
und  daher 

*)  IIOPrE,  Theorie  der  independenten  Darstellunji^  der  höhern  DifTerentialquotienten,  Leip- 
zig  /S45.    ScHLÖMiLCli,  Compendium  der  höhern  Analysis.     3.  Aufl.  Braunschweig^   Bd.  2,  pag.  I. 
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^*  =  l 1^ Jo- 

Wendet  man  rechts  die  Regel  fiir  den  Differentialquotient  eines  Produkts  an 
(No.  7),  so  verschwinden  durch  die  Substitution  /  =  0  die  ersten  >^  Glieder,  weil 
sie  eine  Potenz  von  /  zum  Faktor  haben,  und  es  bleibt  nur  das  {k  -h  l)te  Glied. 
Man  erhält 


J  TT         /n\d**-^{2x^tY 

Uk  -= 


=(:)Ci,)(«->*)K2.)^-''. 


n 
Auch  dieses  verschwindet,  sobald  k  <.  -^ »     Der  Zahlenfaktor  ergiebt 


C)C1*)<-^)'- 


«(«  —  1)  («  —  2)  ...  («  —  >^  H-  1) 


1  .2-3.  .  .(2>^  — «) 
Folglich  ist  der  gesuchte  Differentialquotient,  wenn  man  die  Reihenfolge  der 
Glieder  in  8.  umkehrt 


1  . 2  ^^^  //««-2 


1.2-3  ^  ^  du^-'^ 

Setzt  man  insbesondere  F{x^^  == ö»   so  hat  man 

^     ^  1  -h  JC' 

d'^Fiu)  /    1    \ 

^^7^-  =  d^'^f  I — ^j  :  du'^  =  //'«(l  -h  «)-i :  d{\  -h  i^)*«  =  (—  ly'ml  (1  -h  «)-'«-i. 

Beachtet  man  femer,  dass 

1  darctangx 

n+Ti^  ^         Jx        ' 
so  folgt  schliesslich 
//«+itfrr  tangx _  (^1)«  n\  \    i^x)**  fn— 1\      (2jp)''-2         /« —  2\     i^xy-^ 

/« —  3\      (2jc)«-6  /« — 4\      (2j:)''-8 ^ 

""V    3    >/ (H- X«)— 3  "^  V    4    Al-^--^*?-*        '"/' 

10.  Die  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnitts  lassen  sich  noch  unter  einem 
anderen  Gesichtspunkte  betrachten. 

In  Gleichung  8.  ist  in  einer  Function  F  die  unabhängige  Veränderliche  u 
durch  eine  neue  Unabhängige  x  gemäss  der  Gleichung  u  =  ^{x)  ersetzt,  und  die 
Gleichung  lehrt,  die  Differentialquotienten  von  y  =  F[c^(x)]  in  Bezug  auf  die  neue 
Unabhängige  x  aus  den  Differentialquotienten  von  F{u)  in  Bezug  auf  u  und  aus 
den  Differentialquotienten  von  u  =  rf{x)  in  Bezug  auf  x  zu  finden.  Stellt  man 
die  Gleichungen  8.   für   «  =  1,  2,  3  .  .  .  «    auf,    so    erhält  man  n  Gleichungen, 

welche  die  Grössen 

dF{u)    d^Fju)     d^Fju)     d^Fju)  d*'F{u) 

du     '      du^     '      du^     '      //«*     ,  .  .  .  .      ^^„ 

linear  enthalten.     Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  diese  Grössen  berechnen, 

und  erhält  sie  dann  ausgedrückt  durch  die  Differentialquotienten  von  F  in  Bezug 

auf   die    neue  Unabhängige  x   und    durch    die  Differentialquotienten   von    f^(x). 

Die  Auflösungen  des  genannten  Systems  sind  somit  die  zur  Vertausch ung 
der  unabhängigen  Veränderlichen  nöthigen  Formeln. 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  diese  Formeln  in  aller  Allgemeinheit  zu  ent- 
wickeln  und  begnügen  uns,   die  ersten   vier  Differentialquotienten  anzugeben*). 

•)  Wegen  der  vollständigen  Formeln  vergl.  Scm,ÖMU.CH,  G>mpendiuin,  Bd.  2,  pag.   i6. 
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Man  erhält  durch  successive  Auflösung  der  ersten  Formeln  des  vorigen  Ab- 
schnitts, wenn  man  jF'[(^(x)]  mit  y  bezeichnet 

dF{u)  _  y 

äu       ""  »" 
d^F{u)  _  u'y"  —  u'y 
äu^     ""  «'3 

du^     ~  «'•» 

^^~  =  ^^-[«'3/'"  — 6«/'««"y"  — (4«'*«"'H-2U"»i^')y' 

_  («'2«""  _  10«'«"«"' H-  lö«"3)y]. 


11.     Functionen     von     mehreren    unabhängigen    Veränderlichen. 
Ist  z  eine  Function  mehrerer  Variabein  x^  y  .... 

«  =  /(-^i  y )  I 

und  bildet  man  den  partialen  Diflferentialquotienten 

dx 
und  hiervon  den  partialen  Differentialquotienten  nach  einer  andern  Variabehi;', 


^'•^y' 


so  wird  das  Resultat  mit 


dxdy 

bezeichnet,  so  dass  man  die  definirende  Formel  hat 

d^z  d  dz 

dx  dy  ""    dy  dx    ^' 
Allgemeiner  definirt  man 


dx^  cy^  dfi . .  ,         '  '  *  dfi     dy^     cx^  ' 
Für    diese    höheren    partialen   Differentialquotienten    gilt   der  Satz:     Es  ist 
gleichgültig,    in    welcher    Reihenfolge    die    Differentiationen    vorge- 
nommen werden.     Wir  beweisen  dies  zunächst  für  zwei  partiale  Differentia- 
tionen.    Man  hat 

'il  ^  ii,„  /(-  +  ^-'  y'  ■  ■■)  -  /(-•  ■>''•••) ,       und  daher 

CX  LiX 

^^^  r      [/(-^  -h  ^x,  y-h  ^y,  .  .  .)  —/(x,y  -h  A>',  .  .  .) 


xoy  [ 


dxdy  L  ^^ 

_  fix  -h  bix,  7,  .  .  .)  —  f{x,  y,  .  .  .)1  ^ 

wobei  sich  das  Zeichen  Um  in  der  letzten  Formel  auf  das  Verschwinden  von  A>' 

und   bkX  bezieht.     Hieraus  folgt  weiter 

y^z_  _'       /(•^-^  ^x,y-v  A^, ..)— /(>v,j4-  A>', ...)— /(^-h  A.y,j...)-h/(jg,j>, . ^ 

-      —  /////      -  -      -      - 

cxcy  bkX  A^ 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

cjz^  __        /(jf-l-A>r,>>-hAj, ..)— /(A•-|-Aa:,J^..)— /(a%^4-A>>,  ..)-^/(A^,v,...) 

^ycx  Aj'Ao: 


*)  Um  typographisch  unbequeme  Formen  zu  vermeiden,  schreibt  man 

—     U  für  -^~  ,   ^  —  ,-—  c/  für  ;= —    u.  s.  w. 

Cx  dx     CX  Cy  0 X  dy 
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Aus  der  Identität  dieser  Ausdrücke  folgt 


dxdy        dydx' 
Ist  z  eine  Function  von  n  Veränderlichen  x^,  x^^  atj,  .  .  Xn^   so  hat  man 

d^z  __         €i d^ a^'-'-gg 

dx^  dx^ox^  .  .  dxn        dx^cx^  .  .  dx/  dxt+idxi+2  ^-^z+s  •  •  •  ^Xn 


und  daher  nach  3. 


dx^dx^  .  .  dXi  dXi^2^^i+\  ^<^/4-3  •  •  •  ^^n 

d^z 
cx^  dx^  .  .  .  dxtdxi^'idxiJ^idxi-{'% .  .  .  dxn. ' 

Man  kann  daher  bei  n  Differentiationen  irgend  zwei  auf  einander  folgende 
vertauschen .  Da  nun  durch  wiederholte  Vertauschung  benachbarter  Elemente 
aus  einer  Reihe  von  Elementen  jede  Permutation  derselben  hervorgebracht 
werden  kann,  so  folgt  die  allgemeine  Geltung  des  behaupteten  Satzes. 

12.  Ist  y  eine  Function  dreier  Grössen  u,  v,  ta,  die  ihrerseits  wieder  Func- 
tionen einer  Variabein  x  sind, 

y   =  /(«,   V,   W), 


so  hat  man 


dy     ^f  ...  .  ^/  ...  .  ^/  ..j 


dx        vu  ov  cw 


'i^y    ^/..„  .  ^f..„  .  ^f .... ,  r^^f .., .  ^v„, .  ^v 


dx*        du  cv  Cw 


(c^f  ,      av  ,      av     \  , 

\(7t^*  CUCV  CUCW        ) 

?ri- ^  ^^^  -^  tt-^  w'\v'  -¥-    ^-4- u'  -¥-  ^-4—  v'  -h  ^  w'  1  vf 

\cuov  Ov*  cvcw      )  \ducw  ovow  ow^      ) 

^f  cf  of 

=  5—  «     -\-  ö~  V     -r  ö —  W 

e?//  ov  ow 

d^  f  av  a*/  a»/  a^/  a*/ 

«^«^  awaZ'  CUCW  cv^  ouow  ow^ 

Indem  man  auf  jedes  Glied  dieses  Ausdruckes  die  Regel  für  die  Differen- 
tiation eines  Produktes  anwendet  und  die  Glieder  des  Resultates  geeignet  ordnet 
und  zusammenrechnet,  gewinnt  man  weiter  den  dritten  und  höhere  Differential- 
quotienten; man  wird  auch  die  Formel  leicht  auf  Fälle  ausdehnen,  wo  y  als 
Function  von  mehr  als  drei  Grössen  erscheint,  die  Functionen  derselben  Unab- 
hängigen X  sind. 

13.  Ist  z  eine  Function  zweier  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y^  so 
ist  das  totale  Differential  von  z 

dz  dz 

dz  =  IT-  dx  '\-  IT-  dy. 

ex  öy    -^ 

Dies  ist  der  verschwindend  kleine  Zuwachs,  den  z  erhält,  wenn  x  und  y  um 
die  verschwindend  kleinen  Beträge  dx  und  dy  wachsen;  dx  und  dy  sind  unab- 
hängig von  einander,  sowie  unabhängig  von  x  und  y.  Somit  ist  dz  eine  Function 
von  X  und  y  und  zwar  sind  dieselben  nur  in  cz\'cx  und  in  cz  :  dy  enthalten. 

Das  totale  Differential  von  dz  bezeichnet  man  als  das  zweite  totale  Differen- 
tial d^z\  das  totale  Differential  von  d'^z  als  das  dritte  totale  Differential  d'^z  u.  s.  w., 
und  setzt  dabei  voraus,  dass  bei  allen  diesen  Differentiationen  dx  und  dy  unver- 
ändert dieselben  bleiben.     Man  hat  hiemach 
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„  ddz    ,  das    , 

ifz  =  -^ —  ax  -f-  -p —  ayt 

dä^z  dd^z 

1.  d'^z  =  -;^ —  ^/;c  4-  -ö —  ^y, 

c^jp  cy     '^ 

dd^z  cd^z 

d*z  =  -r —  ^/jc  4-  -ö —  dy,     u.  s.  w. 
dx  oy      ^ 

Setzt  man  der  Reihe  nach  rechts  die  Werthe  fiir  dz,  d^z,  d^z  .  .  ein,  so  erhält 

man  zunächst 

„  ,     d    (dz  ^         dz      \  .       d  (dz  ^  ^0  .  \ 

^^  =  '^''d-x\dx'^''^dy^y)  ^  ^y'd-y\rx^''^ry^y)' 

Führt  man  die  angedeuteten  Differentiationen  der  Klammerausdrticke  aus, 
so  erhält  man  formal  ganz  dasselbe,  als  wenn  man  die  Klammem  mit  den 
davorstehenden  Faktoren  multiplicirt  hätte,  wenn  man  nur  dabei  dx,  dy,  dx,  cy, 
wie  sich  von  selbst  versteht,  als  einfache  Faktoren  behandelt.  Daher  ist  d^s 
formal  darzustellen  durch 

Man  schreibt  in  einer  sofort  verständlichen  Symbolik 

Wendet  man  dies  an,  so  erhält  d^z  die  einfache  symbolische  Darstellung 

3.  ^,  =  ^^^^_^.^^±.jV 

Hier  hat  man  die  zweite  Potenz  des  Klammerinhalts  nach  den  gewöhnlichen 

Regeln  auszurechnen  und  dann  im  Zähler  jedes  Gliedes  hinter  d^  das  2^ichen  z 

zu  stellen,  so  dass  man  also  erhält 

d^z  d^z  d^z 

d^z  =  :^-s  dx'^  H-  2  ^r-^  dxdy  4-  ^-k  dy^ . 
dx^  cxcy         -^        cy^    -^ 

Verwendet  man  den  Werth  3.  zur  Bildung  von 

d:^z  =  yx  ^^  -h  dy  ^^J  d^z, 
so  erhält  man 

Das  Resultat  der  neu  Iiinzutretenden  Differentiation,  die  durch  den  vorderen 
Klammerausdruck  symbolisch  dargestellt  ist,  ist  formal  identisch  mit  einer 
Multiplication  durch  diesen  Klammerinhalt,  und  man  erhält  daher 

/        c  ,     cY 

d^z  =  \dx  7^ \-  dy  ^—\  z. 

\       (^x         -^  dy) 

So  fortschliessend,  erlangt  man  die  allgemeine  Formel 

/        c      ^        dy 

4.  d*^z  =  I  dx  T h  dy  >-   |  z, 

\       (X         ^  cy) 

Für  das  höhere  totale  Differential  einer  Function  von  mehreren  unabhängigen 

Variabein 

Z    =  J  \X\y    Xt^f    JV.^     .     .    Xr) 

erhält  man  in  gleicher  Weise  ohne  Schwierigkeit 

(  c  d  ^        ^   \" 

h.  d"z  =  I  dx.  T-   — h  dx^  -z h  .  .  4-  dxr  -  —  I  2. 

\      ^  cx^  ^  dx^  rx^) 

14.    Höhere  Differentialquotienten  einer  unentwickelten  Function. 


Wir    beschränken    uns  hier  auf  den  einfachsten   Fall,    dass  der  Zusammenhang 
einer  Function  y    mit  der  unabliängigen  Variabein  x  durch  die  Gleichung  ge- 
geben ist 
1.  f(x,  >')  =  0. 

Den  ersten  Diflferentialquotienten  von  y  gewinnt  man  aus  der  Gleichung 

df        cf    dy 
ex        Cy     dx 

Denken  wir  uns  aus  den  Gleichungen  1.  und  2.  y  eliminirt,  so  erhalten  wir 
y  als  Function  von  x  allein;  führen  wir  diesen  Werth  in  2.  ein,  so  wird  2. 
identisch  erfüllt.  Differenzirt  man  2.  unter  der  Voraussetzung,  dass  y  durch  x 
allein  Ausgedrückt  ist,  so  entsteht  die  Gleichung 

oder  besser 

Setzt  man  hier  den  Werth  y'  =  —  --  :  ö"  ein,  so  erhält  man 

^'  -^     ~   Uat»  '  \dy)  ~  ^  dxcy  'cx'd}'^  dy^  '  \dx)  J  '  V^^^;  ' 

Indem   man  noch   rechts  y  durch  x  ausdrückt,   erhält  man  y'*  als  Function 

von  X  allein. 

Für  den  dritten  Differentialquotienten  von  y  erhält  man  durch  Differentiation 

von  3.  die  Gleichung 

/a3/      aa/      \      /     ay    ,         av    ,„        ay     ,a 

\^^'        dx^oy   ^  /         \     cx^cy-^  cxoy^-^  dxcy   ^   J 

^\d^^y    -^^W^^  ^W^  )     ^^^y^       b'^   '^d^^^)'  ' 


oder  kürzer 


.^. 


av         av  av  ^v 

6-^^^  cx^dy-^  dxdy^  cy^  '^ 


d^f  r^f  df 

^a^a^;-^  -^-3a3;2->'>'  ^  Yyy    ^^' 

So  fortfahrend,  erlangt  man  n  Gleichungen,  welche  die  partialen  Differential- 
quotienten von  /  mit  den  n  Differentialquotienten 

dy        d^y         d^y  d*^y 

dx'       dx^  '        dx^   '  '  '  dx*" 
verknüpfen,  aus  denen  man  dieselben  durch  successive  Elimination  gewinnt. 

§  8.    Krümmving  ebener  Curven. 

1.  Wenn  zwei  Curven,  die  in  Bezug  auf  rechtwinkelige  Coordinaten  die 
Gleichungen  haben  y  =  /(x)  und  y  =  F(x),  einen  gemeinsamen  Punkt  F  ent- 
halten, und  wenn  in  diesem  Punkte  auch  die  Differentialquotienten 

der  Reihe  nach  den  Differentialquotienten  gleich  sind 

F\   r\   /"",  .  .  .  i^«), 
so   sagt  man:     Die  beiden  Curven  haben  in  diesem  Punkte  Peine  Be- 
rührung Äter  Ordnung.    Aus  dieser  Definition  folgt  sofort:    Wenn  zwei  Curven 
C^    und   Cg   mit  einer  Curve  Cj  in  demselben  Punkte  P  eine  Berühruxv^  u\ä\ 


»'  =  7^  =  <t>i{x.y,y')- 
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Ordnung  haben,  so  haben  Cj  und  C^  in  P  unter  sich  eine  Berührung  von  «ter 
oder  höherer  Ordnung. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  die  Eigenschaft  zweier  Curven,  in  einem  Punkte 
eine  Berührung  «ter  Ordnung  zu  haben,  vom  Coordinatensysteme  nicht  abhängt 

Geht  man  vom  ursprünglichen  Systeme  .r,  y  zu  neuen  irgend  wie  definirten 
Coordinaten  «,  v  über,  und  sind  die  neuen  mit  den  alten  durch  die  Gleichungen 
verbunden 

«  =  9(^f  y)>    ^  =  ^(^*  y)* 

so  erhält  man  durch  Differentiation 

und  hieraus  durch  Division 

äu 
Weiter  erhält  man 

Dividirt  man  durch  du^  so  entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 

v''  =  <i>,  (^,  j',  y,  y')- 

So  weiter  schliessend,  erkennt  man,  dass 

dass  also  die  ersten  n  Differentialquotienten  von  v  in  Bezug  auf  u  Functionen 
von  Xf  y  und  den  ersten  n  Differentialquotienten  von  y  in  Bezug  auf  x  sind; 
in  Bezug  auf  j»',  j»"  .  .  sind  diese  Functionen  algebraisch  rational.  Wenn  daher 
für  einen  gemeinsamen  Punkt  zweier  Curven  die  ersten  n  Diiferentialquotienten 
y*  y\  y\  y"  •  •  •  y^^  dieselben  Werthe  haben,  so  haben  auch  für  diesen  Punkt 
die  Differentialquotienten  v',  v'\  z^'"  .  .  .  z^"^  dieselben  Werthe. 

2.  Eine  Gerade,  die  den  Punkt  x^  y  einer  Curve  y  =/{x)  enthält,  hat  eine 
Gleichung  von  der  Form 

ri  —  y  =  m(l  —  x). 
Hieraus  folgt 

äri 

dl  =  "'• 

Für  die  Curve  ist  im  Punkte  x,  y 

die  Gerade  hat  mit  der  Curve  in  P  eine  Berührung  erster  Ordnung,  wenn 
fn  =/'(^);  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  in  P  mit  der  Curve  eine  Be- 
rührung erster  Ordnung  hat,  ist  daher 

T) ->' -/'W(«~^)  =  0. 

Da  dies  die  Gleichung  der  Curventangente  im  Punkte  P  ist,  so  folgt:  Die 
Tangente  einer  Curve  hat  mit  der  Curve  eine  Berührung  erster 
Ordnung. 

Der  erste  Differentiakiuotient  v'  einer  Geraden  ist  für  alle  Punkte  constant; 
mithin  verschwinden  der  zweite  und  alle  höheren  Differentialquotienten.  Wir 
sehen  daher:  Wenn  für  einen  Punkt  P^  einer  Curve  der  zweite  Differential- 
quotient y  verschwindet,  so  hat  die  Curve  mit  der  Tangente  in  P  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung.  Die  Curvenpunkte,  fiir  welche  y  verschwindet,  y" 
aber  nicht  verschwindet,    heissen  Wendepunkte  (oder  Inflexionspunkte),   die 
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Tangenten  in  diesen  Punkten  heissen  Wendetangenten.  Verschwindet  ausser 
dem  zweiten  noch  der  dritte  Differential quotient,  so  heisst  der  Punkt  ein 
stationärer  Punkt,  die  Curve  und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  haben  eine 
Berührung  dritter  Ordnung.     Für  die  Sinuscurve  ist 

y  =  sinxy      y*  =  cosx,      y  =    —  sinx  =  — y. 
Daher  sieht  man,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  mit  der  Abscissen- 
achse  Wendepunkte  sind. 

Die  Gleichung  der  Fusspimktcurve  der  Ellipse  für  den  Mittelpunkt  der  Ellipse 
als  Pol  ist  bekanntlich  (§  5,  No.  12) 

1.  a^x^  H-  ^V  —  {^^  -^y^y  =  0. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

2.  a^x  -h  b^yy  —  2  (jc«  -^y^){x  -f-j^y)  =  0, 

3.  a^  4-  ^-y2  4_  ^a^y  _  2  (x^  -^  y^)  (i  -h/«  -+- j^")  —  4  (x  -^ yy'Y  =  0. 

Aus  2.  ergiebt  sich 

-^  (^2  — 2r»)>''  *    -1-^  . 

Aus  3.  ergiebt  sich,  dass  j'"  unter  der  Bedingung  verschwindet 

5.  4(x  -H>'y)^  -h  2r»  (1  H-y»)  —  (a«  4-  ^V«)  =  0. 

Aus  4.  erhält  man 

,        x{b^  —  g«) 
•^  "^-^-^    —   ^»_2r»   ' 
2r»  (1  4-y»)  —  («2  -H  ^2y2)  =  2r»  —  0»  4-  (2r2  —  b^)^^ 

Die  Gleichung  5.  liefert  daher  nach  Beseitigung  der  Nenner 

6.  ^x^y^  (fl2  _  b^y  -h  (2r2  —  «»)  (2r2  —  b^)  r*  =  0.    ' 
Führt  man  die  zweite  Multiplication  aus  und  beachtet,  dass 

4r*  —  2r2tf2__  2r2^«=  4(Ä2^2_,_^2y)  __  2r^a^  —  ^r^b^  =  2(a«  —  ^»)(^2 —>'«), 

so  erhält  man  aus  6. 

2(^2  —  b^)  [2x^y^  (fl2  —  b'^)  -i-  r4  (Ar2  —  ^»2)]  -f-  ««^«r*  =  0. 

Ersetzt  man  in  der  Klammer  r*  durch  ä^j::^  h-  b^y^^  und  führt  die  Multi- 
plicationen  aus,  so  erkennt  man,  dass  der  Klammerinhalt  r^ia^x*^  —  b^y^)  ergiebt; 
daher  findet  man  schliesslich  für  die  Wendepunkte 

a'^b^ 

Aus  1.  und  7.  erhält  man 

^-        "^^  ""  2^  V  ^  "■  2(ö2  — ^«)/  ^^'      -^^  "^  2^  V     "*"  2(^2  —  ^2) j  ^* • 
Durch  Addition  dieser  beiden  Werthe  ergiebt  sich 

3^2  ^2  3a2^*(ö2  — 2^«)  y 


r»  =  rv-^; T^  ,      jc2  = 


^  _     3g*^n2g^  — ^^) 

Reale    Wendepunkte    existiren    also  nur,    wenn  /y^      /j[ 

b^  <  i««.     In  Figur  489  ist  K  der  Kreis  mit  dem         1/ 

Halbmesser  aby^^  :  >/2(a2  H- ^2);  die  Punkte  /^j,  /^j,  J^-J ^ 

Pj,  /^4,  in    welchen  er  die  Fusspunktcurve  durch- 
schneidet, sind  die  Wendepunkte.  ^iLASß»:^ 
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3.    Die  Wendepunkte  der  Curve  /(jp,  j^)  =  0  sind  die  Schnittpunkte  mit  der 
Curve 


cx^ 


(D' 


^xfy 


Vjc'  dy  "^  dy^  \dx)  -  "• 


Die  Wendepunkte  einer  Curve  können  aus  der  Gleichung  in  homogenen 
Coordinaten  durch  die  Bemerkung  gewonnen  werden,  dass  im  Wendepunkte 
benachbarte  Normalen  parallel  sind  und  benachbarte  Tangenten  zusammenfallen. 

Aendert  man  x^,  x^,  x^  um  unendlich  wenig,  so  geht  die  Tangente 


^  =  /i  El  H-  /a  ^2  "J-  /s  E3  =  0 ,    wobei  /,  = 


dx/ 


über  in 


=  0. 


H-  {J^^dx^  '^f^%dx^  ■^f^%dx^\^ 
H-  (/i  8^-^*1  -^f^^dx^  ■^f^^dx^)%^  =  0. 
Beide  sind  identisch,  wenn  für  /  =  1,  2,  3  und  ein  noch  unbestimmtes  (i 

fi^dx^   -¥  fi^dx^  -^  fi^dx^  =  jjl/,. 
Nimmt  man  hierzu  noch 

/i^^i   -^  f^dx^  -^  Adx^  =  0, 
so  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  die  Bedingungsgleichung 

/\i  A 2  As  /i 
A2  /aa  A:i  /i 
f\  3    /s  3    /:j  8    A 

A    f'i    A     (i 

Multiplicirt  man  die  ersten  drei  Colonnen  der  Reihe  nach  mit  jf|,  jpj,  jtj 
addirt  sie  zu  der  mit  —  («  —  1)  multiplicirten  letzten  und  beachtet,  dass  nach 
dem  EuLER*schen  Satze 

//i^i   -4-  //2^2  -^  /s-^s  —  («  —  0//  =  0, 
so  geht  die  Bedingung  über  in 

f\\    y  1 2    /i  3 

/i  2    A  2    A  :< 

/i  3    A  3    /a  3 
Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  3(//  —2);  hieraus  folgt,  dass  ein  eigentlicher 

Kegelschnitt  keinen,   eine  cubische  Curve  9,   eine  biquadratische  24,   eine  Cune 

«ten  Grades  3«(«  —  2)  reale  oder  imaginäre  Wendepunkte  hat. 

4.    Die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung,   welche  die  Ecken  A^,  A^ 

des  Coordinatendreiecks  zu  Wendepunkten  und  die  Seiten  A^A^  und  A^A^  zu 

Wendetangenten  hat,  ist  von  der  Form 

ax^   -h  •^2^3(^i'^i  -H  ^2-^2  ~*~  ^3-^3)  =  ^• 


=  0. 


^3-^3 


=  0  ist  der  dritte  Schnitt- 


Der  Schnittpunkt  B  von  x^  =  0  mit  b^  x<^ 
punkt  der  Curve  mit  der  -Y^ -Achse. 

Die  Wendepunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit 

ax^[\^b^b^x^x^  — b^x^  —  ^{b^x^  -H  2/^2*^2  "^  2^3 JCg)^]  =  0. 

Dies  zeigt,  dass  auch  B  ein  Wendepunkt  ist,  dass  also  bei  einer  Curve  111.  0. 
jede  Verbindungsgerade  zweier  Wendepunkte  noch  durch  einen  dritten  geht 
(Anal.  Geom.  d.  Ebene,  §  15,  No.  5). 

Die  Lemniscate  hat  die  Gleichung 

f(x,  y)  ^  (^2  -+.^2)3  —  2ör2(jc2  —y^)  =  0. 

Man  findet,  wenn  man  x^  -\-  y^  =  r^  setzt, 


^-•^  =  4jc(r2  _  «2),      ^  =  4>'(r2 

X  ^  ^       oy 


'■), 
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Für  Wendepunkte  hat  man  daher 

In  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Lemniscate  erhält  man  hieraus  zunächst 

[2(jc«  — ^'Ä)  —  a^][x^  — j»»)  -h  8a: V  =  0, 
und  schliesslich  {x^  —  y^Y  -+-  4:t;2^2  =  0. 

Der  Nullpunkt  ist  der  einzige  reale  Punkt  dieser  Curve. 

5.  Der  Krümmungskreis.  Unter  dem  Krtimmungskreise  einer  Curve 
y  =  /C«^)  i"  einem  Punkte  F  derselben  versteht  man  den  Kreis,  der  durch 
diesen  Punkt  der  Curve  geht,  und  in  diesem  Punkte  mit  der  Curve  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  hat.  Hierdurch  ist  dieser  Kreis  eindeutig  bestimmt, 
denn  er  hat  drei ,  verschiedene  Bedingungen  zu  erfüllen.  Das  Centrum  des 
Itrümmungskreises  nennt  man  den  Krümmung smittelpunkt  der  Curve,  den 
Radius  desselben  den  Krümmungshalbmesser;  der  reciproke  Werth  des 
Krümmungshalbmessers  wird  als  die  Krümmung  der  Curve  (im  Punkte  F) 
bezeichnet. 

Da  die  Curve  und  ihr  Krümmungskreis  in  P  denselben  Werth  des  ersten 
Differentialquotienten  haben,  so  folgt,  dass  sie  in  P  eine  gemeinsame  Tangente 
haben;  hieraus  erkennt  man:  Der  Krümmungsmittelpunkt  einer  Curve 
für  einen  gegebenen  Punkt  derselben  liegt  auf  der  diesem  Punktfi 
zugehörigen  Normalen  der  Curve.  Sind  £,  t)  die  Coordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes, und  ist  p  der  Krümmungshalbmesser,  so  ist  die  Gleichung  des 
Krümmu  ngskreises 

Durcli  zweimalige  Differentiation  ergiebt  sich 
2.  *  — 5H-(j-T))y   =0, 

3.  1  -+-y*  -hO'  — T))y' =  0. 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  x^  y^  y\  y"  durch  die  Werthe,  welche 
diese  Grössen  für  die  Curve  y  =/(x)  im  Punkte  P  haben,  so  enthalten  sie  nur 
noch  die  Unbekannten  E,  t),  p;  man  erhält  für  dieselben  zunächst  aus  3. 

4.  y-n  =  -(\  -^y^):y\ 

und  mit  Hülfe  dessen  aus  2. 

5.  jc  — £  =  (1  -hy»)y  :y'. 

Durch  Substitution  von  4.  und  5.  in  1.  folgt  für  den  Krümmungshalbmesser 

p  =      Y'     • 

Femer  ergeben  sich  aus  4.  und  5.  die  Coordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes 

i  =  -^ yi f      ^  ="  y  -^ yr —  • 

Um  zu  entscheiden,  auf  welcher  Seite  der  Tangente  der  Krümmungsmittel- 
punkt liegt,  setzen  wir  die  Coordinaten  i  und  yj  desselben  in  die  linke  Seite  der 
Tangentengleichung  ein;  wir  erhalten,  indem  wir  von  4.  und  5.  Gebrauch  machen 

T  ^  y  {^—x)  —  (t)  —y)  =  —  y  y, y y . 

Substituirt  man  dagegen  in  T  die  Coordinaten  \  •=  x  und  tj  =  0  der  Pro- 
jection  P  des  Punktes  P  auf  die  Abscissenachse,  so  entsteht  T  =  y. 

Rechnet  man  die  Normale  in  der  Richtung  nach  der  Abscissetk^LcVv^^  ^^oix^ciN  ^ 
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und  bezeichnet  den  Krtimmungsmittelpunkt  mit  M^  so  hat  folglich  die  Strecke 
FM  dz.^  entgegengesetzte  Vorzeichen  wicdas  Produktj'y.  Für  Curven, 
die  nur  positive  Ordinaten  haben,  liegt  somit  M  auf  dem  nach  der  Abscissen- 
achse  gerichteten  Theile  der  Normalen  oder  nicht,  je  nachdem  y*  negativ  oder 
positiv  ist. 

Die  Gleichung  der  Normale  in  F  ist,   wenn  die  laufenden  Coordinaten  mit 

5.  T)  bezeichnet  werden 

6.  N=  ?~  X  -it-y  {r^—y)  =  0. 

Die  Normale  des  Punktes  Fy  mit  den  Coordinaten  x  4-  äjc,  y  -\-  ^y  hat 
daher  die  Gleichung 

7.  Ny^^  —  {x-^  Ax)  H-  Cr'  -+-  A/) {y\—y  -  ^y)  =  0. 

Der  Schnittpunkt  beider  Normalen  genügt  G.  und  7.,  also  auch  der  durch 
Subtraction  sich  ergebenden  Gleichung 

8.  ^x  -h y^y  -\-y^y  -h  ^y^y  —  T)Ay  =  o. 

Dividirt  man  durch  Ax  und  geht  dann  zur  Grenze  für  ein  verschwindendes 
Ajc  über,   so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  mit  G.  die  Grenzlage  bestimmt, 
der  sich  der  Schnittpunkt  der  Normalen  N  und  iVj  nähert,  wenn  F^  unendlich 
nahe  an  F  rückt.     Man  erhält 
9.  1  -hy«  -+->'/'  — T)/'  ^  0. 

Die  Gleichungen  6.  und  9.  stimmen  mit  den  Gleichungen  2.  und  5.  überein. 
Wir  sehen  daher:  Der  Krümmungsmittelpunkt  in  F  ist  die  Grenze,  welche  sich 
der  Schnittpunkte  der  Normalen  in  F  und  der  Normalen  in  F^  nähert,  wenn 
/\  unendlich  nahe  an  F  rückt;  oder  kürzer:  Der  Krümmungsmittelpunkt 
ist  der  Schnittpunkt  unendlich  nahe  benachbarter  Normalen.  Hieraus 
ergiebt  sich  sofort:  Die  Evolute  einer  Curve  ist  der  Ort  ihrer  Krümmungs- 
mittelpunkte. 

Ferner  ist  ersichtlich:  Der  Krümmungshalbmesser  eines  Wendepunktes  ist 
unendlich  gross,  die  Krümmung  im  Wendepunkte  ist  Null. 

Für  den  Krümmungshalbmesser  ergiebt  sich  noch  eine  sehr  bemerkenswerthe 
Formel,  wenn  man  den  Arcus  des  Winkels  zwischen  der  Curventangente  und 
der  Abscissenachse  einführt.     Bekanntlich  ist    t  =  arctan^y',    folglich  ist 

^  __       f 

dx  ""  1  -f-y»  • 

//j  . . 

Da  nun    -1-  =  y  1  -^  y"^  ^    wobei  s  den  Curvenbogen  bezeichnet,  so  erhält 

man  für  p 

ds 

P  =  ^- 
Ist  Aj  ein  endlicher  Curvenbogen  und  At  der  Arcus  des  Winkels,  den  die 

Tangenten  in  den  Endpunkten  dieses  Bogens  einschliessen,  so  ist  daher 

p  =  lim  ^ ; 

der  Krümmungsradius  ist  also  der  Grenzwerth,  dem  sich  der  Quotient  aus  einem 
Curvenbogen  und  aus  dem  Arcus  des  von  den  Tangenten  in  den  Endpunkten 
dieses  Bogens  eingeschlossenen  Winkels  nähert,  wenn  der  Bogen  verschwindend 
klein  wird. 

Bezeichnet  <j  den  Winkel  zwischen  dem  Radius  vector  des  Punktes  F  und 
der  Tangente  in  F  (§  5,  No.  17),  9  den  Polarwinkel  von  F,  so  ist  bekanntlich 

und  daher 


§  8.     Krttminung  ebener  Curven. 

ds  ds  ^  fda  \ 

^         da  -{-  d<f        d(^  '  \d^  )  ' 
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Da  nun    j  =  arc  tang{r :  r'),    so  folgt 


.'S 


rr 


mithin  ist 


da  d  r 

d^  ^  ri  4-  2/>  —  rr" 


M 


Da  femer  //^  =  )/r^  -1-  r'*  dtf,  so  folgt  für  Polarcoordinaten 

Es  verdient  schliesslich  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  aus  8.  fllr  p  in 
rechtwinkeligen  Coordinaten  noch  die  constructiv  verwerthbare  Formel  gewinnt 

^8 


11. 


P  —  ysy » 


wenn  JV  die  Noraiale  in  P  bezeichnet. 

6.  Aus  der  Kegelschnittsgleichung  r  =/  :  (1  4-  zcos^)  folgt  (§  5,  No.  18) 


,         e  r'  sm  9 

r   =  :: — - 


Daher  ist 

r^  +  2r'«  -  rr"  =  r»  f  1  -       '^"^^     )  =  ^  . 

\  1  -h  tC0S<fJ  p 

Für  den  Krümmungshalbmesser  findet  man  somit 

(  ds  \« 

P  =  (7^)-^-        ^ 

Da  nun  allgemein  aus  ds  =  "^r^  -h  r'*  //^ 
und  tanga  =z  r :  r*  folgt 

_^f 1_ 

rd<^        sina* 
so  hat  man  schliesslich 

p_ 

^        sin^  a ' 
Aus  dem  Dreiecke  FI^B  folgt 
PB  =  rsm<f  :  xiVi  (9  —  90°  -h  (j) 

=  r  sin  ff  :  (5/«  9  ^iVkj  —  cos^f  cosa),  (Bl  490.) 

Da  nun 

cosa  :  5/«(j  :  1  =  r'  :  r  :  |/r'*  -4-  r*  =  trsintflp  :  y'e*r*5/«*9  H-  ^*, 
so  ergiebt  sich  die  Normale 


r>^         rl/e*r*5/«*9  -4-^*  /  ^    ^    . 

t  —  £.r  cos  ^  ^ 


stn^  94-^»=: 


p  —  Er  cos  (f  '  .       *  ^ffiQ 

Macht  man  daher  PA  =  p  und  AB  ^  PP,  so  ist  PB  die  Normale;  macht 
man  femer  BC  ±-  PN  und  CD  JL  FP^  so  ist  2?  der  zu  P  gehörige  Krümmungs- 
mittelpunkt. 

Für  die  Cycloide  (§  5,  No.  6)  ist 

sint  t 


y  = 


r=z    cot  -z  ^ 

1  —  cost  2  ' 


.n 


1 


dt 


1 


J'  =  — 


^cmommat,  HmmlharJi  der  Mmtbaamtik,    Bd.  H. 


4kasin^\i* 


^o 
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Das  Bogendifferential  ist 

^      ,    ,     ,         ,        äs  1 

as  =  yäx^  h-  äy^  =  2astn\tdtt     also     -j-  s=     .  ,  .. 

'  *  uX  StH-^t 

Daher  folgt  für  den  Krümmungshalbmesser 

p  ==  —  ^asin\t. 
Für  die  Normale  ergiebt  sich 

folglich  ist  der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  lang  wie  die  Normale.  Da/' 
immer  negativ  und  y  positiv  ist,  so  liegt  der  Krümmung^mittelpunkt  auf  dem 
nach  der  Abscissenachse  gerichteten  Theile  der  Normalen. 

7.   Für  die   archimedische  Spirale  r  =  a^  ist  der  Krümmungshalbmesser 

er  ist  leicht  zu  construiren. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  logarithmischen  Spirale 

r  =  ^«9 
hat  zum  Radius  das  constante  Verhältniss  }/l  -{-  a^\  die  Dreiecke,   welche  den 
Nullpunkt,  einen  Spiralenpunkt  und  den  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkt  zu 
Ecken  haben,  sind  einander  ähnlich;  die  Evolute  kommt  daher  mit  der  Spirale 
durch  Drehung  um  den  Nullpunkt  zur  Deckung. 

Für  die  Kettenlinie  y  =  \a\en  ^  e~n)  ist  der  Krümmungshalbmesser 
gleich  der  Normalen. 

Die  Polargleichung  der  Lemniscate  ist  r*  =  a^cos2f^.  Hieraus  folgt 
r*  -h  rV«  =  a*,     r»  4-  2r'»  —  rr"  =  3(r«  4-  r'«),    und  daher 

a« 

§  9.    Osculationsebene,   Krümmung,   Torsion  und  osculirende  Kugel  an 

Raumcurven. 

1.  Eine  Ebene,  die  durch  einen  Punkt -P  einer  Raumcurve  C  geht,  hat  eine 
Gleichung  von  der  Form 

i.  «(e  — ^)-+-^(Y)-j')4-r(c~«)  =  0. 

Denken  wir  uns  auf  dieser  Ebene  durch  P  eine  Curve  F  gezogen  und  die 
Coordinaten  5,  ir),  C  eines  Punktes  dieser  Curve  als  Functionen  einer  Variabein  /, 
so  erfüllen  diese  Functionen  die  Gleichung  1.;  ihre  ersten  und  zweiten  Differential- 
quotienten  erflillen  daher  die  Gleichungen 

d>\  ifl-n  ä^Z 

.3.  ^^^^57^  -+"  ^^  =  ^• 

Denkt  man  sich  die  Coordinaten  der  Punkte  von  C  ebenfalls  als  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  /,  und  verlangt,  dass  im  Punkte  P  die  ersten 
Differentialquotienten  der  Coordinaten  für  C  und  F  dieselben  Verhältnisse  haben, 
so  muss  die  Gleichung  2.  erfüllt  sein,  wenn  man  die  Differentialquotienten  von 
E,  7),  C  durch  die  von  x,  y,  z  ersetzt.     Dadurch  erhält  man 

äx        ,  äy  dz 

*•  ''^-^*^  +  ^^  =  «- 

Hierin  sind  a,  d,  c  unbestimmt.     Da  die  Differentialquotienten  von  x,  y^  z 
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proportional  der  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Curventangente  in  P  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  schliesst  man  aus  4.:  Die  Ebenen  der 
Plancurven,  welche  durch  einen  Punkt  P  einer  Raumcurve  gehen, 
und  in  diesem  Punkte  mit  der  Raumcurve  in  Bezug  auf  die  ersten 
Differentialquotienten  der  Coordinaten  übereinstimmen,  bilden  das 
Ebenenbüschel,  dessen  Träger  die  Tangente  der  Raumcurve  in-Pist 
Unter  allen  diesen  Ebenen  kann  man  diejenige  aussuchen,  auf  welcher 
Curven  liegen,  die  mit  der  Raumcurve  C  auch  in  Bezug  auf  die  Verhältnisse 
der  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  für  P  übereinstimmen.  Dann 
muss  auch  die  Gleichung  3.  erfüllt  werden,  wenn  man  in  derselben  die  zweiten 
Differentialquotienten  von  5,  tq,  C  durch  die  von  Xy  y,  z  ersetzt;  man  erhält 
somit  für  0,  by  c  die  drei  Gleichungen 

a  i^—x)  -f.  ^  (tj—;/)  -h  ^  (C— «)  =  0, 
ax'      -f-      by'      -f-      cz^      =  0, 
ax''     -f-      by''     -h      cz''     =  0. 
Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene 

Z  —  x     ri—y     l^  —  z 

5.  Q  ^      x'        y        z'       =  0, 

x"      y      0" 

Diese  Ebene  wird  als  die  Osculationsebene  der  Curve  C  im  Punkte  P 
bezeichnet 

2.    Die  Normalebene  von  C  im  Punkte  P  hat  die  Gleichung 
1.  j^^  (z-x)x'  ^  (y)  ^y)y  -h  (C-5)  0'  =  0; 

die  Gleichung  der  Normalebene  -A^^  im  Punkte  x  -^  Jx^    y  -h  äy^    «  H-  Az  ist 

Die  Punkte,   welche  auf  der  Schnittgeraden   beider  Ebenen  enthalten  sind, 

erfüllen    daher    die  Gleichung,    welche  durch '  Subtraction  aus  N^   und  iV  und 

Division  durch  A/  folgt 

^x^  A  v'  A  2'        A  Ji^  A  V 

-  ^^  («' +  A5')  =  0 

Wir  können  nun  die  Grenzlage  bestimmen,  der  sich  die  Schnittgerade  JVJV^ 
nähert,  wenn  der  Bogen  PP^  verschwindet.  Bei  diesem  Grenzübergange  geht  3. 
in  die  Gleichung  über 

4.  jp  «  (I  _  ^)  y  +  (^  _^)y'  +  (c  -  ,)  ,"  -  (^J*=  o;- 

die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Ebene  P  schneidet  die  Ebene  N  in  der 
gesuchten  Geraden.  Die  Cosinus  der  Stellungswinkel  der  Ebenen  JV  und  P  sind 
proportional  zu  x\  y\  z'  bez.  zu  x*\  y,  «".  Eine  Ebene,  die  durch  Zugeht,  und 
zu  der  Geraden  iV,  P  normal  ist,  hat  daher  eine  Gleichung 

a{k  —  x)-^b(ri  —y)  -f-  ^:  (C  —  «)  ==  0, 
deren  Constante  den  Bedingungen  genügen 

ax^  -I-  by  -+-  cz^  =  0, 
ax''  -h  by  -f-  cz''  =  0. 
Die  Gleichung  dieser  Ebene  ist  hiemach 


x'  y  z' 

x"       y       z" 


=  0. 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnitts,  ^o  ^oV^\ 


C  —  1  =  0. 


=  0. 
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Die  Osculationsebene  einer  Raumcurve  in  einem  Punkte -^derselben 
ist  normal  zu  der  Geraden,  in  welcher  die  Normalebene  der  Curve 
in  F  von  der  nächstfolgenden  Normalebene  geschnitten  wird. 
3.    Für  die  Schnittcurve  der  Cylinder 

>>*  -h  «*  =  ö*  ,      ^*  -+-  ^*  =  ^* 
ist,  wenn  man  y  als  unabhängige  Variable  ansieht, 

xx'  ^  —  y,     zz'  =  —  y,      xx''  =  —  ^,      ««"  =  —  -^ , 
und  daher  die  Gleichung  der  Osculationsebene 

X^  yS  ^8 

Man  erhält  sie  graphisch,  indem  man  a*r*  \y^  herstellt  und  bemerkt,  dass 

ihre  Spuren  die  Spuren  der  Curventangente  enthalten. 

Aus  den  Gleichungen  eines  sphärischen  Kegelschnitts 

jt»         y«        z^ 

folgt,  wenn  man  z  als  Unabhängige  betrachtet  und 

xx^  =  mz ,      yy  =•  ««,      ^jc"  =  m  —  x'^ ,      yy"  =  n  — y*. 
Multiplicirt  man  die  Reihen  in  der  Determinante  Q  mit  x,  y,  z  und  dann 
die    zweite  Zeile    mit  z,    so    erhält   man   nach    einfachen   Reductionen    für  die 
Osculationsebene 

m  n  l 

a^tnix^  — a^niy^  0 

Dies  giebt  zunächst 

S  A2     2 

und  schliesslich 

a*  d*      ^       *  c*{a^ — o^)  a* — ö^ 

4.  Alle  Curven,  die  durch  P  gehen,  und  für  P  in  Bezug  auf  x\  y\  z\ 
x",  y",  z"  übereinstimmen,  haben  dieselbe  Tangente  in  /*,  dieselbe  Normalebene, 
dieselbe  Schnittgerade  benachbarter  Normalebenen  und  dieselbe  Osculationsebene. 
Die  ebenen  unter  diesen  Curven  liegen  auf  der  Osculationsebene  und  haben 
folglich  die  Projection  M  des  Punktes  P  auf  die  Schnittlinie  benachbarter 
Normalebenen  zum  gemeinschaftlichen  Krümmungsmittelpunkte.  Daher  bezeichnet 
man  M  als  Krümmungsmittelpunkt  dieser  Raumcurven  im  Punkte  jP,  PM 
als  Krümmungshalbmesser,  und  den  um  il/ durch /*  geschlagenen  Kreis  als 
Krümmungskreis  der  Curve. 

Die  Coordinaten  5,  tj,  C  des  Krümmungsmittelpunkts  genügen  den  Gleichungen 
No.  2,  1  und  4,  sowie  der  Gleichung  der  Osculationsebene,  sie  sind  also  die 
Lösungen  des  Systems 

(i-x)x'  ^  {yi-y)y  4-  {Z-z)z'  =  0, 
(5  -  x)  x"  ^  (yj  -y)y"  -h  (Z  -  z)  z"  =  s'^  , 
{i-x)X  -h  {r^-y)Y  -h  i:-z)Z  =  0, 
wenn  man  X,   V,  Z  abkürzungsweise  setzt  für 

X  ^/z"  —  zy\     Y  mm  z'x"  —  x'z'\    z  «=  x'y*  — yjc". 
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Hieraus  folgt 

_        '   yg'  —  zy       ,j 
1.  "^  —  y  ~^  x^  -+-  y^  +  z*' ^  ' 

r  _  A>'  -  yx'         ,j 

•^  ""'■•"  jf»  -H  y»  -+-  z»  ■  •'.  • 

Der  Krümmungshalbmesser  p  ergiebt  sich  zu 

y{Yz'  —  zyy  -¥  jZx'  —  Xz'y  +  {xy  —  y^')«    ,, 
P ""  A^  -h  y«  +  z»  ■  ^  • 

Der  Radicand  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  identisch  mit 

{x^  -+-  y»  -+-  z«)(^'»  -i-y»  4-  if'»)  —  {Xx'  H-  yy  -f-  z«')^  • 

Zufolge  der  Werthe  von  X,    V,  Z  verschwindet  der  Subtrahend  identisch; 
man  erhält  daher  für  den  Krümmungshalbmesser  einfacher 
2.  p  =  s'^\-]/X>  -f.  y«  -hZ«. 

Femer  findet  man  leicht 
AT»  -H  y2  -h  Z2  =  (jt:"2  -+-y'  -h  «"«)  (Jt:'2  -ny»  -H  ^'«)  —  (jc'jc"  -hyy  -f-  «'«")*  • 


Da  nun      x' x''  -h/y"  -h  «'ä"  =  i— "jz ==  s's*\ 


s'^ 


so  ist 

P  ""  i/jc"«  4-y'2  h-ä"»  —  y'«* 

Für  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  «p,  ^,  y  des  Krümmungshalbmessers  hat  man 
4.  cosr^  =  {Yz''^Zy):M,  cos^  ^  {Zx'  —^Xz)\  M ,  cosy^  W  —  Yx'):  M, 
wobei  M  ^  s'  l/AT»  4-  y>  H-  Z«  . 

Nimmt  man  s  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ist  /  =  1,  j"  =  0 

und  daher 

1 

Femer  ist,  wie  man  sofort  erkennt 

Yz>  _  zy  =  ar'V*  —  *'*)  —  x' {_$' s"  —  x' x")  wm  s\x" s' —  x' s") , 

Zx'  —  Xz'  mm  s'iy's'  —//').  Xy    —    yx'   ^  S'(Z"S'  —  Z'S"), 

und  daher 

Demnach  kann  man  die  Formeln  1.  durch  die  folgenden  ersetzen 

Ist  s  die  unabhängige  Veränderliche,  so  vereinfachen  sich  diese  Formeln  zu 

^'  ^-^  =  p'^'    ^-y^9'j^,     C-«  =  P»^, 

^Jf  //*y  //>« 

Bezeichnet  man  die  Werthe,  welche  «',  y,  «'  für  den  Punkt  « -+-  A«,  y  -V-  Ä.y, 


]-yW^WFW) 
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0  H-  A«  annehmen  (s  als  unabhängige  Variable  verwendet),  mit  x*  4-  Ajc',  y'  -h  A/, 
j^'  -h  A«',  so  sind  x\  y\  z'  bez.  x'  -h  A:r',  >>'  H-  Ä^^',  «'  -h  A«'  die  Richtungscosinus 
der  Curventangenten  in  P  und  7";  daher  hat  man 

o;'«  H-ya-H;2'a  =  1, 

(ji:'  -h  ^x'y  -h  {y  -h  A^')a  -h  (ä'  -h  AO*  =  1  • 
Hieraus  folgt 

8.  —  2{x'ix'  -+■y^y  -+■  z'iz')  =  {\xy  n-  (a/)»  h-  (izy . 

Ist  At  der  Arcus  des  Winkels  der  Curventangente  in  P  und  P,  so  ist 
cos\t  =  a:'(^'  -h  Ajc')  -h  /(/  -h  A/)  -f-  z'(z'  -f-  A«'), 
=  1  -h  :c'Ajc'  -h  /Aj»'  -+-  0'A«'; 
folglich  ist 

2««iAT  =  y2(l  —  coslz)   =  y(Ajt:')2   4.    (^^')8  4.  (^^')f  . 
Ersetzt  man  dies  durch 

2  — ^ —  .  — 
At         Ai 

und  geht  zur  Grenze  für  ein  verschwindendes  Is  über,  so  erhält  man 

Mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  gewinnt  man  für  den  Krümmungshalbmesser 

ds 
10.  P  =  ^,, 

der  Form  und  der  geometrischen  Bedeutung  nach  übereinstimmend  mit  dem 
Krümmungshalbmesser  ebener  Curven. 

Bezeichnet  man  Is  einen  Curvenbogen  und  At  den  Arcus  des  Winkels  der 
Tangenten  in  den  Endpunkten  dieses  Bogens,  so  wird  der  Quotient  At  :  Aj  als 
die  mittlere  Krümmung  des  Bogens  A5  bezeichnet;  die  Krümmung  eines 
verschwindend  kleinen  Bogens  ist  das  Reciprocum  des  Krümmungshalbmessers. 

Die  Normale  der  Curve,  die  in  der  Osculationsebene  enthalten  ist,  auf 
welcher  also  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt,  wird  als  Haupt  normale  be- 
zeichnet Sind  a,  ß,  7  bez.  (p,  ij;,  y  die  Richtungswinkel  der  Tangente  bez.  der 
Hauptnormale,  so  hat  man  auf  Grund  der  Formeln  6. 


Da  nun 


x'  y'  z'  äs 


so  erhält  man 

,_  ä  cos  OL  dcos^  äcosy 

12.  cos<f  =  -^  ,       cos-^  =  -j^,       cosr  =  -^. 

o.  Plancurven  haben  in  allen  Punkten  dieselbe  Osculationsebene,  nämlich 
die  Ebene  der  Curve. 

Bezeichnet  A  w  den  Arcus  des  Winkels  der  Osculationsebenen  einer  unebenen 
Curve  in  den  Enden  des  Bogens  Aj,  so  kann  man  sagen,  dass  die  Curve  um 
so  stärker  von  einer  ebenen  Curve  abweicht,  je  grösser  das  Verhält- 
niss  A(o:Aj  ist.  Man  bezeichnet  diesen  Quotienten  als  die  mittlere  Torsion 
des  Curvenbogens  \s.     Der  Grenzwerth 

,.    Aü)         //(ü 
\s         ds 
heisst  dem  entsprechend  die  Torsion  der  Curve  im  Punkte  /^,   die  redproke 
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Torsion  heisst  der  Torsionshalbraesser;  wird  derselbe  mit  p^  bezeichnet,  so 
hat  man 

Sind  X,  fi,  V  die  Stellungswinkel  der  Osculationsebene  Q,   so  ist,   wie  sich 
aus  der  Gleichung  von  Q  sofort  ergiebt, 

X  Y 

COS\  =       .  ,         COSXL  =       ,  , 

2  y^T«  H-  K» -f-Z«  ^        yx^  ^  yt  ^  z^ 


cosy  = 


yX^  4-  ya  4-  Z«  ' 
oder,  wenn  s  die  unabhängige  Variable  ist, 

3.  cosX  =  pXf      cos[L  =  p  K,      cos'v  =  pZ. 

Haben  die  entsprechenden  Cosinus  der  Osculationsebene  im  Endpunkte  des 
Bogens  Aj  die  Werthe  cosX  -^  ^cosX,  ^^j|i  -+-  Ar<?j|i,  cosw  -\-  ^cosy ,  so  hat 
man  die  Gleichungen 

4.  1  =  cos^X  -f-  cos^yL  -h  cos^y, 

5.  1  =  {cosX  -H  ^cosXy  -+-  (r^j|i  -1-  ^cos\Ly  -f-  (r^xv  -f-  ^cos^y  , 

6.  cos^io  =  cos\(c0s\  -+-  A^^jX)  -h  r<?Jfi(^<?jfi  4-  Ar^^ft)  -f-  cosy{cosy  -f-  ücosyüy) . 

Addirt  man  4.  imd  5.  und  subtrahirt  davon  das  Doppelte  von  6.,  so  erhält  man 
2(1  —  cosüio)  =  (/^cosXy  -f-  {^cos[l)^  -h  (Ar<?xv)« , 
mithin  ist 


Der  Uebergang  zur  Grenze  liefert  schliesslich 
7  am        i/fdcos\\^      Tdcösü\}      7dco5y\^ 


8. 


Hieraus  folgt  der  Torsionshalbmesser 

1 


V  \-dr)  ^  K-äT)  +  \-dr) 

Aus  7.  folgt 

9.  //<D  =  y{dcos\y  -+-  {d£os\ky  h-  {dcos^y  . 

Es  giebt  daher  eine  Gerade,  deren  Winkel  9^,  «j/j,  ^j  mit  den  Achsen  den 
Gleichungen  entspringen 

10.  dcosX  =  cosff^dto,      dc0S[L  =  cos^^din,      dcosy  =  cosy^dm. 
Da  nun  aus 

r^j*X  -h  r^j*|i  -f-  r^j^v  =  1 
durch  Differentiation  hervorgeht 

cosXdcosX  -h  cos^dcos^  H-  cos^dcosy  =  0, 
so  folgt  in  Rücksicht  auf  10.  für  ^j,  tpi,  y^  die  Gleichung 

11.  cosXcosffi  -h  cos[LCos^^   -h  cos y  cos -^^  =  0. 
Femer  ist  bekanntlich 

cos  \  cos a  H-  ri?jfir<?jß  -h  cosycosf  =  0; 
daher  ist  auch 

cosXdcosa  -f-  r^jji.  //ri?jp  H-  r<?Jv  //^^j^  -f-  cosa  dcosX  -H  r^jß  dcos^  -f-  ri?i7  ^^^'^v  =  0  . 
Führt  man  für  dcos%  dcos%  dcos^  die  Werthe  aus  No.  4,  12  ein,  sowie  für 
dcosXf  dcos\kf  dcosy  die  Werthe  10.,  so  erhält  man 

{C0S\  C0S^'¥C0Sy.C0S^-^C0SyC0Si)d'Z  -f-  (cOSfk  COS^^-^-COS^  COS^.^'-^'COS^  COS'l^^)dtO^=iO, 
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Der  Inhalt  der  ersten  Klammer  verschwindet,  da  die  Hauptnormale  in  tler 
Osculationsebene  liegt;  daher  folgt 

12.  cosdcos^^  -h  cos^cos^^   -h  cosfCosy(^i  =  0. 

Aus  11.  und  12.  folgt,  dass  die  durch  /*  unter  den  Winkeln  9^,   4*1»  Xi  S^* 
legte  Gerade  in  die  Osculationsebene  fallt  und  normal  zur  Tangente  ist;  folglich  ist 

?i  =  ?»      +1  =  ♦»      Xi  =  X» 
und  wir  haben  somit  die  Formeln 

13.  äcosX  3=  cos^din,      dcos^  ■=  cos^dto,      dcos^  =  cosy^dtD , 
Femer  folgt  aus 

COS^d  -H  cos^\  -h  cos^f^  =  1 
durch  Differentiation 

cosftdcostL  -f-  cos\dcos\  -h  cosf^dcosf^  =  0. 
In  Rücksicht  auf  12.  und  No.  4,  13  und  durch  Uebertragung  auf  4»  und  7 
folgt  hieraus 

dcosff  =  —  cosfkd'z  —  cosXdtüt 

14.  dcos'^  =  —  cos^d'z  —  cosyidia, 

dcos-^  ==  —  cos^dx  —  cos  v  dfo  . 

6.  Es  giebt  eine  eindeutig  bestimmte  Kugel,  auf  der  sich  Curven  ziehen 
lassen,  die  mit  einer  Raumcurve  einen  Punkt  F,  sowie  in  diesem  Punkte  die 
ersten,  zweiten  und  dritten  Dif!erentialquotienten  der  Coordinaten,  in  Bezug  auf 
dieselbe  unabhängige  Variable,  gemein  haben.  Sind  nämlich  5,  y),  C  die  Coor- 
dinaten des  Centrums  und  ist  R  der  Radius  dieser  Kugel,  so  ist  ihre  Gleichung 

1.  (?  -  xy  -H  (t)  -jk)«  -+-  (C  -  zY  =  R^  . 

Die  ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Kugel 
genügen  daher  der  Gleichung 

2.  {l  —  x)x'  H-  (t)— ^)y  -H  (C  — 2')«'  =  0. 

Für  die  zweiten  und  dritten  Differentialquotienten  folgt  hieraus  weiter 

3.  {^-x)x''  -+-  (t)-^)/'  H-  (C~^)«"  -  s'^  =  0, 

4.  (5-  -t:)x'"H-   (7)-j;)y"H-   (C  —  ^)  0'"  -   ds's"  =  0. 
Substituirt  man   nun  hier  für     x\  y\  z\     x",  y",  z'\     x"\  /",  z'"     s\  s's" 

die  für  die  gegebene  Curve  geltenden  Werthe,  so  enthalten  die  Gleichungen  1., 
2.,  3.,  4.  nur  noch  die  Unbekannten  S,  r;,  C,  R  und  genügen  zu  deren  BestimmuHg. 
Bezeichnet  man  mit  Xjt  die  zum  i^ten  Gliede  der  /ten  Zeile  von 


A  ^ 


x'  y  z' 
x"  y  z" 
x'"  y"  z'" 


gehörige  Subdeterminante  zweiten  Grades,   so  ergiebt  die  Auflösung  von  2.,  3. 
und  4. 

5.  n-  y  =  ^(^'Ajj  +  3i"A,j), 


Man  erhält  einfachere  Formeln,  wenn  man  s  als  unabhängige  Variable  ein- 
führt. Unter  dieser  Voraussetzung  gehen  die  Gleichungen  2.  und  3.  über  in 
(vergl.  No.  4,  11) 

6.  (E  —  x)  cosa  -+-  (yj  —  y)  cos  ß  H-  (C  —  z)  cosf  =  0  , 

7.  (5  —  x)  cos^  -+-  (y)  — y)  cos^  -h  (C  —  z)  cosy  =  p  . 
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Statt  der  Gleichung  4.  kann  man  nun  die  Gleichung  verwenden,  die  aus  7. 
durch  Differentiation  nach  s  hervorgeht 

8.  (E — x)dcosff  H-  {ri—y)dcos^  -h  (C — z)dcosy  —  {cosf^  dx-\-cos^  dy-{-cosy  dz)  =  d^ . 

Da  die  Tangente  zur  Richtung  9,  tp»  X  normal  ist,  so  ist 

cosf^dx  -h  cos^dy  -+-  cosydz  =  0. 
Setzt  man  femer  die  Werthe  aus  No.  5,  14  ein,  so  erhält  man  in  Rücksicht 

auf  6.  die  Gleichung 

do 

9.  (5  —  x)  cos\  -h  (t)  —  y)  cos^  -h  (C  —  z)  cos^  =  —  -j- . 

Multiplicirt  man  6.,  7.,  9.  zuerst  der  Reihe  nach  mit  cos%  cos^^  cos\  dann 
mit  cos^,  cos^^  cos[Lf  hierauf  mit  cos-^,  cosy^  cos^*  und  addirt  jedesmal,  so  erhält  man 

E  —  r  =  ^COSf^  —  -T-  •  cosX^ 

do 

10.  T)  —  j^  =  ^cos^  —  -^  •  cos^, 

do 
C  —  z  =  ^cosy  —  -^  •  cos>t . 

Hierin  kann  man  fiir  cosXj  cos\l,  cos^^  cos^^  cos^,  ^^-^X»  9t  ß^  die  Werthe 
No.  5,  2  oder  3,    No.  4,  4  oder  7,   No.  4,  2  oder  5,   No.  5,  9  setzen. 

Quadrirt  man  diese  Werthe  und  addirt,  so  erhält  man  für  den  Radius  der 
Kugel 

Diese  Kugel,  deren  Mittelpunkt  und  Halbmesser  sich  aus  10.  und  11.  be- 
stimmen, heisst  die  osculirende  Kugel  der  Curve  im  Punkte  P, 

Die  Gleichungen  2.  und  3.  lehren,  dass  der  Mittelpunkt  der  osculirenden 
Kugel  auf  der  Schnittlinie  benachbarter  Normalebenen  gelegen  ist. 

Der  Abstand  des  Centrums  der  osculirenden  Kugel  von  der  Osculationsebene 

hat  nach  12.  den  Betrag 

//p 

dm  ' 

Hieraus  erkennt  man:  DerKrümmungskreiseinerCurvein  einemPunkte 
derselben  ist  der  Schnitt  der  osculirenden  Kugel  mit  der  Osculations- 
ebene. 

Für  Curven  von  constantem  Krümmungshalbmesser  liegt  das  Centrum  der 
osculirenden  Kugel  auf  der  Osculationsebene  und  der  Krümmungskreis  ist  somit 
ein  grösster  Kreis  der  osculirenden  Kugel 

7.  Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Schraubenlinie.  Unter  denselben 
Voraussetzungen  wie  in  §  6,  No.  9  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie 

z  ■=  k^  t      X  =  a  cos^  ,      y  r=  a  sin^  . 

Jedes  Bogenelement  ds  ist  gegen  die  Horizontalebene  um  den  constanten 
Winkel  geneigt,  den  die  Tangente  mit  der  Horizontalebene  bildet;  der  Cosinus 
dieses  Winkels  ist  a  :  ^a'^  -+-  k^  ;  daher  ist  der  von  der  Horizontalebene  bis  zum 
Punkte  F  sich  erstreckende  Bogen  s  der  Schraubenlinie  gleich  der  Horizontal- 
projection  von  ^,  dividirt  durch  diesen  Cosinus.     Mithin  haben  wir 

s  = •  «9  =  y  «2  4-  ^3  .  (p  , 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  «  =  1  :  |/ö^  -+-  Jk^  ,  so  ist  daher 
1.  z  =  kns  t      X  =  acosns  f     y  =  asinns , 

Hieraus  folgen  die  Differentialquotienten 
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dx  ,  dy  ^*  r 

2.  i7~    '^  —  ansmns,     -r-  =  ancosns,     -j-  ss  kn, 

Hieraus  ergeben  sich  für  -Y,  K,  Z  die  Werthe 

4.  -AT  =  akn^  Sinns  t       K=  —  akn^  cosns ,      Z=  n*«'. 
Die  Gleichung  der  Osculationsebene  ist  daher 

Q  GS  Sinns  (6  —  jc)  —  cosns  (tq  —  j^)  -f-  -r  (C  —  «)  =  0  . 

Setzt  man  für  x^  y^  z  die  Werthe  1.,  so  erhält  man 

d 

5.  Q  MB  Sinns  •  ?  —  ri?j«j  •  y)  -h  -r  (C  —  >i?«^)  =  0 . 

Setzt  man  hier  C  =  «>  so  erhält  man 

sinns  •  \  —  cosns  •  tq  =  0 , 
d.  i.  die  Gleichung  des  Grundrisses  des  durch  P  gehenden  Cylinderhalbmessers. 
Dies  ergiebt:  Die  Osculationsebene  der  Schraubenlinie  in  P  enthält 
den  durch  P  gehenden  Halbmesser  des  Schraubencylinders,  und  ist 
daher  gegen  die  Schraubenachse  unter  demselben  Winkel  geneigt, 
wie  die  Schraubentangente.    Die  Hauptnormale  ist  normal  zur  Achse. 

Für  den  Krümmungshalbmesser  ergiebt  sich 

1  a>  -f.  >&> 

^        an^  a 

Der  Krümmungshalbmesser  ist  also  für  alle  Punkte  der  Schrauben- 
linie constant;  die  Krümmungsmittelpunkte  liegen  auf  einer  Schraubenlinie 
von  derselben  Achse  und  Ganghöhe. 

Die  Stellungswinkel  der  Osculationsebene  folgen  aus 
7.  cos\  =  kn  sinns  i      cos\i  =  —  ancosns,      cosw  =  an. 

Hieraus  folgt  für  den  Torsionshalbmesser 
^  l  a^  -hk^ 

8.    In   jedem   Punkte  P  einer  Raumcurve   C  lässt  sich  eine  osculirende 

Schraubenlinie  construiren,    d.  i.  eine  Schraubenlinie,  welche  durch  P  geht, 

und  in  P  dieTangente,   die  Osculationsebene,  sowie  den  Krümmungshalbmesser 

und    den   Torsionshalbmesser   mit   der  Curve  C  gemein    hat.     Sind    p    und  pj 

Krümmungs-  und  Torsionshalbmesser  von  C  im  Punkte  P,  so  bestimmen  sich  die 

Constanten  a  und  k  der  osculirenden  Schraubenlinie  aus 

a^  "h  k^  ,     a^  -h  k^ 

j—  =  p    und    j—  =  p,  ; 

man  erhält 


p»   +   p,«  •  p8    +   p^S  • 

Die  Schraubenachse  trifft  die  Hauptnormale,  schneidet  von  ihr  eine  Strecke 

PA  =  a    ab,    und    ihre  Projection    auf  die    Osculationsebene    ist   die    durch  A 

gehende  Parallele  zur  Curventangente;    der  Winkel  7  der  Schraubenachse  und 

der  Osculationsebene  bestimmt  sich  aus 

k  p 

2.  cos-t  =     ,  :  =  -7-  -- . 

yfW^  k^        yp»  -¥  Pi» 
Durch  diese  Angaben  ist  die  osculirende  Schraubenlinie  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt. 
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§  10.    Krümmung  von  Flächen*). 

1.  Bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  haben  wir  eine  Raumcurve 
nicht  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  charakterisirt,  sondern 
wir  haben  mit  wesentlichem  Vortheile  die  Coordinaten  eines  Curvenpunktes  als 
Functionen  einer  unabhängigen  Variabein  /  betrachtet. 

In  gleicher  Weise  ist  es  bei  den  folgenden  Untersuchungen  über  Flächen 
vortheilhaft,  eine  Fläche  nicht  durch  eine  Gleichung 

fix,  y,z)^^ 
zu  charakterisiren,  sondern  x,  y,  z  als  Functionen  zweier  unabhängigen  Veränder- 
lichen Uf  V 

1.  X  =  jF^{u,  v),      y  =  F^(u,  v),      fr  =  F^{u,  v) 

zu  betrachten.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  1.  u  und  v,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  also  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  gewöhn- 
lichen Form. 

So  wird  z.  6.  ein  EUipsoid,  dessen  Achsen  in  die  Coordinatenachsen  fallen, 
durch  die  Gleichungen  dargestellt 

X  =  acosucosv ,      y  =  dcosusinv,      z  •=  csinu\ 
denn  aus  diesen  Gleichungen  folgt 

X  y  z 

a  b  c 

und  daher,  wenn  man  quadrirt  und  addirt 

Für  die  axiale  normale  Schraubeiiregelfläche  hat  man 

X  =  vcasUf      y  =  vsinu ,      z  =  ku  , 

2.  Ertheilt  man  der  Veränderlichen  v  einen  besonderen  Werth  Vq,  so 
stellen  die  Gleichungen 

X  ==  F^{u,  Vq),      y  =  F^{u,  Vq),      z  =  F^{u,  v^) 
eine  Curve  dar,  die  auf  der  Fläche  liegt.     Aendert  man  nun  z/q,  so  ändert  sich 
Lage  und  Gestalt  dieser  Curve,  und  durchläuft  Vq  die  ganze  Zahlenreihe,  so  be- 
schreibt die  Curve  die  ganze  Fläche.     Ferner  wird  durch  die  Gleichungen 

X  =  F^{u^,  V),      y  =  F^(uq,  v),      «  =  -^sC^o»  ^) ^ 
wo  Uq  einen  besonderen  Werth  bezeichnet,  eine  Raumcurve  anderer  Art  darge- 
stellt, die  auch  auf  der  Fläche  liegt.     Durchläuft  Uq   die  ganze  Zahlenreihe,  so 
wechselt  diese  Curve  continuirlich  Gestalt  und  Lage  und  beschreibt  ebenfalls  die 
ganze  Fläche. 

Somit  wird  die  Fläche  von  zwei  Schaaren  von  Curven  bedeckt,  und  jeder 
Punkt  der  Fläche  erscheint  als  Schnittpunkt  einer  Curve  der  einen  Schaar  mit 
einer  Curve  der  andern.  Wir  bezeichnen  u  und  v  als  die  Parameter  der 
P'lächenpunkte,  und  die  Curven  auf  der  Fläche,  welche  die  Punkte  enthalten, 
für  welche  v  bez.  u  constant  ist,  als  Parameterlinien;  letztere  charakterisiren 
wir  kurzweg  durch  die  Bedingungen  v  =  z'q,  bez.  «  =  j/^. 

Wählt  man  x  und  y  selbst  zu  unabhängigen  Veränderlichen,  setzt  man  also 
X  =^  Uf  ^  =  z;,  so  ist  durch  die  Bedingung  v  =^  Vq  eine  Ebene  normal  zur 
K- Achse  dargestellt;  die  Parameterlinien  v  =  Vq  sind  also  die  Querschnitte  der 


♦)  Dieser  Abschnitt  ist   im  Anschlüsse   an   Hoppe,   Principien  der  Flächentheorie, 
Leipzig  1876,  §  I  bis  9  u.  ff.  bearbeitet. 


\1 
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Fläche  parallel  zur  -YZ-Ebene;  die  Parameterlinien  «  =  «^  sind  die  Querschnitte 
der  Fläche  parallel  der  KZ  Ebene.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
haben  wir  diese  Curven  benutzt,  um  uns  eine  Anschauung  der  zu  einer  gegebenen 
Gleichung  gehörigen  Fläche  II.  O.  zu  verschaffen. 

3.  Bewegt  sich  ein  Punkt  P  um  unendlich  wenig  entlang  der  Fläche  in 
übrigens  beliebiger  Richtung,  so  erhalten  u  und  v  unendlich  kleine  Veränderungen 
du  und  dv  von  unbestimmtem  Verhältnisse.     Die  zugehörigen  Aendeniugen  von 

Xi  y^  z  ergeben  sich  durch  Differentiation  zu 

,   ,    dx  ,  dx  ,  ,    dy    .  dy    ,  ,  dz   .  dz 

1.  dx  =  öT  du  -}-  ^-  dv:      dy  =  ^  du  -^-  ^  dv:      dz  ^=  tt-  du  -\-  w-  äv, 

du  dv      ^        -^        du  dv       ^  cu  dv 

Das  vom  Punkte  P  bei  dieser  Bewegung  zurückgelegte  Bogenelement  ist 

ds^  =  dx"^  -+-  dy^  -+-  dz"^ , 
Führt  man  hier  die  Werthe  1.  ein,  so  erhält  man 

2.  ds^  =  edu"^  -f-  Ifdudv  -h  gdv^, 
wobei  e,  /,  g  die  Ausdrücke  bezeichnen 

^        dxdx        dy  dy        d zd z 
3  /  ^ -4-  —^  — =^  -f. 

•^         dudv       dudv       dudv* 
fdx\^       /dyy      (d  «\« 

^"  Wv)^  Wv)  ^\rv) 

Diese  Grössen  ^,  /,  g  werden  in  der  Flächentheorie  als  die  Fundamental- 
grossen  I.  Ordnung  bezeichnet.  Sie  sind  von  der  Lage  des  Punktes  /*  ab- 
hängig, hängen  aber  nicht  von  dem  Verhältnisse  dv\du,  also  nicht  von  der 
Richtung  ab,  welche  das  Curvenelement  ds  hat. 

Sind  a,  Ji,  7  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  einer  auf  der 

Fläche  durch  P  gehenden  Curve  in  P  mit  den  Achsen  bildet,  so  ist 

dx  dy  dz 

Setzt  man  hier  die  Werthe  aus  1.  und  2.  ein,  und  bezeichnet  das  Verhältniss 
dv :  du  mit  k^  so  erhält  man 

\cu  Cv/  '        \cu  cvj  \cu  ovj 

wobei  N  =  ^e^  -i-  ^/k  -+-  gk^  . 

Für  eine  andere  durch  P  auf  der  Fläche  gezogene  Curve  haben  dv :  du  und 
a,   ß,  7  andere  Werthe  k\   a',  ß',  7'.     Der  Winkel  ft,  unter  dem  sich  die  Curven 

in  P  schneiden,  bestimmt  sich  aus 

cosh  =  aa'   -H  ?ß'  -h  77' 
mit  Hülfe  der  Werthe  1.  und  der  entsprechenden  Werthe  für  a',  ß',  7'  zu 

o.  COS  ü  =    --  .  . 

Vie  -h  2/>t  -H  gk^)  {e  -h  2/>&'  -h  gk'^) 
Die    den  Verhältnissen  k   und  k*    zugehörigen  Curvenelemente   sind  daher 
normal  zu  einander,  wenn 
6.  e^f{k-^k')  ->fgkk'  =  0, 

4.  Ist  n   ein  Punkt  der  Tangente  einer  durch  P  gehenden  Curve  auf  der 

Fläche,  und  PW  =  R^  so  gelten  die  Gleichungen 

».  ^dx  „  dy         ^  ^  dz 

Führt  man  hier  die  Werthe  für  dx,  dy,  dz  ein,  und  eliminirt  dann  dm  und 
//z^,  so  erhält  man 
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i-x    ^ 


C  — «     i-     r- 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 
du 

dy 
dv 

dz 

du 

dz 
dv 

=  0. 


dy 

dy 

CZ 

dz 

dx 

dx 

du 

CZ 

dv 
dz 

,      ft  = 

du 

dx 

dv 

dx 

,      rt  = 

du 

dy 

dv 

dy 

du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

Dies  ist  die  Bedingungsgleichung  daftir,  dass  H  einer  Tangente  der  Fläche 
n  Punkte  P  angehört,  ist  also  die  Gleichung  der  Tangentenebene. 

Sind  Pf  q,  r  die  Cosinus  der  Winkel  der  Normalen  mit  den  Coordinaten- 
chsen,  und  /  ein  noch  unbestimmter  Faktor,  so  hat  man  aus  1. 


//  = 


Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt,  so  ergiebt  sich  für  die  Grösse  / 
ie  Gleichung 

odurch  nun  /,  ^,  r  vollständig  bestimmt  sind.  Da  die  Normale  eines  Flächen- 
unk tes  mit  jeder  in  diesem  Punkte  berührenden  Flächentangente  rechte  Winkel 
ildet,  so  ist  für  jede  Verschiebung  dx^  dy^  dz  des  Punktes  P  entlang  der  Fläche 

pdx  -H  qdy  -h  rdz  =  0; 
ihrt  man  die  Werthe  fiir  dx^  dy^  dz  ein,  so  folgen  in  Rücksicht  auf  die  Unab- 
ä.ngigkeit  #)n  du  und  dv  aus  4.  die  beiden  Gleichungen 

dx  dy  dz        ^ 

^  du       ^  du  du 

dx  dy  dz        ^ 

^  dv        ^  dv  dv 

5.    Differenzirt  man  die  vorigen  Gleichungen  nach  u  und  v^  so  erhält  man 
e  vier  Gleichungen 

14  ^  +  f4 1^  ^  1;  |i  +  ^  =  0. 

1^  -+-/•  =  0. 


dp 

du 

dx 

du 

-h 

dq  dy 
du  du 

-f- 

dr 
du 

dz 
du 

dp 

dv 

dx 
du 

-+- 

dq  dy 
dv  du 

-f- 

dr 
dv 

dz 
du 

dp 

cu 

dx 

dv 

-f- 

dq  dy 
du  dv 

-f- 

dr 

CU 

dz 
dv 

cp 

dv 

dx 
dv 

-+- 

dq  dy 
dv  dv 

-f- 

dr 
dv 

dz 

du 

7^     5 h     /^    =     0, 


Vif    ^j  fyr     ^*       .      ^    _    /v 


obei  durch  /f,  /s  G  die  Grössen  bezeichnet  werden 


G 


d^x 

^  di^ 
d^x 

"dudv 

d^x 

^  dv^ 


d^y 
^  dü^ 

d^y 
"dudv 

d^y 
^  d^ 


d^z 

du^' 
d^z 


-h  r^ 


dudv* 

d^z 

dv^' 


Diese  Grössen  sind  bei  der  Untersuchung  der  Krümmungen  der  durch  einen 
ankt  der  Fläche  gehenden  Curven  der  Fläche  von  Bedeutung  und  werden  als 
e  Fundamentalgrössen  II.  Ordnung  bezeichnet. 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  1.  mit  du^,  die  zweite  und  dritte 
lit  dudv,  die  dritte  mit  dv^  und  addirt,  so  erhält  man 


47^  Differentialrechnung. 

3.  dpdx  4-  dqdy  -h  drdz  -h  Edu^  -+-  ^Fdudv  -f-  Gdv^  =  0, 

wobei  wie  immer  dp^  dg,  dr  die  vollständigen  Differentiale 

dp  =  7^  du  -^  ^  dv ,    u.  s.  w. 
^         cu  cv 

bezeichnen.     Differenzirt   man   No.  4,  4    nach    dem   Winkel   zweier   Tangenten 

einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve,  so  erhält  man 

d^dx  d  dy  d  dz       dp  dx       dp  dy       dr  dz  

d'z  ds       "  d'zds  d-z  ds        dx  ds        dxds        dx  ds 

Dividirt  man  3.  durch  dxds,    und  subtrahirt  dann  4.,  so  ergiebt  sich  die 

Gleichung 

^'  ^  dx  ds   "^  ^  dxdi  '^  ^dids   "  dxds 

Die  Grössen  3-  3- ,  T  J~  *  d~  T^  ^^"^  ^  ^*  ^^*  ^'  ^^^  ^*®  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  von  s  \r\  F  mit  den  Achsen  bildet;  die 
linke  Seite  ist  daher  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  dieser  Hauptnormalen 
und  der  Flächennormalen.  Bezeichnen  wir  denselben  durch  8,  und  den 
Krümmungsradius  der  Curve  s  in  F  mit  p',  so  folgt  aus  5. 

l        t,        dx         .        Edu^  -h  "IFdudv  -h  Gdv^ 
p  ds  edu^  -h  ^fdudv  ->r  gdv^ 

Die  rechte  Seite  hängt  nur  von  der  Lage  des  Punktes  F  und  von  dem  Ver- 
hältniss  dv :  du  ab,  hat  also  unverändert  denselben  Werth  für  alle  Curven  s  der 
Fläche,  welche  in  F  eine  gemeinsame  Tangente  haben.  • 

Eine  auf  der  Fläche  liegende  ebene  Curve,  deren  Ebene  die  Flächennormalc 
in  F  enthält,  wird  als  ein  Normalschnitt  der  Fläche  im  Punkte  /* bezeichnet 
Der  Krümmungsradius  p  des  Normalschnittes,  der  die  zu  dem  Verhältnisse  du :  dv 
gehörige  Flächentangente  berührt,  ergiebt  sich  aus  6.  für  0  =  0.     Daher  ist 

p'  =  ^  cos^. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Krümmungsradius  einer  Curve  J 
der  Fläche  in  F  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  des  durch  die 
Tangente  von  s  xn  F  geführten  Normalschnitts  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Ebene  dieses  Normalschnitts  und 
der  Hauptnormalen  von  s, 

6.  Durch  Ausrechnung  der  linken  und  rechten  Seite  überzeugt  man  sich 
leicht  von  der  Identität 

{e  4-  Vk-^gk^)  {E^'lFk'  -h  Gk'^)  H-  (^  -h  2/>&'  '\'gk^){E-¥^Fk  -H  GK^) 

Sind  ^,  /,  g  die  Fundamentalgrössen  I.  O.  und  k,  k  die  Werthe  von  dv :  du 
für  zwei  in  F  sich  rechtwinkelig  schneidende  Curven  der  Fläche,  so  ist 

e'¥f{k^k')-^-gkk  =  0; 
die  Identität  1.  liefert  in  diesem  Falle 

(e  ^  ^fk  -H  gk^)  {E  -H  ^Fk'  -f-  Gk'^)  -i-  (^  H-  2/>&'  -¥  gk'^)  {E  -+-  2Fk  -f-  Gk^) 

=  (eG  -  ^/F  -+-  gE)  {k  —  ky . 
Hierin  sind  E,  F,  G  noch  ganz  beliebige  Grössen;  ersetzt  man  £,  Ff  G 
durch  e,  /,  g,  so  erhält  man 

2.  (e  H-  2/Jk  -h  gk^)  {e  H-  2/^'  -+-  gk'^)  =  /»  (^  —  ky . 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  vorigen  ergiebt  sich 

E'\'7.Fk'{'Gk^        E^7.Fk'  ^Gk'^        eG^^fF-^gE 


t^^fk  -^^  gk^^    e  -^  2/^'  -f-  i  k'^ 


t-- 


I 
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Sind  nun  E,  /*,  G  die  Fundamentalgrössen  II.  O.,  so  sind  die  Quotienten 
der  linken  Seite  die  reciproken  Krümmungsradien  der  beiden  Normalschnitte  in 
den  auf  einander  senkrechten  Richtungen  k  und  V\  bezeichnet  man  diese  Radien 
mit  p  und  p',  so  ist  daher 
«  1         1        eG  —  2//*  -h  gE 

9        9  /« 

Die  rechte  Seite  hängt  nur  von  der  Lage  des  Punktes  F  ab,  ist  dagegen 
unabhängig  von  k  oder  k\  Dies  ergiebt:  Für  jeden  Punkt  der  Fläche  ist 
die  Summe  der  Krümmungen  zweier  sich  rechtwinkelig  schneidenden 
Normalschnitte  constant 

7.    Die  Krümmung  eines  Normalschnitts 

1        E-^-^Fk-hGk^ 


ist  nur  dann  von  k  unabhängig,  wenn 

^   "*  /  ""  ^' 
der  gemeinsame  Werth  dieser  Quotienten  giebt  dann  zugleich  die  Krümmung  an. 

Durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  1.  werden  einzelne  Punkte  der  Fläche 

erhalten,  die  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  Normalschnitte  in  diesen  Punkten 

gleiche  Krümmung  besitzen.     Diese  Punkte  heissen  sphärische  Punkte  oder 

Nabelpunkte.     In    besonderen  Fällen   treten    auch  Nabellinien  auf,    deren 

Punkte  sämmtlich  Nabelpunkte  sind. 

8.    Dreht   sich   die  Normalebene   in   einem  Punkte  der  Fläche,    der  nicht 

Nabelpunkt  ist,    um  die  Flächennormale,    so  ändert  sich  1  :  p  und  kehrt  nach 

Vollendung  der  Drehung  zum  Ausgangswerthe  zurück.     Daher  muss  dabei  1  :  p 

wenigstens  einmal  einen  Maxiraalwerth  und  einmal  einen  Minimalwerth  erlangt 

haben.    Die' Richtungen  k,  welche  diesen  eminenten  Werthen  entsprechen,  werden 

erhalten,  wenn  man  1  :  p  nach  der  Variabein  k  differenzirt  und  die  Werthe  von  k 

bestimmt,  für  welche  dieser  Differentialquotient  verschwindet.     Man  erhält 

j/n\ \_\F^Gk    E^^Fk-^Gk^ 


1. 


f  -^  gk    i  ^2fk  -^  gk^ 


.}, 


E  F  G  E    ^         F  G 

f  g  ^  f  i 

wobei  ^  =  i  (^  -h  2/>^  -+-  gk^y . 

Die   gesuchten  Werthe   von  k   sind   daher   die  Wurzeln  der  quadratischen 

Gleichung 


2. 


E  F 

G  E 

m 

F  G 

t  f 

' 

g  t 

k^ 

f  g 

>8!«  =0. 


Da  wir  uns  überzeugt  haben,  dass  ein  Maximalwerth  und  ein  Minimalwerth 
der  Krümmung  existiren,  so  folgt,  dass  diese  Gleichung  stets  zwei  verschiedene 
reale  Wurzeln  hat.  Die  beiden  Normalschnitte,  die  durch  diese  Gleichung 
bestimmt  sind,  heissen  die  Hauptnormalschnitte,  ihre  Krümmungen  die 
Hauptkrümmungen,  ihre  Ebenen  die  Hauptnormalebenen,  ihre  Tangenten 
die  Hauptkrümmungstangenten,  und  deren  Richtungen  die  Haupt- 
krümmungsrichtungen. 

Sind  k^  und  k^  die  Wurzeln  von  2.,  so  ist 


Ü.  tflRy^  Ka     S22 


Hieraus  folgt 


E  F 

e   f 


m  (^j  4-  k^  = 


G  E 


wobei  m  = 


F  G 
f  i 
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dies  ergiebt  den  Satz:     Die  Hauptkrümmungsrichtungen  sind  normal  zu 
einander.     Sind  p|   und  pj  ^^^  Hauptkrümmungsradien,  so  folgt  (No.  6»  3) 


5. 


p,  t^ 

Ersetzt  man  in  No.  6,  2  ^  und  >&'  durch  k^  und  >^2»  ^o  ergiebt  sich 

6.  (e  -h  2/>ti  ^  ^.^1»)  (i?  -f.  2/>^a  H-  ^>^2«)  =  />  (>^,  —  k^y. 
Aus  3.  folgt  femer  ftir  die  Hauptkrümmungsrichtungen  die  Gleichung 

7.  E  -^-  F{k^  -f-  k^)  -h  6^^i>&a  =  0. 
Setzt  man  nun  in  No.  6,  1 

^  =  ^1 ,       k^  =  k^j      e  -=  E,     f  ^  Ff      g  =:  G, 
und  versteht  unter  Ej  Fj  G  Hauptgrössen  zweiter  Ordnung  eines  Punktes  F  und 
unter  k^    und  ^^   die  für  die  Hauptkrümmungsrichtungen  geltenden  Werthe  von 
äv :  du,  so  sind  6.  und  7.  erfüllt  und  die  Identität  No.  6,  1  liefert 

8.  {E  H-  2Fk^  -H  Gk^^)  (E  -+-  2FJk^  ^  Gk^^)  =  (C?^^  —  F^)  {k,  —  y^»)«. 
Dividirt  man  8.  durch  6.,  so  erhält  man 

Jl EG  —  F^ 

PiPs  ^* 

Aus  5.  und  9.  erkennt  man,  dass  die  Hauptkrümmungen  die  Wurzeln  der 

quadratischen  Gleichung  sind 

10.  /2  .  1  —  (g:  —  ^fF  -h  gE)    -  -^EG  —  F^  ^0, 

Um  zu  entscheiden,  welche  Wurzel  dieser  Gleichung  zu  >&,,  welche  zu  k^ 
gehört,  bilden  wir  die  Differenz 


A    : 

1 
Pi 

1 

1 

und  erhalten 

F+  2Fii  +GJi^        £  +  2Fk,  +  Gi^^ 

Hieraus  folgt  nach  Beseitigung  der  Nenner  in  Rücksicht  auf  6 

^{k,-k^yt^  - 

£-¥2 Fk^  -I-  Gk^     £+2Fki+  Gk$ 
e  +2/k^-\-  gk^     e  +'ifk^+  gk^ 

-( 

*, ->tj)|-2 

EF 
e  f 

+ 

GE 

{K  -t-  k^)  - 

-  2 

FG 
f  g 

■l^" 


Führt  man  rechts  flir  die  Determinanten  die  Werthe  3.  ein,  so  erkennt  man, 
dass  der  Klammerinhalt 

beträgt,  und  erhält  hieraus  ftir  die  gesuchte  Differenz 


11. 


A  = 


F  G 

f  g 


/2 


Ist  ky    die  kleinere  der  beiden   Grössen   k^    und  k^^    so   ist  daher  p^  der 
kleinere  oder  der  grössere  Hauptkrümmungshalbmesser,  je  nachdem 

9.    Bezeichnet  0    den  Winkel    zwischen    der  Tangentenrichtung  k   und  der 
Haupttangentenrichtung  k^,  so  ist  90°  —  0  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen 
gl  die  Formel  No.  3,  5  liefert 
[e-¥f{k  +  k,)+gkk^Y 


k  und  k 


(e  +  2/k  +gk^){e + Ifk^  +gk^y 
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Für  die  Krümmung   1  :  p  des  die  Richtung  k  enthaltenden  Normalschnitts 
und  für  die  Hauptkrümmungen  folgt  aus  No.  4,  6 

In  Folge  der  Gleichungen 

^  -^-/('^l  -^-  '^2)  -^-  ^'^i  '^a  =  0,     ^4-  F{k^  -h  .^j)  4-  G>&i  >^,  =  0 

hat  man  die  Reductionen 

e  -^f{k^k^)  ^  gkk^  =  (/-+-^>^i)(>^->^2), 
e  -h  /(/^  4-  ^j)  =  ^^/^2  =  (/  -H  ^'^a)  (^  —  '^i) ' 
e  4-  2/>ti  4-  gk^  =  (/-^^'^iK'^i  -^3)» 
^  4-  2/^,  4-  ^^8«  =  (/-H^^a)  ('^a  —  '«^i)» 
^4-  "IFk^  -^Gk^  =  (i?'4-6^>&i)(>^i  —  >^«), 
^4-  2/^>^,  4-  C?>&23  =  (V-f.  Gk^)  \k^  —  >^i) . 
Hiemach  erhält  man 

,,,.  a  /  ^  gk,  {k  ^  k,y  f^gk,  {k-k,y 

cos   «^-^^2/^4-^>^3  *'^i— ^3     '  ^^4-2/>^4-^>^»  ''^9  —  ^1     ' 

1  F-^Gk^  1  i?'4-6^>^5. 


Pi        f  -^g^i'       H       f  ^  g^%' 
daher  ist 

cos'^b        sin^  a  _  (7^4-  (y>^0  {k  —  >^g)^  —  (i^  4-  g/i?»)  {^  —  >^i)' 

Pi      "^     P,      "  (^>4-2/>&4-^>&>)(^i->^a) 

_  "IFk  4-  g>^^  —  F{k^  4-  >^a)  —  <^^i  >^» 

Addirt  man  zum  Zähler  E  -{-  F {k^  +  k^)  4-  Gk^k^  =  0,  so  erhält  man 
schliesslich 

cos^%        sin^b        £-h2Fk-hGJk^ 


Pi  Ps  ^  4-2/>^4-^>^»' 

1         r^j»»        sin^b 
also  ist  —  = h  . 

P  Pi  Pa 

Diese  Formel  lehrt  die  Krümmung  eines  Normalschnitts  JV  aus  den  Haupt- 
krümmungen und  aus  den  Winkeln  zwischen  N  und  den  Hauptkrümmungs- 
richtungen finden. 

10.    Rechnet  man  das  Bogenelement  einer  Raumcurve  positiv,  so  hat  der 

Krümmungshalbmesser 

äs 

einen  positiven  oder  negativen  Werth,  je  nachdem  äz  positiv  oder  negativ  ist. 
Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Curvenelements  äs  bilden  zwei  spitze 
verschwindend  kleine  Winkel  vom  Arcus  äz  und  zwei  stumpfe  Winkel,  in  deren 
einem  das  Bogenelement  äs  enthalten  ist.  Da  der  Krümmungsmittelpunkt  auf 
dem  Schnitt  der  Normalebenen  in  den  Enden  von  äs  liegt,  so  folgt,  dass  derselbe 
mit  äs  auf  derselben  Seite  der  Tangente  liegt.  Die  Tangenten  aller  Normal- 
schnitte in  einem  Punkte  einer  Fläche  sind  in  der  Tangentenebene  vereint. 
Haben  nun  die  Hauptkrümmungen  1  :  pj  und  1  :  Pa  entgegengesetzte  Zeichen,  so 
folgt,  dass  die  Curvenelemente  äs^  und  äs^  der  Hauptnormalschnitte  und  daher 
auch  die  Hauptkrümmungscentra  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Tangenten- 
ebene liegen.     Die  Gleichung 

cos^^        sin^^ 

1 =  0, 

Pi  P» 

deren  Lösungen  sind 


SCHUMMLOit  Haadbacb  der  Mätbrniatik.    Bd.  ü. 


V^ 


482 
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1.  tang%  =  dt  1/—  p2  :pi , 

bestimmt  dann  zwei  Normalschnitte  von  der  Krümmung  Null,  und  für  diese  ist 
im  Allgemeinen  F  ein  Wendepunkt.  In  diesen  beiden  Normalscbnitten  tritt, 
wenn  wir  uns  die  Normalebene  um  die  Normale  in  einer  Richtung  gedreht  denken, 
der  Uebergang  von  positiver  zu  negativer  Krümmung  ein;  in  den  Tangenten 
dieser  beiden  Normalschnitte  durchdringt  die  Fläche  in  der  Umgebung  von  F 
die  Tangentenebene. 

Bei  einem  einschaligen  Hyperboloide  und  bei  einem  hyperbolischen  Para- 
boloide  sind  diese  Normalschnitte,  in  welchen  das  Vorzeichen  der  Krümmung 
wechselt,  die  beiden  Geraden  der  Fläche,  welche  durch  den  Flächenpunkt  F 
gehen.  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einer  Regelfläche  zweiten  Grades  halbiren 
daher  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  Winkel  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Geraden  der  Fläche. 

Haben  dagegen  beide  Hauptkrümmungen  dasselbe  Zeichen,  so  haben  gemäss 

der  Formel 

1        €05^  b       sin^^ 


P  Pi  Ps 

alle  Normalschnitte  Krümmungen  desselben  Zeichens;  alle  von  P  aus  gehenden 

Curvenelemente  liegen  dalier  auf  derselben  Seite  der  Tangentenebene;  in  der 
Umgebung  von  P  liat  die  Fläche  ausser  P  keinen  Punkt  mit  der  Tangentenebene 
gemein,  und  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Tangentenebene.  Dieses  Verhalten 
zeigen  die  nicht  geradlinigen  Flächen  zweiten  Grades  in  allen  ihren  Punkten. 

11.  Eine  abwickelbare  Fläche  ist  der  Ort  der  Tangenten  ihrer  Rückkehr- 
kante (Cuspidalcurve);  man  kann  daher  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  solchen 
Fläche  darstellen,  indem  man  von  den  Gleichungen  ihrer  Rückkehrkante  aus- 
geht.    Sind  dieselben 

^=/iW»    y=A{^)f     ^=/3W» 

so  sind  die  Gleichungen  der  Tangente  dieser  Curve  im  Punkte  P 

e-/i  _  n-A  _  :-/i 
A'    ~    A'    ~    A'"' 

Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  variabeln  Werth  dieser  Quotienten  mit  v, 
so  erhält  man  die  Coordinaten  5,  tj,  C  irgend  eines  Punktes  einer  Tangente,  d.  i. 
also  irgend  eines  Punktes  der  von  diesen  Tangenten  beschriebenen  Fläche  durch 
die  zwei  Variabein  u,  v  ausgedrückt 
1.  5  =  vf.'  -f^  A  .       n  =  z;/«'  4-/0,       C  =  vf^  -H  A . 


Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 


dv 
Mithin  ist 


=  /.'. 


cu 


hu 


=  vf^"  +/,', 


=  /: 


a  » 


2. 


3. 


p\  q  \  r  = 
Ferner  hat  man 

^  =vA    +/.  . 

dudv 


A" 
A" 

a* 


A 
A' 


A" 


A" 
A" 


A' 
A' 


=  /  " 


a« 


-  z;/ '"  4-/ 


n 


3 


dudv 
=  0. 


-=A". 


2    ==  ^/s      -^-/.^  ' 


dudv 
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Aus  2.  und  3.  folgt 
4.  EG  —  F^  ^  0, 

während  eg — /^  von  Null  verschieden  ist.  Daher  schliessen  wir  (No.  8,  9):  In 
jedem  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  eine  Hauptkrtimmung 
gleich  Null;  die  Gerade,  längs  welcher  die  abwickelbare  Fläche  von  der 
Tangentenebene  berührt  wird,  ist  also  ein  Hauptnormalschnitt,  und  enthält  die 
minimale  Krümmung;  der  zu  dieser  Geraden  senkrechte  Normalschnitt  enthält 
die  maximale  Krümmung.  Die  beiden  Richtungen,  in  welchen  im  Allgemeinen 
ein  Wechsel  des  Vorzeichens  der  Krümmung  statt  hat,  fallen  hier  in  eine, 
nämlich  in  die  Berührungsgerade  zusammen. 

Wählt  man  x  und  y  selbst  zu  unabhängigen  Variabein,  so  ist 

du'"    *      du'"  ^'      du~'dx'       dv"^'      dv"    '      dv"  dy 
und  daher 

dz  dz 

p  =  —  ^  :  N,      ^  =  —  ^ :  AT,      r  =  \:N, 


Femer  ist 


folglich 


5. 


dx'      '      l dy^ 

-  v- Cr:)'- (!>)• 

a»^  _  aV  _    a^^   __    d^y         d^x       d^y 

du^  "■  a«2  ^  dudv  ~"  dudv  ""  ä^  ""  dv^  ""    ' 
?i5  —  ?!f      ^^^  _  ^'g      a»g  _  d^z 

du^^dx^'      dudv  "  dxdy*     dv^^dy^' 

^  ~  dx^'  N'      ^  -"  dxdy  '  N'      ^  '^  dy^'  N' 

d^z     d^z_  _  fd^z  y 

y^       \dxdy)  ~  ^• 


dx^     df 

Wir  werden  später  in  der  Integralrechnung  nachweisen,    dass  jede  Fläche 
abwickelbar  ist,  sobald  sie  in  allen  ihren  Punkten  der  Gleichung  5.  genügt. 

12.    Die  Coordinaten    der  Punkte    einer  normalen   axialen  Schrauben- 
flache  werden  durch  die  Gleichungen  dargestellt 

X  =  vcosUf      y  "=  vsinu,       z  =  mu. 
Aus  denselben  folgen  die  Werthe 


dx 

du              y^ 

dy 

du 

=  ^, 

dz 

du 

=  »i, 

dx 

^^,      =COSUf 

ov 

dy 

dv 

=  sin  u, 

dz 
dv 

=  0, 

c^x 

du^          ^' 

d^y 
du^ 

=     y^ 

.  d^z 
du^ 

=  0, 

d^x 

> 

d^y 

dudv 

=  cos  Uf 

d^z 

dudv 

-0, 

d^x        d^y 
dv^         dv^ 

d'z 

dv^ 

0. 

Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  sind 

e  r=  v^  -^  m\      /=  0,      ^  =  1, 
Das  Bogenelement  folgt  hieraus  zu 

äs  =  yv^  -h  m^  .  äu. 


C^»«»»««»««       *£•%• 


4^4  DifTerentialreclmung. 

Die  Grössen  p^  q^  r  folgen  aus 

^/  =  —  msinUf       qt  =  mcosu^       rt  =  —  v. 
Femer  folgt 

^  =  0,       F  =  -=^= ,       C;  =  0. 
Die  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungen  ist  daher 


v^  -+-  m^  m^ 


p*  v^  -f-  m^ 

sie  liefert  für  p^  und  pj  die  beiden  Werthe 


=  0; 


m 

Die  Hauptkrümmungen  sind  also  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  der 
Torsion  der  durch  den  Punkt  auf  der  Schraubenfläche  construirbaren  coaxialen 
Schraubenlinie. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungsrichtungen  wird 

imd  liefert  k  =  ±:  Yv^  h-  m^  . 

Der  positive  Werth  von  Jk  gehört  zum  positiven  Hauptkrümmungsradius. 

Für  den  Winkel  der  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden  z  =  mu,  welche 
einen  Normalschnitt  von  der  Krümmung  Null  enthält,  und  der  Hauptkrümmungs- 
richtung k^  erhält  man  aus  No.  10,  1 

tafi^b  =  1 ,       ^  =  J  • 

Die  Krümmungsrichtungen  durchschneiden  also  die  Geraden  der  Fläche 
unter  dem  constanten  Winkel  von  45°. 

13.    Die  Coordinaten  der  Punkte  der  centralen  Fläche  zweiten  Grades 

-^  a  d  c 

können    durch  die  Parameter  u,  v  ausgedrückt  werden,    die  den  Gleichungen 
genügen 

•^  '  —1=0,        ; h    -T^^ 1 ■ —    1=0. 


a  -{-  u        b  -\-  u         c  -\-  u  '      a  -\-  V         b  -\-  v         c  -\-  v 

Die  Parameterlinien   sind   die  Schnitte  von  /  mit  confocalen  Flächen.     Die 
dem  Punkte  F  zugehörigen  Parameter  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X^  y2  ^2 


a  -\-  w        b  -h  w        c  -h  w 

In  Rücksicht  auf/=  0  findet  man 

x^  -h  y^  -h  z^  =  u-^v-ha-hb-hc, 

ax^  H-  by^  -+-  cz^  =  (u  -h  v  -^  a  -h  b  -{-  c)  {a  -j-  b  -h  ^)  -^  uv  —  ab  —  ac  —  i^c. 

Hieraus  und  aus  1.  folgen  die  Coordinaten 

a(c  —  b)  . 
x^  =  -^—^-  (u  ^  a){v  -^  a), 

y^  =  ^^^--  (^  -^  b){v-\-  b) ,     wobei  ./  =  {b  —  0  («  -  0  (^  —  ^) » 


^(b  —  a)  , 


daher  ist 


2  ^-^  ^  5  9  '^■^  =      ^  9  ^-^  =  -  -  — 

(^u        u  -\-  a*  du        u  -h  b*  cu         u  -\-  c^ 
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dx 

dv        V 


X 


a 

u{u  —  v) 


dy 

OV  V 


b' 


/=0,      g^ 


dz  z 

dv         V  -{-  c^ 
v(v  —  u) 


4^      '-/--'      ö  4F      ' 

wobei     £/'=(«  -f-  a)  («  -h  ^)  («  4-  r) ,       V  =^  {v  '\-  a)  {v  '\-  b)  (v  -i-  c)  , 
Femer  findet  sich 


//  = 


dx^yz(u  —  v) 
läJV 


qt  = 


dxy^  z(u  — v) 

JtJv 


rt  = 


dxyz^iu  —v) 

7Uv 


u  —  vi/ UV 

x-t/abc  y^/abc  z 'i/abc 

^         a  y    UV  *       ^         b  y    UV  *  c  y    UV 


Weiter  ergiebt  sich 
d^x  X 


d^y 


d^z 


z 


d^x        a{c^b)     1 
cudv           ^d      '  x' 
d^x                    X 

d^y         b(a  —  c)     1 
dudv           4:d        y  * 
d^y                     y 

a«2          (u  -+-  cy  ' 

d^z        c{b      d)     1 
dudv            4td         z  ' 

d^z                    z 

cv^    ""    ~   (v  -h  ay  ' 

dv^    ""       (v-h  by  ' 
Übe 

dv^             (v-h  cy 
u  —  vi/abc 

Für  die  Hauptkrümmungsrichtungen  ist  k^  =  0,  k^  =  00,  sie  fallen  daher 
mit  den  Tangenten  der  Parameterlinien  zusammen;  diese  letzteren  werden  aus 
diesem  Grunde  als  die  Krümmungslinien  von  /  bezeichnet.  Die  Haupt- 
krümmungen sind 


1    1  -\/abc  1    1  -i/abc 

pj^  '^  u  y  UV '    p3    V  y  UV ' 


14.  Für  Rotationsflächen,  deren  Achse  in  die  Z-Achse  fallt,  nehmen  wir 
den  Radius  eines  Parallelkreises  und  den  Arcus  des  Winkels,  den  er  mit  der 
A'Z-Ebene  bildet,  zu  Parametern  u  und  v]  dann  sind  die  Gleichungen 

X  =  ucosv,      y  =  usinv,      z  =  ^{u) , 


Daher  erhält  man 

dx 

5—   =  cosv: 
cu 

dx 

ö—   =  —  usinv 
dv 

d^x 

d^x 

a    a    =  —  sinv ; 
ouov 


^—    :=  sinv: 

du 


~-   =  ucosv, 
öv 


d^x 

dv 


=  —  ucosv 


du 
dy 
dv 
d^y 
dü^ 
d^y 
dudv 
d^y 


? 


r. 


2 


^  =    1    -f.   (p'2  ; 


P  = 


?' 


Vi 


E  = 


? 


'2 


cosv\ 


dv^ 

/=  0; 


=  0; 
=  cosv\ 
=  —  usinv  \ 


dz^ 
du 

Tv   =^' 
=  0; 


dudv 
d^z 


=  0; 


yr 


? 


»2 


dv^ 
t  =  »  y  1  -h  (p'5  ; 

1 


vT 


? 


'2 


? 


rr 


l/T 


? 


iT' 


/?•==  0;      G  =  — 


?' 


yr 


<? 


'2 


]/. 


4^6  DifTerentialrechnung. 

Die  Hauptkrtimmungsrichtiingen  fallen  in  den  Meridian  und  den  Parallelkreis; 
die  Hauptkrümmungen  sind 

1  —         y"  1  —  __  y'  1 

Pi  ~  (iH-  9'0*  '       P»  ""        (l  +  9'0*  *  ^  ' 

§  11.    Einhüllende  Curven  und  Flächen. 

1.  Wenn  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  eine  unbestimmte  Grösse  (Para- 
meter) a  enthält,  so  ändern  sich  im  Allgemeinen  Lage  und  Gestalt  der  Curve, 
wenn  man  dem  Parameter  a  nach  einander  verschiedene  Werthe  ertheilt.    Giebt 

,fnan  a  einen  kleinen  Zuwachs  Aa,  so  geht  die  Curve  /(x,  y^  a)  =  0  in  die  neue 
Curve  f{xy  y^  a  H-  Aa)  =  0  über.  Beide  Curven  haben  reale  oder  complexe 
Schnittpunkte;  wir  fassen  einen  derselben  P^  ins  Auge.  Verschwindet  Aa,  so 
nähert  sich  /\  im  Allgemeinen  einer  bestimmten  Grenzlage  P. 

2.  Ist  die  Curvengleichung  auf  a  reducirt, 

?(^»  7)  =  « 
und  9  eine  eindeutige  Function  von  x  und  y^   so   liaben  zwei  Curven,  die  zu 

verschiedenen  Werthen  von  a  gel^ören,  keinen  im  Endlichen  liegenden  Schnitt- 
punkt.    Denn  die  Gleichungen 

f^(x,  _y)  =  a  H-    Aa, 
sind  fiir  endliche  Werthe  von  x  und  y  nicht  vereinbar. 

3.  Wenn  9  eine  mehrdeutige  Function  ist,  so  besteht  die  Curve  ^(jc,  >')  =  « 
aus  zwei  oder  mehreren  Abschnitten,  welche  den  verschiedenen  Werthsystemen 
(p  entsprechen.     Die  Curve  z.  B. 

X  -H  i/a'^  — y^^    =  a 
ist    eine   Parabel    mit    dem   Parameter   a.     Die  beiden   Abschnitte  gehören  den 
Gleichungen  zu 

wobei  die  Wurzel  in  beiden  Gieiclumgen  positiv  zu  nehmen  ist.  Diese  Abschnitte 
werden  durch  die  Punkte  getrennt,  fiir  welche  x'^  —  y-  =  0 ;  die  Coordinaten 
dieser  Punkte  sind 

;c  =  a ,    7  =  d=  a . 

4.  Sind  cpi,  92»  •  •  ?«  ^^^  verschiedenen  Werthe  der  //deutigen  Function  <p, 
so  besteht  die  Curve  <p  =  a  aus  den  Abschnitten 

(pj    =  a ,     92   =  Q' »  •  •  •  ?«  =  •*  • 
Die  Theile  zweier  Curven 

9/  =  a,     9,=  a  -h    Aa 
haben  keinen  endlichen  Schnittpunkt;  ein  Schnittpunkt  der  beiden  Curven 

9  =  a     und     9  =  a  H-    Aa 
kann  daher  nur  zwei  Abschnitten  9/  und  9^.  mit  verschiedenem  Index  zugehören. 
Wir  betrachten  den  Schnittpunkt  der  Abschnitte 

9/  =  a,       9x-  =  a  H-    Aa  . 

Nähert  sich  Aa  der  Grenze  Null,  so  erhalten  9,  und  9^.  denselben  Werth  a. 
Bezeichnen  wir  die  Grenzpunkte  zweier  Abschnitte  einer  Curve  als  Verzweigungs- 
punkte der  Curve  (womit  keineswegs  gesagt  sein  soll,  dass  in  diesen  Punkten 
verschiedene  Curvenzweige  in  auffälliger  Weise  zusammenlaufen),  so  ergiebt  sich 
])ieraiis:     Die  Grenzlagen   für   die  Schnittpunkte  der  Curven  9  =  a  und 


§  II.     Einhüllende  Curven  und  Flächen.  4^7 

9  =  a -h  Aa  für  ein  verschwindendes  Aa  sind  die  Verzweigungspunkte 
der  Curve  9=  a. 

Die  Bahn,  welche  die  Verzweigungspunkte  der  Curve  9  =  a  beschreiben, 
wenn  a  sich  willkürlich  ändert,  nennen  wir  die  Verzweigungscurve  des 
Curvensystems  <p  =  a. 

5.    Ist  «p  eine  «deutige  Function,   so  geben  wir  der  Gleichung  der  Curve 

die  Gestalt 

1.  /(x,  y,  a)  =  (?i  —  a)  (?2  —  a)  .  .  .  .  («p«  —  a)  =  0 , 

worin  sämmtliche  Coefficienten  der  Potenzen  von  a  eindeutige  Functionen  sind. 
Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  von  den  «p/  zusammenfallen,  ist 

2.  1^=0. 

da 


3. 


Denn  man  hat  sofort 

^f  f  f  f  f 


da  ~^  <Pi  —  a  «Pj  —  a  Tg—«  '*'  ?»  —  a ' 
Die  Function  /  verschwindet,  wenn  man  für  a  einen  der  Werthe  «p^,  .  .  .  <p„ 
setzt.  Für  a  =  <p/  verschwinden  alle  Glieder  der  rechten  Seite  von  3.,  mit  Aus- 
nahme des  Gliedes  /:  (<p/  —  a),  weil  alle  genannten  den  Faktor  («p,  —  a)  haben. 
Soll  nun  für  irgend  einen  Werth  von  9,  die  rechte  Seite  von  3.  verschwinden, 
so  muss  das  Glied  / :  (9/  —  a)  den  Faktor  (9,-  —  a),  also  /  den  Faktor  (9,  —  a)*, 
enthalten,  w.  z.  b.  w. 

6.  Ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die  Function  /{x,  y,  a)  algebraisch  für  a  ist, 
oder  nicht,  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  in  folgender  Weise; 
wir  machen  dabei  die  ausdrückliche  Voraussetzung,  dass  x,  y  und  a  in  /  nur  in 
eindeutigen  Verbindungen  vorkommen. 

Der  Schnittpunkt  der  Curven 

/(x,  z,  a)  =z  0,      /(x,  ^,  a  -h  A  a)  =  0 
befriedigt  auch  die  Gleichung 

/{x,  y,  a-h  Aa)  —  /(x,  y,  a)  ^  ^ 

Aa 
Geht  man  hierin  zur  Grenze   für  ein  verschwindendes  A  a  über,   so  erhält 
man:     Ist  /{x,  y,  a)  eine  eindeutige  Function  von  x,  y,  und  a,   so  wird 
die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  des  Curvensystems /(jc,j',  a)  =  0 
durch  Elimination  von  a  aus  den  beiden  Gleichungen  gewonnen 

A.,y.a)  =  0    und     ^^^^=0. 

7.  Die  Richtung  der  Tangente  in  einem  Punkte  der  Verzweigungscurve 
wird  erhalten,  indem  man 

1.  /(^,  J',  a)  =  0  • 

unter  der  Voraussetzung  differenzirt,  dass  darin  a  eine  durch  die  Gleichung 

2.  ¥k^^o 

da 
definirte  Function  von  x  und  y  ist.     Hiemach  ergiebt  sich 

,  _         (d/        d/    da\     (3/        df    da\ 

^'  y   -  ^\dx^  da'  dx)^'\dy^  d^'Vy)' 

In  Folge  der  Gleichung  2.  reducirt  sich  dieser  Werth  auf 

y  Ji'  dy' 

ausser  in  dem  Falle,  wenn  die  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind 

dx  Cy 
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Der  letztere  Fall  ist  durchaus  kein  seltener  Ausnahmefall.  Wir  werden 
später,  bei  Gelegenheit  der  Differentialgleichungen,  leicht  herzustellende  Gruppen 
von  Curven  kennen  lernen,  bei  welchen  die  Gleichungen  5.  für  alle  Punkte  der 
Verzweigungscurve  erfüllt  sind. 

Die  Gleichungen  5.  sagen  aus,  dass  die  Cnrve  /(x,  y,  a)  =  0  einen  Doppel- 
punkt hat  (Differentialr.  §  15);  die  Verzweigungscurve  erscheint  daher  als  die 
Curve,  welche  die  Doppelpunkte  des  Curvensystems  /(x,  y,  a)  =  0 
enthält. 

Durch  Differentiation  der  Curvengleichung  No.  5,  1  nach  x  und  y  ergiebt  sich 

dx        «Pj  —  a      dx         92  —  a      dx 

?Z  ^    /     .  ^  _^     f    .  hl 

dy         ^^  ^  a'    dy  ^^  ^  a'    dy 

Für  einen  Punkt  der  Verzweigungscurve  verschwinden  sämmtliche  Quotienten 
/:  (<p,  —  a);  wenn  nun  keiner  der  Differentialquotienten  df^^idx,  d^iidy 
unendlich  gross  ist,  so  tritt  der  Fall  ein 


^/ 


^/ 


^     =0,     ö^  =  0. 

ox  cy 

Wenn  die  Gleichungen  5.  nicht  bestehen,  so  fKUt  nach  4.  die  Tangente  der 
Verzweigungscurve  in  einem  Punkte  P  derselben  mit  der  Tangente  der  durch  P 
gehenden  Curve  /(jf,  y^  a)  =  0  zusammen,  die  Verzweigungscurve  wird  daher  in 
jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Curve  des  Systems  berührt.  Aus  diesem  Grunde 
bezeichnet  man  die  Verzweigungscurve  als  die  Einhüllende  des  Curvensystems 

f{x,  y,  a)  ==  0. 
8.    Beispiele.     A.    Ist 

/  ^  x^  -t- j'^  —  ^acos(i  •  X  —  2dsina  »y  =  0  , 

so  besteht  das  Curvensystem  aus 
Kreisen,  die  den  Nullpunkt  ent- 
halten und  deren  Centra  auf  dem 
Perimeter  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und  d  liegen.  Man 
erhält 


1. 


2   '^. 
Ca 


Kasino.'  x —  2bcosoL*y^=Q. 


Die    Gleichungen    1.   und  2. 

^  ergeben 

(^2  -\-  y^)  ax 


(M.  491.) 


costi  = 


stnri.  = 


^a'^x^  -f-  b^y^y 
(a-2  -4-  y'^)  by 


2  («2 0:2  ^  t^y^y 
Quadrirt  man,  addirt,  und  beseitigt  den  Nenner,  so  folgt 

Dies  ist  die  Fusspunktcurve  der  Ellipse  mit  den  Halbachsen  2ö  und  ^b. 
Aus  1.  folgt 

^/  ...  ^/ 

x 

wenn  man  die  Werthe  3.  einsetzt,  so  erhält  man 

a^  x^    _|_    ^2^2  '  ^y 


'J-  =  jc  —  2ö  cosfx ,        ~-  =  j/  —  '^b  sina  \ 
c  X  cy 


ex 


a^x^  -h  b'^y^  ' 


4 
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Diese  Werthe   verschwinden  nur  für  den  isolirten  Punkt  der  Fusspunktcurve 

X  =  y  =  0, 
B.    Für  die  Sinuscurven 

4.  f  ^  y  ->r  Mfi  —  sin{x  -h  «a)  =  0 
hat  man 

a/ 

5.  -^r-  ^  m  —  ncosix  -h  «a)  =  0 . 


Hieraus  folgt 


X  -^  HOL  =■  Are  cos  —  , 

n 


und  wenn  man  dies  in  /  einsetzt 

6.  ny  -\-  m\  Are  eos ^  j  =  ^n^  —  «*  . 

Diese    Gleichung    stellt    eine    Schaar    gleichweit    von    einander    entfernter 
paralleler  Geraden  dar. 

C.  Die  Gleichung 

/  =  Jc»  —  20^  —  a>  —  ^  =  0 
ergiebt  für  veränderliche  a  ein  System  von  Parabeln,  welche  die  K-Achse  zur 
Symmetrieachse  haben.     Reducirt  man  auf  a,  so  ergiebt  sich 

y  H-  y^>  -h j/2  —  ^a  =  a. 
Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Einhüllenden 

jc»   4-  j,2  _  ^2   ==  0 . 

D.  Die  Gleichung  der  Einhüllenden  des  Systems  von  Geraden 

/  s  2jc  -t-  3«;^  4-  a^  =  0 
ist    die    Bedingung    für    das   Zusammenfallen    zweier  Wurzeln    dieser    cubischen 
Gleichung;  die  Einhüllende  ist  daher  die  semicubische  Parabel 

o:«   4-  J'*  =  0 . 

E.  Bei   den  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  werden  wir  dem 
Curvensysteme  begegnen 

7.  (?i  —  a)(?2  —  a)  ==  0, 
wobei  <p  die  zweiwerthige  Function  bezeichnet 

Die  Verzweigungscurve  ist 

X  —  ^  =  0. 
Femer  ergiebt  sich 

C^  _         y^:*  —  xy  H-  2x  a<p  1 

^^  ""  x^'lx  —y  -h  yx^  —  xy)  '      ^J'  "  ""  2jc  —  y  -+■  Yx^—xy  ' 
Diese  beiden   Differentialquotienten  sind  für  die  Punkte  der  Verzweigungs- 
curve nicht  unendlich  gross;   folglich   hat  die   Curve   7.   in  ihrem  Schnittpunkte 
mit  der  Verzweigungscurve  einen  Doppelpunkt,  die  Verzweigungscurve  kann  nicht 
als  die  Einhüllende  des  gegebenen  Curvensystems  bezeichnet  werden. 

F.  Wenn  in  der  Gleichung  7. 

wobei  /  und  ^  ganze  rationale  Functionen  von  x  und  y  sein  mögen,  so  ist 

dff       d/  1       a  + 


dx      dx      2"i/+     ^^ 

d^      df        1      a+ 


^y      ^y     iy^    dy' 

Die  Verzweigungscurve  ist 

+  =  0. 
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Für  die  Punkte  derselben  sind    df^idx   und    ctif:cy=zO   unendlich  gross. 

Die  rationale  Curvengleichung  ist 

(/-a)»  -  4.  =  0; 
aus  dieser  Gleichung  folgt 

2(/-a)^/-  ä^  =  0. 

Für  die  Punkte  der  Verzweigungscurve  ist  /=  a,   daher  bestimmt  sich  die 

Richtung  einer  Systemcurve  in  dem  Punkte,  den  sie  mit  der  Verzweigungscurve 

gemein  hat,  aus  der  Gleichung 

//+  =  0, 

stimmt  daher  mit  der  Richtung  überein,  welche  die  Verzweigungscurve  in  dem- 
selben Punkte  hat. 

9.    Wenn  eine  Curvengleichung 
1.  /(x,  y,  «1,  QL^,  a,,  .  .  .  an)  =  0 

n  unbestimmte  Parameter  «j,  a,,  «3,  .  .  .  a„  enthält,  die  durch  n  —  1  Gleichungen 
verbunden  sind 

2«  ?i  («1»  «2»  •  •  *«)  "^  ^»  9»  (*p  ^2»  •  •  *«)  =  0,  .  .  .  .  9«-i  («1,  «2,  .  .  a«)  =  0, 
so  kann  man  aus  den  Gleichungen  2.  alle  l^arameter  durch  einen  derselben,  z.  B. 
«1  ausdrücken;  führt  man  diese  Werthe  in  1.  ein,  so  enthält  1.  nur  noch  den 
unbestimmten  l^arameter  a^,  und  man  ist  damit  zu  dem  vorigen  Falle  zurück- 
gekehrt. Statt  dessen  kann  man  auch  folgendes  Verfahren  einschlagen:  Man 
differenzirt  1.  und  2.  nach  den  Parametern,  bildet  also  die  Gleichungen 


ca. 


da^ 


^/ 


da, 


dan  =  0, 


3. 


^92 


^   ^a,  4-  .  .  .  -f-    ^    dan  ^  0, 


Ca 


d 


da^ 


d 


2 


T2 


^a, 


da, 


dan 
dan 


dan  =  0, 


Cfpfi.-\  ^^n 1  ^^K 1 

— ö da^   -f-  "ij- —  da.i  -h  .  .  .  H — 0 dan  =  0. 

Ca^         *  Ca^         ^  can 

Aus  den  n  Gleichungen  3.  eliminirt  man  die  Differentiale  ^/a,,  da^t  da^, . 

und  erhält 

d/        cf  8/ 


4. 


d  a^ 

da^ 

^?i 

^?i 

^?i 

d  ttj 

da^ 

Ca„ 

^<P«-1 

d^n-\ 

d^n-i 

dax 

Ca*. 

da„ 

=  0. 


Ans  den  {n  -h  1)  Gleichungen  1.,  2.,  4.  hat  man  schliesslich  die  Parameter 
aj,  ag,  .  .  a«  zu  eliminiren;  die  Resultante  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden. 

10.    Wenn  die  Gleichung  einer  Fläche 
1.  /(x,  y,  Ä,  a)  =  0 

einen  unbestimmten  Parameter  a  enthält,  so  genügt  die  Schnittcurve  der  Flächen 

/{x,  y,  z,  a)  =  0,      /{x,  j;,  2,  a  4-  5)  =  0 

auch  der  Gleichung 

fix,  /,  «,  a  -H  5)  —f{x,  y,  z,  a) 


2. 


=  0. 


Die  Grenzlage  F,  welcher  sich  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  bei  vcr- 


Cfi.  \c  y       cz     oy) 
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schwindendem  5  nähert,   genügt  daher  der  Gleichung  1.   und  der  durch  Grenz- 
übergang aus  2.  sich  ergebenden  Gleichung 
3  ^f{x,y,  z,  g)  _  ^ 

Die  Fläche,  welche  die  Curve  F  beschreibt,  wenn  a  die  Zahlenreihe  durch- 
läuft, wird  als  die  einhüllende  Fläche  der  den  unendlich  vielen  Werthen 
von  a  entspringenden  Flächen  /(^,  y^  z,  a)  =  0  bezeichnet. 

Man  kann  1.  als  Gleichung  der  Einhüllenden  betrachten,  wenn  man  hierin  a 
nls  eine  Function  von  x,  y^  z  ansieht,  die  durch  die  Gleichung  3.  definirt  ist. 
Die   partialen  Differentialquotienten  (z\cx  und  cz\dy  ergeben   sich   daher  aus 

cf       cf    dz        df  (dfi       cti     dz\ 
ex        CZ    ox        Cd  \cx       dz    ex) 

T. —    -t-    ÖT     *   '^' 

cy        cz     cy 

Für  jeden  Punkt  einer  Curve  F  ist  dfiCd  =  0;  daher  reduciren  sich  die 
Gleichungen  4.  auf  die  Gleichungen,  aus  welchen  sich  cz'.c x  und  cz  :  dy  für  die 
eingehüllte  Fläche /(x,  j»,  z,  a)  bestimmt.  Da  nun  durch  die  partialen  Differential- 
(luotienten  von  z  die  Stellun^swinkel  der  Tangentenebene  bestimmt  werden,  so 
folgt:  Die  Fläche,  welche  eine  einfach  unendliche  (d.  i.  durch  Ver- 
ändenmg  eines  Parameters  erzeugte)  Reihe  von  Flächen  einhüllt,  berührt 
jede  Eingehüllte  längs  der  Curve,  die  sie  mit  ihr  gemein  hat. 

Jede  Cur\'e  i'  wird  als  eine  Charakteristik*)  der  einhüllenden  Fläche 
bezeichnet;  jedem  Werthe  des  Parameters  a  entspricht  eine  Charakteristik  F  (a). 
Auf  jeder  der  eingehüllten  Flächen  liegen  zwei  unendlich  nahe  Charakteristiken; 
nämlich  die  Durchschnitte  dieser  Fläche  mit  der  in  der  Reihe  der  eingehüllten 
unmittelbar  vorangehenden  und  der  mit  der  nächstfolgenden;  daher  schneiden 
sich  je  zwei  benachbarte  Charakteristiken.  Die  Gleichungen  der 
Charakteristik  F  (a)  sind 

ö.        /{x,  y,z.a)  =  0.  6.        ^A(^?^^?)  =  O; 

die  der  Charakteristik  F  (a  -t-  S)  sind 

\  Ca  /a-H8 

wobei  in  der  letzten  Gleichung  angedeutet  sein  soll,  dass  man  nach  der 
Differentiation  a  durch  a  H-  S  zu  ersetzen  hat.  Convergirt  5  gegen  den  Grenz- 
werth  Null,  so  kann  man,  da  alsdann  die  Charakteristik  7.,  8.  auf  der  Ein- 
gehüllten 5.  hegt,  die  Gleichung  7.  durch 

/;>^ /(»y^  y^  z>  ^-^  g)  — /(^,  y,  Zf  «)  ^  £/  ^  Q 

6  Ca 

ersetzen;  also  wird  dieselbe  mit  G.  identisch. 

Statt  des   Systemes   7.   und  8.   hat  man  nun  das  System   G.   und   8.;   hierin 
kann  man  8.  ersetzen  durch 

/im ^ ^^j  =  0, 

wobei  /'  abkürzend  für  den  Differentialquotienten  von  /  nach  dem  Parameter 
gesetzt  worden  ist. 

Zur     Bestimmung     der     Schnittpunkte     auf    einander     folgender 
Charakteristiken  hat  man  daher  die  Gleichungen 


*)  Monge,  Application  de  TanaJyse  h.  la  geom.,  5.  ed.  par  Lionvüle,  Paxi«  ^^V^^  V^%<  '^^  ^*  '^^ 
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9.  fix,  J',  £;,  a)  =  0,      .  g^  =  0,        ä^  =  0. 

Die  Raumcurve,  welche  diese  Durchschnittspunkte  enthält,  ist  eine  Rtickkehr- 
kante  der  Einhüllenden.  Sie  ist  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  EinhüUendeo 
mit  den  Flächen,  die  sich  durch  Elimination  von  i  aus  /=  0  und  c^f\  ^a*  =  0, 
bez.  aus  df\  ^a  =  0  und  d^f\  da^  =  0  ergeben. 

11.  A.  Als  Beispiel  wählen  wir  zunächst  die  Fläche,  welche  alle  Kugebi  ein- 
hüllt, deren  Centra  auf  einer  zur  X-  und  F-Achse  symmetrischen  Ellipse  liegen 
und  die  durch  das  Centrum  der  Ellipse  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  Kugeln 
haben  die  Form 

1.  /  ^  x^  -h  y^  —  2xacosa  —  2yd  sin  a  4-  «*  =  0, 
wobei  a  der  unbestimmte  Parameter  ist.     Aus  1.  erhält  man 

1  df 

2.  —  ^—    EB  xa  sin  ol  —  yd  cos  a  =  0, 

1  av 

3.  9*^~~ä  ^  xacosd  -h  ybsinoL  =  0. 

Aus  1.  und  2.  folgt  durch  Elimination  von  a  die  Gleichung  der  Eingehüllten  zu 

4.  Aa^x^  -h  4^»y  —  {x^  -^y^  -\-  z^y  =  0. 

Dies   ist   die  Fusspunktfläche  des  Ellipsoids  mit  den  Halbachsen  2«,    2b, 

r  =  0.     Sie    hat    im  Nullpunkte   einen   ausgezeichneten   Punkt.     Betrachtet  man 

in  1.  und  2.  den   Parameter  a  als  gegeben,   so  sind  1.  und  2.  die  Gleichungen 

der  Charakteristik  F  (a).     Da  nun   unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  2. 

eine  Ebene  darstellt,  die  durch  die  Z-Achse  geht,  so  folgt,  dass  die  Charakteristiken 

Kreise    sind    normal    zur  Ebene   der  Ellipse;    zugleich  ist  ersichtlich,    dass  die 

Ebene    einer  Charakteristik    normal    zu  dem  Ellipsendiameter  ist,    der  zu  dem 

durch  das  Centrum  der  betreffenden  Kugel  gehenden  conjugirt  ist.    Die  Elimination 

von  a  aus  2.  und  3.  ergiebt 

^2^2  _|_  ^2^2  =  0; 

diese  Gleichung  wird  nur  vom  Nullpunkte  erfüllt;  die  Rückkehrkante  der  Ein- 
hüllenden schrumpft  daher  in  diesem  Falle  zu  einem  Punkte  zusammen;  die 
Einhüllende  zeigt  in  dieser  Hinsicht  ein  ähnliches  Verhalten  wie  unter  den  Ab- 
wickelbaren der  Kegel,  dessen  Rückkehrkante  ebenfalls  nur  aus  einem  Punkte, 
der  Kegelspitze,  besteht. 

B.    Suchen  wir  femer  die  Fläche  auf,  welche  alle  Flächen  ü.  O.  umhüllt, 
deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 

5.  K  =  Ä",    ^-  2aÄ"2   -h  a^i^j  =  0, 

wobei  K^y  K^,  K^  Functionen  zweiten  Grades  bezeichnen.     Man  hat 

1  c^ 

2  '  dd 


6.  c\  '   ö~~    =  A  2  "f-  ot  A!^5 , 


7  ^      ^^Ä- 

''  2  '  doL^  3- 

Eliminirt  man  a  aus  Ä''=  0  und  dK:  da  =  0,  so  erhält  man 
8.  A\K^  —  AV  =  0. 

Die  Einhüllende  ist  daher  von  der  vierten  Ordnung  und  enthält  die  Schnitt- 
curven  der  Fläche  II.  O.  A'g  =  0  mit  K^  =  0  und  Ä'3  =  0;  aus  7.  folgt,  dass 
die  letztere  Curve  die  Rückkehrkante  der  Einhüllenden  ist. 

C.  Enthält  die  Gleichung  einer  eingehüllten  Fläche  den  Parameter  a  nur 
linear,  ist  sie  also  von  der  Form 

T  —  ?i   -H  a<p,  =  0, 
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SO  degenerirt  die  Einhüllende  zu  der  Curve,  welche  <p  mit  «p^  =  0  gemein  hat, 
d.  i.  zu  der  Schnittcurve  von  ^^  =  0  und  cp^  s=  0;  die  Gesammtheit  der  Flächen  ^ 
bildet  dann  ein  Flächenbüschel,  dessen  Träger  die  Schnittcurve  der  Flächen  «pj 

und  ^2  ^^^ 

12.  Enthält  die  Gleichung  einer  Fläche  /(x,y,  z,  a,  ß)  =  0  zwei  willkürliche 
Parameter  a  und  ß,  so  kann  man  nach  der  Grenzlage  fragen,  welcher  die  Schnitt- 
punkte der  Flächen 

1.         /(a,  ß)  ==  0,  2.      /(a  -h  8,  ß)  =  0,  3.      /(a,  ß  -+-  e)  =  0 

sich  nähern,  wenn  S  und  e  verschwinden.  Diese  Punkte  sind  offenbar  die  Schnitt- 
punkte der  Grenzlagen,  welchen  die  Schnittcurven  von  1.  und  2.  und  von  1.  und 

3.  sich  nähern,  wenn  8  und  e  verschwinden,  werden  daher  aus  den  Gleichungen 
bestimmt 

4.  /{x,  y,  z,  a,  ß)  =  0,  ^'       U  ^  ^'  ^'       ^  ^  ^' 

Wenn  a  und  ß  zugleich  um  die  verschwindenden  Beträge  äa  und  //ß  sich 
ändern,  so  ändert  sich  die  Function  /  um 

''•^  ^  ä^  ''*  "^  Fß  ''P' 

die  Gleichung  1.  geht  daher  über  in 

Die  Schnittpunkte  von  4.,  5.  und  6.  erfüllen  auch  die  Gleichung  6.,  und  wir 
schliessen  daher:  Durch  die  Schnittpunkte  der  Flächen  4.,  5.,  6.  gehen  alle 
Flächen,  welche  aus  /  durch  verschwindend  kleine  Aenderungen  der  Parameter 
OL  und  ß  hervorgehen.  Aendem  sich  a  und  ß  stetig,  so  beschreiben  die  Schnitt- 
punkte von  4.,  5.  und  6.  eine  Fläche,  die  als  die  Einhüllende  des  Systems 
der  Flächen/(^,7,  z,  a,  ß)  bezeichnet  wird.  Während  das  System /(jc, 7,  z,  a)  =  0, 
dessen  Einhüllende  in  No.  4  bestimmt  wurde,  nur  eine  einfach  unendliche  Reihe 
von  Flächen  enthält,  besteht  das  System /(jc,  j',  z,  a,  ß)  =  0  aus  einer  zweifach 
unendlichen  Anzahl  von  Flächen. 

Die  partialen  Diflferentialquotienten  dz :  dx  und  dz  :dy  für  einen  Punkt  der 
Einhüllenden  werden  aus  1.  durch  Differentiation  gewonnen,  wenn  man  darin  a 
und  ß  als  Functionen  von  x,  y,  z  ansieht,  die  durch  5.  und  6.  definirt  werden. 
Man  hat  daher  zur  Bestimmung  dieser  Differentialquotienten  die  beiden  Gleichungen 

Die  Diüerentiale  äa  und  ä^  sind  durch  Differentiation  aus  5.  und  6.  zu  ent- 
nehmen, und  zwar  für  8.  unter  Voraussetzung  eines  constanten  y,  für  9.  unter 
Voraussetzung  eines  constanten  x. 

Aus  den  Gleichungen  5.  und  6.  folgt,  dass  die  mit  äa  und  </ß  multiplicir- 
ten  Glieder  verschwinden,  und  daher  die  gesuchten  partialen  Differential- 
quotienten für  einen  Punkt  der  Einhüllenden  dieselben  Werthe  haben,  wie  für 
die  diesen  Punkt  erzeugende  Fläche  /{x^y,  z,  a,  ß)  =  0.  Hieraus  folgt  sofort: 
Jede  Eingehüllte  wird  von  der  Einhüllenden  in  dem  Punkte  berührt, 
den  sie  erzeugt. 

13.  A.  Wir  betrachten  zunächst  die  Einhüllende  aller  Kugeln,  deren  Centra  auf 
einem  Ellipsoide  gelegen  sind,  und  die  durch  das  Centrum  des  Ellipsoids  ^<&Vve.\>k.. 
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Sind    a,  bf  c   die  Halbachsen    des  Ellipsoids,    so    sind    die  Coordinaten  jedes 
Ellipsoidpunktes  in  der  Form  darstellbar 

a  cos  a  cos  ß,       fi  cos  a  sin  (i,       c  sin  a , 
wobei  a  und  ß  willkürlicli  sind.     Die  Gleichung  einer  Eingehüllten  ist  daher 

1.  / ^  x^  -\-  y^  -^  z^  —  2acosoL  cos'^  •  x  —  '2bcosa  sin'}  - y  —  ^csin^L  .  s  =  0. 

Hieraus  findet  man 

2.  z.  w-    =  asmoL  cos  i  •  x  -+-  bsino.  sin^  *  y  —  ccosn  -  z  , 

1  d/ 

3.  9^  M  ^^  ctcosa  sin^  •  x  —  bcosa  cos^  -y  . 

Zur    Elimination    von    a    und    [i    aus  den  Gleichungen    1.    ?/:ra  =  0  und 

df:d^  =  0  berechnen  wir  zunächst  aus  den  beiden  letzten 

ax  by 

cos^  =  -q—w-r-r^—ö'^zcota,       ««3  =    -«    ^         ,^  ^-cscota. 
^         a^x^  -{-  b^y^  '  a^x^  -h  b^y^ 

Quadrirt  und  addirt  man,  so  entsteht 

a^x^  -h  b^y^ 


4. 


5.  cot^a  = 


c^z'^ 


Substituirt  man  4.  in  1.,  so  erhält  man 

2cz 
6.  sin  a  =  — j-  ,       r^  =  x^  -i- y^  -h  z^ . 

Aus  5.  und  G.  erhält  man  die  Gleichung  der  Einhüllenden 

4{a^x^  -h  b^y'^  H-  c^ z^)  —  (x^  -h y^  -h  z^y  =  0. 

Die  Einhüllende  ist  daher  die  Fusspunktfläche  eines  Ellipsoids,  dessen  Achsen 

doppelt  so  gross  sind,  wie  die  Achsen  des  gegebenen  Ellipsoids. 

B.  Sind  A'i,  A'j,  K^,  K^  Functionen  zweiten  Grades,  so  wird  die  Einhüllende 

der  Flächen 

K  ^  K^   -^-  oiK^  -f-  aßA'3  -^  pA'4  =  0 

durch  Elimination  von  a  und  ß  aus  A"  =  0  und  aus 

erhalten;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  zu 

A'j  A'3  —  ^2^4  =  ^» 

und    ist    daher    eine  Fläche    vierton   (iradcs,    die    durch    die  Schnittcurven  der 
Fläclien  A'j   und  A'.^  mit  den  Plächen  A'2  und  A'^  geht. 

§  12.    Bestimmung  einiger  Grenzwerthe. 

lo'         ^'         00    —    00,        O-oo,        0~,         ooOJ. 

1.    Wenn   für  einen  Werth  x  =^  \  die  Functionen  /{x)  und  ?p(jr)  ver 
schwinden,    so    verstellen    wir    unter  /(;):  cp(;)  den  Grenzwerth,   dem 
der  Quotient  /(5  -\-  8)  :  cp(5  -h  ö)  sich   nähert,   wenn  0  gegen  die  Grenze 
Null  convergirt,  haben  daher  für  das  Symbol /(S^ :  c>(J)  die  definirende  Gleichung 

Aus  der  Identität 

/(s  +  5)  _/(i  +  a)-/(;) .  y(e  +  5)-y(;) 

(p(6  +  8)  8  •  8 

schliessen  wir 

f(5)  ~  8  •  8 
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Der  Uebergang  zur  Grenze  liefert 

«p(5)  "?'(«)■ 

Wenn  also  für  einen  Werth  von  x  die  Functionen /(jc)  und  ^  (or) 
gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  für  diesen  Werth  der  Quotient 
/{x):^{x)  gleich  dem  Quotienten  der  derivirten  Functionen /'(or)  :  5p'(^). 

Wenn  der  Quotient /'(jc)  :  ?p'(a:)  sich  nach  Beseitigung  gleicher  Faktoren  im 
Zähler  und  Nenner  in  den  irreductiblen  Quotienten  g{x) :  h{x)  verwandelt,  und 
g{x)  und  h{x)  für  :r  =  ?  verschwinden,  so  ist 

C(5)_^) 

mithin  -^=  Ji|,     U.S.  w. 

A.  Setzt  man  f{x)  ^  e**-'  —  e^'^  ^{x)  =  e*^^  —  e***,  so  verschwinden  / 
und  ^  für  or  =  0.     Da  nun 

so  ist  f  {Q)  =  a  —  b ,  <|)'(0)  =  c  —  d, 

und  man  hat  daher 

/(O)  _  a—  b 

<p(0)  '^  c  —d' 

B.  Die  Functionen  f{x)  ^  x  —  sinXf  ^(jc)  =  jc  —  tangx  verschwinden  eben- 
falls für  ar  =  0;  man  hat 

fix)  ^  1  —  cosx ,      fD\x)  =1 «r  »       TT-T  = : — 7  > 

daher  ist 

/(o)     r(o)      1 

?(0)""  t'(0)""2' 
2.    Der  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Quotient  f{x)  :  ff{x)  für  einen  Werth 
A'  =  5  nähert,  für  welchen /(jc)  und  ^{x)  zugleich  unendlicli  gross  werden,  kann 
nach  der  vorigen  Regel  bestimmt  werden,  wenn  man  benutzt 

/W_  J_.  JL 

denn  die  I  imctionen  1  \^{x)  und  1  '*f{x)  verschwinden  für  ^  =  £.    Daher  hat  man 


_  m .  (MV. 


9(«)       9  («)*•/ (5)» 
hieraus  schliesst  man 

<P(5)~?'(5)' 
erhält  also  dieselbe  Regel  zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes  wie  im  vorigen  Falle. 

Die  Functionen  isinx  und  Ix  werden  unendlich  für  ^  =  0;  daher  ist 

ilsinxX  fdlsinx  ^  dlx\  fcosx     1\  /  x  \ 

\    Ix  )x=o~~  \    dx     '  dx  )x=o'~  \sinx  '  xjx^dfT'  \  smx)x=o~^ 

3.    Wenn  die  Functionen  /(x)  und  ;p(^)  für  or  =  £  unendlich  gross  werden, 
so  kann  der  Grenzwerth  der  Differenz 

/(*)  -  9(*) 
für  jc  =  ?  ebenfalls  durch  Anwendung  der  Regel  1.  gefunden  werden.    Setzt  man 

nämlich 
so  hat  man 
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Für  «  =  I  verschwinden  g(x)  und  '^(x),  also  auch  Dividend  und  Divisor  des 
zuletzt  gewonnenen  Quotienten.    Daher  hat  man 

Durch  dieses  Verfahren  erhält  man  z.  B.  den  Grenzwerth  von 

.1^ 1 

X        e*  —  1 
für  jf  =  0;  man  hat  g{x)  =  jc,     ^(x)  ==  e*  —  \\  daher  ist  der  gesuchte  Grenz- 
werth gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quotienten 

e^  —  1 
xe^  -h  ^^  —  1 ' 
Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  verschwinden  für  j:  =  0;  mithin  hat  man 
beide  nochmals  zu  differenziren  und  erhält 

e^ 1_ 

2^^  -h  xe^  ""  jc  -h  2* 
Der  gesuchte  Grenzwerth  ist  daher  \, 

4.  Durch  Anwendung  der  Regel  in  No.  1  lassen  sich  noch  einige  weitere 
Grenzwerthe  bestimmen. 

Wenn  f{x)  für  or  =  ?  verschwindet,  und  ^{x)  für  denselben  Werth  der 
Variabein  unendlich  gross  wird,  so  ist  für  jf  =  5 

1.  lim  fix) .  ^ix)  =  limf(x)  :  ^ , 

"2.  lim^{x)n^)  =  ^/'>«/(.r)/9(^)  =  ^//«/W.-Ux/vWl , 

3.  iim[\  -^/(jc)>W  =  lim  ^9W^[i-h/W]  =  //w^m+ZW]: [1:9(^)3 . 

Hierdurch  sind  diese  Grenzwerthe  auf  den  Grenzwerth  des  Quotienten  zweier 
verschwindenden  Functionen  zurückgeführt 

§  13.    Die  TAYLOR'sche  Reihe. 

1.  Im  Folgenden  soll  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  man  im  Stande  ist, 
aus  den  Werthen,  welche  eine  Function  und  ihre  Differentialquotienten  für  einen 
bestimmten  Werth  x  =  ^  der  Variabein  haben,  aut  den  Werth  zu  schliessen,  den 
die  Function  für  einen  andern  Werth  der  Variabein  jc  =  £  -j-  ^  annimmt,  ob  es 
also  und  bez.  unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  /(5  H-  h)  aus 

/4,  /{}).  /'{%  /"(«).  /'"(?)-  /""(«)  — 

zu  berechnen.  Um  einen  Anhalt  zu  gewinnen,  beantworten  wir  diese  Frage 
zunächst  für  den  einfachsten  Fall,  für  eine  algebraische  ganze  Function  «ten 
Grades,  und  untersuchen  dann,  wie  weit  sich  das  Resultat  auf  andere  Functionen 
übertragen  lässt.  Ist  f{x)  eine  ganze  Function,  so  ist  /(£  -h  //)  eine  ganze  Function 
von  //,  so  dass  wir  setzen  können 

/(5  +  //)  =  <p  W . 
WO  (p  eine  ganze  Function  bezeichnet.     Ferner  ist 

dl"    ~  W(?  +  hy  ),^r  \       dh"    "  j*=o~  V  dh"  A=o~  ''"^"^  • 
Es  genügt  also,  zu  untersuchen,  ob  man 

T(y4)  aus  h,     ,(0),     <p'(0),     <p"(0),     <p"'(0)  .  .  . 
berechnen  kann;  man  kann  dann  diese  Grössen  der  Reihe  nach  durch 


V 
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Ai+A),  h,  m,  /(?),  /"(?),  /"'(5)  — 

ersetzen.  —  Ist  nun 

n 

0 
so  haben  wir 


1 

(p"(^)  =i  2-  1  .«2  -+-  3-2030:  -+-  4-  3^4^:3  -+-...  SS  \  k{k  —  \)  ^  akX^-"^ , 

1 

^p'"(x)  s        3-2-l-J3-4-4.3-2a4Jc-h...^2  kik—  1)(^  — 2)ö>feJP*-», 


Hieraus  finden  wir 
t(0)  =  «0»       ?'(0)  =  1  •  «1  ,       ? '(0)  =  1  •  2  .  «2  ,      cp'"(0)  =  1  .  2  .  3  .  ^i3  , 
cp«(0)  =  1  .  2  .  3  .  .  .  («  —  1)  «  •  ö«  ,       <p«+i(0)  =  cp(''+2)(o)  =  .  .  .  =  0 . 
Wir  erhalten  somit  die  Gleichung 

<pW  =  <P(0)  +  >4<P'(0)  +  ^  9"(0)  +  j^^  9"'(0)  +  t  .  /.*3  .  4  ^""(O) 

^-(0). 


1. 


•  •  * 


1.2-3..« 


Hieraus  folgt  weiter 


2.  Um  die  Existenz  einer  entsprechenden  Formel  für  andere  Functionen 
nachzuweisen,  schalten  wir  zunächst  folgende  Bemerkung  ein. 

Wenn  die  Function  F{pc)  für  jc  =  S  und  jtr  =  5  -f-  //  verschwindet  und  inner- 
halb dieser  Grenzen  nicht  unstetig  ist,  so  kann  F(pc)  von  x  ^=\\i\^  x  ^=\ -\-  h 
nicht  beständig  wachsen  oder  abnehmen,  sondern  muss  wenigstens  einmal  von 
Wachsthum  zw  Abnahme  oder  von  Abnahme  zu  Wachsthum  übergehen;  es  giebt 
daher  unter  der  ausgesprochenen  Voraussetzung  einen  zwischen 
\  und  S  H-  ^  gelegenen  Werth  der  Variabein  jc,  für  welchen  F\oc)  ver- 
schwindet. Bezeichnet  man  durch  ö  einen  positiven  echten,  nicht  näher  be- 
stimmten Bruch,  so  ist  also 

/?"(E-h  ft>^)  =  0. 

3.  Unter  f(jx)  irgend  eine  Function,  vorläufig  noch  ohne  jede  Einschränkung, 
verstehend,  setzen  wir 

*  worin  x  und  5  als  willkürliche  Variable  zu  betrachten  sind,  und  suchen  den 
Rest  I^  als  Function  von  ^  und  /t  =  x  —  ?  so  zu  bestimmen,  dass  diese 
Gleichung  erfüllt  wird.  Aus  Analogie  mit  dem  Baue  der  übrigen  Glieder  setzen 
wir  zunächst 

o  (^  -  ^)'+^  p 

1  •  2  .  .  «(«-Hl) 

Die  Function  der  Variabein  z 

ScuLosMiLCM,  Handbuch  der  VLähemaak.    Bd.  U.  x% 
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verschwindet  fiir  ar  =  jc  und  «  =  5;  folglich  verschwindet  der  erste  Differential- 
quotient derselben  für  einen  zwischen  x  und  5  liegenden  Werth  der  Variabein, 
den  wir  mit 

3.  5  -h  »(x  —  5) ,      0  <  »  <  l 

bezeichnen  können.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Differentialquotienten 
von  /  bis  zum  «ten  einschliesslich  für  jeden  zwischen  x  und  6  liegenden  Wertli 
der  Variabein  stetig  und  endlich  sind,  erhält  man  als  Differentialquotient  von  2. 

1.2.3...«-^       W  -^-  1  .2.3...« 
Da  nun  dieser  Ausdruck  flir  den  obigen  Werth  von  z  verschwindet,  so  hat  man 

4.  /'  =  /''+i[e-hft(a:-e)]. 

Ersetzt  man  hier  und  in  1.  x  —  5  durch  A,  so  erhält  man  schliesslicli 
5.  /(?  -H  Ä)  =  /(5)  +  >4/'(S)  +  i^/"(S)  +  iTf73/"'(S)  +  •  • 

•  •  •  -^   1.2-3  ...^'(^^  -^  1.2.3..«+l-^''^'(^  +  »*)  • 
Ersetzt  man  ?  durch  0  und  h  durch  jc,  so  folgt 

6..  /(.r)  =  /(O)  +  V'(0)  +  i^/"(0)  +  i-:^T3/"'(0) 


•        •        • 


Hieraus  erkennen  wir,  dass  wir,  um  die  Reihe  No.  1,  2  auf  andere  als  auf 
ganze  Functionen  «ten  Grades  auszudehnen,  ein  Restglied  hinzufügen  müssen. 
Dieses  Glied  ist  noch  nicht  völlig  bestimmt,  da  es  den  unbestimmten  Bruch  ft 
enthält;  wir  sehen  aber,  dass  es  ein  Produkt  aus  einem  bekannten  Faktor  und 
aus  dem  Faktor  /""^^(S  -f-  ^H)  ist,  dessen  numerischer  Werth  jedenfalls  zwischen 
dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  liegt,  den  f**'^^[pc)  annimmt,  wenn  die  Variable 
von  ;  auf  \-\-  h  wächst;  und  dies  genügt  Rir  die  wichtigen  Anwendungen,  die 
wir  von  dieser  Formel  machen  werden. 

Ehe  wir  hierzu  übergehen,  wollen  wir  noch  eine  andere  Form  flir  das  Rest- 
glied mittheilen.     Setzt  man  in  1. 

und  schliesst  dann  in  derselben  Weise  weiter,  so  erkennt  man,  dass  der  Ausdruck 

für  einen   zwischen  x  und  ;  liegenden  Werth  von  z  verschwindet.     Wird  dieser 
Werth  wieder  mit  S  -h  "^{x  —  $)  bezeichnet,  so  ist 

^  —  «  =  ^  -  5  -  »(^  —  e)  =  (a:  -  Ö  (1  -  »)  , 
und  man  erhält  somit 

(x  —  c>-»-in HV'-/ 

Setzt  man  x  —  $  =  //,  so  folgt 

'•  1 .2.3. .  «(/-h  1)-^     i.^  ■+-  <^/';. 

Nimmt  man  p  =  n,  so  kommt  man  auf  die  obige  Form  des  Restes  zurück; 
'ir/  =  0  erhält  man 
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8.  ji=  ,.2.3...;,  /"-"Ke  +  »/»)  • 

3.    Die    Formel    No.  2,  6    kann    ohne    Schwierigkeit    auf  Funcrionen    von 
mehreren  Variabein  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  in 

/(/)  =/(0)  -h  //'(O)  4-  i^/"(0)  -h  .  .  ^  i.c^.^3       ../-(O)  4-  ^. 

statt /(/)  die  Function 

/(/)  ^  ^(^  _f.  /^,  ^  ^.  /^,  ir  -4-  //) , 
worin  /Ä,  /^,  //  willkürliche  Aenderungen  der  Variabein  x^  y,  z  bezeichnen,  so  ist 

/(O)  ^^{x,y,  z). 
Femer  ist 
^f^_    ^y  d{x  4-  ///)  acp         di^_-v-_tk)  gcp  //(g  -f-  /^) 

///    "  d{x  H-  />^)  '        di        '^  d(j-h  tk)  '        dt        "^  d{z  -h  //)  '        d/ 
Beachtet  man  nun,  dass 

d{x  -f-  tk)  _   ^         ^(^  -H  />t)  _   ^         ^^2  H-  //) 

und 
so  folgt 


dt 

dt      '~  ^'         dt      '^  ^'        dt     "  ^' 

c^  ^cp  ^cp  ^«p  ^cp  d^ 


df        (     d  d  d\ 

Tt-yYx-^^Vy^^Vz)^^''^^'^y'^^'^'^^'^' 
Hieraus  folgt  sofort 

d^f       (     d  d  dV 

dfr  =Y3x  -^^Wy-^  ^Tz)  ^('"  -^  ^'^  y-^kt^z^  it). 

Für  /  =  0  ergiebt  sich  insbesondere 

Setzt  man  der  einfacheren  Bezeichnung  wegen  für  th^  tk,  tl  der  Reihe  nach 
h,  k,  /,  so  erhält  man  hieraus 

1  •  2  \   e^jc  e^j»         dz)  ^  1  •  2  •  3  .  .  «  \   e^jc  e^j»         0 z)  ^ 

(1  —  »)«-/  /     ^  ^  a  \«-<-t 

+  f.  2 -XT^I^^i)  l'^?^  +  ^^^3;  "^  ^3^j     '^^'^  +  »'i.  ^  +  »*'  '  +  »0 • 

Die  Voraussetzung  für  die  Geltung  dieser  Gleichung  ist,  dass  sämmtliche 
Differentialquotienten,  bis  zu  denen  «ter  Ordnung  inclusive  endlich  und  stetig 
sind  innerhalb  des  Gebiets  x^  y,  z   und   x  -\-  h,   y  -h  k,    z  -\-  L 

In  gleicher  Weise  kann  man 

5p(^i  H-  ^1 ,     x^  -^  h^  f    a?3  -f-  A3 ,  .  .  .  jCr  -+•  hy) 
als  Reihe  darstellen. 

4.  Auf  Grund  der  Formeln  in  No.  2  und  No.  3  entwickeln  wir  hier  noch 
zwei  Sätze,  die  wir  im  nächsten  Abschnitte  verwenden  werden. 

Wenn  für  einen  bestimmten  Werth  der  Variabein  einer  Function 
/{x)  die  Differentialquotienten,  deren  Ordnung  unter  r  ist,  ver- 
schwinden, und  der  rte  nicht  verschwindet,  so  kann  man  Ajc  immer 
so  klein  wählen,  dass  die  Differenz /(jc -h  öix) — f(x)  dasselbe  Zeichen 
hat,  wie  das  Produkt  ß'{x)QiX^ , 

Nach  der  Voraussetzung  ist 
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und  daher 

Hierin  bezeichnet  -^  einen  Faktor,  der  nicht  unendlich  gross  ist;  daher  kann 
man  ^x  immer  so  wählen,  dass  A  -  ^x  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1, 
dass  der  Faktor  1  -h  A  -  Ix  also  positiv  ist. 

Dem  soeben  bewiesenen  Satze  steht  für  Functionen  mit  mehreren  Variabein 
der  folgende  zur  Seite:  Wenn  die  partialen  Differentialquotienten  einer 
Function,  deren  Ordnung  kleiner  als  r  ist,  für  ein  gegebenes  Werth- 
system  der  Variabein  x,  y,  z,  .  .  sämmtlich  verschwinden  und  die  der 
rten  Ordnung  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  kann  man  die 
Grössen  £ix,  A^,  Iz  etc.  immer  so  klein  wählen,  dass  die  Differenz 

/{x  ■+■  ^x,  y  -{-  ^y,  z  -\-  ^z,  ,  .  .)  ■—  f(x,  y,  z,  .  ,  .) 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  die  Grösse 

Denn  man  hat  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
fix  -h  Aa:,  j'  -h  tiy,  0  4-  A^f, . . .)  =/(^,  y,  z)  -f-  jT^T  .  r  \^^dx  '^^^dy'^  ")^ 


•      •      • 


und  daher 

/(o:  -f-  A  j:,  .  .  .)  ~  /(x,  .  .  .)  =  yyg      -  \^^^x  ^    ")'^  '  [}  '^  N)  ' 
Hierin  ist  M  in  Bezug  auf  A^,   Aj',    Aif  .  .  .  von  der  (r  -h  l)ten  Ordnung, 
N  von  der  rten  Ordnung;  der  Quotient  M\N  kann  daher  durch  Verkleinerung 
von  AvV,  .  .  .  kleiner  als  jede  gegebene  Zahl  gemacht  werden,  insbesondere  also 
so  klein,  dass  (1  -f-  i]/:  N)  positiv  ist. 
5.    Wenn  man  in  der  Gleichung 

die  Zahl  //  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen  kann,  ohne  dass  die  Bedingungen 
ihrer  Gültigkeit  verletzt  werden,  so  hat  man 

f{^x  -h  //)  =  /////  \j{x)  -h  hf\x)  -h  .  .  4-  ^.f    J'^^'A   "^  ^'""^^ 
Hat  nun  bei  unendlich  wachsendem  n  der  Rest  R  die  Null  zur  Grenze,  so  ist 

f{x  -H  //)  =  lim  [/W  +  hf'{x)  +  i^/"(*)  +  rf  .-3/'"^  +  •••]• 

Man  denkt  sich  durcii  die  Punkte  am  Schlüsse  eine  unbegrenzte  Fortsetzung 
der  Reihe  angedeutet,  und  kann  daher  das  Zeichen  lim  weglassen,  so  dass  man  hat 

1 .  f{x  +  h)  ^f{x)  +  h/\x)  +  j^/"  (.V)  +  j^/'"{x)  +  ^-^_--/""(;r)  +  . . . 
und  unter  denselben  Voraussetzungen 

2.  /(x)  =  /(O)  +  x/'{0)  +  f^/"(0)  +  f^/"'(0)  +  iT^T4/""(0)  +  •  •  • 

Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  diese  Reihen  bei  dem  »ten  Gliede 
abbriclu,  wird  durch  Abschätzung  des  Restgliedes  R  beurtheilt;  nach  der  Voraus- 
setzung ist  er  um  so  kleiner,  je  grösser  //  ist  und  kann  durch  Vergrösserung  der 
GJiederzahl  n  kleiner  als  jede  noch  so  kleuie  Zahl  gemacht  werden. 
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Die  Reihe  1.  führt  nach  ihrem  Erfinder  den  Namen  TAYLOR'sche  Reihe. 
Die  zweite  wurde  als  Specialfall  der  TAVi.OR'schen  Reihe  zuerst  von  Maclaurin 
mitgetheilt  und  ist  nach  ihm  benannt  worden. 

6.    Wir  wenden  uns  nun  dazu,  die  Functionen 

(1  -hxy,     /({  -h  x) ,     ^■*',     sinx  f     cosx , 
mit  Hülfe  des  MACLAURiN'schen  Satzes  als  unendliche  Potenzreihen  darzustellen. 

Entwicklung  von  (1  -h  xy  (Binomische  Reihe).  In  den  Elementen  der 
Algebra  wird  fiir  einen  ganzen  positiven  Exponenten  fx  die  Potenz  (1  H-  xy  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt;  wir  werden  nun  zeigen,  dass  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  dieselbe  Entwicklung  auch  flir  negative  und  gebrochene 
Exponenten  gilt.     Der  ^te  Differentialquotient  von  (1-1-  xy  ist 

jjl(jjl  —  1)  (fx  —  2)  .  .  (jJL  —  >^  -f-  1)  (1  -h  xy-A, 

Der  letzte  Faktor  hat  für  ein  hinlänglich  grosses  k  einen  negativen  Exponenten 
und  wird  daher  unendlich  gross,  wenn  x  =  —  1 ;  daher  ist  die  MACLAURiN'sche 
Reihe  im  vorliegenden  Falle  nicht  anwendbar  für  Werthe  von  x,  die  gleich  oder 
kleiner  als  —  1  sind;  ob  sie  für  alle  andern  Werthe  von  x  anwendbar  ist,  hängt 
von  der  Untersuchung  des  Restes  Ä  ab.  Wir  wenden  die  Form  des  Restes 
Nu.  2,  H  an  und  haben 

^  =  r-^"-^'^^  -  1)  (^  -  2) . .  öt  -  «)  (1  +  d*y— 1. 

Hierfür  können  wir  setzen 

j,  _  M. + M-. .[(?  - .)  (f  - .)  (I  - ')  ■  •  (-:  - ')]  •  (i^-)"- 

Der  erste  und  der  zweite  Faktor  werden  für  wachsende  n  nicht  verschwindend 
klein;  es  muss  daher  der  letzte  Faktor  verschwinden;  wenn  die  Bedingungen 
dafür  festgestellt  sind,  so  haben  wir  dann  weiter  zu  sehen,  ob  unter  diesen,  oder 
unter  noch  mehr  beschränkenden  Bedingungen,  der  Grenzwerth  des  Produkts 
des  zweiten  und  letzten  Faktors  Null  ist 

Der  letzte  Faktor  ist  eine  Potenz  mit  unendlich  wachsendem  Exponenten; 
dieselbe  verschwindet  nur,  wenn  der  Dignand  ein  echter  Bruch  ist.  Aus  der 
Identität 

X  —  ^x X  -h  l 

1  H-  bx  "  Wx  -+-  1  "■ 
erkennt  man,  dass  man  wegen  der  Unbestimmtheit  des  positiven  echten  Bruches  ft 
nur  dann  sicher  weiss,  dass  der  Dignand  echt  gebrochen  ist,  wenn  x  ein  positiver 
oder  negativer  echter  Bruch  ist;  denn  im  ersteren  Falle  ist  (x-\-  1) :  (l>4-  1)  <  x  -h  1; 
und  wird  im  letzteren  der  absolute  Werth  von  x  mit  5  bezeichnet,  so  ist 

x-h  1   _    1  —  6 

»a:-h  1  ""    1  —  dE' 
mithin    positiv  und   <  l,    und  daher  der  Dignand  ein   negativer  echter  Bruch. 
Bezeichnet  man  den  absoluten  AVerth  des  Dignanden   mit  /,   so  kann  man  den 
zweiten  und  dritten  Faktor  des  Restes  folgendermaassen  anordnen: 

(?-')"(f-')"(i-')'-(?-')'^ 

wächst  n  um  eine  Einheit,  so  tritt  zu  diesem  Produkte  der  Faktor 

i^r -')'■■ 

der  Grenzwerth    dieses  Faktors    ist    —  /,    also  ein  echter  Bruch.     Da  nun  das 
obige  Produkt   für   ein  unendlich  grosses  n  von  einer  gewissen  Stella  «xv  wv^ 
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unbegrenzte  Menge  von  abnehmenden  echten  Brüchen  zu  Faktoren  hat,  so  folgt, 
dass  der  Grenzwerth  des  Produktes  selbst  Null  ist. 

Die  MACLAURiN'sche  Reihe  ist  daher  auf  (1  -4-  xy  anwendbar  für  alle  posi- 
tiven oder  negativen  echt  gebrochenen  Werthe  von  x.     Da  nun 

/(O)  =  1,     /«(O)  =  jx(pL~  l)(fx-2)  ...  (fi-   n-h  1), 
so  hat  man  die  Entwicklung 

(H-^;^_l -h  j.^-h     1.2«^-^       1.2.3  ^  1.2.3.4  ^' 

mit  dem  Spielräume:     —  1  <  jt  <  -h  1  . 

Man  kann  nachweisen,  dass  die  Reihe  auch  noch  für  x  =  -h  l   gilt,   wenn 

JA  grösser  ist  als  —  1,  und  für  jcr  =  —  1,  wenn  jx  positiv  ist*). 

Insbesondere  hat  man 
1 

0.  >~ö   -""    1    ~'~~    liX   ~T~    oX       -~~   *x X       ~T~    .... 

-\-xy 

.- ,  X  1        X'^  1.3       .T»  1.3.5       AT*  13.5.7        X'' 


2        2      4^2-4      6        2.4.6      8    '2.4.6.8     10 
1  ,         1  1 -3    ^        13.5,        1.3.5.7/ 


-,/nh ^         2^2.4       2.4.6    "^2.4.6.8 

Um  {a  -h  by-  zu  entwickeln,  wo  wir  a^  >  b^  annehmen,  setze  man 

{a  -h  by  =  ^»^^1  -4-  -| . 
Daher  hat  man 
(«  +  ^;.   =  «.  ^1  +  -  .  ^  +  -----  .  ^^  j   +  p- _    —  .  ^_j    +  . .  .J . 

7.    Entwicklung  von  /(l  -f-  x). 

Der  ^te  Differentialquotient  von  /(l  -i-  x)  ist 

(_  1)^-1 .  1  .  2    3  .  .  .  (>^  —  1)  (1  -h  jc)  * ; 
die  Differentialquotienten  bleiben  daher  endlich   und   stetig,   so  lange  x  grösser 
ist  als  —  1.     Der  Rest  ist  für  /  =  0 

Aus    der   vorigen   No.   wissen  wir,    dass  der  Rest  verschwindet,    wenn  der 

absohlte  VVerth  von  x  kleiner  als  1  ist.     Für  x  =  \  ist 

1  /l  —  H\« 

und  daher  ebenfalls  //>//7?  =  0  .    Die  MACLAURiN'sche  Reihe  ist  daher  auf /(l  -H-t) 
fiir  alle  Werthe  von  x  anwendbar,  die  der  Begrenzung  genügen 

—  1  <  .V  <  -H  1  . 

Da  nun 

/(X0(0)  =  (—\y   1  .  1  .  2  .  3  .  .  .  C>t  --  1) , 

so  ergiebt  sich  die  P^ntwicklung 

1.  /(\    i-  x)  =  X  ^  \x^  -h  ^x'^  --  \x^  -h  \^x''  —  {x^  -h  .  .  .  .  , 

—  1  <  :i*  <  -f-  1  . 
Setzt  man  —  x  statt  ^,  so  erhält  man 

/(l  —  .v)  =  —  .r  —  ^a-2  —  ^.^3  -  \x^  -  \x^  —  \^^  -   .  •  . » 

—  1  <  .r  <  -h  1  . 
Durch  Subtraction  folgt  hieraus 

—  1  <  ^  <  4-  1  . 

"9  .S(.7fi.öM/LCH,  Compondium  der  höhern  Analysis,  5.  Aufl.  P. raunschweig  188 1,  Bd.  i,  pag.2ii- 
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Setzt  man  hier 

=  z ,      also      X  = 

j  —  X 

so  erhält  man 

'• = ^  [f^ :  I  (f^M  ( j^r- ■] . 

diese  Reihe  gilt  fiir  jedes  positive  z\  zur  praktischen  Berechnung  des  natürlichen 
Logarithmus  einer  Zahl  ist  sie  aber  nur  ftir  solche  Werthe  von  z  verwendbar, 
für  welche  (z —  \):(z  -h  1)  hinlänglich  von  1  verschieden  ist 

Zur  praktischen  Berechnung  der  Logarithmen  von  Primzahlen  kann  man 
sich  der  Reihe  3.  für  die  Werthe  z  =  2  und  z  =  3  bedienen;  für  grössere  Zahlen 
macht  man  mit  Vortheil  von  der  Identität  Gebrauch 

1  +  s 

/(a  -h  ^)  =  /«  -f-  / — 


1  — 


2a 
und  erhält  hieraus  mit  Hülfe  der  Reihe  2. 


/(a  -h  ^)  =  /a  H-  2 


[2a  H-'^  "^  3  V2ö  -f-  ^J  "^5  \2a  -hd)  '^  '7\2a  ^l,)'^"]' 
Ist  a  =  '6,  so  liefert  die  Reihe  für  ^  =  2  und  4  ziemlich  rasch  genaue  Re- 
sultate; für  eine  Genauigkeit  bis  auf  ±  0,000005  würden  sechs  Glieder  genügen, 
wenn  ^  =  4  genommen  wird,  für  ^  =  2  bereits  fünf  Glieder.  Hat  man  /7 
gefunden,  so  kann  man  «  =  7  setzen,  und  4.  auf  die  Fälle  ^  =  4,  6  und  10 
anwenden,  u.  s.  f.  Aus  den  Logarithmen  der  Primzahlen  ergeben  sich  durch 
Additionen  die  Logarithmen  der  zusammengesetzten  Zahlen.  Hat  man  auf  diesem 
Wege  eine  bis  zu  einer  bestimmten  Genauigkeit  gehende  vollständige  Tafel  der 
natürlichen  Logarithmen  berechnet,  so  kann  man  die  Logarithmen  zu  einer 
beliebigen  andern  Basis  a  nach  der  bekannten  Formel  ünden 

**l0gz  =  lz\la. 
Die  Zahl    \:ia   bezeichnet   man    als    den  Modulus  der  Logarithmen  zur 
Basis  a\  für  a  =^  10  erhält  man  mit  Hülfe  der  obigen  Reihen 

-^  =  0,434  294  4819. 

8.    Entwicklung  von  e*. 

Alle   Differentialquotienten    von    e-'    sind    gleich    e"^   und    für  alle  endlichen 
Werthe  von  x  stetig  und  endlich.     Der  Rest  ergiebt  sich  (No.  2,  6)  zu 

R  =  e^x 

12. 3. .«-hl         • 

Der  zweite  Faktor  ist  eine  endliche  Zahl,  sobald  x  nicht  unendlich  ist.    Der 

erste  Faktor  enthält  unter  derselben  Voraussetzung  und  wenn  n  hinlänglich  gross 

ist  «  -h  1  Faktoren 

XXX  X 

T '  2 '  3  —  ^m* 

die    von    einer    bestimmten  Stelle   an  echt  gebrochen  sind,    und  bei  unendlich 

wachsendem  n  sich  der  Grenze  Null  nähern;  daher  ist 

limR  =  0. 
Da  nun 

/*(0)  =  1 . 
so  hat  man  die  für  jeden  endlichen  Werth  von  jcgültige  Exponentialreihe 


^^  =  1  H-  T- 


X  x^  x^  x^  x'^ 


1         1-2    "12.3    '     1.2.3-4"^1.2-3.4.5 


.... 
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Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man  die  zur  Berechnung  von  e  dienende  Reihe 
111  1  1 


1     '    1-2    '    1.2-3    '     1-2-3.4        1. 2-3-4 
Für  X  =  —  1  erhält  man 

111  1  1 


;--  =  cos{^/^t:  -h  x),      -j-^   =  sin{^^iz  -h  x) 


e         1-2        1.23    •     12.3-4        12.3-4-5 
Die  Gleichung 

fahrt  zu  einer  Reihe  für  «-*■,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  positiv  ist;  man  erhält 

xla        (xlay         (x/ay  {xlaY 

-"  ^  ^     1     ^    1-2     ^  1.2-3  ^   1.2.3-4    ^'" 
9.    Entwicklung  von  cosx  und  sinx.     Die  Differentialquotienten 
li^cosx  _  .  .       d^sinx 

~dx^ 

sind  für  alle  realen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig.    Die  Reste  sind  für  beide 
Functionen 

T-T. 3::(^+l)  •  ""^fi^"  +  1) '^  +  ^A  >    bez.    ---^-^^--j^  .  sinUn  +  1) r  +  »*) , 

und  haben  für  jedes  endliche  x  den  Grenzwerth  Null.     Wir  erhalten  somit  die 
ftir  jeden  endlichen  Werth  von  x  gültigen  Entwicklungen 

cosx  =  1   —    — -  ^Ä  -f-   j.2.3.4  "^^  ■"   lT2"."3".  4^5^  ar«  H-  .  .  . 

. 1_      3         __1_        5 __}: 7     . 

smx  -^  X        1.2.3^     "^  1-2. 3. 4.5'^     "1.2-3-4.5-6-7"^     -+-.... 

Um  mit  Hülfe  dieser  Reihen  eine  Tafel  der  goniometrischen  Functionen  ru 
berechnen,  genügt  es,  die  Reihen  für  den  Spielraum  .r  =  0  bis  j:  =  ^ir  (entsprechend 
dem  Spielraum  des  Winkels  von  0°  bis  45^')  anzuwenden.     Da 

1  .  2  .  3  ^4    5  .  f)  .  7  .  8  •  9  .  10  =  3  628  800  , 
so  genügen  selbst  für  den  über  \t.  hinausliegenden  Werth  x  =  \  die  ersten  6  bez. 
0  Glieder  beider  Reihen  f[ir  eine  Genauigkeit  von  fünf  Decimalstellen. 

Wir  verlassen  hiermit  die  Anwenduncren  der  TAVLOR'schen  und  der  Maclaurin- 
sehen  Reihe  und  bemerken,  class  wir  allgemeine  Untersuchungen  über  unend- 
liche Reihen  im  letzten  Abschnitte  mittheilen  werden. 

§  14.     Maxima  und  Minima. 

1.  In  §  5,  No.  l  haben  wir  bereits  erkannt,  dass  ei'  e  Function  einer 
Variabein  einen  eminenten  Werth,  d.  i.  ein  Maximum  oder  Minimum  für 
denjenigen  Werth  der  Variabein  erreicht,  fiir  welchen  der  erste  Differential- 
c|uotient  verscinvindet;  wir  fanden,  dass  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  je 
nachdem  der  erste  Dif^erentiahiuotient  vom  Positiven  ins  Negative  übergeht  oder 
umgekelirt;  für  den  Fall,  dass  der  erste  DifTerentialquotient  in  der  Nähe  des 
betreffenden  Werths  der  Variabein  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  ist  damals  keine 
Entscheidung  <i:ctr()tTen  worden.  Wir  geben  im  ire«:enwärtigen  Abschnitte  voU- 
ständic^cre  Untersuchunsren  über  die  eminenten  Werthe  einer  Function  von  einer 
und  von  mehreren  Variabein  und  knüpfen  dieselben  an  die  Untersuchungen  des 
vorigen  Abschnitts  an. 

Wenn  für  einen  Werth  x  der  Variabein  der  erste  Differentialquotient  der 
Function  y  -^/(x)  verschwindet,  der  zweite  aber  nicht,  so  hat  Rir  einen  hin- 
länglich   kleinen   Werth   von   ox  die   Dift'erenz  /{x  -f-  ^jx)  — /{x)    dasselbe  Vor- 
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zeichen,  wie  das  Produkt /"(jc)öjc*,  mithin  dasselbe  Vorzeichen  wie /"(:c).  Ist 
nun  /*'{x)  negativ,  so  ist  f{x  H-  ^x)  —  /(x)  <  0  sowohl  fiir  positive  wie  für 
negative  Werthe  von  ^x,  mithin  ist  /(x)  grösser  als  jeder  benachbarte  Werth  der 
Function,  ist  also  ein  Maximum;  ist  hingegen /"(jp)  positiv,  so  ist /(jc -f- 5jf) 
—  /{x)  >  0,  und  daher  /(x)  kleiner  als  jeder  benachbarte  Werth,  /(x)  also  ein 
Minimum.  Wir  erhalten  somit  zunächst:  Wenn  der  erste  Differential- 
quotient einer  Function  für  einen  bestimmten  Werth  der  Variabein 
verschwindet,  der  zweite  aber  nicht  verschwindet,  so  hat  die  Function 
für  diesen  Werth  der  Variabein  einen  eminenten  Werth,  und  zwar 
ein  Maximum,  wenn  der  zweite  Differentialquotient  negativ  ist,  ein 
Minimum,  wenn  er  positiv  ist. 

Wenn  für  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'{x)  =  0  der  zweite  Differential- 
quotient verschwindet,  der  dritte  aber  niclit,  so  hat  die  Differenz  /{x  -h  8x)  — /(x) 
für  eine  hinlänglich  kleine  Aenderung  8x  dasselbe  Vorzeichen  wie  /'"{x)  ^x^, 
und  wechselt  daher  ihr  Zeichen  zugleich  mit  Bx]  in  diesem  Falle  ist/(jir)  kein 
eminenter  Werth. 

Verschwinden  flir  eine  Wurzel  der  Gleichung /' (x)  =  0  zugleich  auch/"(*) 
und  /'"{x),  so  hat  /(x  -h  Bx)  — /{x)  dasselbe  Vorzeichen  wie  /""(x)Bx*,  und 
stimmt  daher  unabhängig  von  den  Vorzeichen  von  8x  dem  Vorzeichen  nach 
mit  /""{x)  überein.  Daher  ist  fUr  diesen  Werth  der  Variabein  f{x)  ein  Maximum 
oder  Minimum,  je  nachdem /""(jc)  negativ  oder  positiv  ist. 

So  weiter  seh  liessend,  gelangen  wir  zu  dem  Satze:  Um  die  Werthe  der 
Variabein  zu  erhalten,  zu  welchen  eminente  Werthe  der  Function 
/{x)  gehören,  bestimme  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

/'(*)  =  0. 

Diejenigen  unter  diesen  Wurzeln  sind  Lösungen  der  Aufgabe,  für 
welche  der  seiner  Ordnung  nach  niedrigste  nicht  verschwindende 
Differentialquotient  von  gerader  Ordnung  ist;  und  zwar  liefern  diese 
Werthe  der  Variabein  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  der 
niedrigste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  für  den  be- 
treffenden Werth  der  Variabein  negativ  oder  positiv  ist 

2.    Wir  geben  zunächst  hierzu  einige  Anwendungen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  eines  Kreises  sind 
zwei  Gerade  OA  und  OB  gezogen,  die  den 
Winkel  2  a  einschliessen;  filr  welche  Punkte  der 
Peripherie  erreicht  die  Summe  der  Quadrate  der 
Abstände  von  OA  und  OB  einen  eminenten  Werth? 

Ist  OC  die  Halbirende  der  Winkel  AOB,  ist 
ferner  COF=  %  und  FQ  ±0A,  FR  ±.  OB,  so  ist 
FQ  =  OF'  sin{ri  —  cp),     FF  =  OF-  sm{a  -f-  cp). 

Ist  0F=  a,  so  handelt  es  sicli  darum,  die 
eminenten  Werthe  der  Function  des  Winkels  <p  zu 
bestimmen 

V  =  a^sin-{fi  —  ?)  H-  a^sin^{fi  -h  cp). 

Die  Differentiation  ergiebt 


(M.  492.) 


dy 

--  =  2ä^  [ —  sin{rt  —  ^)  cos{fi  —  i) 


sinin.  H-  cp)  cos{fi  H-  cp)] , 


=  a^\sin^{aL  -i-  cp)  —  j/«2(a  —  cp)]  =  1a^ cos^i.  sinl^  ; 
hieraus  findet  man  weiter 


So6  Differentialrechnung. 

-j-^  =  Aa^  COS 2 OL  COS 2^ . 

Zwischen  den  Grenzen  0  und  2  t:  des  Winkels  ^  verschwindet  /,  wenn 

Ti  =  ö,       Tt  =  i^»       ?8  = '^^       ?4=l^- 
Für  diese  Werthe  von  ^  nimmt  _y"  die  Werthe  an 

4a^cos2oi,       — Aa^cos^a,       Aa^cos2(i,       — Aa^cos2a, 
Ist  2a  <  ^TZf  so  gehören  daher  zu  f^  und  93  Minimalwerthe,  zu  9,  "'^^  ?4 
Maximalwerthe,  und  es  ist 

ymiH  =2a^  sin^  a  ,      y^ax  =  2a^  cos^  1 . 

3.  Auf  einer  Ellipse  einen  Punkt  P  so  zu  bestimmen,  dass  sein  Abstand 
von  einem  gegebenen  Punkte  A  einen  eminenten  Werth  hat. 

Sind  6,  T)  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes,  bezogen  auf  die  Symmetrie- 
achsen der  Ellipse,  und  a,  b  die  Halbachsen  der  letzteren,  so  ist 

PA^  =  {acosf^  —  ?)»  -h  {bsitif^  —  t))». 

Um  Irrationalitäten  zu  vermeiden,  kann  man  die  eminenten  Werthe  von  PÄ^ 
aufsuchen,  und  hat  daher  zu  differenziren 

1.  j»  =  {acos^  —  5)*  -H  (bsitiff  —  t))*. 
Man  erhält  zur  Bestimmung  von  cp  die  Gleichung 

2.  y  =  —  2asin(f(acos(p  —  ?)  ■+-  2lfC0S(f(dsinf  —  ?))  =  0. 
Die  Gleichung  der  Geraden  PA  ist 

3.  {ösin^  —  ^)  (AT  —  5)  —  'acosff  -  5)  (K—  tj)  =«  0 ; 
die  Gleichung  der  Ellipsentangente  in  P  ist 

4.  ^r<;j9  (X  —  5)  -f-  Aj/Vi^  (K —  T))  =  0  . 

Für  die  gesuchten  Punkte  besteht  die  Gleichung  2.;  aus  2.,  3.,  4.  schliesst 
man:  Die  Ellipsenpunkte,  deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  A 
einen  eminenten  Werth  haben,  sind  die  Fusspunkte  der  durch  A  gehenden 
Normalen  der  Ellipse. 

4.  Eine  Ebene  ist  durch  eine  Gerade  MN  getheilt;  ein  Punkt  P  bewegt 
sich   auf  der  einen   Halbebcne   mit   der   constanten   (-escliwindigkeit  g,    auf  der 

andern  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  h: 
welchen  Weg  muss  der  bewegte  Punkt  ein- 
schlagen, um  in  kürzester  Zeit  von  einem 
gegebenen  Punkte  A  der  ersten  Halbebenc 
zu  einem  gegebenen  Punkte  B  der  andern 
j™,  zu  gelangen? 

r       "  ^^  Tritt  P  im  Punkte  C  über  die  Grenze  der 

beiden  Halbebenen,  so  ist  klar,  dass  P  sich 
geradlinig  von  A  bis  C  und  von  C  bis  B  be- 
wegen muss.  lfitAA'  =  a,  BB'  =  df  A'ff^c, 
so  sind  die  Zeiten,  in  welchen  P  die  Strecken 
l '         '\b  /^C und  CB  durchläuft,  AC:g=  yä^-hx^  : i, 

(M. 403.)  bez.  CBig  =  }/b^  -h(c  —  xy:A,  und  daher 

die  Dauer  y  der  Bewegung  von  ^  bis  ^ 

1.  y    =  -  >/^"T^  -h  I  >/^2  -h(c  —  x)^  . 

o 

Hieraus  ergiebt  sich 

X  c  —  X 

2  v'  = 

•"  y  — 

3.  y  = 


A' 


N 


gy/a^  -h  x^        h  V^»  -h  (r  —  x)^ 
a^  b^ 


g  /(«»  -h  x^y         h  ■|/[^«  -h  (^  —  x^Y 
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Aus  2.  folgt 

X  c  —  X  g 


Da  nun,  wenn  CL  J-  MJV 

X  C  "^~  X 

sinLCA  =     ,—         - ,       sinL^^CB  =      .  r^, 

so  erhalten  wir  als  Bedingung  für  den  Eintritt  eines  eminenten  Werthcs 

sin  L  CA    g 

sin L^CB  h  ' 
Liegt  C  in  A\  so  ist  sinLCA  =  0;  Hegt  C  in  B\  so  ist  sinL^CB  =  0;  hier- 
aus folgt,  dass  4.  für  einen  zwischen  Ä  und  2?'  liegenden  Punkt  erfüllt  wird. 
Beschreibt  C  von  Ä  oder  von  B^  ausgehend  die  Verlängerungen  der  Strecke  ÄB\ 
so  wachsen  beide  Wege  AC  und  CBy  also  kann  ein  Minimum  für  diese  Lagen 
nicht  eintreten.     Bezeichnen  wir  mit  e  den   gemeinsamen  Werth  der  Quotienten 

X  ,  c  —  X 

und 


gYä^~^x^  hYb^^(c  —  xy 

und   bemerken,  dass  e  für  jeden  auf  der  Strecke  A B>    liegenden  Punkt  positiv 
ist,  so  ist 

y     ~  ^    \  x^     ^  (c  —  xy)' 
und    daher   positiv;    folglich    entspricht   der   durch    die  Gleichung  4.   bestimmte 
Funkt  C  der  Strecke  A'B'  einem  Minimum,  was  auch  aus  der  Natur  der  Aufgabe 
vorauszusehen  war. 

5.  Um  die  eminenten  Werthe  der  ganzen  rationalen  Function 
L  y  =  a^x*"  -+-  fljjc'«-^!  H-  a^x^+'^  -f-  .  .  -h  OrX*»'^'' 
zu  fmden,  bilden  wir 

2.  y  =  wöyjt'«-!  -h  (m  -h  \)a^x*»   -h  .  ,  ,  .  , 

3.  y  =  (m  —  l)maQX"'-^  -f-  m(m  -h  \)a^x'*'-^  -H  .  .  .  . 

Ist  w  >  1,  so  hat  die  Gleichung  y'  =  0  {m  —  1)  Wurzeln  x  =  0,  während 
die  anderen  r  Wurzeln  von  Null  verschieden  sind.  Ist  ä«  =  2,  so  liefert  die 
Wurzel  jc  =  0 

gehört  also  zu  einem  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  a^  ^  0.    Ist  m  '>  2, 
so  hat  man  zu  bilden 

y(»i)  =   1.2-3../w-<7o  -h  2-3...  m(m  -h  1)  öj  ^  -f-  .  .  . , 
denn   dies  ist  der  Differentialquotient  niedrigster  Ordnung,  der  für  Jt  =  0  nicht 
verschwindet;   ist  nun  m  gerade,  so  hat  j'  für  ^  =  0  einen  eminenten  Werth,  ist 
hingegen  m  ungerade,  so  findet  für  jc  =  0  kein  eminenter  Werth  von  y  statt 

6.  Die  eminenten  Werthe  der  Radien  eines  Diametralschnitts 
eines  dreiachsigen  Ellipsoids  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  sei 

x^        y^        z^ 
1.  ^-f-^-h^  —  1=0. 

Der  Radius  vector  r,  der  mit  den  Achsen  die  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst, 
ergiebt  sich  aus 

1  COS^OL         cos^^         cos^t 

r-i  —     a^      ^     b^      ^     r»     • 
Sind  9,  4^»  /  die  Winkel,  welche  die  Normale  des  den  Radius  r  enthaltenden 
Diametralschnitts  mit  den  Achsen  bildet,  so  gelten  die  Gleichungen 


5o8 


Differentialrechnung. 


3.  COS n  cos f^  -h  cos^eos'^  -H  cos^cosy  =  0, 

4.  COS^OL  -f-  cos*^^  -h  cos*^-^  =    1. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  ^  und  7  als  Function  von  a,  so  dass  r  als 
Function  von  a  allein  erscheint.  Die  eminenten  Werthe  von  r  treten  mit  den 
eminenten  Werthen  von  1  :  r^  zugleich  ein;  wir  bestimmen  den  Eintritt  der 
letzteren,  und  erhalten  durch  Differentiation  der  Gleichung  2. 

cos  idcostk        cos  p  dcos  ß        cos  7  dcos  7 

5.  —^         H  p  \  -^         =  0; 

femer  ergiebt  die  Differentiation  von  3.  und  4. 

6.  cos  ^d  cos  n  -h  cos'^dcos^  -h  cos  yd  cos -{  =  0, 

7.  cosfidcosoL  H-  cos^dcos^f  -\-  cos^dcos^  =  0. 

Der  Verein  der  Gleichungen  0.,  (>.,  7.  wird -durch  das  Verschwinden  der 
Determinante  bedingt 


8. 


cosn. 

cos'^ 

cos  7 

a^ 

b^ 

c^ 

cos  OL 

cos^ 

cos-f 

cosr^ 

cos^ 

cosy 

=  0. 


Das  Verschwinden  derselben  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Verein  der  drei 
Gleichungen 


9. 


cos  OL 

cos^ 

— j-  -k-  kcos^   -h   V  r£?f ;(  =  0  , 


-f-    \  cos  OL    -h   ^cos  ^   =   0  , 
-H    \C0S^    -+-    V  r^ J  ^l*  ==   ^  » 


wobei  \  und  |x  sich  aus  zweien  derselben  bestimmen.  Addirt  man  die  Gleichungen 
i).,  nachdem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  cosoLy  cos^,  cos^  multipHcirt  hat,  so 
erhält  man  in  Rücksicht  auf  2.,  3.,  4. 


10. 


1 

-1;   -f-  X  =  0. 


11. 


Setzt  man  dies  in  9.  ein,  so  entsteht 

?  (^'  -  ;:2)  ^  t^^^^+  =  <^ 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  in  Rücksicht  auf  3. 


cos  OL 


cos 


cos^^ 


12. 


1 


w 


7^ 


cos^^ 


1 


cos^y 


1 


r  =  "- 


Diese  Gleichung  ist  quadratisch  für  1  :  r^  und  lehrt  die  eminenten  Werthe 
dieser  Grösse  kennen.  Setzt  man  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  in  11.  ein,  so 
kann  man  aus  11.  die  Cosinus  der  unbekannten  Winkel  a,  ß,  7  bis  auf  den  ge- 
meinsamen Faktor  |x  finden;  dieser  ergiebt  sich  schliesslich  aus  der  Gleichung 4. 

7.  Wir  haben  noch  nachzutragen,  dass  —  in  seltenern  Fällen  —  ein  eminenter 
Werth  einer  Function  y  =  /{x)  auch  fiir  einen  Werth  x  der  Variabein  eintreten 
kann,  für  welchen  der  niedrigste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  von 
ungerader  Ordnung  ist.     Ereignet  es  sich   nämlich,  dass  für  diesen  Werth  der 
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Variabein  der  genannte  Differentialquotient  discontinuirlich  wird,  und  dabei  von 
einem  positiven  zu  einem  negativen  Werthe  überspringt,  oder  umgekehrt,  so  ist 
offenbar  die  Differenz 

im  ersten  Falle  positiv,  im  letzten  negativ  für  jeden  hinlänglich  kleinen  positiven 
oder  negativen  Werth  von  Bx]  also  ist  /(x)  im  ersten  Falle  ein  Maximum,  im 
letzten  ein  Minimum. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  durch  die  Gleichung 
1.  y^  -+-  x^y  —  2rx^  =  0 

definirte  Function.*) 

Reducirt  man  zunächst  auf  x,  so  erhält  man 

^   2r — y 

^•^        1/    J'^~~  /3         1  1      \ 

und  hieraus  -y-  =  ]/ I  - — h  0  *  ö ) 

äy        y   2r—-y  \2y       2     2r  —  y/ 


_  -1/  y'  ^r^y     ^y^y(Sr--y)^ 

y  2r  —  y'y{2r'-y)         r      (2r— j^)»' 
Hieraus  folgt 


^-  y  ^  ^  K/(ir-i>- 

Dieser  Werth  wird  Null  dir  y  =  2r;  dies  ist  das  Maxhnum  von  y]  hierzu 
gehört  ^  =  00 .  Für  ^  =  0,  wozu  x  =  0  gehört,  wird  y'  unendlich  gross.  Aus  2. 
ergiebt  sich,  dass  mit  y  zugleich  der  absolute  Werth  von  x  wächst.  Daher 
gehören  in  2.  und  3.  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  zusammen.  Mithin 
ist  y  für  einen  unendlich  kleinen  negativen  Werth  von  x  negativ,  für  einen 
unendlich  kleinen  positiven  Werth  von  x  positiv  unendlich.  Folglich  ist  j'  =  0 
das  Minimum  von  y.  

9.  Eminente  Werthe  einer  Function  mehrerer  Variabein.  Eine 
Function  /{x,  y  .  .  .)  mehrerer  Variabein  erreicht  für  ein  bestimmtes  Werthsystem 
x^y.,  der  Variabein  einen  eminenten  Werth,  wenn  zu  jeder  hinlänglich  kleinen 
Aenderung  öjc,  8y  .  ,  ,  der  Variabein  eine  Aenderung  der  Function  von  unver- 
änderlichem Vorzeichen  gehört. 

Wenn  die  partialen  Differentialquotienten  von  /  bis  mit  denen  2mter  Ordnung 
sämmtlich  verschwinden,  so  kann  man  dx,  By  .  .  .  immer  so  klein  wählen,  dass 
das  Vorzeichen  der  zugehörigen  Aenderung  der  Function/  mit  dem  Vorzeichen  von 

[^""di^^^Fy-^"')  ^ 
übereinstimmt.  Diese  Grösse  ist  in  Bezug  auf  dx,  By  ,  ,  ungerader  Ordnung  und 
wechselt  daher  ihr  Zeichen,  wenn  dx,  8y  .  .  ,  das  Zeichen  wechseln.  Hieraus 
folgt:  Eine  Function  mehrerer  Variabein  kann  für  ein  Werthsystem 
derselben  nur  dann  einen  eminenten  Werth  haben,  wenn  für  dasselbe 
sämmtliche  partialen  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung, 
aber  nicht  sämmtliche  der  zweiten,  oder  sämmtliche  der  ersten, 
zweiten  und  dritten  Ordnung,  aber  nicht  sämmtliche  der  vierten  u.  s.  f. 
verschwinden. 


*)  Constniirt  man  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r,  der  die  Abscissenachse  im  Nullpunkte 
berlihrt,  und  bestimmt  auf  dem  Radius  vector  jedes  Kreispunktes  5,  ij  den  Punkt  /*,  dessen 
Ordinate  2r  —  tj  ist,  so  beschreibt  P  die  Curvc  1.;  dieselbe  ist  unter  dem  Namen  der  Cissoide 
des  Diokles  bekannt. 


5 1  o  Differentialrechnung. 

Die  seltenen  Ausnahmefalle,  dass  Werthsysteme  der  Variabein  vorhanden 
sind,  für  welche  die  sämmtlichen  DifFerentialquotienten  einer  ungeraden  Ordnung 
unstetig  sind,  und  alle  niederen  verschwinden,  lassen  wir  ausser  Betracht,  ebenso 
die  Fälle,  dass  es  Werthsysteme  giebt,  für  welche  sämmtliche  partialen  Differential- 
quotienten der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung,  oder  auch  noch  höhere, 
verschwinden.  Wir  beschränken  uns  vielmehr  darauf,  die  Werthsysteme  der 
Variabein  aufzusuchen,  für  welche  die  partialen  ersten  Differentialquotienten  der 
Function  verschwinden,  und  entwickeln  die  Kriterien  für  den  Eintritt  eines 
Maximums  oder  Minimums  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  sämmtliche 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  verschwinden. 

10.  Wenn  für  ein  Werthsystem  jc,,  jcj,  jc,,  x^,  .  ,  .  x^  der  Variabein  der 
Function  /(x^,  x^,  x^,  x^  .  .  .  x„)  die  partialen  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  verschwinden 

dx^        dx^        dx^         '  '  '        dxn  ' 

die  partialen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  aber  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden, so  stimmt  für  hinlänglich  kleine  Aenderungen  S^,  ^a»  Sj.  •  •  •  ?»  der 
Variabein  x^^  x^^  .r^,  ,  ,  .  Xn  das  Vorzeichen  der  Differenz 

J\X\    ■^~  ^1»       X^   -f-  Cji    •    •    •    Xm  -f-  5«)    —  J\p^\*   ^i*    *^3>    •    •    •    •^«/ 

mit  dem  Vorzeichen  der  Grösse 

überein;   es  kommt  nun  darauf  an,   zu  untersuchen,   unter  welchen  Bedingungen 
V  für  jedes  reale  Verhältniss  der  Sj  .  .  i„  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  kann  setzen 

3.  2  F  =  2  aik  S/Sa  ,      wenn  a^,  =  -—r^. —  , 

1  (}X,CXf, 

und  wenn  man  /  und  h  alle  Werthe  von  1  bis  n  durchlaufen  lässt;  bemerkt  man, 
dass  a,fi  =  a/,iy  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Faktor  2  bei  allen  Gliedern,  in  welchen 
die  beiden  Faktoren  S,  und  ;a  nicht  denselben  Index  haben,  in  3.  zu  Stande 
kommt. 

Die  Grössen  5  p  S?,  .  •  S«  können  nicht  alle  gleich  Null  genommen  werden. 
Nehmen  wir  zunächst  5«  ^  0,  so  kann  man  schreiben 

K  =  In^lV,       wobei 

Während  V  eine  homogene  quadratische  Function  von  ;j  .  .  $„  ist,  ist  //' 
eine  nicht  homogene  quadratische  Function  von 

6      1  ?•••?• 

Das  Vorzeichen  von  V  stimmt  mit  dem  von  IV  überein.  Soll  nun  für  alle 
realen,  der  Null  gleichen  oder  von  Null  verschiedenen  Werthe  der  Quotienten 
5/ :  In  die  Function  IV  positiv  oder  negativ  sein,  so  muss  /F,  da  es  eine  stetige 
Function  der  Variabein  5/:$„  ist,  im  ersten  Falle  ein  Minimum  haben,  das 
positiv  ist,  und  im  zweiten  ein  Maximum,  das  negativ  ist.  Das  dem  eminenten 
Werthe  von  /F  entsprechende  Werthsystem  der  Variabein  $/:$„  wird  aus  den 
{n  —  1)  Gleichungen  erhalten 

dlV  dW  cn'_  _ 

0.  fy        —  U ,       fy        —  u ,  .  .  .  ,  —  u , 
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5" 


wenn 


5/ 

T)/    =    c- 


6. 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  5.  mit  S«,  so  gehen  sie  über  in 

er 

^  ^iiM   "*■  ^la^a  *+•  •  •  •  "^  ^inin  =  0, 

-  ^ai^i   "*~  '^saSa  "^  •  •  •  ~^  ^juS«   =  0, 


2?I 

dy 

cU 

cV 

dl» 

oV 

cin-\ 


Ö5«-l,l£l   4-  an-\,'ih  -H 


-+-    an-\,n%n    =    0 


Wir  fügen  hierzu  noch  die  Gleichung 


7. 


a» 


a» 


a 


6«  = 


dv 


Der  eminente  Werth  von  V  wird  gefunden,  indem  man  S^ ,  .  .  5„-.i  durch 
die  Gleichungen  6.  als  Multipla  von  \„  berechnet,  und  diese  Lösungen  von  6. 
in  V  substituirt.  Dasselbe  Resultat  wird  erreicht,  wenn  man  auf  irgend  welchem 
Wege  mit  Hülfe  der  Gleichungen  6.   Kais  Multiplum  von  5«*  darstellt. 

Löst  man  die  Gleichungen  6.  und  7.  bezüglich  der  Unbekannten  5„,  so 
erhält  man 


«. 


wenn 


a 
a 


11 

21 


a 
a 


12 
22 


A 

a 


a 


1« 

2« 


tf 


ö 


a. 


a 


X-3 


11 


....  ai,„-i 


2K, 


Nun  ist  identisch 

aF     ^  aF     ,  aF 

also,  wenn  die  £,,...  ;«-i  den  Gleichungen  6.  genügen 

oV  _ 

mit  Hülfe  dieses  Werthes  folgt  aus  8.  für  den  eminenten  Werth  von   V 
10.  2F=^S«». 

Wenn  also  E„  von  Null  verschieden  ist,  so  hat  der  durch  die  Gleichungen  6. 
bestimmte  Werth  von   F  dasselbe  Zeichen,  wie  das  Verhältniss  A«  :  A„_i. 

Ist  dieser  Quotient  positiv,  und  soll  2  V  immer  dasselbe  Zeichen  haben,  so 
muss  der  Werth  10.  ein  Minimum  sein,  und  wenn  der  Quotient  negativ  ist,  ein 
Maximum;  ob  dies  der  Fall  ist,  ersieht  man  aus 


-h  . . .  -4-  5«_i 


P       \2  n-\ 

\n-\J 


im  ersteren  Fall  muss  dieser  Ausdruck  beständig  positiv,  im  letzteren  beständig 
negativ  sein.  Die  Entscheidung  darüber,  ob  V  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  ist 
somit  auf  die  gleiche  Entscheidung  betreffs   Fj  zurückgeführt. 

Man  hat  nun  dieselbe  Schlussweise  wie  bei  V^  und  gelangt  zunächst  zu  der 
Function 

von  da  durch  Wiederholung  der  Schlussweise  zu 
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2K 


8 


«-3 
1 


und  so  fort,  bis  man  endlich  mit 

zum  Abschluss  gelangt. 

Bezeichnet  man  die  Determinanten,  welche  aus 


«11 

«12 

«18 

«14    • 

•    •    «1* 

"Jl 

«2« 

«2  3 

«24    • 

•    •    «21. 

«Sl 

«3  2 

«8  8 

«34    • 

•    •    «8« 

«4  1 

«4  2 

«4  8 

«44    • 

>    •    «4* 

««l 

««2 

««8 

««4    •    " 

•     •     ^HH 

dadurch  hervorgehen,  dass  man  die  letzten  /  Zeilen  und  Colonnen  weglässt,  mit 
A«_,-,  so  erhält  man  somit  folgendes  Kriterium  für  den  Eintritt  eines  Maximums 
oder  Minimums  einer  Function  mehrerer  Variabein.  Ein  Maximum  tritt  ein, 
wenn  die  Quotienten 

A«  A„-l  ^n-2  A, 

A«-i'  A«-2'  A«-3'  •  •  •  1 
sämmtlich  negativ  sind;  ein  Minimum,  wenn  sie  sämmtlich  positiv 
sind;  wenn  nicht  alle  dasselbe  Zeichen  haben,  so  ist  weder  Maximum 
noch  Minimum  für  das  betreffende  Werthsystem  der  Variabein  vor- 
handen; ist  eine  der  Determinanten  A„,  A«_i,  A„_2  .  .  .  A^  gleich  Null, 
so  kann  die  Frage  nur  durch  Untersuchung  eines  der  Ausdrücke  ent- 
schieden werden 


cx. 


^-  k)>. 


r  >  2. 


11.  Den  Punkt  zu  bestimmen,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate 
der  Abstände  von  gegebenen  Ebenen  ein  Minimum  ist.  Die  (ileichimgen 
der  Ebenen  in  Normalform  seien 

r,   =0,       7^2=  0,       T.^  =  ü,  .  .  .  r„  =  0. 

Dann  hat  man  den  eminenten  Werth  des  Ausdrucks  zu  bestimmen 

/  =  7\2   4-   T.^  H-  73^   4-  .  .  .   4-   1\,K 
Ist  nun 

Ti  ^  oi,x  4-  ^/y  4-  7/^  —  ö/, 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinaten  x,  y^  z  die  Gleichungen 

2  cx  ~~  ''»^J 


1. 


2  cy         ^^     \ 


-h  oi„T„  =  0, 
4-  ^„T„  =  0, 
-h  1hT„  =  0. 


Dies  sind   die  Gleichungen   von  drei   bestimmten   Ebenen;   ihr  Schnittpunkt 
ist  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt. 
Femer  ist 


2  dx^ 

1    dV 


=  a  2 


2 


a;i^ 


2 


2  cxcy 

1  c^f 

2  dx'dz 


J7,=  «ißi    -^    «s>ß2    -+- 


=  «lYi   -^-  «2  7-2  -»- 


4-  a«T«» 


V 
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5«3 


1  8V 

2  dy^ 

1  ay 

2dj>dz 

1  a»/ 


-  ß,»  +  p,« 

=  Pi7i  -I-  PjT» 


=    7i»   +    ti'    + 


•     •     • 


Daher  ist  Aj 

2 


2  a«» 

^— 2  immer  positiv. 


^A,  = 


i^s  = 


^1 
«ißi 

«1^ 
«ißi 
«iTi 


2 


«sßi 


«iPi 
P.» 

PiTfi 


Für  A}  und  Aj  erhält  man 
«iP* 


Pr' 


«iPi 

Pi'    -  f» 

P«' 

P-T 


ttffßM 

P«» 


Pi7i 


P«T 
7« 


3 


Nach  einem  bekannten  Determinanten-Satze*)  ist  A2  bez.  A3  die  Summe  der 
)uadrate  aller  Determinanten,  die  man  aus  je  zwei  bez.  je  drei  Colonnen  der 
teilen  bildet 


Pi     ß»    ßs  •  •  •  ßi 


bez. 


«1 

«» 

a^  .  . 

-  •  ot« 

ßl 

ß2 

ßs  • 

•  •  ß« 

Ti 

T2 

Ts  •  ■ 

.    In 

Es  sind  daher  auch  A^  und  A3  positiv,  und  die  Lösungen  des  Systems  1. 
lachen  folglich  die  Function  /  zu  einem  Minimum. 

12.  Den  Punkt  zu  bestimmen,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate 
ler  Abstände  von  n  gegebenen  Punkten  ein  Minimum  ist.  Sind  P^,  F^^ 
^^,  .  ,  ,  Pn  die  gegebenen  Punkte,  und  hat  /*,  die  Coordinaten  £,-,  tj,,  C/,  ist 
emer  PP,  =  r,-,  so  ist 

r,8  ==  (^  -  5,)«  -h  Cr  -  Ti,)>  H-  (s  -  W». 

Die  Function,  deren  Minimum  gesucht  wird,  ist 


Da  man  hat 

=  2(^  — e,), 


r/  H-  r. 


ar,2 


ar, 


2 


=  2Cy-^/)» 


dr,^ 


=  2(s-C), 


io  werden  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  aus  den  Gleichungen  bestimmt 

«  —  Ci  -H«  —  C«-i-...-i-«  —  C.  =  0; 
ie  ergeben  sich  daher  zu 

^  =  -  (El  -♦-  ?a  -+-  .  .  .  -f-  6«) ,       A'  =  -  (t^i  -h  1^2  -H  •  •  •  H-  T^«) » 


;2 


n 


'  =  -  (Ci  -»-  Cs  +  Cs 


C«)- 


r> 


1» 


Dieser  Punkt   ist   der  Schwerpunkt  gleicher  Massen,    die    in   den  Punkten 
P^f  .  .  Pn  vereint  sind.     Femer  hat  man 


dy 


2 


av, 

dz 


2 


2 


=  2, 


av,«      av,2  _  av/g 

a^a^        a^ipa«        dyd^ 


=  0, 


nd  daher 

iA,  =  JA,  =  iA,  =  1 . 

Der  durch  die  Formeln  1.  bestimmte  Punkt  macht  daher  in  der  That  /  zu 

inem  Minimum. 


*)  Baltz£R,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  4.  Aufl.   Le\pit\g  ^^*]S*  %^«^^*  '^^ 
Snr  irr*"*  **— ^  Handbuch  dcf  MuftonMtilc.    Bd,  IL  aa 
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13.    Die  Coefficienten  aj,  a,,  aj,  .  .  a»,  der  linearen  Function 

SO  ZU  bestimmen,  dass  für  n  gegebene  Werthsysteme  der  Variabein 

x^  i     ^i  1  *  •  •  ^"»1  > 


die    Summe    der    Quadrate    der  Unterschiede    der  Function    und   der 
gegebenen  Zahlen  «j,  w^»  •  •  ^»  ^^'^  Minimum  wird. 

Die  Function,  welche  in  diesem  Falle  einen  eminenten  Werth  annehmen  soll,  ist 

n 
1 

Wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 
SO  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Eintritt  eines  eminenten  Werthes 

2ä7'    ~   -^ll^l    "*"    •^'12^2    -*-   ^13?3    -^    '    •    '    -^    ^in9n    =    0> 

1.  1  a/ 

2   ^    =   -^SlTl    -»-    -^32  ?2    -H   ^33?3    -^-    •    •    •    -^-    ^3«?«    =    <> » 

9 

1   ^/ 


2  aa 


IM 


=    ^wi^i     -H    ^/»r9<f2   "+"    '^'«3?3    -H    .    .    .    4-    ^/w»9«     =    0. 


Diese  Gleichungen  sind  linear  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  a,,  aj,  .  .  a«, 
und  genügen,  dieselben  eindeutig  zu  bestimmen.     Da  man  femer  hat 

1  dy 

SO  findet  man,  dass  ^-^  Ar  die  Summe  der  Quadrate  der  r  gliedrigen  Determinanten 

ist;*  die    durch   Combination    von    je   r  Colonnen    aus  den   ersten   r  Zeilen  der 
Klemententafel  hervorgehen 


^^11 

•^12 

^l'A    • 

,    .    X-^  fi 

•^21 

•^2  2 

•^23    •    • 

.    X^n 

■^3  1 

■^'32 

^3  3    • 

•    •    «^3» 

X  f/t^ 

X  t»2 

X 111  ;^    • 

•    •    X^  ti 

Mitliin  sind  alle  A,.  positiv;  folglich  liefern  die  angegebenen  Lösungen  ein 
Minimum. 

14.  Maxinia  und  Minima  mit  Nebenbedingungen.  Wenn  ein  System 
von  //  V^ariabeln  x, ,  .v.^,  .  .  .  x„  gesucht  wird,  für  welches  die  Function 
/(a,  ,  jCj,,  x.^,  .  .  .  .r,,)  einen  eminenten  Werth  erhält,  während  zugleich  die 
Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden  sollen 

1 .       9 1  v-^  1  >  "^2  >   '   '  ^"  )   ^^  ^    '        9  2  v"^  l »  "^2 »   •   '   *  "^w  )  ^^^  ^  »       •   •   •  ^fft  \X  i ,  X^ ,   .   .  Xft )  =  U  f 

SO  kann  man  zunächst  aus  dem  m  Bedingungsgleichungen  w  von  den  Variabein 
.r,,  .  .  x„  als  Functionen  der  übrigen  ausdrücken  und  diese  Werthe  in  /  substi- 
tuiien;  dann  erhält  man  /  als  Function  von  (///  —  n)  unabhängigen  Variabein 
iiud  kann   dann   wie   im   vorigen  Falle  weiter  verfahren.     Diese  Methode  bringt 
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alle  die  Schwierigkeiten,  die  Eliminationsprobleme  mit  sich  führen  können,  gleich 
zum  Beginn  in  die  Rechnung  hinein  und  ist  daher  selten  empfehlenswerth. 

Ein   zweiter  Weg   wäre    der,    die  Variabein   x^,  x^,  ,  .  x„    durch  (m  —  n) 
Variable  ^j,  ^j,  .  ,ym-n  zu  ersetzen,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  Werthe 

die    n   Bedingungsgleichungen    identiscli    erfüllen.      Um    z.    B.    der   Bedingungs- 
gleichung zu  genügen 


•^1     ,    "^1  ^% 


2 


könnte  man  setzen 


öj*         a^         a 


+  -^-1=0, 


x^  =  a^cosy^cosy^  f      x^  =  a^siny^cosy^  ,      x^  =  a^siny^, 
Soll    diese    Methode    verwendbar   sein,    so    muss   es   gelingen,    die    neuen 

Variabein  y  so  zu  wählen,  dass  realen  Werthen  der  x  auch  stets  reale  Werthe 

der  y  entsprechen,  da  alle  bisherigen  Entwicklungen  die  Voraussetzung  enthalten, 

dass  die  Variablen  und  die  Functionen  real  sind. 

Zweckmässiger  im  Allgemeinen,  als  diese  beiden,  ist  folgende  von  Lagrange 

herrührende  Methode:  Man  betrachte  auf  Grund  der  Gleichungen  1.  die  m  Variabein 

"^11     X^f     JPg,      ....      Xf,t 

als  Functionen  der  übrigen  n  —  m  Variabein 

•^w+l  I  Xfft-^2  >    •   •    •   Xfi . 

Bezeichnet  Xj  irgend  eine  Variable  der  zweiten  Gruppe,  so  erhält  man  durch 
partiale  Differentiation  der  Gleichungen  1.  die  Differentialgleichungen 

d^i     dx^    ^    0^     dx^    ^  ^    ^?i      ^Xm    ,    ^1  ^ 


dx^     dxi        dx^     dxi         '  '        dxm     ^x,         dx. 


cx^     dxi  ^~  dx^     dxi  ^  '  '  ~^  ^x^     dxi    "^  ox,  * 

2.  ^fl  ,^  _^^.^  ^  _  ^  ?llL  .  ^  ^  ^^  =,  0 

dx.     dXi        dx^     dxi         '  '        dx^     dx,         dx,  * 


d^m      ^^1       ,      ^9«       dX^  ^<p,«       dXn,  df^m 


=  0. 


^^i     dx,         cx^     dXi        '  ' '        dx„     dxi         dx, 

Setzt  man  hier  für  /  der  Reihe  nach  m-\-  \,  m-j-  2,   .  .  .  «,   so  erhält  man 

im  Ganzen  m{n  —  m)  Gleichungen,  welche  die  m(n  —  m)  Differentialquotienten 

dx^     dx^     dx^  oxm 

dxi  *  dx,'  '  dx,-  *  '  '  '  dx,' 
eindeutig  bestimmen.     Die  partialen  Differentialquotienten  von  /  bezüglich  der 
unabhängigen  Variabein  x„,+i,  x^-^-i .  •  .  Jc»  verschwinden  für  ein  einem  extremen 
Werthe  von  /  zugehöriges  Werthsystem  der  Variabein.     Also  hat  man  noch  die 
n  —  m  Gleichungen 

o         IL    ^^1  ^3L     ^_i.^^^  df     dx„.        ^/  ^  n 

dx^ '  dx,-   "^  dx^ '  dx,-  "^  dx^ '  dx,'   '^  '  '  '  '^  dX,n  '  dx,'    "^  dx,' 

/  =  w  -H  1 ,  m  -h  2,  .  .  .  n  . 

Substituirt  man  in  dieselben  die  aus  2.  gewonnenen  Differentialquotienten 

der  x^,  ...  x,„,  so  enthält  das  System  3.   nur   noch  die  Variabein  x^,  ,  ,  .  .  Xn 

und  genügt,  um  im  Verein  mit  den  m  Bedingungsgleichungen 

?i    =   0»      <f%=0,...(fm=0 

die  Unbekannten  x^,  x^,  ,  ,  .  .  x»  zu  bestimmen.  Aus  den  Gleichungen  2.  und 
3.  kann  man  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabein  mit  Leichtigkeit 
eliminiren,  denn  der  Verein  derjenigen  Gleichungen  der  Systeme  ^.  wxvd  *i.>  ^vt 


5i6 
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sich  auf  dieselbe  unabhängige  Variable  Xi  beziehen,  bedingt  das  Verschwinden 


ihrer  Determinante 


4. 


A, 


df      df      df 


df 


dxi 

dx. 

dx^  ' 

'  dxm 

a^i 

^?1 

^?1 

^?i 

dxi 

dx^ 

dx^  • 

'  '  dx^ 

a^s 

^9i 

^?2 

^Ts 

dxi 

dx^ 

dx^ 

dXn, 

^^m 

^^m 

^^m 

a<P« 

dxi     dx^     dx^  '  '  '  dXi 


m 


=  0. 


Aus  den  n  —  m   Gleichungen 

AwH-l  =  AmH-2  =  A,«-|-3  =  .  .  =  A«  =  0 

und  den  Gleichungen 

(pj   ==  <Pj  =:  ^3  =  .  .  =  ^^  =  0 

erhält  man  die  gesuchten  Werthsysteme  der  Variabein.     Setzt  man  in  4.  für  / 

der  Reihe   nach    die  Zahlen    1,  %  S,  .  .  m,    so   erhält  man  Determinanten,   die 

identisch  verschwinden,    weil  in   ihnen   die    erste   Colonne    mit   einer    späteren 

identisch  ist;  man  hat  daher  die  n  Gleichungen 


A,   =  A, 


=  A3  = 


=  Am  =  Am+1  = 


=  A«  =  0, 


von  denen  die  ersten  m  identisch  sind,  die  übrigen  nicht.  Die  Determinanten  1, 
weichen  bloss  in  Bezug  auf  die  erste  Colonne  der  Elemente  von  einander  ab. 
Bezeichnet  man  daher  mit  ji,  jXj,  jXj,  .  .  jx«,  die  Coefficienten  der  Glieder  der 
ersten  Colonne  in  jeder  der  Determinanten  A,,  so  ist 

3/  dff^  a^,  d(fm        ^ 

Dividirt    man    durch    {x    und    bezeichnet    fv :  [>•    mit  Kt    so    erhält  man  die 
Gleichungen 

ex. 


5. 


OX/ 


1  fli 

•»  dx, 


*m 


CXi 


=  0,      /•  =  1,  2,  3, 


if. 


Da  diese  n  Gleichungen  im  Verein  mit  den  m  Bedingungs- 
gleichungen zur  Bestimmung  der  Grössen  X^,  Xg,  A3, . .  X^,  x^fX^fX^,..Xn 
ausreichen,  so  kann  man  sie  zur  Lösung  des  Problems  benutzen. 
Dieselben  («  -f-  m)  Gleichungen  werden  aber  auch  erhalten,  wenn  man  das  unbe- 
dingte Problem  stellt:  Die  Werthsysteme  der  Variabein  x^,  x^  , ,  x„t  Xj,  Xj,  . .  Im 
zu  finden,  welche  die  Function 

/^  =  /  -H  Xj9j   -f-  Xj^j  -h  .  .  -f-  Xm^M 
zu    einem  Maximum    oder  Minimum   machen.     Denn  die  partialen   Differential- 
quotienten  von  F  nach  den  x  führen  auf  die  Gleichungen  5.,  und  die  nach  den  l 

führen  auf  die  Gleichungen 

?i   =  T2  =  •  •  =  ?w  ==  ö . 
Wir  erhalten  somit  folgende  Regel :    Um  die  Werthsysteme  der  Variabein 
oTj,  OTg,  x^t  .  .  .  Xn  zu  finden,  welche  die  Function 

y\X^f    Xtjf    X^f    .  .  .    Xn) 

ZU    einem   Maximum    oder  Minimum    machen    und    die    zugleich    die 
Bedingungsgleichungen  erfüllen 

9i   =  ?2  =  ?3  =  •  •  =  9"'  =  0, 
bilde  man  die  Function 

F  •=■  f   -\-    ^i9i     -H     ^^2^1;     -^     •    •    •    -H     ^fn^mt 

und  suche  die  Systeme  der  Variabein 


>.. 
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•^1»   ^2*   "^3'    •  •   •**'         1'      2»       3»    •  •      *■ 

auf,   welche  /^  zu   einem  Maximum  oder  Minimum  machen;  die  dabei 
erhaltenen  Systeme  x^,  x^,  .  ,x„  sind  die  gesuchten. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  die  aufgefundenen  Werthe  der  x^,  x^,  ,  .  Xn  die 
Function  /  ein  Maximum,  ein  Minimum  oder  keins  von  beiden  wird,  hat  man 
die  homogene  quadratische  Form  zu  bilden 

1    i  cx^dxk 
wobei    die   £/   den    aus    den  Bedingungsgleichungen    fliessenden  wr  Gleichungen 
unterworfen  sind 

2/^-|^?,  =  0,      ^  =  1,  2,  3  .  .  .  «, 

und  zu  untersuchen,  ob  nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werthe  der  x  die 
Function  2  K  für  alle  realen  i,  das  negative  oder  das  positive  Zeichen  hat,  oder 
nicht  dasselbe  Zeichen  bewahrt.  Näher  auf  diese  Kriterien 
einzugehen,  müssen  wir  uns  versagen.  ^.^ 

15.   Aus  ;i  gegebenen  Seiten,  die  in  bestimm- 
ter Reihe  auf  einander  folgen,  das  Polygon  mit  j>    y^    j 
grösstem  Flächeninhalte  zu  construiren.  iX      /^ 

Sind  /\,  /j,  F^f  ,  .  ,  Fßi  die  Eckpunkte  und  Xß^  yk 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  von  Fht  so  ist  die 
doppelte  Fläche  des  Polygons 

2*  (^A+i  —  ^A-i)  yh . 

Bezeichnet  man  mit  Ch  die  Strecke  /'ä-^a-hi,  so  sind 
die  n  Bedingungen  zu  erfUllen 

V(XH  —  XH^xy  -h  {yk  —  J'Ä-i?"  —  a  =  0 . 

A 1        u   *.  /  v^  •        /  (M.  494.) 

Also  hat  man  % 

F  SS  2*{(jc;k+i  —  Xk-\)yh  -h  hi  [y(xk  —  ^ä-i)*  -f-  {yh  —yk-iY  —  a]}, 

^  =  1 ,     2  .  .  .  «, 
wobei  ^Cq,  y^  durch  Xm  yn  zu  ersetzen  ist. 

Setzt  man  die  partialen  DifFerentialquotienten  von  F  nach  den  Variabein 
gleich  Null,  so  erhält  man 

—  (j'Ä-Hi  —  J'A-i)  -+-  \h —^ Wi j^ =  0, 

Ch-\  Ck 

Wir  bezeichnen  die  Strecke  /i-i-ft-ni  mit  ^a-1i  ihre  Winkel  mit  OX^  OY 
und  Ck  mit  (/T —  1,  x),  [H —  1,  y)  und  {H —  1,  li)\  femer  die  Winkel  von  Ck  mit 
OXf  OY  und  r,  mit  {k,  x\  {k,  y)  und  (k,  /);  alsdann  folgt  aus  1. 

2.  —  ^A-i  •  cos{H —  1,  y)  -h  \kCOs(h —  1,  x)  —  \k^\cos{h,  jc)  =  0, 

3.  dk-i  •  cos{H —  1,  x)  -H  Xhcosik  —  \t  y)  —  'kh-\-\cos{hf  ^)  =  0  . 

Werden  2.  und  3.  mit  cos(H —  1,  x)  und  cos{H —  1,  y)  multiplicirt  und 
addirt,  so  folgt 

4.  \hCOs{H^  1,  ^  —  1)  —  \h'^icos{H—  1,  ^)  ==  0. 
Multiplicirt  man  dagegen  2.  und  3.  mit  cos{h  —  l,  y)  und  cos{h  —  1,  ^)  und 

subtrahirt,  so  entsteht 

5.  dh-~\cos(H —  1,  h  —  1)  —  Xä-hi  sin  {h,  h  —  1)  =  0 . 
Aus  4.  folgt 


$18  DifTeTentialrecbnung. 


^'  cos(B—  1,  A)  ~  cosi/f—  1,  >4—  1)' 

aus  5.  und  6. 


8. 


sin{h,  h—X)'"  co5{II—  1,  ^—  1)  ""  co5(H  —  1,  Ä)' 
Das  Dreieck  /^A-i-ft-A+i  lehrt 


siniji,  ^  -  1)  —  sin{H—  1,  >4)  ""  sin{H—  1,  ^  —  1) ' 
folglich  ist 

9.  Xa-hi  =  ChCot^H—-  1,  ^—1). 

Ersetzt  man  in   7.  und  8.  ^  durch  /i  -h  1,  so  erhält  man  für  das  Dreieck 

10  ^A ^A+2 ^it-H Cjk Ch-^\ 

'    5in{h  -h  1,  ^)  ~  cos{H,  h)  "  cos{H,  h^X)"  sin{H,  //  -+-  1)  ~"  sin{H,  A)' 
Hieraus  folgt 
11.  Xah-i  =  ChCot^H,  ^4-1). 

Aus  9.  und  11.  ergiebt  sich 

cot{II^  1,  //  —  1)  =  cot{H,  ^  -h  1), 
folglich  liegen  die  Punkte  Ph-u  -ft,  -Pm-^u  -ßt+2  auf  einem  Kreise.    Der 
Halbmesser  r  des   dem  Maximalpolygon   umschriebenen  Kreises   wird  aus  der 
transcendenten  Gleichung  bestimmt 

arc  sin  -^     4-  arc  sin  k~    H-   •  •   -H  ^^^  sin  ^—  =  t: 

die  durch  Annäherung  aufgelöst  werden  kann. 

16.    Welches  Polygon  unter  allen  Polygonen  von  gegebener  Ecken- 
zahl und  gegebenem  Umfange  hat  die  grösste  Fläche? 

Ist  n  Anzahl  der  Ecken  und  c  der  Perimeter  des  Polygons,  so  ist  die  Function  /' 

1.    P ^  ^\{xh..\  —  Xh^x)yk  -h  x[2:'^V(-^/'  —  -■^•//-Hi)^  -h  {yn  —  y^-^xY  —  r]=  0. 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

dp  1  ^f^—  ^^+^ 


^  —  y/i-i  4-  yh^\  4-  X 


VVW^ 


"  i{x7-^r-  xhY  4-  lyk~T^y~^^\  ^  ^' 
dp  r  yA—yh+i 


r 

Ll/C-^A  —  XA- 


Durch  Anwendung  der  Bezeichnungen  in  der  vorigen  Aufgabe  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 

3.  (//,-[  '  cos{//—  1,  y)  =  X[c(?s{/if  x)  —  cos{/i —  1,  x)] , 

4.  ä/,-1  •  cos{H —  1,  Jt)  =  —  X  \€Os[fi,  y)  —  cosiji  —  1,  7)] . 

Quadrirt  und  addirt  man,  so  entsteht 

dl-x  =  2X'-'[1  —  cos{Ji  —  1,  //)] , 
daher  ist 

5.  dh-\  =  2X««^(/f—  X,h). 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  man  3.  mit  cosiji  —  1,  ^)  und  4.  mit  cos[h —  1,  x) 
multiplicirt  und  addirt 

6.  dk-\  cos{H —  1,  //  —  1)  =  \sin{h  —  1,  li)  , 
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Aus  5.  und  6.  folgt  weiter 

cos(H —  1,  ^ —  1)  =  cos\{Ji —  1,  ^),     und  daher 
(^_1,  h^\)^\{h-\,h). 

Dies  zeigt,  dass  die  Basis  Pk-\Pk-¥\  niit  der  Halbirungslinie  des  Aussen- 
winkels  von  der  Spitze  des  Dreiecks  Ph-\PhPk->t-\  parallel,  dass  mithin  Ph-\PhPh'¥\ 
ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  alle  Seiten 
des  Maximalpolygons  einander  gleich  sind.  Aus  der  vorigen  Aufgabe  erfolgt 
dann  weiter,  dass  alle  Winkel  des  gesuchten  Polygons  gleich  sind.  Unter 
allen  Polygonen  von  gegebener  Seitenzahl  und  gegebenem  Umfange 
hat  das  reguläre  die  grösste  Fläche. 

§  15.    Singulare  Punkte,  Tangenten  und  Tangentenebenen  an  Curven 

und  Flächen. 

1.  Unter  einem  singulären  Punkte  einer  Curve  oder  Fläche  /  =  0  versteht 
man  einen  Punkt  der  Curve  oder  Fläche,  für  welchen  alle  partialen  Differential- 
quotienten erster  Ordnung  der  Function  /,  —  oder  alle  partialen  DifFerential- 
(]notienten  erster  und  zweiter  Ordnung  —  oder  allgemein  alle  partialen  Differential- 
quotienten erster,  zweiter  u.  s.  w.  bis  zur  rten  Ordnung  verschwinden. 

Ist  jc,  y  ein  singulärer  Punkt  der  einfachsten  Art  der  Curve  /  =  0,  d.  i.  ein 

Punkt,   für  welchen  nur  die  ersten  partialen  Differentialquotienten  verschwinden, 

so  genügen  x^  y  den  Gleichungen 

cf  df 

•^  '       Cx  öy 

Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Coordinaten  x^  7,   so  erhält 

man  eine  Gleichung  zwischen  den  Constanten  der  Curvengleichung;  diese  muss 

erfüllt  sein,  wenn  singulare   Punkte  auf  der  Curve  vorhanden  sein  sollen.     Ist 

ferner  jc,  y^  z  ein  singulärer  Punkt  einfachster  Art  der  Fläche  /  =  0,  so  sind  die 

Gleichungen  erfüllt 

/=0.      ^=0,       1^=0,       1^=0. 
•^  ex  dy  dz 

Durch  Elimination  der  Coordinaten  ergiebt  sich  wieder  eine  Bedingungs- 
gleichung der  Constanten  der  Flächengleichung.  Wir  sehen  hieraus:  Eine  ebene 
Curve  und  eine  Fläche  enthalten  im  Allgemeinen  keine  singulären 
Punkte;  das  Vorhandensein  eines  singulären  Punktes  setzt  vielmehr 
voraus,  dass  zwischen  den  Constanten  der  Gleichung  eine  gewisse 
charakteristische  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist. 

Sollen  singulare  Punkte  höherer  Art  auf  einer  Curve  oder  Fläche  vorkommen, 
so  müssen  mehrere  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein.  Die  Existenz  eines 
singulären  Punktes  einer  Curve,  für  welchen  die  partialen  Differentialquotienten 
erster  und  zweiter  Ordnung  verschwinden,  verlangt  den  Verein  der  Gleichungen 

cf  df  av  d^f  av 

•^  ox  (^y  dx^  cxCy  dy^ 

Combinirt  man   mit  den  beiden  ersten  Gleichungen  jede  der  übrigen  vier, 
so  erhält  man  vier  Systeme  von  drei  Gleichungen;  eliminirt  man  die  Coordinaten 
aus  jedem  dieser  Systeme,  so   erhält  man  vier  Bedingungsgleichungen  als  noth- 
wendige  und  ausreichende  Bedingimg  für  einen  singulären  Punkt  dieser  Art. 
2.    Die  Gleichung  der  Tangente  der  Curve  /  =  0  im  Punkte  x^  y  ist 

cf  df 
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für  einen  singulären  Punkt  ist  ^  =  x-  =  0;  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene  der  Fläche  /  =  0  im  Punkte  x,  y,  z  ist 

und  für  einen  singulären  Punkt  der  Fläche  hat  man 

dx        dy        dz 

Wir  sehen  daher:  In  einem  singulären  Punkte  einer  Curve  ist  die 
Tangente,  in  einem  singulären  Punkte  einer  Fläche  die  Tangenten- 
ebene unbestimmt. 

3.    Ist  F  ein  Punkt  der  Curve  /  =  0,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes 
n  der  Geraden,  die  durch  F  geht  und  mit  der  Jf-Achse  den  Winkel  a  bildet 
1.  i  =  X  -\-  r  cos  fjL  f       y]  =  y  -^  rsinoL, 

wobei  r  die  Strecke  FW  bezeichnet.  Um  die  Punkte  zu  erhalten,  welche  die 
Gerade  mit  der  Curve  gemein  hat,  setzt  man  die  Werthe  1.  in  die  Curven- 
gleichung  ein;  diese  enthält  dann  nur  noch  die  Unbekarmte  r.  Entwickelt  man 
die  Function  /(^  4-  rcosi,  y  -h  r  sin  t)  nach  dem  TAVLOR'schen  Satze,  so 
erhält  man 


2. 


/{x  -+■  rcosoi,  y  H-  rsmoL)  =  /{x,  y)  -f-  r  Icosa  ^ h  sina^j/ 


i  .  (        d  a\>         1       /        d  dy 


-r» 


2 

Nach  der  Voraussetzung  ist  /(x,  y)  =  0.  Die  Gleichung  für  r  enthält  daher 
in  allen  Gliedern  den  Faktor  r,  und  liefert  eine  Wurzel  r  =  0,  die  dem  Punkte 
F  zugehört     Die  übrigen  Wurzeln  r  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


3. 


\      l         d         .      dy 

-^  -?^  r^  \  cos  a  ^ h  «Ä  a  TT-  I  /  -f-  .  .  .  .  =  0  . 

6        \  ox  cyj  -^ 


Ist  nun  F  ein  singulärer  Punkt,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  linken 
Seite  Rir  jeden  Werth  von  cosa  und  sinoi]  die  Gleichung  3.  hat  daher  eine 
Wurzel  r  =  0.  Sind  die  partialen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  nicht 
sämmtlich  gleich  Null,  so  sind  die  andern  Wiurzeln  r  der  Gleichung  3.  im  All- 
gemeinen von  Null  verschieden.  Wir  schliessen  daher:  Jede  Gerade,  die 
durch  einen  singulären  Punkt  F  einfachster  Art  geht,  hat  in  F  mit 
der  Curve  zwei  Schnittpunkte. 

Ein  solcher  Punkt  wird  daher  als  Doppelpunkt  der  Curve  bezeichnet. 

Ist  F  ein  Doppelpunkt,   so  werden   die  Punkte,   in  welcher  eine   durch  F 

gehende  Gerade  die  Curve  noch  ausser  in  F  durchschneidet,  aus  der  Gleichung 

gewonnen 

1   /  c  ^V.rf  c  r  \8 

^'      2  r'^  Tx  -^  ''''''Ty)  -^  ^  6  V^^*  Tx'^''''Ty)^  -^ =  ^- 

Wählt  man  die  Gerade  so,  dass 

5.    I  cos  a  ..  — h  sinoL  --]  /  i^  r<— „-  cos^  a  -h  2  - — tt-  cosol  sina.  -+■  ;^— «  sin^  a  =  0, 
\  rx  cyJ  -^         cx^  cxCy  cy^ 

so  hat  die  Gleichung  4.  eine  Wurzel  r  =  0.    Die  Gerade  hat  alsdann  in  F  drei 

Punkte  mit  der  Curve  gemein;  sie  giebt  eine  Richtung  an,  in  welcher  man  vom 

Doppelpunkte  aus  auf  der  Curve  fortschreiten  kann  und  heisst  daher  Tangente 

jm  Doppelpunkte. 
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6. 


Durch  die  Gleichung  5.  werden  zwei  Gerade  bestimmt,  die  real  und  ver- 
schieden, real  und  gleich,  oder  conjugirt  complex  sind,  je  nachdem 

ay  gy      pvy<Q 

dx^  '  dy^         \dxdy)   > 

Sind  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  real  und  verschieden,  so  be- 
zeichnet man  den  singulären  Punkt  als  Doppelpunkt  im  engern  Sinne;  in 
diesem  Falle  kann  man  von  P  aus  in  zwei  verschiedenen  Richtungen  auf  der 
Curve  fortschreiten,  die  Curve  geht  also  zweimal  durch  I*  hindurch.  Sind  sie 
real  und  vereint,  so  giebt  man  ihm  den  Namen  Rückkehrpunkt  und  die  durch 
5^  bestimmte  Gerade  heisst  Rückkehrtangente.  Sind  sie  complex,  so  kann 
von  dem  Punkte  aus  in  keiner  realen  Richtung  auf  der  Curve  fortschreiten,  es 
giebt  also  keine  realen  Punkte  der  Curve,  die  dem  singulären  Punkte  benachbart 
wären,  er  ist  ein  vereinzelter  oder  isolirter  Punkt 

Die  Gleichung  der  beiden  Doppelpunktstangenten  wird  erhalten,  wenn  man 
in  5.  setzt 


cosa  = 


l-x 


sma  = 


r^-^y 


7. 


r  r 

Man  erhält 

a«/  o^f  av 

4.    Wir  geben  zunächst  hierzu  einige  Beispiele. 
Für  die  Doppelpunkte  der  Curve  dritter  Ordnung 


hat  man 


ax^ 


ax' 


Scxy^ 
2dxy 


äy'' 


Sex^ 


cf 


2  ex 


^fxy  -h  3^j^* 
Vy  =  0, 


=  0 


-^^bx'^  4-  Icxy  -h  dy^  -h  "Ifx  -H  Igy  =  0. 


«/ 


o     =0     und     ^-  =  0   gehen   durch  den  Null- 


Ux'^y 

\U 

3  dx 

3  dy 
Alle  drei  Curven /=  0, 

punkt,  daher  ist  dieser  Doppelpunkt  von  /;  mehr  als  einen  Doppelpunkt  kann  f 
nicht  haben;  denn  hätte  eine  Curve  III.  O.  zwei  Doppelpunkte  A  und  By  so 
würde  die  Gerade  ^-^  in  ^  zwei  und  in  B  zwei  Punkte  mit  der  Curve  gemein 
haben,  hätte  also  vier  Schnittpunkte  mit  der  Curve,  im  Widerspruche  mit  der 
Thatsache,  dass  eine  Gerade  mit  einer  (eigentlichen,  nicht  in  Kegelschnitt  und 
Gerade  oder  in  drei  Gerade  zerfallenden)  Curve  III.  O.  nur  drei  Punkte  gemein 
haben  kann.  Man  hat 
1  a  V  ^  1    ^V        .  ^1  ^V 


1    c^f 

6  cxcy  '^      "^ 


^cy'^ 


r=z  ex  -\-  dy  -\-  g , 


Für  den  Doppelpunkt  ^  =^  ==  0  erhalten  diese  Ausdrücke  der  Reihe  nach 
die  Werthe  e,  /,  g\  daher  ist  die  Gleichung 
der  Doppelpunktstangenten 

ex^  -h  "Ifxy  4-  gy'^  =  0 . 

Der  Nullpunkt  ist  ein  Doppelpunkt  im 
engern  Sinne,  wenn  eg  —  f^  <  0,  ein  Rück- 
kehrpunkt, wenn  eg — /*  =  0,  ein  isolirter 
Punkt,  wenn  eg  — /^  >0. 

0.  Zieht  man  durch  den  Nullpunkt 
Gerade,  und  trägt  vom  Schnittpunkte  B 
dieser  Geraden  mit  einer  Parallelen  AA^ 
zur  Abscissenachse   auf  der  Geraden  nach  (M.405.) 


At 
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beiden  Seiten  hin  eine  gegebene  Strecke  BF  •=  P^ß  ^=^  m  ab,  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  und  /*,  eine  Curve,  die  unter  dem  Namen  der  Conchoide  des 
NiKOMEDES  bekannt  ist.  Ist  OA  =  /,  und  bezeichnet  man  Radius  vector  und 
Anomalie  eines  Curveni)unktes  r  und  <p,   so  gelten  für  P  und  P^  die  Gleichungen 

(r  qi  m)  sin  9  =  ^  . 
P>setzt  man  sin^  durch  y  :  r^  so  erhält  man 

und  hieraus  die  rationale  Gleichung 

1.  /  =  (^2  ^yi)  (^  _^)2  _  „^2y2  =  0. 

Hieraus  findet  man 

^-  2"  •  l{  =  ^^'^  -  -^^'' '     ^-  i-ii  =  (-"  -  -^^  (•'■'■'  +  ^^'  -  ^y^  -  "'-^  • 

1      d^  f  1         C^f  1      ^2/ 

Aus  2.  folgt  ftir  Doppelpunkte 
5.  X  =^-  0,     oder    y  =  fi. 

Setzt  man  das  erstere  in  1.  und  3.  ein,  so  ergiebt  1. 
6..  y^  =:  0,     oder     {p  —  y)^  =  //^^       und  3. 

7.  y    =  Of     oder     (_>' — /)  (^^ — /)  =  m^ . 

Hieraus  folgt,  dass  der  Nullpunkt  den  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  genügt; 
•  da  er  die  Grössen  4.  nicht  zu  Null  macht,  so  ist  er  ein  Doppelpunkt  der 
Conchoide.  Die  beiden  andern  Werthe  fiir  y  unter  6.  und  7.  stimmen  nicht 
überein;  der  in  5.  noch  angegebene  Werth  j?  =/  befriedigt  3.  nur  unter  der 
Annahme  x  =  00 ;  beide  Werthe  genügen  auch  1.,  und  machen  4.  nicht  gleich 
Null,  sind  also  Coordinaten  eines  zweiten  Doppelpunktes. 

Setzt  man  in  den  Formeln  4.  x  =  y  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Doppelpunktstangenten  des  Nullpunktes 

8.  /jc2   -¥-  (/3  —  m^)y^  =  0. 

Ist  />/?/,  so  sind  diese  Tangenten  conjugirt  complex;  der  Nullpunkt  uird 
in  diesem  Falle  zwar  durch  die  Construction  der  Curve  nicht  erhalten,  gehört 
aber  als  isolirter  Punkt  zu  der  durch  die  Gleichung  1.  definirten  Curve.  Ist 
p  ==  ///,  so  hat  die  Curve  in  O  einen  Rückkehrpunkt  und  OY  ist  Rückkehr- 
tangente; ist  p  <.  m,  so  ist  O  ein  eigentlicher  Doi)pelpunkt. 

Der  zweite  Doppelpunkt  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  AA^ 
Für  die  Coordinaten  desselben  ist 

-—-  =  0,        — -^      unbestimmt,        .    .,    =   00, 
cx'  cxcy  cy^ 

die  Gleichung  der  Doppelpunktstangenten  ist  daher 

0'-/)'  =  0; 

der  unendlich   ferne  Punkt  der  Geraden  AA^    ist  somit  ein    Rückkehrpunkt, 
und  AA,   die  zugehörige  Rückkehrtangente  der  Conchoide. 
(i.    Die  Curve 

1.  /  =  (.v2  —  ,^2)2  _  ay'^  (3r/  H-  2.v)  =  0*)     liefert 

2.  /  =  4jc(jc-'  -  a^) ,       ^-^  ^  -  asayi^a  -^  >•) , 

Ox  ^  ^         V  y  -^  ^         "^ ' 

3.  p   2  =  4  (3^2  —  a^) ,       ^  f-  =  0 ,       .'  <f  =  —  «^  («  -h  2y) . 
cx^  ^  '         txcy  dy^  ^  -^ ' 


*)  SaljmüJV-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  höh.  ebenen  Curven,  Leipzig  1873,  '•  Kap»»  2.  Abschik 
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Für  Doppelpunkte  folgt  aus  2. 

jc  =s  0     oder    x  ^=  ±:  tf, 
und  ^  =  0    oder    ^  =  —  a. 

Von  den  sechs  Paar  l^unkten,  die  sich  durch  Combi nation  dieser  Abscissen 
und  Ordinaten  ergeben,  gentigen  der  Curvengleichung  die  drei  Punkte 

•^1  =  0,  j/i  =  —  tf ;        ^j  =  a,  j/j  =  ü ;        Xj  ==  —  ^ ,  j^a  =  0 . 
Für  keinen  dieser  Punkte  verschwinden  die  zweiten  Differentialquotienten; 
also  sind  die  so  bestimmten  Punkte  F^,  F^,  P^  Doppelpunkte.    Die  Gleichungen 
der  Doppelpunktstangenten  sind 

für  /\  :         2:c»  —  30»  -h  ä)«   =  0 , 

für  F^  :        ^{x  —  ay  —  3j/2  =  0 , 

für  F^ :         4(:c  -f-  a)^  —  3j;«  =  0 . 

Hieraus  erkennt  man,  dass  /'j,  -Pj,  F^  eigentliche  Doppelpunkte  sind. 

7.  Wenn  in  einem  Punkte  F  einer  Curve  /  =  0  die  ersten  und  die  zweiten 

partialen  Differential quotienten  von  /  verschwinden,  aber-  nicht  sämmtliche  dritte, 

so  hat  die  Gleichung  (vergl.  No.  2,  2) 

f          d  c\ 

/{x  -\-  r  cosoi,    y  -^  r sin a)  ss  /(^,  y)  -f-  r  icosa  ^ v-  sind  ^    ) / 

drei  Wurzeln  r  =  0,  und  die  übrigen  Wurzeln  folgen  aus  der  Gleichung 

^     (  ^  •       ^  Vr  1  (  ^  .       ^V. 

2  •  3  \         ex  cyj  -^       2  •  3  •  4       \         rx  ryj '' 

Für  jede  durch  den  Punkt  F  gehende  Gerade  sind  also  drei  Schnittpunkte 

mit  der  Curve   in  F  vereint;   der  Punkt  wird  daher  als  dreifacher  Punkt  der 

Curve  bezeichnet.     Bestimmt  man  1  aus  der  Gleichung 

yos^j-^^sm^^^y 

^'      c^f  d^f  av  av 

^  irnr  •  ^^s^ a  H-  3  ^    ^^    cos^ a sm%  -h  3  - — ^^-s  cos% sin^ a  -H  >-  o  sin^ a  =  0, 
^jc'  e^jcr^rj;  cxCy^  C  y^ 

so  erhält  man  drei  durch  F  gehende  Gerade;  diese  enthalten  die  Richtungen, 
in  denen  man  von  F  aus  auf  der  Curve  fortschreiten  kann.  Durch  einen  drei- 
fachen Punkt  geht  daher  die  Curve  dreimal.  Die  drei  durch  2.  bestimmten 
Geraden  bezeichnet  man  als  die  Tangenten  im  dreifachen  Punkte.  Sind 
die  Wurzeln  von  2.  real  und  verschieden,  so  ist  F  ein  dreifacher  Punkt  im 
engern  Sinne;  sind  zwei  Wurzeln  gleich,  so  wird  die  der  Doppelwurzel  zugehörige 
Gerade  1\  in  F  von  zwei  Curvenästen  berührt,  die  in  F  einen  Rückkehrpunkt 
und  7*1  zur  Rückkehrtangente  haben;  ausserdem  geht  durch  F  noch  ein  dritter 
Curvenast,  dessen  Tangente  in  F  der  dritten  Wurzel  von  2.  entspricht.  Hat  2. 
drei  gleiche  Wurzeln,  so  enden  in  F  drei  Curvenäste  und  haben  in  F  eine 
gemeinsame  Tangente,  nämlich  die  der  dreifachen  Wurzel  von  2.  zugehörige 
Gerade;  in  diesem  Falle  ist  F  ein  Rückkehrpunkt  höherer  Art.  Hat  2.  eine 
reale  und  zwei  complexe  Wurzeln,  so  ist  F  als  ein  isolirter  Punkt  aufzufassen, 
durch  den  ein  Curvenast  hindurchgeht 

8.  Wenn  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Curve  als  Functionen  eines  un- 
abhängigen Parameters  u  dargestellt  sind, 


524  DifTerentialrechnung. 

SO  können  Doppelpunkte  in  der  Weise  auftreten,  dass  zwei  verschiedene  Werthe 
«j ,  «2  des  Parameters  dieselben  Coordinatenwerthe  x,  y  ergeben,  während  die 
Differentialquotienten  9'  und  i|/'  und  damit  die  Tangente 

f.(E-*)-V-(r)-;')  =  0 
flir  die  beiden  Parameter  verschiedene  Werthe  annehmen.     Aendert  sich  u  con- 
tinuirlich  wachsend  oder  abnehmend  von  u^  zu  «j,   so  beschreibt  dabei  /'eine 
Curvenschleife,  die  zu  dem  Ausgangspunkte  zurückkehrt. 

Diese  Schleife  wird  immer  kleiner,  je  kleiner  die  Differenz  u^  —  u^  ist; 
wenn  u^  von  //j  rjur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  so  verschwindet  die 
Schleife  und  der  Doppelpunkt  geht  in  einen  Rtickkchrpunkt  über.  Die  Be- 
dingung für  einen  Rückkehrpunkt  ist  also,  dass  einer  unendlich  kleinen  Aendening 
von  u  unendlich  kleine  Aendenmgen  höherer  Ordnung  von  x  und  y  entsprechen; 
daher  ist  fiir  einen  Rückkehrpunkt 

dx  dy 

du-'''      du-''- 
A.    Für  die  Curve,  welche  durch  die  Gleichungen  dargestellt  ist 
{u  —  a)  iti  —  h)  («  —  a)  {u  —  b) 

U  —  C  ^  U  —  ^j  * 

ergiebt  sich  derselbe  Punkt  x  =  d,  y  =  d^  fiir  die  beiden  Parameterwerthe 
u  ^=  a  und  u  =^  b.     Die  I^ifferentiahiuotienten  der  Coordinaten  sind 

dx        {u  —  a)(u  —  c)  -h  {u  —  b){u  —  c)  —  («  —  a){u  —  b) 

du  ^  JM~^^y  ' 

dy  __  {u  —  d){u  —  r,)  -h  (u  —-  b)(u  —  c^  —  (11  —  d)(u  —  b") 
du  (u  —  cY 

Für  u  =^  a  und  u  -=  b  folgt 


(dx\         a  —  b  l^^y\  ^  —  ^ 

duja  '^  a  —  c*  \duja  ~  a  —  c^' 

(dx\  b  —  a  (^^y\  ^  —  ^ 

\du)f,  ~~'  b  —  c'  \du)fi  ~~  b  —  r,  * 


Dal. er  ist  der  Punkt  d^  d^  Doppelpunkt  und  die  Gleichungen  der  Tangenten 
im  Doppelpunkte  sind 

a  —  ^1         a  —  c  b  —  r,         b  —  c 

B.    Die  Cycloide  hat  die  Gleichungen 

X  =^  a{u  —  sinu)  f      y  =  a{\  —  cosu)\ 

daher  ist 

dx  dy 

— -  =  ,7(1  —  cosu)  f       -j-  =  asinu  , 

Beide  Differentialquoüenten  verschwinden  für  die  Parameterwerthe  «  =  t' 
2t:,  4r  u.  s.  w.  Die  zugehörigen  Punkte  sind  daher  Rückkehrpunkte;  die 
Rückkehrtangenten  sind  normal  zur  Abscissenachse. 


9.  Doppelpunkte  an  Flächen.  Um  die  Punkte  FI  zu  eihalten,  die  eine 
durch  den  Punkt  P  der  Fläche  /(a-,  j/,  z)  =  0  unter  den  Richtungswinkeln 
a,  3,  7  gelegte  Gerade  mit  der  Fläche  gemein  hat,  setzt  man 

5  =  .r  -(-  r  cos  OL,       y]  =  j  -f-  rcos^,       ^  ^=  z  -^r  rcos^ 
in   die   Flächengleichung  an  die  Stelle   von  x,  y,  z  und  bestimmt  aus  der  resul- 
tirenden  Gleichung  die  Unbekannte  r.    Entwickelt  man  nach  dem  TAYLOR*schen 
Satze,  so  erhält  man 


1. 
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Nach  der  Voraussetzung  Jst/(ar,  y^  z)  =  0\  mithin  hat  die  Gleichung  1.  eine 
Wurzel  r  =  0,  entsprechend  dem  Punkte  F.  Die  andern  Wurzeln  werden  aus 
der  Gleichung  bestimmt 

2.  [cos  *  ^^  ^-  •  •)/  -<-  2"  ''  y^^  a  ^^  -»-•)/-+-•  =  0  . 

Diese  Gleichung  hat  eine  Wurzel  r  =  0,  die  Gleichung  1.  also  eine  Doppel- 
wurzel r  =  0,  wenn  die  Gerade  so  gelegt  wird,  dass 

cos  dTi h  f  <?x  3  ö h  ^^^  7  ö~  =  0  . 

ox  ^  oy  *  c  z 

Ersetzt    man  hier    cos  n,    cos^,    cosf   durch  die    proportionalen  Differenzen 
z  —  X,    T)  — y,    J  —  z,    so  erhält  man  die  Gleicliung  der  Tangentenebene  in  P, 
Sind  für  F  die  Gleichungen  erftillt 

dx  "  dy  "  dz  '"  ' 
so  versehwindet  in  2.  das  erste  Glied  unabhängig  von  a,  3,  7.  Es  hat  also  denn 
jede  Gerade,  die  durch  /*  geht,  mit  der  Fläche  in  /*  zwei  zusammenfallende 
Schnittpunkte.  Sind  flir  F  nun  nicht  sämmtliche  partiale  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  gleich  Null,  so  verschwindet  das  zweite  Glied  von  2.  nicht 
identisch,  alsdann  hat  also  im  Allgemeinen  eine  durch  P  gehende  Gerade  in  /* 
nicht  mehr  als  zwei  Schnittpunkte  mit  der  Fläche;  der  Punkt  jP  wird  deswegen 
als  Doppelpunkt  der  Fläche  bezeichnet. 

10.  Die  durch  den  Doppelpunkt  P  gehenden  Geraden,  welche  mit  der 
Fläche  in  /*  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  haben,  genügen  der  Gleichung 

/        a  d  a\» 

1.  [cosa  ^ h  cos^  ^ h  cosf  ^  ]  /  =  0 , 

\         ox  ^  cy  *  d  zj  -^ 

denn  in  diesem  Falle  verschwinden  in  der  Gleichung  No.  9,  1.  das  erste,  zweite 
und  dritte  Glied,  dieselbe  hat  daher  eine  dreifache  Wurzel  r  =  0.  Die  der 
Gleichung  1.  genügenden  Geraden  bezeichnet  man  als  Tangenten  im  Doppel- 
punkte. Ersetzt  man  in  1.  die  Cosinus  der  Reihe  nach  durch  S  —  x,  t) — y, 
C  —  z,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  von  den  Tangenten  im  Doppelpunkte 
erzeugten  Kegelfläche,  nämlich 

cx^  ^  '  cxcy^  ^^*      "^^  dxoz^  ^^  ' 

Wir  schliessen  daher:  Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  einer  Fläche 
sind  die  Mantellinien  eines  Kegels  IL  O.,  der  den  Doppelpunkt  zur 
Spitze  hat. 

Je  nach  der  Realität  und  den  Ausartungen  dieses  Berührungskegels  im 
Doppelpunkte  unterscheidet  man  versjchiedene  Ausartungen  der  Doppelpunkte. 
Ist  der  Kegel  real  imd  ohne  Ausartung,  so  wird  P  als  Doppelpunkt  im 
engern  Sinne  bezeichnet.  Ist  der  Kegel  imaginär,  so  ist  nur  seine  Spitze  real, 
und  /*  wird  zu  einem  isolirten  Punkte. 

11.  A.    Die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  eines  dretachsigetv  ^\\v^%ci\^^ 


3. 
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für  das  Centrum  als  Pol  ist 

1.  /  =  a^x^  -h  b^y^  -h  c^z^  —  {x^  ->f  y^  -h  :?>)»  =  0  . 
Die  partialen  Differential quotienten  erster  Ordnung  sind 

2.  |^=  2(««  -  2r2)^,       ^^=  2(^«  -  ^r^)y  ,       |{=  2(^2  -  2r>)*  , 

wobei  r^  =z  x^  -hy^  -h  z^  , 

Die  Functionen  1 .  und  2.  verschwinden  nur  {^r  x  =y  =  z  =  0. 
Die  zweiten  partialen  Differentialquotienten  von  /  sind 

d^f  d^f  a*/ 

C7^^  ^j^*  -^       dz^ 

dxdy  dxdz  ^  d^f 

-d\f  =.-  ^""y^        TT"  =  -  ^^^'       d-ydi  =  "  ^•>"- 

Sie  verschwinden   für  den  Nullpunkt  nicht;  derselbe  ist  daher  ein  Doppel- 
punkt der  Fusspunktfiäche. 

Der  Tangentenkegel  im  Nullpunkte  ist,  wie  sich  aus  3.  ergiebt: 

«ajc«    +.  b^y^  -+.  c^z^  =  0; 
derselbe  ist  imaginär,   und  daher  der  Nullpunkt  kein  Doppelpunkt  im  engeren 
Sinne,  sondern  ein  isolirter  Punkt. 

B.    Für  das  einschalige  Hyperboloid 

x^        y^        z^ 
^  "*"  ^»"  "■  r^  "■   ^  ""  ^ 
ist  die  Gleichung  der  Fusspunktfiäche,  wieder  mit  dem  Centrum  als  Pol, 
/  ^  a^x^  -h  b^y^  —  c^z^  —  {x^  -h>'»  -h  «>)«  =  0. 
Daher  ist 

^/-    =  2(^2  — 2r2)x,  ?^   =  ^b^  -2r«)7,  ^/-    =  —  2(^2  H- 2r»)s; 

cx  ^  '  cy  ^  '"^  Cz  ^  ' 

d^f  cH  c^f 

cx^  cy^  -^       dz^ 

b^f  ay  ay 

Der  Nullpunkt  ist  daher  Doppelpunkt,  und  der  Tangentenkegel  im  Doppel- 
punkte hat  die  Gleichung 

^ajc»  -ir  b'^y^  —  r»;?»  =  0. 

Ist  a  =  0,  artet  also  das  Hyperboloid  in  eine  hyperbolische  Grenzfläche 
aus,  so  artet  der  Tangentenkegel  im  Doppelpunkte  zu  zwei  Ebenen  aus 

12.  Trägt  man  auf  jeder  durch  das  Centrum  eines  dreiachsigen  Ellipsoids 
gehenden  Geraden  vom  Centrum  aus  nach  beiden  Seiten  hin  je  zwei  Strecken 
ab,  die  der  grossen  und  der  kleinen  Halbachse  des  zur  Geraden  normalen 
Diametralschnittes  gleich  sind,  so  erhält  man  die  Punkte  der  Fresnel' sehen 
Wellenfläche*). 

Ist  F  ein  Punkt  der  Wellenfläche  und  sind  cp,  i|/,  y  die  Richtungswinkel  von 
OF,  so  genügt  OF  =  r  der  Gleichung  §  14  No.  6,  12 

r»   —  tf 3  -+-   ^3   _  ^2   ^-   ^2    __  ^2  ^'  • 


*)  Der  Name    der  Fläche   bezieht    sich   auf  die    Bedeutung,    che    sie   für   die   Theorie  der 
Aetherschwingungen  in  optisch  zweiachsigen  Mitteln  hat. 
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Multiplicirt  man  mit  r  und  substituirt 

X  =  rcos^f      y  =  rcos^,       z  =  rcosy  ^ 
so  erhält  man  die  Gleichung  der  Wellenflächc  in  der  Form 

r^  --•  a^ 


l 


c^z^ 


=  0. 


a^x^{b'^ 


c') 


r«  —  /;»     ^    r»   —  c^ 
Durch  Beseitigung  der  Nenner  erhält  man  hieraus 

Um  eine  Vorstellung 
▼on  derOestalt  derWellen- 
-fläche  zu  erhalten,  bemerke 
man.,  dass  die  Wellenflächc 
von  jeder  Coordinaten- 
ebene  in  einem  Kreise 
und  in  einer  Ellipse  ge- 
schnitten wird;  bei  der 
Xy- Ebene  hat  der  Kreis 
den  Halbmesser  r,  die 
^^lipse  in  der  X-  und 
tder  F- Achse  der  Reihe 
^liach  die  Halbachsen  b 
^«nd  a\  bei  der  -ATZ-Ebene 
fht  der  Kreis  den  Halb- 
Imesser  b,  die  Ellipse  in 
mx  X-  und  Z- Achse  die 
[Halbachsen  c  und  a\  bei 

[fcr   KZ- Ebene    hat    der  (M.496.) 

Lpcis  den  Halbmesser  0,  die  Ellipse  in  der  Y-  und  Z- Achse  die  Halbachsen  c  und  b. 
Die  Diöerentialquotienten  von  /  sind 

?^  =  2x  [a^x^  -h  ^>y2  -+-  c^z'^  -h  a^  (r^  —  b'^  —  c^)]  =  ^xA  , 
cx  ^  '■' 

wbei  i4,  -5,  C  zur  Abkürzung  für  die  (irössen  in  den  eckigen  Klammern  cinge- 
ftbit  sind.     Die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Wellenflächc  im  Punkte  F 
derselben  ist  daher 
4  xA{i  —  x)  -i-  yB(ri-y)  -h  zC{:-z)  =  0. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  unter  den  Punkten,  welche  den  Gleiclnmgen 

xA  =:  yB  =  zC  =  0 
fcniigen,  4iur  diejenigen  drei   (^ruppen  der  Fläche  angehören,   welche  je   eines 
der  drei  Systeme  auflösen 
5.  X  =  B  =  C  =  0, 

7.  A  =  B  =  z  =  0, 

Jede  dieser  drei  Grii|)pen  enthält  vier  Punkte,  nämlich  die  Schnitt))unkte 
der  Kegelschnitte,  welche  je  eine  CoordinatenebcMie  mit  der  Wellenflächc  ge- 
meüi  hat. 
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Unter  diesen  Gruppen  enthält  eine  vier  reale,  die  andern  beiden  enthalten 
imaginäre  Punkte;  ist  a  >  ^  >  r,  so  sind  die  vier  Punkte  der  zweiten  Gruppe 
real;  einer  derselben  ist  in  der  Figur  mit  A  bezeichnet.  Die  Coordinaten  dieser 
vier  realen  Doppelpunkte  ergeben  sich  aus 

a^  —  d^  .  ^«  —  r* 

a^  —  c^        -^  ö'  —  c^ 

Die  zweiten  partialen  DifFerentialquotienten  von  /  sind 
o^f  c^f  c^f 

Für  einen  Doppelpunkt  ist  j^  =  /l  =  C  =  0,    und  daher 
5-4  =  8fl>jc2,     t4  =  2(a2jc«-h^9£;>)-h2^V*-h5>— ö»— O,    |4  =8r»«>, 

av       a>/  av 

oxcy        cycz  oxcz  ^  ^ 

Setzt  man  aus  5.  die  Werthe  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Tangenten- 
kegels im  Doppelpunkte 

4-  a^c^{c^  —  ^2)  (C  — 5)«  -+-  a€{a^  -h  ^2)y(^2  _  ^2)  (^2  __  ^2)(5  __  j^)  j_,)  =  0. 

Dieser  Kegel  ist  symmetrisch  gegen  die  A'Z-Ebene;  sein  in  diese  Ebene 
fallender  Hauptschnitt  wird  aus  den  beiden  Tangenten  gebildet,  die  man  im 
Doppelpunkte  an  den  Kreis  und  die  Ellipse  legt,  in  welchen  die  Wellenfläche 
von  der  -ATZ-Ebene  geschnitten  wird ;  die  Achse  des  Kegels  halbirt  den  stumpfen 
Winkel  dieser  Tangenten. 

Die  Wellenfläche  besteht  aus  zwei  Mänteln;  einem  äusseren  Mantel,  dessen 
Punkte  von  den  grossen  Halbachsen  der  Diametralschnitte  herrühren,  und  einem 
inneren,  dessen  Punkte  von  den  kleinen  Halbachsen  herrühren;  der  innere  wird 
ganz  von  dem  äusseren  eingeschlossen.  Beide  Mäntel  haben  vier  Punkte  gemein, 
die  vier  Doppelpunkte.  Wie  man  aus  den  Coordinaten  der  Doppelpunkte 
erkennt,  sind  die  Geraden  Ol  normal  zu  den  Kreisschnitten  des  Ellipsoids.  In 
der  Umgebung  von  A  hat  der  innere  Mantel  eine  Spitze,  der  äussere  eine  trichter- 
förmige Vertiefung.  Der  Uebergang  aus  dem  inneren  durch  einen  Doppelpunkt 
in  den  äusseren  Mantel  erfolgt  entlang  der  Oberfläche  des  Tangentenkegels. 


1 3.  Betrachtet  man  eine  Curve  als  Einhüllende  ihrer  Tangenten,  so  können 
singulare  Tangenten  auftreten,  die  den  Doppelpunkten  und  den  vielfachen 
Punkten  einer  als  Punktgebilde  aufgefassten  Curve  entsprechen. 

Sind  «,  V  und  «  -h  A«,  v  -\-  Iv  die  Coordinaten  zweier  Geraden,  und  ^  i] 
die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes,  so  ist  bekanntlich  (vergl.  §  3,  No.  23) 

5  :  Tj  =  —  Iv  :  \u  , 

Man  kann  daher  setzen 

1.  A«  =  Tj/,       Az;  =  —  5/, 

wobei  /  unbestimmt  ist;  ändert  sich  /  von  —  00  bis  -h  00,  so  umhüllt  die  Gerade 
«  -h  A«,  V  -h  Iv  den  Punkt  ?,  t)  . 

Die  Geraden  w  4-  A//,  v  -i-  Iv,  welche  durch  den  Punkt  5,  tj  einer  Geraden 
«,  V  gehen  und  die  Curve  /{u,  v)  =  0  berühren,  werden  erhalten,  indem  man  / 
aus  der  Gleichung  berechnet 

2.  f(u  -h  A«,  z;  -h  Iv)  ^  f{u  -1-7)/,  V  ^\t)  =  0 , 
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und  mit  Hülfe  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  der  bekannten  Werthe  k,  tj,  u,  v 

die  Coordinaten  zusammensetzt 

3.  »  -h  A»  =  «  H-  Tj/,      V  -h  ^v  =^  V  —  S/. 

Entwickelt  man/(»  4-  tj/,  v  —  U)  nach  dem  Taylor* sehen  Satze,  so  erhält  man 


4. 


Ist  Uf  V  eine  Tangente  der  Curve,  so  ist  /(«,  z;)  =  0  und  daher  eine  Wurzel 
der  Gleichung  4.  gleich  Null ;  die  andern  Wurzeln  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

Wählt  man  £,  tj  so,  dass  sie  der  Gleichung  genügen 

so  ist  hierdurch  ein  Punkt  Z'  vollständig  bestimmt;  durch  diesen  Punkt  gehen 
zwei  zusammenfallende  Tangenten  der  Curve,  der  Punkt  ist  somit  der  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  «,  v  und  der  Curve.  Die  Gleichung  desselben  er- 
giebt  sich  aus  6.,  wenn  man  darin  tj  und  ( —  6)  durch  die  proportionalen  Grössen 

u  —  u ,        ü  —  V 
ersetzt;  denn  ist  u,  t>  eine  P  enthaltende  Gerade,  so  ist  für  einen  bestimmten 
Werth  von  /  (No.  1) 

u  — »  =  7j/,        ü  —  v  =  —  ?/. 
Man  erhält  dadurch  die  Gleichung 

7.  |^(U  -  «)  H-  ^{t>  -  «;)  =  0, 

in  Uebereinstimmung  mit  §  5  No.  23,  4. 

Wenn  es  eine  Tangente  7'  der  Curve  giebt,  für  welche 

8.  1^=0,       1^  =  0 

du  dv 

so    ist   die  Gleichung  7.  identisch  erfüllt;    in  diesem  Falle  gehen  durch  jeden 

Punkt  der  Geraden  T  zwei  zusammenfallende  Tangenten  der  Curve,  die  Curve 

wird  daher  als   Doppeltangente  bezeichnet.     Die  Tangenten,  welche  ausser 

der  Doppeltangente  selbst  durch  einen  Punkt  derselben  gehen,  ergeben  sich  aus 

der  Gleichung 

Bestimmt  man  S,  tj  aus  der  Gleichung 

\*du         ov)''  '    cu^  '    oudv  ov^ 

so  fallen  für  diese  beiden  Punkte  je  drei  Tangenten  der  Curve  mit  der  Doppel- 
tangente zusammen.  Die  Gleichung  dieser  beiden  Punkte  wird  erhalten,  wenn 
man  10.  mit  t^  multiplicirt  und  dann  die  Substitution  ausführt 

rj/==u  —  »,         ?/=» — V, 
Man  erhält  dadurch 

Diese   beiden  Punkte  werden  als  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente bezeichnet.     Sind    sie  real  und  verschieden,    so  ist  T  eVxv^  \>ov^^- 

ScBLOBObCH,  Haadbiieb  dtr  Mathematik,    Bd,  U,  '^\ 
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tangente  im  engem  Sinne;  sind  sie  conjugirt  complex,  so  enthält  7* keinen  realen 
Punkt  der  Curve  und  ist  daher  eine  isolirte  Tangente. 

14.  Beispiel.     Sind  F^  und  F^  lineare  Functionen  von  Liniencoordinaten, 
so  werden  durch  die  Gleichung 

F^F^  4-  \{F^  -h  aF^F^  H-  ÖF^)  =  0 
für  ein  veränderliches  X  Punktpaare  dargestellt,  die  auf  der  Geraden  F^  P^  Uegen 
und    eine   quadratische   Involution  bilden.     Sind   öi    ^^^  Q%   ebenfalls  lineare 
Functionen  in  Liniencoordinaten,  so  bilden  die  Punkte 

Öl  -+-  ^Ös  =  0 

eine  Punktreihe,  die  mit  der  Involution  projectiv  ist.     Die  Geraden,  welche  ent- 
sprechende   Punkte    der    Involution    und    der    Reihe    verbinden,    genügen    der 

Gleichung 

/  -  (/>,»  +  ai»,  P^  -H  bP^)Q,  -P,P^Q^^Q\ 

dies  ist  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Klasse.     Man  erhält 

^/^^P,M+P,N,       ^/^  =  P,Af  +  P,N' . 

wobei  M,   N^  Af^  N'  leicht  zu  bildende  Functionen  sind.     Man  sieht  hieraus, 
dass  die  drei  Gleichungen 

/=  0,        l^=  0,      ^=  0 
•'  'du  '      cv 

durch  die  Gerade  erfüllt  werden,  deren  Coordinaten  den  Gleichungen 

/'i  =  0,        F^  =  0 
genügen.     Die    Curve  /=0   hat    also    die    Gerade    F^F^    zur    Doppel- 
tangente. 

15.  Sind  u,  v,  w,  und  u  -\-  üu,    v  -h  A»,   w  -h  Aw  die  Coordinaten  zweier 

Tangentialebenen   T,   T  der  Fläche  /(«,  v,  w)  =  0,    sind  femer  u,  )>,  l»  die 

Coordinaten   einer  durch  den  Schnitt  von  T  und  7"  gehenden  Ebene  2,   so  ist 

bekanntlich  (vergl.  §  6,  No.  9,  4) 

u  —  u       D  —  V       U)  —  w 

tiU  ^V  tkW 

Man  kann  daher,  mit  /  eine  unbestimmte  Grösse  bezeichnend,  setzen 
1.  u  =  «-|-/-A«,       ö  =  z;H-/-Az',       iü  =  a/-h/-Aw. 

Die  Tangentialebenen  von/,  welche  durch  die  Gerade  TV  gehen,  werden 
somit  aus  der  Gleichung  erhalten 

f{u  H-  /  •  A«,       V  -¥  t-  tkVt      w  -\-  t '  A«/)  =  0. 

Entwickelt  man  nach  dem  TAVLOR'schen  Satze,  so  erhält  man 

cu  cv  ow)         2        \       cu  cv  cwj 

^'  \        {        c  d  dY 

-h  ^•/'lA«ö--hAz;^--hAw^— )/H-...  =  0. 

Nach  der  Voraussetzung  ist/(«,  7;,  w)  =  0;   die  Gleichung   2.   hat   daher 
i^ine  Wurzel  /  =  0;  ihr  gehört  die  Ebene  T  zu. 
Werden  A«,  Az;,  A«/  so  gewählt,  dass 

3.  A«  •  ö^  -f-  Az;  •  ^  -h  Att'  •  ^—  =  0 , 

du  cv  cw 

so  hat  die  Gleichung  2.  noch  eine  Wurzel  /  =  0;  es  fallen  denn  also  zwei 
durch  die  Gerade  TT'  gehende  Tangentenebene  der  Fläche  in  T  zusammen. 
Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  7"  mit  U,    F,   /F,  so  ist 

^u  =  U —  u,       ^7)  =  V —  V,       A7//  =  W —  w, 
aus  der  Gleichung  3.  erhält  man  daher 
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dies  ist  in  Uebereinstimmung  mit  §  6,  No.  5,  4  die  Gleichung  des  auf  T  ent- 
haltenen Tangentialpunkts  der  Fläche/. 

Giebt  es  eine  Tangentenebene  T  der  Fläche,  ftir  welche  die  Differential- 
quotienten verschwinden 

so  dass  für  die  Coordinaten  von  T  die  vier  Gleichungen  bestehen 

/=0,      1^=0,       1^=0,       1^=0, 
•^  'du  ov  ow 

so  ist  3.  identisch  erfüllt;  jede  auf  T  enthaltene  Gerade  hat  dann  die  Eigen- 
schaft, dass  zwei  durch  sie  hindurchgehende  Tangentenebenen  der  Fläche  /  mit 
T  zusammenfallen.    Die  Ebene  T  heisst  daher  Doppeltangentenebene. 

Sind  in  2.  «,  z/,  w  die  Coordinaten  einer  Doppeltangentenebene,  so  hat  die 
Gleichung  2.  unabhängig  von  der  Wahl  der  Ebene  T  zwei  Wurzeln  /  =  0;   die 

übrigen  ergeben  sich  aus 

\  (        d  d  dV  ^        \  (        d  d  dV 

2\       ex  dy  czj-^        6  \      du  cv  dw) -' 

Wählt  man  nun  7"  so,  dass 

7.  (a«^  +  Az-^+A«.^)/=0,        . 

so  hat  die  Gleichung  6.  eine  Wurzel  /  =  0,  die  Gleichung  2.  mithin  eine  drei- 
fache Wurzel  /  =  0;  für  die  Geraden,  in  welchen  die  der  Gleichung  7.  ent- 
sprechenden Ebenen  7"  die  Doppeltangentenebene  T  schneiden,  fallen  also  drei 
Tangentenebenen  mit  T  zusammen.     Die  Gleichung  7.  giebt  entwickelt 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Grenzfläche  zweiter  Klasse;  die  in  T 
liegenden  Tangenten  dieser  Grenzfläche  (die  Träger  der  Ebenenbüschel,  welche 
die  Grenzfläche  berühren)  heissen  die  Tangenten  der  Fläche  auf  der 
Doppeltangentenebene,  die  auf  T  liegende  Curve  zweiten  Gerades,  welche 
sie  berühren^  und  deren  Punkte  der  Fläche /  angehören,  ist  die  Berührungs- 
curve  der  Doppeltangentenebene.  Ist  diese  Curve  eine  eigentliche  Curve 
zweiten  Grades,  so  wird  T  als  Doppelebene  im  engern  Sinne  bezeichnet; 
sie  kann  auch  zu  zwei  getrennten  oder  vereinten  Punkten  ausarten,  oder  imaginär 
sein;  im  letztem  Falle  ist  T  eine  isolirte  Tangentenebene  der  Fläche  /, 
ohne  reale  Berührungspunkte. 

16.  Als  Beispiel  wählen  wir  die  Wellen  fläche.  Um  zunächst  die  Gleichung 
der  Wellenfläche  in  Ebenencoordinaten  zu  erhalten,  bemerken  wir  Folgendes: 
Ist  P  ein  Punkt  des  der  Wellenfläche  zu  Grunde  liegenden  Ellipsoids  jff,  so  be- 
schreibe man  um  das  Centrum  O  des  Ellipsoids  eine  Kugel  Ä",  die  durch  P 
geht,  und  construire  die  Ebenen  7\  und  7*,,  die  E  und  K  m  P  berühren.  Die 
Schnittlinie  ööi  dieser  beiden  Ebenen  ist  normal  zu  OP^  und  berührt  den  durch 
QQ\  gehenden  Diametralschnitt  in  P\  folglich  ist  P  ein  Scheitel  dieses 
Diametralschnitts  ♦). 

•)  In  Fig.  497  sind  E^  K^  T^j,  7",  durch  ihre  Schnittlinien  mit  der  Ebene  vertreten,  die 
durch  OP  normal  su  QQ^  geht 
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Macht  man  daher  auf  einer  durch  0 
gehenden  Normalen  zu  OPQ  die  Strecke 
Oü^  OF,  so  ist  n  ein  Punkt  der  Wellen- 
fläche ;  wir  wollen  ihn  als  den  mit  P  ver- 
bundenen Punkt  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen  T^  und 
T^  sind,  wenn  ]t,  9,  j  laufende  Coordinaten 
bezeichnen,  und  0F^=  r  gesetzt  wird 


X 


z 


1. 


r,  s  xr  -i-  yx^   4-  sg— r«  =  0, 
Die    Ebene    OQQ^    geht    durch   die 
Schnittlinie    T^  T^    und   durchs    Centrum; 
ihre  Gleichung  ist  daher 

Die  Richtungscosinus  der  Normalen  dieser  Ebene,  d.  i.  der  Geraden  0\\ 
folgen  hieraus  zu 


(M.497). 


r»  T^  —  7\ 


2 


KS-0 


2. 


cos  ff  = 

Hierbei  ist 
3.  J/»  = 


_^o 


rJ/ 


cos^  = 


(p-) 


2^ 


(:->) 


rM 


""  y-  =  —TAT 


'^i$-  ■)*-■(;-:-  •)*-'(:-:-  >)']  -'■(?-^^-'^)-- 

Aus  2.  ergeben  sich   die  Coordinaten  des  mit  P  verbundenen  Punktes  der 
Wellen  fläche  zu 


4. 


^  =  1^  U^  -  0 '    "^  =  i^  (^  "  0 '    '^  ==  i  (^  "  0  * 


Aus    der    von  Nennern    freien  Gleichung  der  Wellenfläche   erhält   man  die 
Gleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  n 


T^  S  [(p  -+-  a^{r^  ^d^  —  c^)]  (;r  ~  S)  -+-  Tj  [tp  -h  ^^r- 


a^)]  (9  ~  Tj) 


-h  C[?  -h  ^^(ra  -  «2  _  ^2)]  (j  -  C)  =  0, 
wenn  9~ö»5«  -h  ^»t)«  -h  <•2i;^ 

Legt  man  Ebenen  T^\  T^\  T  parallel  zu  T^,  T^,  T  durch  den  Nullpunkt, 
so  sind  deren  Gleichungen 


Tj'  ^  ^j:    -+-   ;;p    H-    a;3    =  0, 

Hierzu  fugen  wir  noch  die  Gleichung  der  Ebene  OQQ^^ 

T^  ^  5?:  ^  T)9  H-  C3  =  0, 
und  beachten,  dass  die  Ebenen  T<^\  T^\  T^*  ein  Büschel  bilden.    Die  Function 
T  lässt  sich  in  folgender  Weise  unter  Benutzung  der  Formeln  4.  zerlegen 


l 
Äf 


-  17  W'' 


f^s' 


[m 


M 


(aU^  -+-  d'c^  ■+■  <r»a»)1  r,'  —  a»*»<r».r,'. 


»       > 
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Da  hiemach  die  Function  7"  in  der  Form  erscheint 

so  erkennt  man,  dass  T  durch  die  den  Ebenen  7\',  T^,  T^  gemeinsame  Schnitt- 
linie geht.  Hieraus  folgt,  dass  die  .Tangentenebene  der  Wellenfläche  in 
n  normal  zur  Ebene  nö-Pist. 

Um  den  Winkel  zu  beurtheilen,  den  die  Tangentenebenen  T  und  T^   ein- 
sch  Hessen,  bilden  wir  die  Ausdrücke 

4-C[<(>+<r2(/-'«—«»—*»)]=r><p-^— (<).—/•«).  ^—r»a»-r»(a»+*»)^+(a»+*»>>. 
In  Rücksicht  auf 

ergiebt  sich  die  Summe  der  Ausdrücke  5.  zu 

—  {a^x^  -H  d^y^  -H  c^z^)  —  (p  J/»  -h  H  —  {a^x^  -h  ^»^>  -h  ^:>«>)  . 
Nun  ist 
(pJ/2  «  «»saj/»  -h  ^»Tj^J/«  -h  ^>C«J/», 

s  —  r*  H-  ö^a:«  H-  ^»^«  -h  r««> . 

Setzt  man  diesen  Werth  in  6.  ein,  so  erkennt  man,  dass  die  Summe  der 
drei  Produkte  5.  verschwindet  und  hat  somit  den  Satz:  Die  Tangentenebenen 
zweier  verbundenen  Punkte  des  Ellipsoids  E  und  der  Wellenfläche 
sind  normal  zu  einander. 

Ist  PN  1.  T^   und   ONy  1.  T,    so  folgt  hieraus,    dass  ON  ±-  ON^   und 

ON  =  ON^.     Die  Gleichung  jeder  Ebene,  die  den  Schnitt  T^'T^'  enthält,  hat 

die  Form 

Tj'  H-  ar,'  =  0. 

Soll  sie  ON  enthalten,   mithin  normal  zu  T',  sein,  so  muss  die  Gleichung 

erfüllt  sein 

aus  welcher  sich  ergiebt 

(x^       y2       ««\ 

Sind  «,  Vf  w  die  Coordinaten  von  7*,,  sowie  u,  ü,  tt)  die  von  T^^  so  ist 

X^  y2  «2 

ö*  0^         r* 

denn  diese  Quadratsummen  sind  gleich  dem  reciproken  Quadrate  der  Strecke 
ON  ^  ON^,     Setzt  man 
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1 :  ON  =  1  :  ON^  =  p, 
so  ist  daher  die  Gleichung  der  ON  enthaltenden  Ebene  des  Büschels  T^^T^\ 
d.  i.  die  Gleichung  der  Normalebene  z\x  ON^^ 

«•  5  ("'p'  -^'^'^-^h  (**p*  -  ^)"9  -^  ^  ("'p'  -  1) a  =  0. 

Ersetzt  man  x\a^t  y\b^t  z :  c^  durch  u,  v,  w,  so  erhält  man  ftir  die  Co- 
sinus der  Winkel  der  Geraden  ON  und  der  Achsen 

u  V  w 

7.    cos<f  =  ^  («»p«  -  1) ,      cos^  =  ^  (*»pa  -  1) ,      eosx  =  ^  (f »p>  -  1), 

wobei  L  sich  ergiebt  aus 

Die  Coordinaten  von  T  folgen  aus 

u  =  p  r^j  (p ,       ü  =  p  f ^j  4* »       tt)  =  p  ^^5  X      zu 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Wellcnfläche  in  Ebenencoordinaten  ergiebt  sich 
nun,  indem  man  aus  9.  und  aus  der  Gleichung  des  Ellipsoids  E 

E  s  a^u^  -h  b^v^  4-  c^w^  —  1  =  0. 
die  Coordinaten  u^  v,  w  eliminirt.     Aus  9.  ergiebt  sich 

u^  u^a^^^  —  X)  t,2  y2(^ap9_i)  10»  w^(<r>p»— 1) 

^«p2  _  1  —  z>         '    ^«p«  —  1  "■  Z«         '    ^«p»  —  1  ""  Z> 

Addirt  man,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung 

tt»  1?»  w» 

^"-  ^z>p>  —  1  "^  ^»p2  —  1  "^  ^2p2  —  1  —  ^• 

Man  überzeugt  sich  auf  Grund  dieser  Gleichung  leicht,  dass  die  Tangenten- 
ebenen der  Wellenfläche  erhalten  werden,  wenn  man  auf  der  Normalen  zu  einem 
Diametralschnitte  des  Ellipsoids 

e  =  a^x^  -+-  b^y"^  -f-  c'^z^  —  1  =  0 
die  reciproke  grosse  und  kleine   Halbachse  des   Schnittes  vom   Nullpunkte  aus 
nach  beiden  Seiten  hin  abträgt    und  durch  die  Endpunkte  Ebenen  parallel  zum 
DiametralschnitLe  legt.    Denn  die  Endpunkte  der  Normalen  gehören  einer  Fläche 
an,  deren  Gleichung  aus  der  Gleichung  der  Wellenfläche 

a^X^  ^2y2  ^2^2 

^^'  r^  ^  a^  ^  r^  —ö^  ^  r^  —  c^  "' 

hervorgeht,  indem  man  a,  b^  c  mit  \  \  a,  \\b,  \\€  vertauscht,  und  die  Coor- 
dinaten Xy  y,  z  eines  Punktes  P  durch  die  Coordinaten  X,  Y,  Z  des  Punktes  jP 
ersetzt,  der  auf  OF  liegt,  und  dessen  Radius  vector  reciprok  zu  ö/*  ist.  Man 
hat  somit 

X:y:Z  =  x:y:z.      X^  +  Y^  +  Z^  =  ___i___ , 

und  daher 

X  Y  Z  1 

12.      ^=^2,      y  =  -^*      ^^'R^^      7?2  =  ^2  +   y2  ^  ^2  =  _. 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Reciprokalfläche  der  zum  Ellipsoide  E  ge- 
hörigen Wellenfläche  ist  hiemach 

AT»  K«  Z»        _ 

Die  Ebene,  die  durch  I '  normal  zu  OP  geht,  hat  die  Coordinaten 
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_  jr^        r         _  z_ 

dabei  ist  R^  =  ]  :  (u«  4-  »2  -h  »»)  =  1  :  p«. 

Setzt  man  dies  in  13.  ein,  so  erhält  man  in  der  That  die  Gleichung  der 
Wellenfläche  10. 

Befreit  man  die  Gleichung  10.  von  Brüchen,  so  erhält  man,  wenn  man  nun 
Uf  V,  w  statt  u,  l},  tt)  schreibt 

—  (c^  4-  ^2)  z;2  —  (a«  +  ^2)  w2  4.   1  ==  0 . 
Hieraus  ergiebt  sich 

i|/=  w(^2^2^2   -1-^2^22,2   -Hö2^2^2  -htf2^2p2  __  ^2  _  ^2)   =  «;  .  C, 

wobei  /4,  -5,  C  abkürzungsweise  für  die  eingeklammerten  Polynome  gesetzt  ist. 

Den  Gleichungen 

uA  =  vB  =^  wC  =  f  =^  0 

kann  nur  durch  die  Ebenen  genügt  werden,  deren  Coordinaten  eines  der  drei 

Systeme  erfüllen 

«  =  0,      ^  =  0,       C  =  0, 

z;   =  0,       C  =«  0,      ^  =  0, 

7«;=0,  A  =  0,  ^==0, 
und  hiervon  liefert  nur  das  zweite  reale  Wurzeln.  Die  Wellenfläche  hat  somit 
12  Doppeltangentenebenen,  nämlich  vier  parallel  zu  jeder  Achse;  von  diesen 
sind  aber  nur  die  vier  real,  die  parallel  zur  mittleren  Achse  des  Ellipsoids  £  sind. 
Die  Spuren  der  realen  Doppeltangentenebenen  auf  der  JifZ-Ebene  sind  die 
gemeinsamen  Tangenten  des  Kreises  und  der  Ellipse,  welche  die  Wellenfläche 
mit  der  A'Z-Ebene  gemein  hat.  Die  Coordinaten  der  Doppeltangentenebenen 
ergeben  sich  aus 

«'  =  ^-^2-ir72'      ^*  =  o,      «'^  =  ^•^^^372- 

Die  Gleichung  der  Grenzfläche  zweiter  Klasse,  längs  welcher  die  Doppel- 
ebene u,  V,  w  die  Wellenfläche  berührt,  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Werthe, 
welche  die  zweiten  partialen  DifTerentialquotienten  von  /  für  die  Doppelebene 
haben 

i  ^  =  4^2,2^2  ^  ^fii-i^zjn    i_^  ^  0 

"2   1^  =^«(r2«»H-fl2a/>)-h^z2r>(«>4-a/»)  — (^»4-0==  — ^(fl2_^2)(^2_^2)^ 

1  a2/  1  a2/  ^2  _  ^2 

2€v€w  2  cw^  a^ — r* 

Man  erhält,  wenn  u,  D,  lö  laufende  Coordinaten  bezeichnen, 

^2^2  (^2  _  ^2)(y  _  ^)2  4_  ^2  (^2  _^  ^2)y(^2_^2)(^2_^2)  .(„  —  «)  (n,  —  «/) 

—  i(«*  —  ^*)  («*  —  ^^)  (^^  —  ^^)  »*  -^  a^^H^^  —  ^^)  (w  —  «')*  =  0 . 
Für  die  Doppelebene,  welche  im  ersten  Quadranten  berührt,  ist  der  positive 

Werth  der  Quadratwurzel  zu  nehmen. 
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Die  Gleichung  der  Horizontalprojection  der  Berühningscurve  wird  erhalten, 
wenn  man  in  14.  tt)  =  0  setzt.     Man  erhält 

^^'  —  }(ä»  —  ^3)(fl«  —  ^»)D«  -H  tf»^»(^>  —  ^>)a/«  =  0. 

Dies    ist   die  Gleichung   einer  Ellipse,    die    symmetrisch  zur  -AT-Ache  liegt; 

daher  ist  die  Berühningscurve  eine  zur  -YZ-Ebene  symmetrische  Ellipse.     Eine 

Achse  der  Ellipse  14.  ist  der  zur  OX  normalen  Achse  von  15.  parallel  und  gleich. 

Das  halbe  Reciprokum  derselben  ist  der  Werth  von  ü,  den  die  Gleichung  15.  für 

u  =  ü  ergiebt;  letzterer  bestimmt  sich  aus        

^2r«(ö»—  b^)u^  -+-  ^2(a»-+-r^)-/(Ä»  — ^>)(^>— r«)«w 

Setzt  man  für  «,  w  die  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 

4^« 

Daher  ist  die  der  K-Achse  parallele  Achse  der  Berührungsellipse 

18.  i  1/(^2  _  ^2)  (^2  _  ^2)  . 

Die  reciproken  Abstände  der  auf  der  OX  liegenden  Scheitel  der  Ellipse  15. 

vom  Nullpunkte  sind  die  Werthe  von  u,  welche  aus  15.  für  ü  =  0  hervorgehen; 

werden  diese  mit  \\^  und  u^  bezeichnet,  so  ist  die  auf  der  -AT- Achse  liegende 

Achse  der  Ellipse  15. 

1  1 


19. 


«2        »1 


Die  Gleichung  15.  liefert  für  D  =  0,  unter  Rücksicht  auf  den  Werth  von  w, 

20.     (u  —  uy ^  ^^  ^      (U  —  u)  -h  rrTTr flx/  fl       rax  ==  0 . 

Löst  man  diese  Gleichung  auf  und  setzt  dann  für  u  den  Werth  ein,  so 
erhält  man  nach  den  einfachen  Reductionen 

"*•  "1  —  ^2  K  a>  —  ^2  '       "«  ■"  ^  r   a»  —  ^«  • 

Daher  ist  die  auf  der  -Y-Achse  liegende  Achse  der  Ellipse  15. 

22.  J__±=*!_^ 

Die  auf  der  A'Z-Ebene  liegende  Achse  der  Berührungsellipse  selbst  wird 
hieraus  durch  Multiplication  mit  1  :  cosr^  erhalten,  wenn  ?p  den  Winkel  der 
Doppeltangentenebene  mit  der  AT-Achse  bezeichnet.     Da  nun 


y  «2  —  r«- 


cos 


so  ist  die  in  der  JfZ-Ebene  liegende  Achse  der  Berührungse^npse 

Vergleicht  man   dies  mit   18.,   so  erkennt  man:     Die  Wellenfläche  wird 
von  jeder  der  vier  Doppeltangentenebenen  in  einem  Kreise  berührt. 


17.    Ist  eine  Raumcurve  der  Durchschnitt  der  Flächen/  (x^  ^,  a?)  =  0  und 

F  {x,  y,  ä)  =  0  und  gehören  ihr  die  Punkte  F  und  F  mit  den  Coordinaten  jr,  y,  s 

bez.  X  -\-  ^Xf  y  -h  ^y,  z  -h  ^z  3,n,  so  sind  die  Gleichungen  erfüllt 
1.  /  (x,  y,  z)  =  0\       F  {x,  y,z)  =  0 , 

/ {x  -h^x, y  -^  ^y,  z  -h  l^z)^/ {xo'>  z)  -^  (j^^-^'^-  -^  ^y  ^  -^  ^^ 


-f- . .  =  0, 
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/  7^  o  /)  V 

F(x-^^,y-^tiy^  z  -h  t^)^  F{x,y,z)  -\'\iLXj^  -^  ^y  dy^^  ^  Tz)  ^ 
Zufolge  der  Gleichungen   l.  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  2.  und  3  zu 

Bezeichnet  man  die  Strecke  FP  mit  p  und  ihre  Winkel  mit  den  Achsen 
mit  o,  ß,  7,  so  gehen  4.  und  5  über  in 

r         d  d  d\        /-«/  d  d  aV 

Verschwindet  die  Strecke  FF',  so  werden  die  Winkel  a,  ß,  7  durch  die 
Gleichungen  bestimmt,  die  durch  Grenzübergang  aus  6.  und  7.  hervorgehen. 
Im  Allgemeinen  sind  dies  die  beiden  Gleichungen 

df  df  df 

8.  cosd  ö h  ^^jß  TT—  -h  r^JT  5—  =  0  ; 

ox  ^  cy  *  dz 

dF  JF  dF       ^ 

9.  cos%  ö—  -h  r<7xß  ^ h  cos-^  -K—  =  0  . 

Die  Geraden,  die  ihnen  einzeln  genügen,  erfüllen  bekanntlich  die  Tangenten- 
ebenen an  /  und  F  in  F,  ihr  Verein  bestimmt  die  Curventangente  in  F  als 
Schnitt  dieser  beiden  Tangentenebenen.  Unter  besonderen  Voraussetzungen 
können  aber  hiervon   abweichende  Bestimmungen  eintreten. 

A.     Wenn  für  den  Punkt  F  die  beiden  Functionen 

df  df  df  dF  ^dF  (F 

cosoL  ö h  cos^  -z  -  -h  cost  ^—  ,      cos  OL  ^ — h  cos^  7; — (-  cosy  ö— 

Ox  ^  oy  *  dz  ex  ^  cy  oz 

nur  um  einen  constanten  Faktor  verschieden  sind,  wenn  also 

/        dF  cF  dF\  /        d/  cf  cf\ 

10.  n\cos^.-  +  r^5ß  ^  +  cos^  .-)  ^  m  [cosa^^  ^  cos^  ^  -+-  ^^^^J, 

so  fallen  die  Tangentenebenen  von  /  und  F  in  F  zusammen,  die  beiden  Flächen 
berühren  sich  also  in  F.  Die  Richtungen,  in  welchen  man  von  F  auf  der 
Schnittcurve  von  /  und  F  fortschreiten  kann,  sind  in  diesem  Falle  nicht  aus  8. 
und  9.  zu  bestimmen,  da  diese  Gleichungen  identisch  sind,  sondern  man  muss 
auf  6.  und  7.  zurückgehen.  Multiplicirt  man  6.  mit  ;//  und  7.  mit  n  und  subtra- 
hirt,  so  erliält  man  mit  Rücksicht  auf  10.  und  wenn  man  zur  Grenze  r  =  0 
übergeht 

11.  ^\^^^sa^^  cos?  ^-  -h  cos'i-^-^y-  n{^cosa^-^  cos?-^  F=0, 
Diese   Gleichung  im  Verein  mit 

cos  OL  7; \-  cos^i^ h  COSf  5—  =  0 

ex  ^  cy  '  €z 

bestimmt  die  Tangenten  der  Raumcurve  in  dem  ausgezeichneten  Punkte  F,    Sind 

c,  T),  C  die  Coordinaten   eines  Punktes  II   einer  solchen  Tangente,   so  kann  man 

cosa,  cos^f  COSI  durch  die  proportionalen  Grössen  S  —  x,  r^  —  y,   C  —  z  ersetzen 

und  erhält  daher  die  Gleichungen 
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Die  Gleichung  12.  ist  die  eines  Kegels  zweiter  Ordnung;  je  nachdem  der- 
selbe von  der  Ebene  13.  in  zwei  realen  verschiedenen,  oder  in  zwei  realen  zu- 
sammenfallenden oder  in  zwei  imaginären  Geraden  geschnitten  wird,  hat  die 
Curve  in  P  zwei  reale  getrennte,  oder  zwei  reale  zusammenfallende,  oder  zwei 
imaginäre  Tangenten,  und -P  ist  demgemäss  als  Doppelpunkt,  als  Rückkehr- 
punkt oder  als  isolirter  Punkt  der  Raumcurve  zu  bezeichnen. 

Ö:  Wenn  für  die  Fläche  /  im  Punkte  F  die  partialen  ersten  Difierential- 
quotienten  verschwinden,  ftir  F  aber  nicht,  so  bestimmen  sich  die  Tangenten 
der  Raumcurve  in  P  aus  den  Gleichungen 

dF  dF  dF 

15.  ^(5_^)+^(^_^)  +  _(C_,)-0. 

Je  nachdem  die  Ebene  15.  mit  dem  Kegel  14.  zwei  reale  getrennte,  reale 
vereinte  oder  imaginäre  Gerade  gemein  hat,  ist  Fem  Doppelpunkt,  Rück- 
kehrpunkt oder  vereinzelter  Punkt  der  Raumcurve. 

C.  Wenn  für  beide  Flächen/ und  7^  die  partialen  ersten  Differentialquotienten 
im  Punkte  F  verschwinden,  wenn  also  beide  Flächen  in  F  einen  Doppelpunkt 
haben,  so  werden  die  Tangenten  ihrer  Schnittcurve  in  F  aus  den  beiden 
Gleichungen  erhalten. 

Diese  beiden  Kegel  zweiter  Ordnung  haben  vier  gemeinsame  Mantellinien. 

Wenn  also  zwei  Flächen  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  haben,  so  gehen 

durch  denselben  vier  Zweige  ihrer  Durchschnittscurve,   dieser  Punkt  ist  daher 

ein   vierfacher  Punkt  der  Raumcurve;    er  tritt  als  isolirter  Punkt  auf,   wenn 

die  vier  Tangenten  imaginär  sind. 

18.    Für  die  Rotationscylinder 

/  s  ^2  -f.  s»  —  /?»  =  0 , 

F^x^  -+-;'>—  ^{R—  r)y  -h  ^«  —  2Rr  =  0 

hat  man  ^—  =  0 ,        15—  =  2  y , 

€x  cy 


16. 


dF  dF 

_^2^,      g-=2Cy-i?-Hr), 


dz 

= 

2«; 

cF 

.— 

0. 
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Die  Gleichungen  No.  17,  8.  und  9  sind  daher 

1.  2r^xß -^  H-  2^057  •  5  =  0,       2.       2cosa  •  x  -h  2cos^(y  —  Ji -i- r)  =  0 , 
Sie  werden  identisch  für  jc  =  :s  =  0;  für  diese  Werthe  haben  /  =  0  und  F  =  0 

die  gemeinsame  Wurzel  y  r=^  R\  die  Cylinder  haben  also  den  Punkt  jr  =  2;  =  0, 
y  =z  R  gemein  und  in  diesem  Punkte  eine  gemeinsame  Tangentenebene,  die  der 
JfZ-Ebene  parallel  ist.     Für  x  =  z^=Oty^=^R  gehen  die  Gleichungen  1.  und 

2.  über  in 

^cos^  .  ^  =  0,       ^cos^  .  r  =  0; 
daher  ist  /n  =  r,  «  =  R, 

Femer  ergeben  sich  die  DifFerentialquotienten 

av  av  aa/  a»/  a«/ 

dx^  ■"  "'      dxdy  ""  ^  '      e^^«    ""  ^ '      dydz  "  "'      a«»  ""  ^' 

Daher  werden  die  Gleichungen  No.  17,  12.  und  13. 

J?5«  -+-  (ie-r)(T)~ie)2  -  rC2  =  0,       7)  -  ^  =  0. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen  der  Verticalprojectionen  der  Doppelpunkts- 
tangenten 

R^i  —  rC>  =  0. 

Für  die  Abscisse  6  =  r  folgt  die  Ordinate  C  =  ^Rr,  wonach  die  Tangen- 
ten leicht  construirt  werden  können*). 

x^         y^         z^ 
19.    Das  Ellipsoid         /"-fH-'^  +  T—  ^  =  ^ 

und  die  Kugel  F  ws  x^  -^  y^  -H  «»  —  2(c  —  r)  z  ^  c^  —  2cr  =  0 

haben  den  Punkt  C  mit  den  Coordinaten  0,  0,  c  gemein  und  berühren  sich  in 
diesem  Punkte.     Man  hat 

a/__2jc         ^_2j^  ^_-2«. 

dx  ~~  a^  '        dy  '^  d^  *        dz    ^  c^  '' 

av_^  av__^  ^_A. 
a^« ""  a« '  ay  ""  ^« '  a«^  ""  c^ ' 
a^/r  a^y?'  d^F  _ 

Die   übrigen    partialen    Differentialquotienten    zweiter   Ordnung   sind   gleich 
Null.     Die  Gleichungen  No.  17,  8,  9  werden  für  C 

—  cos'i  =  0,      2r  cos^  =  0, 
Daher  ist  /«  =  f,  «  =  1  :  r;  die  Gleichungen  12  und  13  sind 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Doppelpunktstangenten 

(^.-7)^' -GW)''-»- 

Wird  das  geometrische  Mittel  aus  c  und  r  mit  d  bezeichnet,  und  ist  a  ">  d, 
so  sind  die  beiden  Tangenten 

real  und  verschieden,  wenn    a  >  d  >  b  ^ 

real  und  vereint,  „       a  =^  d  oder  b  =^  d , 

imaginär,  „       a  <i  d     „     b  >  d, 

*)  VergL  SCHLOEMILCH,  Handbuch  der  Math.,  i.  Bd.,  Darstellende  Geometdt  %%^\^q«\V 
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A-2  y«  z^ 

20.       Der  Kegel  /  ^  ^3-  -+-  "^3  -  -,  =  0 

und  die  Kugel  F  ^  x^  -h  y^  -^  z^  —  2(/x  —  2€y  —  2/z  =  0 

haben  den  Nullpunkt  gemein,  und  im  Nullpunkte  hat  /  einen  Doppelpunkt.    Die 
Gleichungen  No.   17,  14.  und  15.  werden  fiir  den  Nullpunkt 

{2  71*  '"^ 

^  -h  ja  -  ^2  =  0,       //g  -+-  ^T)  -h/C  =  0. 

Die  Doppelpunktstangenten  sind  daher  die  Mantellinien,  in  welchen  der 
Kegel  von  der  Tangentenebene  der  Kugel  im  Nullpunkte  geschnitten  wird. 

Allgemein  gilt  die  Bemerkung,  dass  in  der  Schnittcurve  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  mit  einer  Fläche  /^,  die  durch  die  Kegelspitze  5  geht,  letztere  ein 
Doppelpunkt  ist  und  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  die  Mantellinien  des 
Kegels  sind,  in  welchen  derselbe  von  der  Tangentenebene  von  -F  in  S  gt- 
schnitten  wird. 

§  16.    Unendliche  Reihen. 
1.    In  §  13  haben  wir  die  Reihen  kennen  gelernt 

1  1  *  ^  1  *  iS  *  o 

2.  x  —  -^x^-^-^x^  —  jx*-\-jx^  — 

X  X^  X*  x^  x^ 

3.  1  -h 


1^1-2    ^l-2-3    ^1.2.3-4    '    1-2-3-4-5 

^'       ^ ■" n •**  "^  r^TFri"^*  ■"  1 .2.3-4.5.6 ^^  '^  — 

'^'  '^■"12. 3"^    ■^1.2.3.4.5'^'"         1.2.3.4.5.6.7"^     "*■••• 

Diese  Reihen  stimmen  darin  überein,  dass  fiir  unbeschränkte  oder  für  inner- 
halb gewisser  Grenzen  liegende  Werthe  von  .v  die  Summe  der  ersten  n  Glieder 
mit  einer  bestimmten  Function  um  so  genauer  übereinstimmt,  je  grösser  n  ist, 
und  dass  man  diese  Genauigkeit  beliebig  gross  machen  kann,  wenn  man  nur  n 
hinlänglich  gross  wählt.  Diese  Functionen  [(1  -h  xY^  /(l  -+-  x),  e^^  cosx^  sinx] 
sind  daher  die  Grenzwerthe,  denen  sich  die  Reihen  bei  unendlich  wachsender 
Gliederzahl  nähern,  und  konnten  in  Folge  dessen  als  die  Summen  der  unendlich 
fortgesetzten  Reihen  bezeichnet  werden. 

Jedes  Glied  der  obigen  Reihen  kann  als  Function  der  Zahl  m  angesehen 
werden,  welche  angiebt,  das  wievielste  Glied  der  Reihe  es  ist;  wird  diese 
Function  mit  q,n  bezeichnet,  so  treten  die  Reihen  unter  die  allgemeine  Form 

^1  -+-  ^2  -»-  ^3  -^  '/4  -+-  ^:.  -+-  ^6  -+-  •  •  • 
oder  noch  kürzer 

wobei  das  vor  q„t  stehende  Zeichen  bedeutet,  dass  die  Functionen  q^^  q^f  ^3»  9i  •  • 
gebildet  und  addirt  werden  sollen.  Die  Grösse  q,„  wird  als  das  allgemeine 
Glied  der  betreffenden  unendlichen  Reihe  bezeichnet  Die  allgemeinen  Glieder 
der  Reihen  1  .  .  5  sind 

;//— 1/         '  ^     ^^  m  '  (///  —  !)!'  ^     ^^  (2/ä  — 2)1'  ^     *^  (2i«-l)! 

Diese  Beispiele  für  unendliche  Reihen  fordern  dazu  auf,   unendliche  ReiheUj 
im  Allgemeinen  zu   betrachten,   die  Bedingungen  anzugeben,   unter  welchen  dLi*! 


i  ■ 
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Summe  der  ersten  n  Glieder  bei  wachsender  Gliederzahl  einer  endlichen  Grenze 
sich  nähert,  und  zu  zeigen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Reihen  den  arith- 
metischen Operationen  unterworfen  werden  können. 

2.  Es  sei  qm  eine  Function  der  positiven  ganzen  Zahl  w,  und  das  allge- 
meine Glied  einer  unendlich  fortgesetzten  Reihe  ^1  -h^a  -+-^3  -1-^4  -+-^5  H-^e  "^ 

Nähert  sich  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  einem  bestimmten  endlichen 
Grenzwerthe  *S,  mit  dem  sie  bis  zu  jedem  Grade  der  Genauigkeit  übereinstimmt, 
wenn  man  nur  n  gross  genug  wählt,  so  bezeichnet  man  *S  als  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe  und  die  Reihe  selbst  heisst  convergent.  Enthält  dabei 
das  allgemeine  Glied  q^  eine  unbestimmte  Grösse  x,  so  wird  im  Allgemeinen 
die  Reihe  nicht  fiir  alle,  sondern  nur  für  die  zwischen  bestimmten  Grenzen 
liegenden  Werthe  von  x  convergiren;  innerhalb  der  Convergenzgrenzen  ist  die 
Summe  der  Reihe  von  x  abhängig  und  daher  eine  bestimmte  Function  /{x)  von  x ; 
jenseit  der  Convergenzgrenzen  ist  die  Summe  der  Reihenglieder  unabhängig  von 
x  unendlich  gross  oder  unbestimmt;  die  Reihensumme  stimmt  also  dann  nur 
innerhalb  der  Convergenzgrenzen  mit  f{x)  überein;  jenseit  derselben  ist  diese 
Uebereinstimmung  nicht  vorhanden. 

Wächst  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  über  alle  Grenzen,  wenn  n  wächst, 
so  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent.  Wenn  hingegen  bei  einer  Reihe 
Gruppen  mit  positiven  und  Gruppen  mit  negativen  Gliedern  abwechseln,  so  kann 
es  sich  ereignen,  dass  die  Summe  der  Glieder,  bis  zum  Abschlüsse  einer  Gruppe 
positiver  GHeder,  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  während  die  Summe  der 
Glieder  bis  zum  Abschlüsse  einer  Gruppe  negativer  sich  einer  andern  bestimmten 
Grenze  nähert;  dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei 

l  —  l-hl  —  1-hl  —  IH-.. 

Hört  man  hier  bei  einem  positiven  Gliede  auf,  so  ist  die  Summe  -+-  1,  hört 
man  bei  einem  negativen  auf,  so  erhält  man  0.  Solche  Reihen  sind  als  oscil- 
lirende  bezeichnet  worden;  da  durch  dieselben  bestimmte  Grössen  nicht  dar- 
gestellt werden,  so  sind  sie  analytisch  nicht  verwendbar. 

3.  Wir  beschäftigen  uns  in  den  folgenden  Abschnitten  mit  der  wichtigsten 
der  hierher  gehörigen  Fragen  —  mit  den  Convergenzbedingungen  für 
unendliche  Reihen. 

Um  über  die  Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  zu  entscheiden,  kann  man 
zunächt  versuchen,  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  in  übersichtlicher  Weise  als 
Function  von  n  darzustellen.  Findet  man  dann,  dass  diese  Function  für  ein 
unendlich  wachsendes  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert,  so  ist 
diese  Grenze  die  Summe  der  vorgelegten  unendlichen  Reihe  und  die  Reihe  selbst 
ist  oonvergent;  man  hat  also  in  diesem  Falle  nicht  blos  über  die  Convergenz 
entschieden,  sondern  auch  die  Reihe  in  geschlossener  Form  summirt. 

A.    Um  über  die  Convergenz  der  Reihe 

1.  1  H-  o:  -h  a:>  H-  JC«  H-  ^*  -h 

zu  entscheiden,  bilde  man 

1  —  x^+^  1  1 

= == .r«H-i . 

1  — X  1— JC         1  —  X 

Ist   der   absolute  Werth  von   o:  >  1,    so  ist   /imx^-^^  =  00,    und  daher  die 

Reihe  1.  divergent. 

Ist  X  =  1 ,  so  ersieht  man  sofort,  dass  die  Summe  der  Reihe  unendlich  ist. 

Ist  —  1  <  ^  <  1 ,  so  ist 


?»■ 
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und  daher 


1  — JC* 

Diese  Reihe  wird  als  die  geometrische  Reihe  bezeichnet 

B.    Um  über  die  Reihe  zu  entscheiden  (vergl.  §  2,  No.  7,  3) 

1  -h  2ji:  -h  3jc*  -h  4^5  -j-  bx*  -h  ßx^  -i- 

betrachte  man 

Sn  =  l  -h  2x  -h  Sx^  -h  ix^  4-  .  .  .  -h  nx^-^ . 

Man  hat 

Sn  =  1  4-  Ä-  -h  ^*  -h  Jf'  -h  .  .  .  -h  x^-^  -h  X  -j-  2x^  -h  .  .  -h  («  —  1)  x^-^ . 

1  —  x" 

Hieraus  folgt 

^^  "■  (1—^)*  ""'(i  — a:)»         (1  —  ^)«  '^  —  1  —  jt*«-^' 

Die  Grösse  nx^  wird  für  ein  unendhch  grosses  n  selbst  unendlich,  sobal 
der  absolute  Werth  von  ^  =  1  oder  >  1  ist;  wenn  x  ein  echter  Bruch  ist,  s 
giebt  es  immer  eine  Zahl  m,  fiir  welche 

m       X 
so  das^  also  (  1  H —  \x  ein  echter  Bruch  ist,  den  wir  mit  c  bezeichnen  wollen 
bezeichnen  wir  femer  die  endliche  Zahl  mx^  mit  A,  so  ist 

(m  -h  2)  ;c^+2  =  (^m  -h  l)  x'^+^  (l  -h  ^         j  jc,     also  <  ^e«  , 
(w  -h  3):V'«+3  =  (/w  -4-  2)^'«+2M  H Z^)*'      ^^O   <  Az^  , 

Folglich  bilden  die  Grössen 

eine  abnehmende  Reihe,  die  stärker  fallt  als  die  Reihe 

A&,      At^,      Az^,      At* ,  .... 

Da  nun  c  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  n  und  einen 

gegebenen  Werth  von  m 

iimAv'-'"  =  0, 
also  um  so  mehr 

lim  nx'*  =  0  . 

Die  unendliche  Reihe 

l  -h  2x  -h  Sx^  -^  Ax^  -h  5x*  -h  ,  .  ,  . 

convergirt  daher  für  alle  echt  gebrochenen  x;  es  ist 

1  -h  2^  4-  3^*  -h  ix^  -h  .  .  .  = ^-^ ,         __  1   <  o:  <   1  . 

(1  —  x)^ 

4.    Die  endliche  Reihe*) 
,  ß      _,        P(P^i)  ß(ß-n)  .  .  .  (ß-4.^^2) 

*•  a  4-  1  -^"  (a  -H  l)(a  -f-  2)  "^  *  *  '   "^  (a  -f-  l)(a  h-  2)  .  .  .   («  -h  «  -  1) 

lässt  sich  summiren,  indem  man  von  der  identischen  Gleichung  Gebrauch  macht 


^)  VergL  u.  A.  Schlo£MU.ch,  Compendium  der  höhern  Analysis,   i.  Bd.,  §  36. 
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p(p  -h  1)(P  -i-  2)  .  .  .  (ß  -i-  ;»  —  1)  _  ß(p  4-  1)(P  -i-  2)  .  .  .  .  (p  -i-  w) 
a(a  -h  l)(a  -h  2)  .  .  .  (a  4-  w  —  1)        a(a  4-  l)(a  -h  2)  .  .  .  .  (a  4-  »«) 
_g-  P     ß(P-hl)(ß-i-2).  .  .(ß-^ffl  — 1) 
a       *  (a-hl)(a-4- 2)(a-+-3)..  .  (a-4-»i)' 
Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  m  =  l,  2,  B  .  .  .  .  n  —  1  und  addtrt,  so 
erhält  man 

P       p(p  +  l)(ß  +  2)  .  .  .  (ß  +  g-l) 
a        o(a  -I-  l)(a  -H  2)  .  .  .  (a  -h  «  —  1) 

«-ß/     ß       ,       ß(P  +  l)         ,  p(ß-H)...(ß  +  «-2)\ 

~      a     Va-h  l'^Ca +!)(«-+- 2)  "^■•■' "^(a+l)(a-h 2)...(a +  «-1)7 • 
Die  Convergenz  oder  Divergenz  der  unendlichen  Reihe 
ß  ßO+1)     .       ß(p-HXp  +  2)  ß(ß+i)(p-H2)(p  +  3) 


a  -h  1  '^(a-hl)Ca-H2)"  (a  4-  l)(a  -h  2)(a  -h3)  '  (a-h  lXa-+-2Xa4-3Xa4-4) 
wird  daher  durch  die  Untersuchung  des  Grenzwerthes  entschieden,  den  der  Bruch 

ß(ß-H)(ß-h2).  .  .  (ß-^^-1) 
•  a(a-4-  l)Ca  -h  2)  .  .  .  (aH-  «  —  1) 

bei  unendlich  wachsendem  n  sich  nähert 

Ist  a  =  ß,  so  ist  dieser  Bruch  die  Einheit;  in  diesem  Falle  wird  aus  1.  die 
Reihe 

i      1      i      i  i 

2"^3"^4"^5"^'"^«* 

In  3.  sind  dann  beide  Seiten  Null,  und  man  kann  an  2.  weitere  Schlüsse 

nicht  kntipfen;  wir  berücksichtigen  diesen  Fall  jetzt  nicht  weiter  und  behalten 

uns  vor,  auf  die  unendliche  Reihe 

A       A      1       1      1 

"^2"^3"*"4"^5"*"6'^'**' 

später  zurückzukommen. 

Wir  haben  nun  die  Fälle  a  >  ß  und  a  <  ß  zu  untersuchen  und  beschränken 
uns  dabei  auf  positive  Werthe  von  a  und  ß. 

Sind  A  und  k  ganze  positive  Zahlen,  und  ist  auch  x  positiv,  so  ist  bekanntlich 

>  1  -h  ^,       (l  -i-x)^  >  l  -i-  kx, 


(-0 


folglich  auch 

1  1  1 


6.  /        *V        l  -h  X  1' 


/         xY        l  -h  X   ^  ^^         ^     1 
(l  -hj)  (1  -h  kxy 


Ist  nun  a  >  ß  und  iw  >  0 ,  so  kann  man  x  durch  (a  —  ß)  ^  (ß  -+-  ^)  ersetzen 
und  erhält 

lA  1 


7. 


ß 


m        1**  ±. 
5            pH-w        /            ß  -H»            V 


Wählt  man  A  und  k  so,  dass 

A  >  a-p,       k  >  ^rZTJ, 

so  ist  («  —  p) :  Ä  <  1  und  ji  (a  —  p)  >  1 ;  die  Ungleichung  7.  wird  daher  noch 
verstärkt,  wenn  man  (a  —  p)  :  A  und  *  (a  —  p)  durch  die  Einheit  ersetzt.  Dadurch 
entsteht  i 

**•  Vß+»«-+-l/«  +  »»\P-«-«+l/ 


544  DifTerentialrechnung.  • 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  m  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  .  «  —  1  und  multiplicirt 
alle  so  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

/    ?    Y  ^  ß(ßH-i)(ß^2)  .  .  (p-h/i-1)      /    ß    \i 

Vp  -h  ///    ^  a(a  -f-  l)'(a  4-  2)  .  .  (a  -h  «  —  1)  "^  Vß  4-  «/    * 
Geht  man  zur  Grenze  für  «  =  oo  über,  so  wird 

L  =  0,     also  auch     /im(^^-A  =  0,       ^fm(^-^\   =  0, 
und  daher  auch 


/im  ö" 


,.  H?  +  1)0  +  2)  ■  ■  ■  (?  +  «  -  1) 

a(a  -h  l)(a  -+-  2)  .   .   .   (a  -h  //  —  1) 
Setzt  man  dagegen  ß  >  a  voraus,  so  beachte  man,  dass 


a(a  -f-  1)  .  .  .  (a  -h  «  —  1)  a(a  -I-  1)  .  .  .  (g  -h  » —  1)  * 

^''''ß(ß-M)  .  .  .(ß-h«~T) 
Da  ß  >  a,  so  ist 

'""ßCP  +1)  ..  (ß +  «_!)-  "' 
und  dalier 

p(ß  +  l)  .  .  (ß-H«-l) 


///« 


oo 


a(a-+-  1)  .  .  .  (a  -h«  —  1) 
Wir  haben  somit  gefunden:     Die  unendliche  Reihe 

ß         .  ß(ß  4-1)        ^         ß(ß^l)(ß4-2)         _^ 


a -h  1         («-+- l)(a-h  2)         (a -h  l)(a -h  2)(a -h  3) 
convergirt,  wenn  a  >  ß  >  0,  und  hat  dann  die  Summe 

ß      .        . 
a—  ß» 

Ist  ß  >  a  >  0,  so  divergirl  sie. 

5.  Durch  die  Forderung,  behufs  der  Entscheidung  über  die  Convergenz  einer 
unendlichen  Reihe  die  Summe  einer  endlichen  Reihe  in  übersichtlicher  Form 
darzustellen,  wird  die  Schwierigkeit  im  Allgemeinen  nicht  vermindert,  sondern 
vermehrt.  Handelt  es  sich  zunächst  nur  um  die  Entscheidung  über  die  Con- 
vergenz, so  giebt  es  einfachere  Mittel.  Wir  geben  dieselben  zunächst  für  Reihen 
an,  die  lauter  positive  Glieder  haben. 

Um  über  die  Convergenz  der  Reihe 

1.  ^1  4-  ^2  -^  ^3  -+-  ^4  H-'^o  -^  ^G  •  •  • 

zu  entscheiden,  vergleichen  wir  diese  Reihe  mit  einer  Reihe 

deren  Convergenz  bekannt  ist;  wenn  von  irgend  einem  Gliede  ^^  an  die  Glieder 
der  Reihe  1.  kleiner  bleiben,  als  die  gleichstehenden  Glieder  der  zweiten  Reihe, 
so  dass  also 

so  ist 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Reihe  2.  eine  endliche  Summe  hat,  da 
femer  die  Reihe 

^1   +  ^2  -+-  ^3   4-  04   -+-  •  •  •  -H  Ö— 1 

als  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl   endlicher  Grössen  selbst  endlich  ist,  so 

hat  auch  die  unendliche  Reihe 
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eine  endliche  Summe,  und  diese  ist  zufolge  der  Ungleichung  3.  grösser  als  die 
Summe 

also  ist  letztere  Reihe,  und  daher  auch  die  um  eine  endliche  Anzahl  endlicher 
Glieder  vermehrte  Reihe 

^1     -+-    ^2    "♦"    ^3     4-    .    .    -h    qm-\    -^    gm     ■+-    gm-^l    "f-    ^«+2    "f"    •    •    • 

convergent.  Dies  ergiebt  den  Satz:  Wenn  die  Glieder  der  unendlichen 
Reihe 

^1    H-    ^2    -+-    ^8    ■+-    ^4    -+-    •    •    • 

von  einem  Gliede  g,»  an  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  gleich- 
stehenden Glieder  einer  convergenten  Reihe,  so  ist  die  vorgelegte 
Reihe  convergent. 

In  ähnlicher  Weise  schliesst  man:  Sind  die  Glieder  der  unendlichen 
Reihe 

91  -^  92  -^  gn  -^  g*  -^  gb  -^  '  '  ' 

von  einem  bestimmten  Gliede  g^  an  sämmtlich  grösser  als  die  Glieder 
einer  divergenten  Reihe,  so  ist  die  vorgelegte  Reihe  divergent. 
6.    Die  unendliche  Reihe 

1.  ax  -h  ax^  -h  ax^  -{-  ax^  -|-  .  .  .  . 

convergirt  für  alle  echt  gebrochenen  x.     Wenn  daher  in  der  unendlichen  Reihe 

2.  ^1   4-  ^2  ~^"  ^3  "*"  ^4  "+■  •  •  •  • 
von  einer  gewissen  Stelle  an 

3.  gm-k-i  <  ax*^-^^,      g,„^2  <  ax»^+'^,      g^^%  <  ax'»-^^    u.  s.  w., 

so  convergirt  auch  2.  Ist  nun  von  einer  bestimmten  Stelle  an  das  Verhältniss 
zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  gm-k-v '  gm  ein  echter  Bruch,  und  bezeichnet 
x  einen  echten  Bruch,  der  grösser  ist,  als  der  grösste  Werth,  den  das  Verhältniss 
gm-^\  '-  gm  annimmt,  so  ist 

gm-^\    <    gm  '  X, 

gm-\'2    <    gm-\-\  -  X   <.    g,„  -  X^  , 

^w+s  <  ^w+2  •  X  <.  g^  '  x^  ,  ,  ,  ,  , 

Wenn  man  nun  in  1.  und  3.  a  durch  ^^  ersetzt,  so  erkennt  man,  dass  die 
Glieder  der  Reihe  2.  von  g^-k-i  an  kleiner  bleiben,  als  die  gleichstehenden  Glieder 
der  Reihe  1.  Hieraus  folgt:  Wenn  das  Verhältniss  zweier  auf  einander 
folgenden  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  kleiner  bleibt  als  ein  gegebener  echter  Bruch,  so  ist  die 
Reihe  convergent. 

Wenn  der  Quotient  gm+i'gm  mit  m  wächst,  so  hat  man,  um  dieses 
Kriterium  anwenden  zu  können,  nachzuweisen,  dass 

lim(^m-^\'>gm)  <  1. 
Geht  man  davon  aus,  dass  die  Reihe 

4.  ax  -h  ax^  -+-  ax^  -h  ax^  -+-.... 

für  ^  >  1  divergirt,  so  ergiebt  sich  auf  ganz  ähnliche  Weise:  Wenn  das  Ver- 
hältniss zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  einer  unendlichen 
Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  an  grösser  ist  als  die  Einheit,  so 
divergirt  die  Reihe.  Nimmt  gm-\-\»gm  niit  m  zu,  so  ist  die  Reihe  diver- 
gent, wenn 

lim {gm+\  :gm)  >  \' 
Wenn  das  Verhältniss  ^«+i :  gm   die  Einheit  zur  Grenze  hat ,    so  sind  die 
obigen  Schlüsse  nicht  mehr  anwendbar;  in  diesem  FaWe  mus^  tci^jv  ^\^  not^^^- 

ScHiäOnnifn  HtwffifwA  dtr  Maffcmnafilr.    Bd.  II.  <^^  . 
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legte  unendliche  Reihe  mit  einer  Reihe  vergleichen,  die  schwächer  conveigiit 
oder  divergirt,  als  die  Reihen  1 .  iind  4.,  d.  i.  deren  Glieder  langsamer  abnehmen 
als  in  1.  oder  bez.  langsamer  zunehmen,  als  in  4. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Reihe 

.  1        J_        ±        ±        J_        J. 

^*  ^  "^  21*  "^  31*  "^  41*  "^  51*  "^  6i*   "^  •  *  • 

Nimmt  man  das  2.  und  3.,  das  4.,  5.,  6.  und  7.,  das  8.  bis  mit  15.,  das  16. 
bis  mit  31.  Glied  u.  s.  w.  zusammen,  und  bemerkt,  dass 

2i*  "^  3»*  "^        2j*  '       41*  "*"  51*  "^  6«*  "*"  7i*  ""^         4i*  ' 


•  •  ■  • 


81*  ^  9ji  ^  •  •  •  ^   15ji  ^  "     81*' 
so  erhält  man 

^  "*"  2«*  "^  3i*  "^  •  '  '  ^       "^  2i*  "^  4i*  "^  81* 


mithin  kleiner  als 


1  4- 


1 


2i*-i        4i*-i        8i*-i 
Schreibt  man  hierfür 

^  "^  2i^  "^  V2i^/  "^  V2Fi/  -f-  .  .  .  .  , 

so  erkennt  man,  dass  diese  Reihe,  und  mithin  auch  6.  convergirt,  sobald  |i  >  1, 
und  divergirt,  sobald  fi  <  1. 

Um  auch  über  den  Fall  |x  =  1,  also  über  die  Reihe 

1-4-iH-l-hJ-h.... 
zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass 


In  dieser  Weise  die  Glieder  zusammenfassend,  erhält  man  unendlich  viele 
Gruj)pen  von  Gliedern,  deren  Summe  grosser  als  ^  ist;  folglich  ist  die  Summe 
der  Reihe  unendlich  gross,  die  Reihe  also  divergent. 

7.    Die  Reihe 
1.  l-f-i-Hi-Hi-f-i^-... 

divergirt  nur  schwach  und  liefert  daher  ein  verwendbares  Merkmal  fiir  die 
Divergenz  einer  Reihe.  Man  erhält  hieraus:  Wenn  das  Produkt  n^n  von 
einer  gewissen  Stelle  an  abnimmt  und  sich  einer  Grenze  nähert,  die 
von  Null  verschieden  ist,  so  divergirt  die  Reihe 

i^,   -h  ^2  -+-  ^3  H-  ^4   -»-  •  •  • 
Näliert  sich  das  Produkt  nq„  der  von  Null  verschiedenen  Zahl  Jk,  so  müssen 

von  einer  gewissen  Nummer  m  an  die  Ungleichungen  bestehen 

mg^      >  k,     daher    ^«.      >       -      -  k, 

{m  -h  1)  q„fhi  >  k,         „        qm-^\  >  ^_^i  '  ^' 

(;//  -f-  2) ^,„+2  >  ^,         ,f        qm^2  >  ^,^2  *  ^ ' 
Hieraus  folgt 
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Die  Reihe  1.  lehrt,  dass  der  Klammerinhalt  unendlich  gross  ist;  da  nun  k 
nach    der  Voraussetzung    nicht  unendlich  klein  ist,    so  ist  q^  -h  qm-k-i 
unendlich  gross,  und  daher  die  vorgelegte  Reihe  divergent. 

Bei  der  Reihe 

1   -H  i  -+-  i  -+-  +.4-  .  .  . 

daher  divergirt  die  Reihe. 

Ebenso  erfahrt  man,  dass  die  Reihen 

1-hiH-    \    4-^-h^-+-..., 
1-+-*-+-   i   -^-A-+-lV-+-•••' 

überhaupt  alle  Reihen  von  der  Form 

1111  1 


a        a-^-b        a-^-^b       a-hdb        a-h4:b 

divergiren;  denn  es  ist 

,.  ,.  w  11 

lim  mq^  =  Itm  — —-7 tt-t  =  Itm 7 =  t  » 

a-^{m  —  1)^  a  —  b  b 


m 
und  daher  von  Null  verschieden,  wenn  a  und  b  endliche  Zahlen  sind. 

8.    Wenn  lim  ^«^-i  :  ^»  =  1 ,  so  führt  der  Vergleich  der  unendlichen  Reihe 

^1  -h  ^2  -+-  ^3  -+-  ^4  -♦-  •  •  •  • 
mit  der  geometrischen  Reihe  zu  keiner  Entscheidung  über  die  Convergenz  oder 

Divergenz.     In  einigen  dieser  Fälle  ftihrt  der  folgende  Satz  zum  Ziele:    Ist  von 

einer  bestimmten  Stelle  «  =  ;w  an  das  Produkt 

-  (■  -  '-r) 

grösser  als  die  Einheit,   so  convergirt  die  Reihe;    ist  es  kleiner  als 
die  Einheit,  so  divergirt  die  Reihe. 

Im  ersten  Falle   kann  man  einen  unechten  Bruch  k  wählen,    so  dass  die 
Ungleichungen  gelten 


m 


(•-'ir)>*'  ("-'('-£?>'■ 


Aus  der  Ungleichung 


schliesst  man  die  folgende 


("•+^)0-J^J>* 


.(.- 


^n  ) 


qn-if\     ^  «  —  k 


qn  n 

Wendet  man  dies  der  Reihe  nach  ftir  die  Werthe  n  ^=  m,  iw-f-l,  m  -h  2, 
w  -h  3,  .  .  .  .  an  und  multiplicirt  die  ersten  zwei,  die  ersten  drei,  die  ersten 
vier  ....  der  so  erhaltenen  Ungleichungen,  so  erhält  man 

^m+i       m—'k      qm+2       {m  —  k){m-'  k-k-Vj 
qm  tn      '      qtn  m(^m  4-  1)  ' 

^^-4-8      {m^k){m—k-^\){m—k'\-'i)      q^^       (m—k)(m—k-+-lXm'-k-h2)(m—k-hS) 
q^  m{m-hl)(m'{-2)         '      q^  m(m  ■+■  1  {m  ■+- 2)  {m -h  3) 


•       •      • 


k. 
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Hieraus  ergiebt  sich 

\m—k      (m  —  k){m  —  k-{-  1)      {m  — k){m  — k  ^  Vjjm-' k -^2)  1 

'^^'"[~^~~*"  ;«(/// -f-l)  "^       "'      i«(»»4-l)(w-h2)  -»-•••]. 

Da  >&  nach  der  Voraussetzung,  ein  unechter  Bruch  ist,  so  ist 

m  —  k  <.  m  —  1 , 
daher  convergirt  die  in  der  Klammer  enthaltene  unendliche  Reihe  (vergl.  No.  4), 
mithin  auch  die  vorgelegte  Reihe 

Ist  hingegen  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  m  an  das  Produkt 

beständig  kleiner  als  die  Einheit,  so  kann  man  einen  echten  Bruch  k  immer 
so  wählen,  dass  die  Ungleichung  gilt 

Hieraus  schliesst  man 

fn+i        n  —  k 
qn  n      ' 

und  dann  wie  oben  weiter,  dass 

qm-\-\      m^k     q,„^2      (m--k)(m--_k_^l)     q,„^^      {m—k){m^k'^  lX«g— ^4- 2) 
q,„    ^     PI     '      qm  m(m-h\)         '      qm  m(m -i- 1)  (m -h  2) 

Daher  ist 

qm-^i  H-  qm-^2  -I-  ^i«+3  -+-  qm+4  -+-.... 

Vm  —  k      {m  -^k)(m  —  k-h  1)       (m  —  k)  (;//  —  k -h  \){m -- k -h^)  ] 

^^'^l     m      "^  m{m-hl)  "^  w  (w  4- 1  (w  4- 2)  "^••J- 

Da  k  hier  ein  unechter  Bruch  ist,  so  ist 

m  —  k  >  m  —  1  , 
daher  divergirt  die  in  der  Klammer  enthaltene  Reihe,  und  um  so  mehr  die  vor- 
gelegte Reihe. 

Nimmt  das  Produkt 

von    einer    bestimmten    Stelle    an    beständig    zu    oder    beständig    ab,    und  ist 
Um  n\\  —  VL±^  j  -_.  1  ^  so  liefert  der  soeben  bewiesene  Satz  keine  Entscheidung 

\        q»  ) 

über  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe;   auf  die  Untersuchung  solcher 

Fälle  können  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 
Beispiel.     Die  Reihe 
x_        J_    ^         1_^    x^         1  -S'ö    ^        1  -  3  '  5  '  7     x^ 
T"^2'    3    "^2.4*    5'^2.4.6*    7    "^2-  4-6. S  *    9    "^  *  ' 

liefert  für  den  Quotienten  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder 

qn     ""  (2«  — 2)  (2//—  1)       • 
Der  vor  .r^  stehende  Faktor  ist  kleiner  als  Eins,  nimmt  beständig  zu,  wenn 
;//  wächst  und  hat  flir  ein  unendliches  m  den  Grenzwerth  1.     Ist  nun  jt  <  1,  so 
ist  daher  fiir  alle  Werthe  von  n 

qn^\         . 

qn     ^  ^' 
und  dalier  die  obige  Reihe  convergent;  ist  .r  >  1,  so  ist 
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und  daher  divergirt  die  Reihe.  Für  ^  =  1  erhält  man  aber  auf  diesem  Wege 
keine  Auskunft.  Wendet  man  das  soeben  entwickelte  Verfahren  an,  so  erhält 
man  ftir  jc  =  1  nach  einfacher  Reduction 

Der  Grenzwerth  dieses  Bniches  ist  |;  folglich  convergirt  die  vorgelegte  Reihe 
auch  noch,  wenn  x  •=  \  ist. 

9.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  über  die  Convergenz  und  Divergenz 
von  Reihen,  deren  Glieder  nicht  sämmtlich  positiv  sind. 

Hier  kann  man  zunächst  von  folgendem'  Satze  Gebrauch  machen,  dessen 
Richtigkeit  ohne  Weiteres  erhellt:  Eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  convergirt,  wenn  die  aus  den  absoluten 
Werthen  der  Glieder  gebildete  Reihe  convergirt.  Die  Reihe  kann  aber 
auch  dann  noch  convergiren,  wenn  die  aus  den  absoluten  Werthen  gebildete 
Reihe  divergirt. 

10.  Wenn  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  einer  unendlichen 
Reihe  ungleiche  Vorzeichen  haben,  und  die  absoluten  Werthe  der 
Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  an  beständig  bis  zur  Grenze 
Null  abnehmen,  so  ist  die  Reihe  convergent. 

Die  Reihe  sei 

^1  —  ^2  -♦-  ^8  —  ^4  -+-  ^5  —  ^6  -♦-  ^7  —  ^8  -+-  •  •  • 
es  seien  ^^  q^^  q^  sämmtlich  positiv  und 

qm  >  qm+\  >  ^«4-2  >  qm+^  >  .  .  .  . 

Setzt  man  alsdann 
^1  =  qm, 

^S    ==    ^m    —    (qm-hl  —  ^»»+2)  I 

^5    =    ^«    —    (^«+1  —  ^m+2)    —    (^m-k-Z  —  ^«+4)  , 

Sj    =   qm    —   (qm+l  —  qm-i'2)   —    (^/«4-3  —  ^m-H)   —    (^»»4-5  —  ^«H-ß)  , 


sowie      S2  =  qm  —  qm-^1, 

S^    =    qm    —   qm-hi    4-    (qm-k-2  —  ^m-hZ)  » 

Sß    =    qm    —    qm-k-l    -h    (^/«-+-2  —  ^«-KS)    -+-    (^wH-4  —  ^m+b)  1 


so  ist,  da  qr  —  qr-hi  ^^^  Voraussetzung  nach  für  jedes  r  >  m  positiv  ist 

■^1     ^    "^8    ^    "^6    ^    -^T    ^    "^9      >    •    •    • 

und  Jj  <  ^4  <  ^ß  <  Jg  <  SyQ  <  .  .  . 

Dabei  ist  Sy   >  s^  ^      -^ 3  >  «^4  *      -^ 5    >  -f « >  •  •  • 

Da  nun 

so  folgt,  dass  die  abnehmenden  Grössen  jj,  jjj,  j^,  s^  ,  ,  ,  sowie  die  zunehmenden 
•^2»  •^4'  "^6'  "^8  •  •  •  derselben  endlichen  Grenze  sich  nähern,  die  kleiner  als  jedes 
s^^  und  grösser  als  jedes  ^2/— 1  ^^^*  ^ird  diese  gemeinsame  Grenze  mit  S  be- 
zeichnet, so  ist 

5  =  ^j  —  ^j  -h  ^8  —  ^4  -f-  ^5  —  ^g  4- 

Dieser  Satz  zeigt,  dass  die  Reihe 
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convergirt,  obgleich  die  Reihe  aus  den  absoluten  Werthen  divergirt.    Die  Summe 
der  Reihe  liegt  z.  B.  zwischen 

d.  i.  zwischen  ^  und  ^. 

11.  Wenn  der  Grenzwerth  der  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  Reihe 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  7  ist,  und  im  Uebrigen  dieselben  Voraussetzungen 
gelten,  wie  beim  vorigen  Satze,  so  hat  die  Reihe  keinen  bestimmten  Grenzwertlt 

Man  hat  nämlich  auch  jetzt  wieder 

Xj    <    ^3    <    Jg    <    5j    <   5j     ... 
^2    >    -^4    >   -^6    >   -^8    ^   "^10    •    •    • 
Wnd  ^Mh^-l  —  V    =   ^^'^^«,+2/-!  • 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung 

so  folgt,  dass  die  Summen  j^,  53,  ^5  .  .  .  und  Xg»  «^4»  -^e  •  •  •  ^^^  t^^  verschiedenen 
Grenzen  nähern,  deren  Unterschied  7  ist.     Die  unendliche  Reihe 

^1  -;-  ^«  -*-  ^8  —  ^4  -+■  ^5  —  ^6  -^-  •  •  •  • 
liefert  also  zwei  endliche  um  7  verschiedene  Werthe,  je  nachdem  man  sie  bei 

einer  ungeraden  oder  einer  geraden  Gliederzahl  abbricht 

12.  Eine  Reihe,  deren  Glieder  ungleiche  Zeichen  haben,  kann  verschiedene 
Summen  geben,  wenn  man  die  Anordnung  der  Glieder  ändert;  es  kann  selbst 
der  Fall  eintreten,  dass  die  Reihe  bei  einer  gewissen  Anordnung  der  Glieder 
convergirt,  bei  einer  andern  divergirt.  Wenn  die  aus  den  positiven  Gliedern 
gebildete  Reihe,  sowie  die  aus  den  negativen  Gliedern  gebildete  einzeln  divergiren, 
so  ist  es  doch  möglich,  dass,  wenn  man  in  einer  bestimmten  Weise  zwischen  die 
positiven  Glieder  die  negativen  einstreut,  der  Grenzwerth  von 

^1   -^-  ^2  -+-  ^8  -*-  •  •  •  •  -H  ^«, 
der   als    der  Grenzwertli    der  Differenz    zweier   unendlich  wachsenden  Summen 

aufgefasst  werden  kann,  einen  endlichen  Betrag  hat,  während  bei  einer  andern 

Anordnung,    bei    welcher    unter    den    ersten    n    Gliedern    eine   grössere    Anzahl 

positiver  oder  negativer  Glieder  sich  finden,  der  Grenzwerth  positiv  oder  negativ 

unendlich  oder  auch  von  einem  andern  endlichen  Betrage  sein  kann,  als  bei  der 

ersten  Anordnung.     Die  Reihe 

in  welcher  je  zwei  folgende  Glieder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  ist  nach  No.  9 
convergent;  ihre  Summe  beträgt  /2  (§13,  No.  7).  Ordnet  man  die  negativen 
Glieder  so  an,  dass  man  hinter  je  zwei  positive  ein  negatives  einschaltet,  vom 
grössten  an  absteigend,  so  entsteht  die  Reihe 

•s'  =  (1  +  i  -  i)  +  a  + 1  -  i)  -+-  (i  +  tV  -  i)  + 

5'  ist  dann  der  Grenzwerth  von 

s.:  =  (1  +  i  -i)  +  (l  +  i_ i)  +  .  .  .  +(^3  +  4^-4^). 

während  ^  der  Grenzwerth  ist  von 

^      /,    j    1^   j_\    /i    j^    1    i\  ( ^ i_      1       n 

Hieraus  folgt 

nm{S^  -  s,.)  =  l':(r~-^  +  i^  -  0)  =  C  C^-L^  -  Pi 

^  '         1  \\n  —  2       4«        2«/  1  V4«— 2       4«/ 

""2        4"^6        8"^ 2' 

und  daher  hat  man  S^  =  ^S , 
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Wir  begnügen  uns  damit,  hierüber  folgenden  Satz  nachzuweisen:  Wenn 
eine  convergente  Reihe  nur  positive  Glieder  hat,  oder  wenn,  falls 
die  Glieder  mit  ungleichen  Vorzeichen  behaftet  sind,  die  aus  den 
absoluten  Werthen  der  Glieder  gebildete  Reihe  convergirt,  so  ist  die 
Reihensumme  von  der  Anordnung  der  Glieder  nicht  abhängig. 

Die  vorliegende  Reihe  sei 

1.  ^  =  ^1   H-  4^2  -+-  ^8  -^-  ^4   -^-  i^5  -+-  •  •  •  • 
Durch  andere  Anordnung  der  Glieder  entstehe 

2.  ^'  =  ^/  -H  i^^  -h  ^A  -H  ^,  -h  ^*  -h  .  .  . 
Femer  sei  S,t  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  in  1.,  also 

Sh  =  ^i   -H  ^2  -f-  ^3  4-  .  .  4-  ^«  . 
In  der  Reihe  S'  gehe  man  bis  zu  einem  solchen  Gliede  ^r  vorwärts,  dass 
in  der  Gruppe 

*S^r'    =    ^/   -+-    ^^   -h    ^A    4-    .    .    .    H-    ^r 

alle  Glieder  von  Sn  vorhanden  sind;  ausser  diesen  Gliedern  enthält  dann  Sr 
noch  andere  Glieder,  deren  Indices  alle  grösser  sein  müssen,  als  n\  die  Summe 
dieser  Glieder  sei 

^x  4-  ^^  -H  ^«  -h  .  .  .  . 
Alsdann  ist 

Sr     «S«    =    ^:r    4-    ^^    4-    ^z    4-    .    .    . 

Nähert  sich  nun  n  dem  Grenzwerthe  00,  so  nähert  sich  auch  r  dieser  Grenze ; 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  von  ^x,  ^^,  ^a,  .  .  .  ist  nur  ein  Theil  der 
Summe  der  absoluten  Werthe  der  Glieder  der  Reihe  5,  deren  Index  grösser  als 
n  ist,  also  nähert  sich 

^^    4-   ^^   4-   ^x  .    .    .    . 

dem  Grenzwerthe  Null;  daher  haben  wir 

S  —  5'  ==  /imSM  —  limSr   =  lim{Sn.  —  -^r')  ^  0 , 
folglich  5=5'. 

In  dem  obigen  Beispiele  ist  die  Voraussetzung  des  Satzes  nicht  erfüllt,  denn 
die  Reihe  der  absoluten  Werthe 

l4-i4-i4-i4-i4-... 
ist  divergent 

13.    Addition  unendlicher  Reihen.    Wenn  die  unendlichen  Reihen 

^  =  /i  -♦-  /s  -+-  /s  -^-  /i  -♦-•••  > 

C  =  ^1   4-  ^2  4-  ^8  -♦-  f  4   -+-  •  •  • 
convergiren,  und  man  streut  zwischen  die  «Glieder  derersten  Reihe 

^1   4-'/,   4-  ^3   4-  ...   4-  ^« 
die  r  Glieder  der  zweiten 

^1   4-  ^2  "^"  ^8   "♦"•••-+"  ^'' 
so,  dass  mit  n  auch  r  unendlich  gross  wird,  so  erhält  man  eine  neue 

convergente  unendliche  Reihe,  deren  Summe  P -\-  Q  ist. 

Bezeichnet  man  die  neue  unendliche  Reihe  mit  S  und  die  Summe  der  ersten 

«  4-  r  Glieder  mit  Sn+rt  so  ist 

<Sn+r    =    Ä    4-    Qr  « 

Werden  n  und  r  unendlich  gross,  so  gehen  Pn  und  Qr  in  P  und  Q  über, 
und  man  hat  daher 

S  =  />4-  Q. 

Denkt  man  sich  P  und  Q  aus  gegebenen  Reihen  durch  Multiplication  mit 
endlichen  Faktoren  a    und  d   entstanden,    so   erkennt   man,    dass   der   soeben 
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gegebene  Satz  auch  auf  die  Bildungen  F—  Q,  aP-i-  bQ  anwendbar  ist  Nach- 
dem man  aus  den  convergenten  Reihen  aP  und  bQ  die  convergente  Reihe 
aP  -\-  bQ  erhalten  hat,  kann  man  auf  diese  Reihe  und  eine  neue  S  den  Satz 
wieder  anwenden  u.  s.  f.;  dadurch  gelangt  man  zu  der  Bildung 

aP  ^  bQ  -h  cS  -¥  dT  ^  ,  ,  .  , 
jedoch   mit  der  ausdrücklichen  Einschränkung,    dass  die  Anzahl  der  zu  einem 
Aggregat  verbundenen  unendlichen  Reihen  nicht  eine  unendlich  grosse  sein  darf; 
ein  solcher  Fall  müsste  vielmehr  besonders  untersucht  werden.*) 

14.    Multiplication    von  Potenzreihen.     Auf  die  convergenten  unend> 
liehen,  nach  steigenden  Potenzen  einer  Variabein  x  fortschreitenden  Reihen 

1.  />  =  ÖQ  -H  a^x  -h  a^x^  H-  öj^*   H-  .  .  . , 

2.  Q  =z  b^  -h  b^x  -h  b^x^  -H  ^3^»   -f-  .  .  . 

wollen  wir  die  gewöhnlichen  Multiplicationsregeln  anwenden  und  das  Resultat 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  ordnen;  wir  erhalten  dann  eine  neue  Potenz- 
reihe,  und  es  ist  nun  zu  entscheiden,  ob  die  Summe  dieser  Reihe  gleich  dem 
Produkte  PQ  ist.  Durch  Multiplication  der  Reihen  1.  und  2.  erhält  man  eine 
Reihe  5,  deren  allgemeines  Glied  ist 

3.  ^«4-1  =  {a^bu  -+-  a^bn-i  4-  a^bn-i  4-  .  .  .  H-  a«^Q).r«. 

Durch  Multiplication  der  ersten  //-hl  Glieder  der  Reihen  1.  und  2.  entsteht 
das  Produkt 

^h-^\Qh-^\  =  öfo^o  -+-  (^1^0  -^  ^o^\)^ 

-h  («2^0  -+-  ^1^1  H-  <^o^i)x^ 


4. 


-t-  (öf«^o  -^  ^H-ibi  4-  .  .  4-  a^bn-i  4-  a^b^yx^ 
-f-  {a„b^  H-  d!«-i^2  4-  ...  4-  Äi^«):c«-+-l 
4-  {anb^  4-  ^«-1^8  4-  .  .  4-  a^b„)x*'-*-^ 


4-   anbuX^''. 
Diese  ersten  «4-1  Glieder  dieses  Produktes  stimmen  der  Reihe  nach  mit 

•^11       ^*Jf       ^:Hf       ^it       ^s ^n-^i 

Überein.     Setzen    wir   nun    voraus,    dass    die    Reihen  P  und   Q    uur    positive 
Glieder  enthalten,  und  setzen 

»^«4-1   =  ^1  4-  ^2  "*"  "^3  ^~   •   •   •   "^  -^«-+-1 
so  ist 

Die  Glieder,    welche  in  4.    auf  das  {n  4-  l)te  folgen,    sind  kleiner  als  die 
Gheder 

folglich  ist 

Vertauschen  wir  in  5.   //  gegen  2«,  so  erhalten  wir  im  Verein  mit  fi.  die 
Begrenzung 

p2n-\-l  Ö2«4-l    >    •^'2«-»-l    >    -^«4-1  Qn-^l  ' 

Für  ein  unendlich  wachsendes  n  wird 

/mP2u-^iQ2H-\-i  =  iimPn^iQH^i  =  PQ,       /im  S^n+i  =  S; 
daher  folgt 
S  ^  PQ. 

*)  Vcrgl.  ScHLOEMiLCH,  Compcndium  der  höheren  Analysis,   i.  Bd.,  §  43. 
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Wenn  man  daher  zwei  convergente  Potenzreihen  mit  positiven 
Gliedern  multiplicirt,  und  das  Produkt  nach  steigenden  Potenzen 
der  Variabein  ordnet,  so  erhält  man  eine  convergente  Potenz- 
reihe, deren  Summe  das  Produkt  der  Summen  der  beiden  gegebenen 
Reihen  ist. 

Wenn  in  den  Reihen  P  und  Q  positive  und  negative  Glieder  mit  einander 
abwechseln,  und  die  Reihen  aus  den  positiven  sowie  die  aus  den  negativen 
Glieder  einzeln  convergiren  (oder  wenn,  was  damit  gleichbedeutet,  die  Reihen 
der  absoluten  Werthe  convergiren),  so  kann  man  die  Ordnung  der  Glieder  in 
P  und  Q  dergestalt  ändern,  dass  man  P  und  Q  als  Differenzen  je  zweier  Reihen 
auffasst,  deren  Glieder  positiv  sind, 

p  =  IT  ^  U'\      Q  =.  \r  —  \r\ 

Auf  die  Reihen  U\  U'\  J^ ,  F"  kann  man  die  Multiplicationsregel  an- 
wenden.    Aus  den  Produkten 

crr,     u'r\     ^"r,     ^'T', 

erhält  man 

5  =  u'r  —  irr'  —  u''v^  u"  v  =  {U'  —  6^") (^  —  ^'); 

folglich  ist 

S  =PQ, 

Bei  Potenzreihen  mit  wechselnden  Zeichen  gilt  also  die  Multi- 
plicationsregel, wenn  die  Reihen  der  absoluten  Werthe  convergiren. 

15.  Differentiation  unendlicher  Reihen.  Wenn  die  Glieder  einer 
unendlichen  Reihe  eine  unbestimmte  Grösse  x  enthalten  und  die  Reihe  für  alle 
zwischen  gegebenen  Grenzen  liegenden  Werthe  von  x  convergirt,  so  ist  innerhalb 
dieser  Grenzen  die  Summe  der  Reihe  eine  Function  von  x.  Bezeichnen  wir  die- 
selbe mit  S{x)  und  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  mit  <p(jc,«),  so  ist 

1.  Six)  =  (p(^,    1)  4-  <p(^,  2)  -h  <p(:r,  3)  H- 

Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Bedingungen  man  aus  dieser  Gleichung 
auf  die  durch  Differentiation  gewonnene  schliessen  darf 

S\x)  =  <p'(^,   1)  -f-  <p'(^,  2)  -h  <p'(jc,  3)  -h  .  .  . 
Denn  wenn  auch   für  eine  endliche  Anzahl  Summanden  aus  der  Gleichung 

»S  =  9j   4-  ^2   "^  •  •  •  "^  ?« 
auf  die  Gleichung 

geschlossen  wird,  so  kann  doch  nicht  behauptet  werden,  dass  dieser  Schluss  auf 
eine  Summe  aus  unendlich  vielen  Summanden  ausgedehnt  werden  kann. 

Wenn  x  -\-  h  den  Convergenzbereich  der  Reihe  1.  nicht  überschreitet,  so  ist 

2.  S{x  -f-  h)  =  ^{x  -h  //,   1)  -4-  ^{x  -r  ^,  2)  H-  <p(jc  -h  ^,  3)  -h  .  .  . 
Zieht  man  hiervon  die  Reihe  1.  ab  und  setzt  nach  §  13,  No.  3,  5 

h 
so  erhält  man 

^  ^A^J^)-A^)  ^  ^^(^,  1)  ^  ^'(,,  2)  .+.  ^'(^,  3)  4-  . . 

-+-  \h{fj^'\x  -f-  »i//.   1)  H-  (p"(^  -+-  ^^h,1)  -f-  i\x  4-  »3//,  3)  H-  .  .  .]. 
Wenn  die  in  der  Klammer  eingeschlossene   Reihe   —   auch   ftir  einen  ver- 
schwindenden Werth  von  h  —  gegen  einen  endlichen   Grenzwerth  R{x^  h)  con- 
vergirt,  so  nähert  sich  das  Produkt  hR{x,   h)   mit  h  zugleich   der  Grenze  Null; 
man  erhält  daher  aus  3. 


=  ?'W  -^-  i'^?"(-^  -H  ö'^),     0  <  d  <  >^, 
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Dies  ergiebt:  Wenn  für  den  Werth  x  die  Differentialquotienten 
<p'(^,  n)  und  <p"(jK',  «)  endlich  und  stetig  sind  und  wenn  die  Reihe 

^(jc,  h)  ~  ^'\x  4-  b^h,   1)  -f-  <p"(jt  -+-  ^^h,  2)  -f-  (p"(a:  4-  %^h,  3)  -h  .  .  . 
für    ein    hinlänglich    kleines    positives  h    und    für   positive    echt  ge- 
brochene d  convergirt,  so  folgt  aus  der  convergenten  Reihe 

S{x)  =  (p(^,  1)  -h  <?(jf,  2)  -h  <p(a:,  3)  -h  .  .  . 
die  neue  convergente  Reihe 

^^  =  t'(*.  1)  +  ?'(*,  2)  +  9'(*.  3)  -H  .  .  . 
16.    Als  Beispiel  betrachten  wir  zunächst  die  Potenzreihe 

ir8  i^S  -Y»7  -»«S 

Das  allgemeine  Glied  derselben  ist 

S{x,  n)  =  (-  l)«-! .  ^^ ; 
hieraus  folgt 

^(or,  ^)  =  —  2  (jc  -h  Og^)  -h  4  (a:  4-  »3^)»  —  ^{x  4-  d^^)«^  H-  8(ji:  4-  %^hy  .  .  . 

Die  Reihe  der  absoluten  Werthe  ist 

2(ä  4-  d,^)  4-  ^{x  4-  »8^4)«  4-  6(jt:  4-  b^hy  4-  .  .  .  . 

Setzt  man  für  die  b  den  grössten  Werth,  nämlich  die  Einheit,  so  erhält  man 
eine  Reihe,  welche  convergirt,  so  lange  —  1  <  (^4-^)<4-l;  es  convergirt 
daher  auch  R{Xf  h)\  folglich  ist  der  DifTerentialquotient  von  S{x)  gleich  der 
Summe  der  Differentialquotienten  der  einzelnen  Reihenglieder 

,^    ^   =    1  —    ^2   _,_  jc4   _    ^6   _|.  ^8   _    .    .    . 

dx 

Die  Summe  der  rechts  stehenden  Reihe  ist  bekanntlich  1  :  (1  4-  x^)\   man 

hat  daher 

dS{x)  1 


Da  nun  auch 


so  folgt,  dass 


dx       "■    1     4-    AT« 

d  arc  lang  x  1 


dx  1   4-  :r2  ' 

d{S  —  arc  tang  x) 


dx 
dass  also  5  —  arc  t^ng  x  gleich  eine  von  x  unabhängige  Constante  a  ist.     Man 

kann    dieselbe    bestimmen,    indem    man    für    einen    geschickt    gewählten  Werth 

X  ^=.  x^  die  Differenz  S^  —  arc  tang  x^  berechnet;  setzt  man  z.  B.  x^  =0,  so 

erhält  man  S^  ^=-  0,     arc  tang  x^  =  ü,  und  hieraus  folgt  a  =  0.     Daher  ist 

X  X**  X '  JC  * 

arc  tang  x  =  x  —  ~Q~"+~"r  —  f  ~^  ~ö *  •  *  '  —  l'^"^^"+"   ^• 

Für  jc  =  4-  1  folgt  hieraus  eine  zur  Berechnung  von  1:  brauchbare  Formel 

17.     Die  Reihe 

—  ^        1  ^       ^  •  ^    ^        1-3-5    x'^ 
'*'  —  T  "*■  2  T  "^237  *  T  "^  2.4-6 
convergirt  für  —  l<jc<4-l. 
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Das  allgemeine  Glied  ist 

1  »  3  '  5  .  .  .  (2n  —  3)       x^^-^ 

^(•*'  ""^  =  2-4.6  ..  .  (2«^2)  '  2^~T- 
Hieraus  folgt 

„,        ,  1-3  ...  (2«  — 3)         ,     , 

Die  Reihe  R  {x^  h)  wird  bei  positiven  Werthen  von  x  vergrössert,  wenn  man 
=t>2  =  .  .  =  4-   1    setzt.     Für  den  Grenzwerth  des  Quotienten   zweier  auf 
landerfolgenden  Glieder  ergiebt  sich  unter  dieser  Voraussetzung 

^{x  -\-  hy  n)  2 «  —  2  ^  ^ 

Folglich   convergirt  R{Xf  h)  sobald  ^*  <  1;    innerhalb  dieser  Grenzen  ist 

her 

dS{x)   _  ]_     ^         LJ     4         1  '  3-  5        g 

dx      -  ^  ^  ^"^     "^2-4^    "^2.4.6*^ 
Nun  ist  nach  dem  binomischen  Satze  (§  13,  No.  6) 

=   1    -h  2r^^   -H  ir—T  JC*   4-  .  .  . 


yT^^  2       '2.4 

Daher  haben  wir 


Da  nun  auch 


folgt 


dS^ 1 

darcsinx  1 


dx 


ix^ 


S  —  arc  sinx  =  a , 
)   a  einer  von  x  unabhängige  Constante  bezeichnet.     Setzen  wir  j;  =  0,    so 
rd    *S"  =  0    und    arc  sinx  =  0;    folglich    ist    auch  a  =  0.     Dies  ergiebt  die 
ch  für  x^  =  1  convergente  Reihenentwicklung 


X         \     x^         1  •  3     ^^         1  .  3  •  5 
arcsmx-   1   +   2  '   3    ^  2  •  4  "    5    ^  2  •  5  •  6 

^7 

7 

—    1    <   AT    <    -f-     1. 

Für  X  —  -^  \  folgt 

TT         1          11         1.31         1.3-51 
2""l"^2'3'^2.45"^2.4.6     7 

H- 

•       ■       • 


ne    nur    schwach    convergirende  Reihe.     Für  jt  =  ^  ergiebt  sich   die  rascher 
invergirende 

r  1  1  1  1.3  1  1.3-5  1 


6'"2^2  3-23  ^2.4  5-2»  ^2.4-6  7.2^ 
18.  Wenn  man  zur  numerischen  Berechnung  einer  Irrationalzahl  (z.  B.  von 
r,  Logarithmen,  Sinus  oder  Cosinus  bestimmter  Bogen)  eine  unendliche  Reihe 
r  Verfügung  hat  und  die  gesuchte  Zahl  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmt 
srden  soll,  so  ist  die  direkte  Verwendung  der  Reihe  oft  insofern  sehr  lästig, 
s  man  zur  Erreichung  grosser  Genauigkeit  nicht  selten  eine  sehr  grosse  Anzahl 
)n  Gliedern  der  Reihe  berechnen  und  addiren  muss.  Für  solche  Fälle  ist  es 
srthvoll,  eine  Methode  zu  besitzen,  welche  die  Reihensumme  bis  auf  eine  grosse 
enauigkeit  rascher  gewinnen  lehrt,  als  dies  durch  direkte  Summation  erfolgen 
)nnte*). 


*)  Kummer,  Eine  neue  Methode,  die  numerischen  Summen  langsam  convergirender  Reihen 
finden.  Crelle's  Journal,  Bd.   16,  pag.  206,   1837. 
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Die  unendliche  Reihe 

•^  =  ^1    -H  ^a  -H  ^3   -h  .  •  .  4-  ^«  -f-  ^«+1  4-  .  .  . 
theilen  wir  in 

Sft  =  ^x   -h  ^2   "♦"•••"<"  ^« 
und  Ä  =  g^^i  -h  ^«4-2  4-  .  .  .  .; 

wir  nehmen  an,  dass  5«  durch  direkte  Summation  der  darin  enthaltenen  Reihen- 
glieder gefunden  sei  und  suchen  einen  angenäherten  Werth  des  Restes  I^.  Hier- 
zu bestimme  man  die  beiden  Functionen  ^(«)  und /(«)  so,  dass 

1.  lifn^(n)  .  ^«  =  0, 

2.  Iim/(n)  =   1 , 

3.  /(«)  =  /V  ^W  -  ?C«-H1). 

5ir«+l 

Es  wird  sich  später  zeigen,  wie  sich  <p  und  /  diesen  Bedingungen  entsprechend 
bestimmen  lassen.     Aus  den  Gleichungen 

/(«)^«+i  =  T(«)^«  —  tC«H-  1)^«-ki, 
/(«  -h  1)  qn-\-2  =  ?(«  4-  1)  ^«4-1  -T  ?(«  4-  2)  ^«+2  , 
/(«  -f-  2)  ^«4-3  =  ?(«  -+-  2)  qn+2  —  9(n  -+■  3)  ^«+3  , 


/(«  4-  k)  gn+k+i=  ?(«  4-  ^)  g„+k  —  ?(«  4-  it  4-  1)  ^«+*-|-l 
erhält  man  durch  Addition 

/(«)^«4-l  -+-/(« 4-  1) ^«4-2  4-  .  .  .  4-/(«4-^)^«-h>fc-+-l  =  <P(«)^«  —  <p(«4-^4-l)^,^+*4l. 
Lässt  man  «  unbegrenzt  wachsen,  so  folgt  in  Rücksicht  auf  1. 

?(«)  ^n  =  An)  ^n+i  4-  /(«  -h  1)  ^«+2  4-  /(«  4-  2)  ^«-K3  4-  .  .  .  . 
Ist  nun 

An)  >/(«4-l)  >/(«4-2)  >...>! 
so  ist  Ä  <  /(«)  ^«+1  -4-  /(«  4-  1)  ^«+2  4-  .  . '.  . 

und  zugleich 

/(«  -H  0  /(«  -H  2) 

Man  hat  somit  fiir  Ä  die  Begrenzung 

4.  /(«t"  ^  ^  ^  ^  W  ^«  • 

Wenn  hingegen 

/(«)  <  /(«  H-  1)  <  /(«  -h  2)  <  .  .  .  <  1 , 
so  hat  man  umgekehrt 

0.  ?W^«  <  A  <  -ydr- 

Die  Functionen  9  und  /  kann  man  in   folgender  Weise   entsprechend  den 

Bedingungen    I.,  2.,  3.    erhalten.     Man   setze  für  cp(«)  eine  algebraische  rationale 

gebrochene  Function  von  «,  etwa 

fi  r.r^\  -  /^  ^  .     _u         ^i^i/-!  4-  g8/i/-2  ^  .,-^  a^ 

D.  9C^;   =  ^  «   4-   ^Tft    4-  ~~i 7 1 — i 7 1 — 5 ; —  . 

^^  ^  ''         «/  4-  b^nP-^  4-  b^nP-^  4-  .  .  4-  ^/ 

Entwickelt  man  durch  Division  den  Bruch   nach   steigenden  Potenzen  von 

1  :  «,  so  erhält  man 

7.  cp(«)  ==<:'«   H-^o    4-~H 1-4 \  -\ t    4-... 

^^  '  ^         n         n^         n^         «* 

Femer  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  der  Quotient  ^„  :  ^«4.1  in  folgende 

Reihe  entwickeln  lässt 


3   ^  -8   ^  *•* 


^«-1-1  n         n*        n"^         n 
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Dann  ist/(«)  durch  die  Gleichung  3.  bestimmt 

Um  aus  derselben  f{n)  nach  fallenden  Potenzen  von  n  darzustellen,   multi- 
pliciren  wir  zunächst  die  Reihen  7.  und  8.  und  erhalten 

1 


4- (^'«3  4-^0  «2  H- ^1  «1 -+- ^a)  rä" 


;i 


1 


-l-(r'a4   H-rottj   H-^itta -f-rja^ -f-r,)  -3- 


«3 


-|-(ra5   -^.c^fi^   -»-^laa -+-^2«2 -•"^3«i  -+-^4)  ^ 


«' 


9. 


-»-(^«6    -+-^0a6    -+-^l«4  ^-/a«3  -+-^3«2  -^-^i«!  -+-^6)  ^ 

-h(ra7   4-^0 «6   4- r^ag  4- ^^a^  4-^303  4-^403 4-^5«!  4-^6)     ^ 

4- (rag   4-roa7   4- r^  «ß  H-^^as  "•- -^^6«i  -»"  ^7)     ^ 

-+-(^«9  -^-^o«8   -+-^ia7  ^-^a^e  "^ -^- ^7«!  -^- ^s)    ^ 

/    '  X  1 

-^-(^«ioH-^o«9  -^-^la8 -+-^a«»7  ■+ -^-^g«»! -+"^9)    ^ 

X     1 
4-  (r  «1  1 4-  ^0  *1  0"+"  ^1  *9  "^  ^2  *8  "•" "+-  ^9  *1  "^  ^1  o;  j^ 

4- 

Femer  ersetzen  wir  in  7.  «  durch  «4-1  und  bilden  so 

Entwickeln    wir   hier  die  negativen  Potenzen  der  Binome  nach  steigenden 
Potenzen  von  1  :  n  und  beachten,  dass 

i-V\        ,      ,s,     H-(k  +  l)(t*  +  2)  .  ■  (ti  +  V  -  1)  /iL  +  y-l\ 

=  <-)-(TT')' 

so  erhalten  wir 

^(«4-1)  =  r'  «  4-  (r'-4-ro)  -^if  -  (^1  — ^a)::ä  -^  (^1—2^2  4-0-3 


10. 


^  .    .  •'  «2  VI  2  5^  ;jS 


_....+(_i)>-i.i^|^,j_('*jij,,_(*2*j,,_(*^'^,^+...±,,j 


•     • 


Aus  den  Reihen  9.  und  10.  ergiebt  sich  schliesslich 
11.  /(«)-=^'(aj  —  1)  4-  (c'a^-i-CQa^)  --h[c'a^-hCQa2  -h  c^  (a^-^l)]^ 

-+-[^'«4  -»-^oa3-^^i(«2  — 1)  — ^2(«i+2)].^ 

-^  k'«6  -^  ^o«4  +  ^1  («3  -H  1)  -^  ^»(«2  — 3)  4-  rjCa^  4-  3)]  ^ 

-^  [^'«6  -^  ^0«5  -^  ^1  («4  —  1)  +  ^2  («3  -^-  4)  4-^3(05,-6)  4-  ^4  (a^  4-4)}  ^ 

»    - 
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-h  [r'ag  -f-  r^a^  4-  c^(pi^-\)  -h  rgCag-l-G)  -h  ^3(0^— 15)  -f-r^  (a3-f-20)  -+-  ^-jCsj-lS) 

-H^«(ai-l-6)]  -;^ 
-h  [^'ag  -h  rottg  -h  c^  (a^-f-l)  4-  ^aK— 7)  4-^3(«5-^21)  -4-^4(04—35)-+-  ^5  (a,  -f-  35 

4-  [^'«,0  -H  ^o«9  -^-  ^i(a8— 1)  -+-  ^«(«7-»"^)  -♦-  ^3(a6--28)  4-  ^4 («5 "^56) -1-^:5 («4 -70) 

1 
4-  ^e  (»3+56)  4-  ^7  (a,— 28)  4-  c^  (ai4-8)]  •  ^ 

-h  [r'aj  1  4-  ro^iü  ■+-  ^1  («9  +  0  +  ^«(«8— 9)  -+-  ^,(»74-36)  4-  c^ia^—U) 

4-  r5(a,4-126)  4-  c^{ai^-n^)  4-  ^7(a3+84)  4-  ^, («2-36)  4- r^ (a^ 4-9)]  • -jo 

4-     .     • 

Die  Zahlen  c\  Cq,  r,  .  .  .  kann  man  nun  so  bestimmen,  dass  der  Gleichung  2. 
genügt  wird,  und  dass  möglichst  viele  Glieder  von  /(n)  verschwinden;  zur  Er- 
füllung dieser  Bestimmungen  muss  man  die  Grössen  a^^,  a,  .  .  .  kennen,  und 
erhält  somit  für  jede  Reihe  eine  besondere  Bestimmung  fllr/(»).  Hat  man  nun 
die  Coefficienten  bestimmt 

so  hat  man  den  Bruch  (6) 

a^n^-^  4-  a^n^-^  4-  .  .  4-  <J> 
«/*  4-  ^1  n^-^  4-  .  .  4-  ^/ 
der  Reihe  gleichzusetzen 


Man  erhält  dann  die  Gleichung 


a^nP-^  4-  .  .  4-  «/  =  («^  4-  /^,  nf-^  4-  .  .  4-  ^/)   f-^  4-  ^-^  4-  .  .  4-  "^^  +  ••)• 

Setzt  man  die  Coefhcienten  gleich  hoher  Potenzen  von  ti  auf  beiden  Seiten 
dieser  Gleichung  einander  gleich,  so  erhält  man 


«1  =  ^\y 


öj  =  ^2   ■•"  ^1^1  t 

^3  =  ^3  ■+-  ^1^2  +  ^2^1  ' 

^4    =    ^\    ■■•"    ^1^8    -+-    ^2^2    -+-    ^3^1  ' 


12.  ^/    =    ^/        "+-    ^1  ^p-1    +    • 

0   =   Cp^\  -^    ^1^/         4-    . 

0   =    0*4-3  -+-    ^iO»+2    -+-    . 


•    -H    ^/-l^i  , 


0   =   C'ip     4-   ^i^2/-l  4-    ...    4-   ^/f/  . 

Aus  den  letzten  p  dieser  Gleichungen  erhält  man  die  Grössen 

^1 »  ^2»  ^3  •  •  •  ^/ » 
und  mit  Hülfe  derselben  aus  dem  ersten/  die  Grössen 

^1  »   ^"li  ^3>    •    •   •   ^/  • 

19.    Als  Beispiel   hierzu   wollen  wir  r.  mit  Hülfe  der  schwach  convergenten 
Reihe  berechnen 
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-  —   1    —  i         i         1 

Nimmt  man  je  zwei  Glieder  zusammen,  und  dividirt  dann  durch  2,  so  erhält  man 
TT  1  1  1  1  1  1  1 


8        1.3    '    5.7    '^  9-11  "^  13.15  "^  17.19  "^  21.23  "^  25.27 
Das  nie  Glied  dieser  Reihe  ist 

1 1 

^*  "~(4«  — 3)(4«  — 1)  ""  16«»  —16«  4-  3' 
Demnach  hat  man 

gn    _  (4«-4-l)(4«-f-3)  _  16«»  4- 16« -4-  3 
^H-k-i  ""  (4«  — 3)(4«— 1)  ""  16«>  — 16«-l-3 

2         2         13       1         5      1         121      1  91        1 


""  ^  "^  «  "^  «>  "^   8   '  «»  "^  4  '  «*  "^  128     ««^  ^  128  '  «« 

Man  hat  daher  für        a^,      a^,        a^,      a^  ,         a^  ,        a^ 

13  5         121  91 

dieWerthe  2,      2,       y,       ^,      -^.      j^. 

Setzt  man   in  No.  18,   11.  die  Coefficienten  von  «—1,  n-^,  «-8,  «-4,  n-^, 

gleich  Null,  und  berücksichtigt  die  Bedingung  2.,  so  erhält  man 

r'  —  1   =  0 , ^'  =  1 , 

2r' 4- 2^0  =  0, ^0  =  — 1, 

13    ,  1 

-^r' 4- 2^0 -h  3^1  =0, ^i==8' 

j  ^'4--g-^o -+-^1  -+-4^2  =  0,        ^>=T6' 

121    ,        5  21  ^      _A  L 

Y2g^  -+- 4  ^0 -^-y^i— ^j +  ^^.1  —  ^» ""»"128' 

91     ,        121  1  4^  .  ß      _n  —  ^ 

m""  "^  l28^®  "*■  4^»  "^T^»^*^'  "^*'''*  """'     •     •     '     ^*'"""256' 
Das  System  No.  18,  12.  ergiebt  für  /  =  2  und  fUr  die  soeben  gefundenen 
Werthe  der  c  die  Gleichungen 

0  =  lir  -^  ^^1  -+-  i^a  '  folglich        ^^  =  —  1 , 

«1  =  i »    ^2  =  1^  +  i^i '  '»    M         /»»  =  —  iV  • 

Daher  ist  nach  Beseitigung  der  gebrochenen  Coefficienten 

2«  —  1 
cp(«)  =  «-14-  16^,  _  16^  ^7. 

Berechnet  man  nun  die  Summe 

•5^6  =  4^1  -+-  4^2  -^  ^3  -^  ^4  -+-  ^5  -H  ^6 
direkt,  so  erhält  man  auf  8  Stellen  genau 

S^  =  0,382  300  35  . 

Femer  ergiebt  sich 

(p(6)  =  5,022  587  26,  cp(7)  =  6,019  145  80, 

^(6) .  g^  =  0,010  398  73 ,     ^(6) .  ^  =  7,019  142  75  . 


Aus  diesen  Werthen  folgt 

QQß  Q*;  ^ 

/(6) 


/(6)  =  0,999  996  95 ,        "^^^  =  0,010  398  70 . 


Dies  ergiebt  auf  7  Stellen  genau 

Ä  =  0,010  398  7 . 
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Hieraus  findet  man  schliesslich  ebenfalls  auf  7  Stellen  genau 

I  =  0,392  699  1 . 

Um  dieselbe  Genauigkeit  durch  direkte  Summation  der  Glieder  der  gege- 
benen unendlichen  Reihe  zu  erlangen,  hätte  man  so  viel  Glieder  zusammen- 
nehmen müssen,   bis  man    1  :  (4«  —  3)(4« —  1)  kleiner  als  10^'',   also  (4«  — 3) 

(4//  —  1)  grösser  als  10^  erhalten  hätte;  bei  dem  Gliede 

1 1 

3001  .  8003  "  (4  .  751  —  3)  (4  •  751  —  1) 
wäre  dies  noch  nicht  erreicht  worden;   man  hätte  also  mehr  als   750  Glieder 
berechnen  müssen,  um  zu  dem  Ziele  zu  gelangen,  das  wir  durch  eine  nicht  um- 
ständliche Rechnung  nach  Kummer's  Methode  erreicht  haben. 


1 


20.  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten.  Wenn  man  nach- 
weisen kann,  dass  eine  P'unction  /{x)  innerhalb  gewisser  Grenzen  für  die  Variable 
X  sich  in  eine  Potenzreihe 

1.  /{x)  =  A^^  -h  A^x  -h  A^x^  -h  ^^x^  -h  .  .  . 

entwickeln  lässt,  die  Anwendung  des  Taylor' sehen  Satzes  aber  wegen  der  mehr- 
fachen Differentiationen  ungeeignet  erscheint,  so  kann  man  durch  geschickte 
Benutzung  der  Besonderheiten  von/(jc)  oft  eine  Reihe  von  linearen  Gleichungen 
aufstellen,  aus  denen  sich  Aq,  A^,  A^,  A^  .  .  ergeben.  Man  kommt  dann  da- 
zu, eine  beliebige  Anzahl  der  Coefficienten  von  A  kennen  zu  lernen;  lässt  sich 
der  Fortgang  der  Rechnung  mit  Sicherheit  übersehen,  so  kann  man  auch  das 
allgemeine  Glied  finden,  während  man  im  Gegenfalle  es  dabei  bewenden  lassen 
muss,  jeden  einzelnen  Coefficienten  zu  ermitteln. 

Geht  man  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  tangx  fiir  die  zwischen  — \z 
und  -H  .Jtt  liegenden  Xy  fiir  welche  kein  Differentialquotient  von  tangx  unendlich 
gross  wird,  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden  kann, 

tangx  =  ^y   -h  A^x  -h  A^x^  -\-  A^x^   -h  .  .  . , 
so   ist  zunächst  sicher,   dass  A^^  =  0  ist,   da  tangx  mit  .r  zugleich  verschwindet 
Da  ferner  x  und  tangx  zugleich  das  Vorzeichen  wechseln,  so  erkennt  man,  dass 

Die  Reihenentwicklung  beschränkt  sich  daher  auf  die  Glieder  mit  ungeraden 

Exponenten, 

tangx  =  A^x  -H  A.^x^   -h  A^x'^  -h  A^x''   -+-  .  .  . 

Benutzt  man  die  Gleichung 

sinx  =  tangx  cosx , 

und   setzt   für  sinx  und   cosx  die  früher  gefundenen  unendlichen  Reihen  ein,  so 

erhält  man 

/  x^        x''        x"^        x^  \ 

1,*^  ~  "31  "^  5!  ~  TT  "^  9!  ~  '") 

,  (  x^        x^        x^  \ 

=  {A^x  -h  A^x^  -h  A^x-  H-  .  .  .)^l  —  -^  -4-  -,  — -^  —  .    1 

Führt  man  links  die  Multiplication  aus  und  vergleicht  beiderseits  die  Coef- 
ficienten gleich  hoher  Potenzen  von  x^  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  A  die 
Gleichungen 

A    -X      ^    _  A  _  _  i 
^1  —   '  .     ^3  21   ""       3!  ' 

^3         4,  _    1 

■'        "21    "^    4!"  ~  51' 
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"^^         2!   ^   41 

^1              1 

61             71' 

A^         A^ 
^«          21    ^    41 

^3    ,    -^i 

61   "^    81 

1 
91' 

^11        21   "^   4! 

^»  ^  ^3 

61    "^    8! 

101 

1 
111' 

Hieraus  gewinnt  man 

^3         3'      ^.-,         ,5. 

A    -    '^ 
^'         315' 

A,  = 

29 
945' 

lieber  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  und  über  die  Convergenzbedingungen 
erhält  man  hierbei  keinen  Aufschluss. 
Aus  der  Reihe 

X         \      x^         1.3     ^5         1.3.5     a:^ 

kann  man  durch  direkte  Multiplication  eine  Potenzreihe  für  (arc  sinx)^  ableiten, 
die  zwischen  denselben  Grenzen  convergirt  wie  die  obige,  und  nur  die  geraden 
Potenzen  von  x  enthält;  die  Coefficienten  dieser  Reihe  werden  dabei  als  end- 
liche Reihen  erhalten,  deren  Summen  sich  nicht  ohne  Weiteres  in  knapper  Form 
darstellen  lassen.  Durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  kann  man 
in  folgender  Weise  das  Ziel  erreichen.     DifFerenzirt  man 

{arc sinxY  ^=  A^x^  -¥  A^x^   -\-  A^x^  -h  .  .  . , 
so  entsteht 

^arcsinx        ^  ,  .   ^      «         ^  ^      r 

yi  —  x^        *         * 

folglich  ist 

2arcsinx  =  {2A^x  -+-  AA^x^  4-  .  .  .)  "/l  —  x^  . 
Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation 
2 


yi  —  x 


:r  =  (2.  1^3  H-  4'BA^x^  H-  6.5^6-^*  -♦" )V^  —  ^ 


2 


—  {2A^x  4-  4A^x'^  4-  ßA^x^  -4-  .  .  .) 


X 


yi  —  x^' 

Beseitigt  man  die  irrationalen  Nenner,  so  erhält  man 
2  =  {2A^-i-4-3A^x^-h(i'5A^x*-h,..){l—x'^)  —  {2A^x^-i-AA^x*-h0A^x^'^..). 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

A,^  =  \  ,     (2//  -t-  2)  {2n  -h  1)  A2n+2  —  2 «(2«  —  1)  ^2«  —  2w^2«  =  0 , 
also 

{2ny 
^2«-f2  -  (2«  4-1)  (2«  4-2)^2». 

Hieraus  ergiebt  sich 
.  22  .42  .6»  .  .  .  (2;/)2  2.4-6.  ..  (2«  — 2).  2«  1 


3.4.5.6.  .  .(2w4-l)(2;2  4-2)        3.5.7...  (2«  — 1)(2«4- 1)     n  4-  1 
Daher  hat  man  die  Reihenentwicklung 

Zwischen  denselben  Gültigkeitsgrenzen  ist 

arc  sinx  2.        2.4  2.4.6       _ 

yi  ^2  o  0  '  ü  6  '  J  '  i 

ScuLOKMiLCH,  HaoUbuch  der  MMthemätik.    Bd.  U.  "^^ 
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§  17.    Unendliche  Produkte. 

1.    Bekanntlich  ist 

sin  3u  =  3  sinu  —  4  J/«* «  , 

cos3u  =  Acos^u  —  Scosu , 

sin  bu  =  sin 3«  cos2u  -+-  sin  2ucosdu , 

=  sin 3u{l  —  2  sin^ u)  -\-  2sin  u  (4  cos^  u  —  3  cos^ u)  , 

=  5  sin  u  —  20  sin^  «  -l-  16  sin^  u  . 

Auf  Grund  dieser  Formeln  kann  man  den  Nachweis  dafür  versuchen,  dass 

für  ein  ungerades  ji 

i.  sin\LU  =  A^sinu  -h  A^sin^u  -h  A^sin^u  -4-  .  .  4-  A^—isin^u , 

Man  hat  zunächst 

sin{2n  -h  1)  «  =  sini^ln  —  1)  «  •  c^s^u  -h  cos(^n  —  1)  «  •  sin^u 

=  sin(2n — l)«-(l  —2sin^u)  H-  2r^?j(2« — i)u  -  cosusinu. 

Die  Entscheidung  darüber,  ob  sich  sin{2n-\-  l)u  nach  ungeraden  Potenzen 

von    sinu    entwickeln    lässt,     hängt    somit    davon    ab,     ob    sin(2n  —  1)«   und 

cos{2n —  \)u  '  cos u  '  sinu  diese  Entwicklung  zulassen.    Für  das  letztere  Produkt 

hat  man 

cos(2n  —  l)u  -  cvsu  =  cos{2n — ^)u-  cosu  -  (1  —  2sin^u) —  2sin(2n  —  3)»(1 — ««**). 

Wenn  sich  also  sin(2n  —  3)«,     cos{2n  —  3)u  -  cosu  -  sinu  und  xm(2ii  — 1)» 

gemäss  1.  entwickeln  lassen,  so  ist  diese  Entwicklung  auch  für  sin{2n  -h  1)«  und 

cos(2n  —  l)u  '  cos u  sinu  nachgewiesen.     Da  sie  nun  für 

sin  3 1/  ,     cos  ^u  cos  u  sin  u  ,     sin  5  u 
gilt,  so  gilt  sie  allgemein. 

Aus  der  Gleichung  1.  folgt 
2. 


stn^  u 

— —  =  Ar.  -\-  A^sin^  u  -h  .  .  .  4-  Au,-\sin\^-^u  . 
sinu  Ml  I*   i 


3. 


Geht  man  zur  Grenze  für  //  =  0  über,  so  erhält  man 

u 


,.     smiLU  ,,     sinu,u 

A(.  =  itm  — r —  ^=  xkiim —  •  -: — 

"  smu  *^  jx«        stnu 


Bezeichnet  man   mit  //,,   «3,    .  .  .  u^-\  die  Werthe   von  «,   für  welche  die 
reclite  Seite  der  Gleichung  2.  verschwindet,  so  ist 

sin  U.U  .       ,  .  .     V  ,  . 

4.  — :    —   =  A^^.  .\{smu^  —  stnu){stnu^  —  sinu)  .  .  .  {sinu^-\  —  sinu). 

Ferner  folgt  aus  2.  und  3. 

5.  M-  =  A^-\sinUy  sinu^  sinu^  .  .  .  sinu^-\  , 
und  durch  Division  aus  4.  durch  5. 

sin\LU  ^  /  sinu  \  /  sinu  \  /  sinu  \        f  sinu    \ 

\ksinu         \  sinu^j  \  sinu^J  \  sinu^j  '  '  \  sinu^-\)' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet   für   die  \l  —  1   von  einander 

verschiedenen  Bogen 

2r      .    3-  i(fi  -  1)tc 


«  =  < 


TT 


2- 


3r 


Kf^-1)^ 


Setzt  man  diese  Werthe  für  «j  . 


.  //|x-i,  so  kann  man  die  aus  je  zwei  ent- 


gegengesetzt gleichen  Bogen  entstehenden  Faktoren  vereinen  und  erhält 


sm  fi  // 
fjL  sin  u 


sin^  u  -1 


1  — 


s/n 


3 


<k 


sin^  u 


1  — 


2tc 


s/n 


2  _ 


sin^  u       -1 
.  j^(ji  — l)r    . 


1  -  ..•..,(!* 
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Ersetzt  man  [lu  durch  x^  so  entsteht 


6. 


stnx 


[LStn 


sin^  — 


1  — 


X 


sm 


i*i2 


ir 


sin^  — 


1  — 


X 


sm^ 


2ir 


««2  - 


1  — 


X 


..^qCh-— 1)^ 


J//I 


2(i 


Es  liegt  nahe,  hier  zur  Grenze  für  ein  unendliches  wachsendes  jx  überzugehen. 
Die  linke  Seite  hat  wegen 


limu.sin—  =  Um  \  sin  —  x  :  —  |  = 


den  Grenzwerth  sinx :  x .  Die  rechte  Seite  wird  zu  einem  Produkte  aus  unend- 
lich vielen  Faktoren,  und  hat  nur  dann  eine  analytische  Bedeutung,  wenn  nach- 
gewiesen werden  kann,  dass  das  Produkt  der  ersten  n  Faktoren  sich  einer  Grenze 
bis  zu  jedem  Grade  der  Genauigkeit  nähert,  wenn  man  nur  n  gross  genug  wählt. 
Um  dies  nachzuweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  dass  das  Produkt  der  Faktoren  vom 
{n  H-  l)ten  an 


R  = 


sm 


»_ 


1  — 


.     («-hl)i: 
sin^ 


1  — 


•  9  ^ 


•  o(«-+-2)i: 


sm 


für  einen  unendlich  grossen  Werth  von  n  mit  der  Einheit  bis  zu  jedem  Grade 

der  Genauigkeit  übereinstimmt.     Die  Brüche 

/i  -4-  1      «  -4-  2     n  -h  3 

,  ,  ,   .  .  . 

Jl  ji  jx 

sind  echte  Brüche,  kleiner  als  ^  (vergl.  6),  und  daher 

«4-1         «-f-2        «-4-3 


IT 


IT 


[1  Jl  JX 

spitze  Winkel.     Setzt  man  nun  jc  <(«-+-  1)  ir  voraus,   so  sind  die  Faktoren  von 
R  sämmtlich  echte  Brüche  und  daher 

11.  Rn  <   l' 

Um  eine  untere  Grenze  für  jR  zu  erhalten,  bemerken  wir,  dass  für  positive 
echt  gebrochene  Werthe  von  Q^t  Ö2»  Ö3  •  •  • 

(1  -  c,)(i  -0  =  1-  (e,  +  0  +  ccj  >  1  -  (Ci  -+-  Qi) 
(i-ei)(i-Cj)(i-Cs)>u-(öiH-Cj)](i-Cj)>i-«2. +e,-t-e,) 

und  daher  allgemein 

(1  -Ci)0  -  02)0  -  00  -  C4)  •  •  •  >  1  -  (Ci  +  02 

Folglich  ist 

x 


^-  Cs  +  Ö4  -^-    •  •)  • 


12. 


J?  >   1  - 


•  2  ^ 

sm^  — 


sin^  — 


sin^ 


(«-Hl)i:  .  An-hT)T. 


sm 


Da 


.   «  -f-  1       _     .   « 
sm T  •<  5/«  — 


2     ^     .   « 

—  r.  <,  sm  — 


ir 


... 


ji.  jx  Jl 

so  wird  der  Klammerinhalt  vergrössert,  wenn  man  jeden  der  (jx  —  2« — 1) :  2 
Nenner  durch  den  ersten  ersetzt;  daher  ist 

X 

fx  — 2«  —  1 


sin^  — 


R. 


1  — 


sm 


r'«f3 


n  -h  1 


Setzt  man  |x  =  p«,  so  erhält  man 


^(b^ 
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1^  Ä>    ^  1        pn  —  2n  —  \  pn 

^^-  ^«  >  ^ 2 .,«-hl     IT  • 

««' •  — 

«  P 

Für  einen  unendlich  grossen  Werth  von  n  ist 

X                     Oft  —  2«  —  1 
ämipn  —  2«  —  1)  •  sin^  —  =  lim  x^ s— s =  0  . 

Daher  folgt  aus  12.  und  13. 

limRn  =  1  . 
Folglich  bleibt  8.  auch  für  ji  =  oo  gültig;  da  nun 

stn  — 

stn  — 
V- 

so  hat  man  in  Rücksicht  auf  9. 

14.         sinx  =  x(\-  Jj]  (l  -  ^)  (l  -  ^)  (l  -  if^,) 

gültig  für  jeden  endlichen  Werth  von  x. 

Setzt  man  Jt:  =  ^,  so  ist  sinx  =  g;-,  und  man  hat 

i  —  5    ^    lljj^     17-19     23-25 

2  "■  6  '    6«    '     12»     '     18*     '     24»      *  *  *  ' 
und  daher 

jr 6>_       12»  18»  24» 

3  ""  5-7  '  11.  13  '  17-19  '  2325  •  •  *  ' 

Für  ^  =  ö    erhält   man  das  schwächer  convergirende  unendliche  Produ 

^ 2^     _4»_     _6^       8» 

2~r^'375'5^'7^*'' 
2.    Aus  der  im  Eingange  des  vorigen  Abschnitts  gemachten  Bemerkung  i 
ersichtlich,    dass   man    cos ^u cos u    fiir   jedes    ungerade    ganze    \l    nach    geradi 
Potenzen  von  sin  u  entwickeln  kann,  in  der  Form 

1.  cos\LUCosu  =z  Bq  -{-  B^sin^u  -+-  B^sin^u  -f-  .  .  -h  B^^isinv--^^  u . 
Setzt  man  «  =  0,  so  erhält  man 

2.  ^jj  =   1  . 

Sind   wieder  u^,   «g»   ^3  •  •  ^i^-M   ^^^  Werth e  von  ^,   für  welche   die  rech 
Seite  von  1.  verschwindet,  so  hat  man 

cos]LU  '  cosu  =  B^^\{sinu^  —  sin u)  (sin u^  —  sinu)  .  .  {sinu^j^-\  —  sinu). 

Ferner  folgt  aus  1.  und  2. 

1   =  B^^\  sinu ^  sin u^  .  .  sinu^^x^ 
folghch  ist 

/  sinu  \  (         sinu  \  (         sinu      \ 

3.  COSU.U  cosu  =  11  —  —. I  I  1 ; I  •  •  •  I  1  —  — I  . 

^  \         sinu^J  \         smu^J  \         stnu^^\) 

Die  linke  Seite  verschwindet  für  die  von  einander  verschiedenen  Bogen 

f         TT  Sr  5i:  jxt: 

•Jpi'         2^.'         2jx'  •  •  •         2u.' 

U    =    {  Q  r 

~  2|A  '  "~  2fjL '  ""  2fjL '  *  ■  *  ""  2 Hl  • 
J^aher  ist,  wenn  man  noch  ^u  mit  x  vertauscht 
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4.    cos  X  •  cos  —  = 


Das  Produkt 


^/«*  — 


1  — 


X 


stn* 


2M 


stn^  — 


1  — 


Slfl' 


3i: 

2hlJ 


^<;2 


1  — 


7^ 


f/«' 


5tc 
2ix 


i/» 


2 


JC 


1  — 


stn 


2 


(ATT 

2^J 


R.= 


stn 


2f^ 


1  — 


Stfl' 


2n-h  1 
2(1. 


Tw 


Stn 


2  _ 


1   — 


Stn 


2 


2«-4-  3 
2ix 


TT 


enthält  lauter  echt  gebrochene  Faktoren,  sobald  man  voraussetzt,  dass  x  < 

ist;  daher  hat  man 

5.  ^„  <  1 . 

Femer  ist 


n 


1: 


^« 


1  — 


stn 


X 

2  _ 


5/;2 


»* 


x//r 


2 


2«-h  1 


-h 


6. 


I^H    >    1 


2)1. 
(I.  —  2«-i-2 


TT 


X/ff 


2 


2n 


-h 


2,x 


1: 


stn^  — 


2 


j/«' 


Nun  ist  für  jjL  =  pÄ 
(fi.  —  2«  H-  2) .  ^/«2  -  :  sin^  — 


2«+ 1 

2|* 


1Z 


1  ^  2«  -h  1 

TT  =  (p«  —  2«  -h  2) sin^  —  :  sin^ 

2}k  ^^  ^         pn 


'zn 


IC 


folglich  hat  diese  Grösse  für  ein  unendlich  grosses  n  die  Null  zur  Grenze.    Aus 
5.  und  6.  folgt 

lirnRn  =  1  . 

Geht  man  nun  auch  in  4.  zur  i&renze  für  ji.  =  00  über,  so  erhält  man 


7. 


cosx  =  (1  -  1^)  (1  -  i^;)  (1  ^  ^^-!)  (1  -  J|!)  .  .  . 

Ersetzt  man  x  durch  ^^,  so  entsteht 

coslix  =  (1  _  ^j  (1  _  ^)  (1  _  ^,j  (1  _  ^j 

Beide  Entwicklungen  sind  für  jedes  endliche  x  gültig. 

Die  unendlichen  Produkte  für  sinx  und  cosx  ergeben  durch  Division 


tangx  =  X 


y     T})y     9irvv    25tcvv     49W    '  ' 


3.    Wir  schliessen  hieran  folgende  für  die  einfachsten  Fälle  ausreichenden 
Bemerkungen  über  die  Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Produkte*): 
Wenn  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe 


u. 


Ui 


u. 


positiv  und  kleiner  als  Eins  sind,  und  die. Reihe  convergirt,  so  con- 
vergiren  auch  die  unendlichen  Produkte 


*)  Weibrstrass,  Ueber  die  analyt  Facultäten,  Crellk's  Journal,  Bd.  ^\.     \%^^. 
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gegen  Grenzwerthe,  die  endlich  und  von  Null  verschieden  sind. 
Jeder  Faktor  des  Produktes 

Pn  =  (1— «,)(1— «2)  •  •  •  (1—^0 
ist  nach  der  Voraussetzung  ein  echter  Bruch;  daher  ist  Pn  <  1  und  ninunt  ab, 

wenn  //  wächst.     Ferner  kann  man,   wenn  nur  n  gross  genug  ist,  m  <  n  immer 
so  wählen,  dass 

kleiner  ist  als  ein  gegebener  Bruch  e.     Man  hat 

Ph 

-^  =  (1  —  «w-f  l)  (1  —  ^/«-h2)   ...   (1  —  ««) 

Ph 

also  "H-   >    1    —   («w+l  -H  W/,/+2 -^    •    •    ■+     «'/i)- 

Nach  der  Voraussetzung  ist  daher 

Pn   >  /'/.(l-e). 
Hieraus  folgt,   dass  sich  Pn  einer  positiven,   von  Null  verschiedenen  Grenze 
nähert.     Setzt  man  F  =  Pn  -  R„t  so  hat  man  die  Ungleichung 

1   >  ^„  >   1  —  {uh-{-\  -f-  ««+2  -4-  .  .  .). 
Nach  der  Voraussetzung  nähert  sich  die  Reihe 

mit  wachsendem  //  der  Grenze  Null;  je  grösser  //  ist,  um  so  weniger  ist. also  A 
von    der    Einheit    verschieden.     Das   Produkt   Pn   stimmt   daher    mit  einem  be- 
stimmten positiven  Grenzwerth  P  um   so  genauer  und  bis  zu  jedem  Grade  der 
Genauigkeit  überein,  je  grösser  man  //  wählt. 
Ferner  ist 

'    =1-    « 


1    -H    //  \    -\-   U 

und  daher 

\     1  +  «,;  v      I  +  uj  \     1  -+- «.,; 


Q 

Da  nun  die  Reihe 


^1  ''3  .  «3         _^ 

-r    .    .    . 


l    -f-    «l  1    -H   «2  ^    ■+■    ''3 

mit  der  Reihe  //,   -+-  //2   -h  ^3   H-  .  •  •  •  convergirt,  so  folgt,  dass   1  :  Q  conver- 
girt  und  einen  cnclliclien  Grenzwerthe  hat.     Dabei  ist  zu  bemerken,  dass 

Qu  =(!-+-  //,)  (1  --h  //o)  (1  -h  //g)  .  .  .  .  (1  -h  ««) 
sich   dem   Grenzwerthe   Q   nähert,    indem   es  bei   zunehmendem  n   unaufliörlich 
wächst. 

Wenn  dagegen  die  Reihe  der  positiven  echten  Brüche 

«j    4-   li^    '^-  '^3    -h  .  .  .  . 
diver.cjirt,  so  divergiren  die  unendlichen  Produkte 

-'^  =  (1  —  «i)  (1  —  ^'2)  (1—^3) 

<?  =  (1  -^  «1)  (1  ^  ^2)  0  H-  '^0  .  .  .  .  , 
und  /.war  nähern  sich 

Pu  =  (1  —  /^i)  ...  (1  —  u,^     und     ö„  =  (!-+-  //j)  .  .  .  (l  H-  //«) 
mit  wachsendem  //  bez.  den  (Frenzen  0  und  00. 
Man  hat  zunächst 

<?«   >   1    -H  (^1  H-  «2  "♦"•••"«)  • 
Da  nun  //j    -i-  «j   -h  •  .  -f-  Un  mit  //  unendlich  wächst,   so  folgt,  dass  auch 
Qm  mit  n  unendlich  gross  wird. 
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Femer  ist 


P 
Da  nun  die  Reihe 


^  =  (- 14-)  {■  -  r-^)  ■  •  ■ 


«1  «2 


-h    .    .   . 


1  —  «1  1  —  «2 

mit   der  Reihe  u^   -h  «^  -I-  .  .  .  divergirt,   so   folgt,   dass  1  \P  unendlich  gross, 
also  P  gleich  Null  ist. 

Aus  den  beiden  bewiesenen  Sätzen  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  Richtigkeit 
des  folgenden:     Wenn  die  Glieder  der  Reihe 

/^i   H-  «2   4-  1/3  H-  .  .  .  . 
sämmtlich    von    —  1    verschieden    sind,    und    von    einem    bestimmten 
Gliede    an    beständig   dasselbe    Vorzeichen    haben,    und    kleiner   als 
Eins  bleiben,  so  hat  das  unendliche  Produkt 

/>=   (1-+-  1/0(1   ^-«2)(1  H-«,)   .    .    .    . 

einen    positiven    von    Null    verschiedenen    Werth,    sobald    die   Reihe 

1^1  -h  «2  "+~  •  •  •  convergirt. 

Wenn  dagegen  unter  übrigens  denselben  Voraussetzungen  die  Reihe 
u^  -4-  «2  -h  .  .  divergirt,  so  ist  das  unendliche  Produkt  P  divergent,  und  zwar 
gleich  Null,  oder  unendlich  gross,  je  nachdem  die  Glieder  der  Reihe  «,  -h  «^  4-  . . 
von  einer  bestimmten  Stelle  an  beständig  negativ  oder  positiv  bleiben. 

4.  Aus  den  in  No.  1  und  2  entwickelten  unendlichen  Produkten  gewinnt 
man  noch  einige  bemerkenswerthe  Reihen. 

Nimmt  man  in  No.   1,  14  beiderseits  die  Logarithmen,  so  erhält  man 


(■-'^)-'('-Ä) 


Isinx  =  /^-h/l --H/i  —  —-1  -H 


•  •  .  • 


Differenzirt  man,  so  entsteht 

1  2j:  2^  Ix 

1.  cotx  =  -  — 


X        T>—x^         4i:2— jc2         9tc3  — jt:» 
Da  nun 

Ix  1  1 


k'^-R^—x'^  k'R  —  xk'K'^X* 

so  findet  man  schliesslich 

1111  1  1  1 

2.     cotx  = 1 ; h  ^r 4- 


X       t:'^x       TT  —  X       2i:-f-^        2i:  —  x       ^t. -^  x        3tc 

Ersetzt  man  x  durch  ttä:,  so  entsteht 

1111111 

X       \ -\- X       1  —  X       2  4- Jc       2  —  X       3  4- JP       3  —  X 

Nimmt  man  die  Logarithmen  in  No.  2,  7,  so  erhält  man 

Durch  Differentiation  erhält  man  hieraus 

—         ^^  8Jf  8a: 

4.  tangx  -  ^2  _  4^a  -+"  9^2  _  4^2  -^-  25Tr«  — 4^:«   "*"  '  *  ' 

Da  nun 

\x 1 !___ 

k>T^  ^  4^2   ■"  >tir—  2a:         >tir4-2A:' 

so  kann  man  4.  ersetzen  durch 

111111 

^  Tc  1:  01:  öt:  01:  5ir 


2""^        2  2         ^         2  2^"^         2 


1 
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Anhang. 

Wir  geben  anhangsweise   eine   schärfere  Ableitung  der  in  §  4,  No.  9  und' 
§  5,  No.  1  benutzten  Grenzbestimmnng 

F{x  -4-  ^x,  y  -\-  ^y)  —  F{x  4-  A.r,  y)  __  cF{x,  y) 
''"'  A^  -"        dy       ' 

die  dem  gleichzeitigen  Verschwinden  von  A.r  und  A^  Rechnung  trägt 

Die  Function  f{x)  wächst  oder  nimmt  ab,  sobald  df\  dx  positiv  oder  negativ 
ist;  ist  df :  dx  stetig,  so  kann  ein  Uebergang  vom  Wachsthum  zur  Abnahme 
oder  umgekehrt  nur  für  solche  Werthe  der  Variabein  eintreten,  für  welche 
df :  dx  verschwindet. 

Ein   Curvenast  y  =  ^(^)    und    der  Differentialquotient   df^  :  dx   seien  stetig 

zwischen  den  Punkten  P  und  /\,  die  zu  den  Abscissen  x  und  x  -4-  Ajc  gehören. 

Der  Punkt  der  Strecke  Pl\i  dessen  Abscisse  x  -f-  eAa:  ist  (£  <  1),  hat  die  Ordinate 

(p(A*)  4-  £[<p(^  -h  ^x)  —  (p(jc)]  =  (I  —  i)^{x)  H-  zf^{x  -h  A.r). 

Der  Unterschied  u  dieser  Ordinate  und  der  zu  derselben  Abscisse  gehörigen 

Curvenordinate  ist 

u  =  ^{x  -4-  eAvv)  —  (1  —  s)(p(.T)  —  e9(.r  -H  Aj:)  . 
Diese  Grösse  verschwindet  ftir  e  =  0  und  £  =  1 ;   folglich  giebt  es  einen 
positiven  echten  Bnich  e,  für  welchen 

du        //©(jc  -4-  eAjc)  ,  ^  ,  ^    ^ 

1.  -j^  =  dT       "^  ^(^)  -  ^(^  -^  ^'^)  =  ^- 

Da  nun 

//(p(x  -f-  eA.r)   __  d^{x  -4-  eAx) 

so  folgt  aus  1. 

2.  ^(.v  -H  A.v)  —  9(.r)  =  A.V  •  ■--^— j "  • 

Ersetzt  man  hierin  x  durdi  y  und  ^(.v)  durch  F\x  -h  A.v,  j'),  so  erhält  man 
sofort 

/^(.T  H-  A.v,  >»  -h  Aj')  —  P(x  -^  A^,  >•)  =  Aj' ^ .r^-^^^ -'^. 

Dividirt    man    l)cide  Seiten    durch   A^  und  geht  dann   zur  Grenze   für  ver- 
chwindcnde  Werthe  A.v  inid  A^'  über,  so  erhält  man 

/•    ?^  't  ^^'_yj^  4v)  —  F(x  -t-  Aa-,  y)  ^  (  F{x,  y) 

A^  cy 
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Integralrechnung, 


bearbeitet  von 


Dr.  Richard  Heger, 

G3nnnasiallchrCT  u.  a.  o.  Hon.-Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


I.  Theil.     Integrale  realer  Functionen  einer  realen  Variabein. 

§  1.     Grundbegriffe  und  Grundformeln. 

1.  Die  Grundaufgabe  der  Differentialrechnung  ist:  Zu  einer  ge- 
gebenen Function  das  Differential  zu  bestimmen;  die  Grundaufgabe  der 
Integralrechnung  ist  die  Umkehning  hiervon:  Ein  Differential /(jc)^Jit:  ist 
gegeben;  man  soll  die  Function  bestimmen,  von  welcher /(jc) //jc  das 
Differential  ist. 

Die  Function,    von    welcher  f(x)dx    das  Difterential    ist,    nennt    man    das    ^ 
I  n  t egral  von  f(x)  dx^  geschrieben 

J/{x)  dx . 
Man  hat  daher  für  das  Zeichen  f/{x)  dx  die  definirendc  Gleichung 

1.  df/{x)dx  =/(x)dx, 
Ist  u  irgend  eine  Function  von  x,  so  ist  daher 

2.  fdu  =  u  . 

Aus  1.  und  2.  ist  ersichtlich,  dass  die  Zeichen  d  und  f  einander  auf- 
heben. 

2.  Die  Aufgabe,  das  Differential  einer  Function  zu  bestimmen,  hat  eine  ein- 
deutig bestimmte  Lösung;  nicht  so  die  Umkehrung:  Aus  dem  Differential  die 
ursprüngliche  Function  herzustellen. 

Ist  nämlich  dF{x)  =  /{x)  dxy  so  ist  auch 

d[F{x)^  C]  =  /(x)dx, 
wobei  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Man  hat  daher 
1.  JAx)dx  =  F{x)  4-  C. 

Man  sieht  leicht,  dass  unter  der  Form  F{x)  -*r  C  jede  Function  enthalten 
ist,  d\t  f{x)dx  zum  Differential  hat.  Denn  ist  ausser  1.  auch  Jf{x)dx  =  ^(jc), 
so  ist 

d^{x)  ..  _ 

dT-'f^^y^ 

da  nun  auch 


^-^ -/(-). 


so  ist 


I 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz  ^(x)  —  I'Xx)  eine  von  x  unabhängige  Con- 
stantc  ist;  man  hat  daher 

^{x)  —  F{x)  -=  C\     oder    ^{x)  =  F{x)  -h  C. 

Die  Functiou  I'\x),  welclie  keine  willkürliche  Constante  enthält,  bezeichnet 
man  als  ein  particulares  Integral  \o\-\  /{x)  dx\  und  dem  gegenüber  J*'{x) -h  C 
als  das  allgemeine  Integral.  Das  allgemeine  Integral  geht  daher  aus 
einem  particularcn  durch  H in  zu fiigung  einer  willkürlichen  Constanten 
hervor. 

3.  Nach  No.  l  führt  jede  Differentialformel  auf  eine  Integraiformel.  Aus 
den  Differenticilen  der  einfachen  Functionen  erhält  man  die  Grundform  ein  der 
Integralrechnung: 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


/. 


8. 


0. 


\x'"itx=^ — —  ,    -h  6',  denn 

/  w  4-  1 


ix  -h  C, 


e""    4-  C, 


Icosxdx  =  i//ivV 


-t- 1', 


r^JA* 


c, 


IsinxJx  =  — 

/  sin^  X 
/•     lix      __ 


arc  sinx   -h  6', 


)i 


;> 


i> 


»> 


)> 


>> 


>> 


»» 


d^ 7  =  x'*'dx ;     yw  ^  —  1 , 

dlx  =        ; 


dsinx  =  cosxdx\ 

d{ — re^j.v)  =  sifixdx; 

dx 


dtangx  = 


cos^x  ' 


d  cot  X    = : 


^JC 


sm^  X  ' 


d  arc  sin  X  ^= 


//^ 


d  arc  tätig X  -=    ^-^7-^3; 


Bekanntlich  ist 


r7/r  5///  .V  "h  <//'^  tvj  X  = 


1: 


</f7/r  r^5-r  =  — 


und  daher    arc  sinx  =    ^  —  arc  cos  x. 

Art 

Man  kann  daher  8.  ersetzen  durch 

10.  /  — 7  -_.    -     =  —  arc  cos  X  -f-   C  ,  , 

in  Uebercinstimmung  mit  der  Differcntialformel 

dx 

y\  —  x^  * 

Kine  ähnliche  Bemerkung  gilt  bezüglich  der  Formel  0.;  da  man  hat 

7: 
arc  tafig  ;c  =   ^   —  arc  cot  x , 

so  folgt  aus  9. 

11.  /  -, 9  =  —  arc  cot  X  -^-  C<  t 

J  \  -{-  x^  * 

in  Uebereinstimmung  mit 
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darccotx  ==  — 


dx 


1 


X 


3 


In  10.  und  11.  kann  das  Zeichen  C^  wieder  durch  das  völlig  unbestimmte 
Zeichen  C  ersetzt  werden. 

4.  Die  nächste  Aufgabe  der  Integralrechnung  besteht  darin,  Integrale  von 
Differentialen,  die  nicht  mit  in  den  Grundformeln  enthalten  sind,  durch  geschickte 
Substitutionen  und  Transformationen  auf  die  Grundformeln  zurückzuführen. 

Ehe  wir  uns  aber  dazu  wenden,  ist  eine  wichtige  principielle  Frage  zu  erledigen. 

Es  ist  zu  erwarten,  —  und  diese  Erwartung  wird  sich  bald  bestätigen  — 
dass  es  Formeln  f{pc)  dx  giebt,  die  in  keiner  Weise  sich  als  Differentiale  der 
bisher  in  der  Analysis  bekannten  Functionen  oder  von  Combinationen  derselben 
ansehen  lassen.     In  solchen  Fällen  wird  durch  das  Zeichen 

jf{x)dx 
eine  neue  Function  definirt;  wie  wir  in  No.  2  gesehen  haben,  ist  diese  Function 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt.  In  dieser  Weise  führt  die  Integral- 
rechnung eine  ungemessene  Fülle  neuer  Functionen  ein,  die  sich  von  den  bisher 
bekannten  z.  Th.  durch  ganz  neue  Arten  von  Eigenschaften  unterscheiden;  wir 
werden  einige  von  diesen  genauer  kennen  lernen. 

Wir  wollen  zunächst  versuchen,  eine  Anschauung  der  Function  J/{x)  dx  zu 
gewinnen.  Wir  beschränken  uns  dabei,  wie  überhaupt  bei  allen  gegenwärtigen 
Untersuchungen,  auf  reale  Werthe  von  x  und  auf  reale  Functionen  /(x)\  behalten 
uns  aber  vor,  diese  Beschränkung  später  wieder  aufzuheben. 

Wir  construiren  die  Curve,  welche  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinaten- 
system  die  Gleichung  hat  y  r=if(x)\  y 

P  sei  ein  Punkt  derselben,  also 
Or  ^x,  PP = f{oc) .  Ein  anderer 
Punkt  desselben  Curvenzugs  mit 
kleinerer  Abscisse  sei  A^  so  gelegen, 
dass  zwischen  A  und  P  die  Ordinalen 
sich  weder  unstetig  ändern,  noch  un- 
endlich gross  oder  imaginär  werden, 
und  dass,  wenn  A  sich  auf  der  Curve  — 
bis  P  bewegt,  der  Punkt  Ä  immer 
in  derselben  Richtung  fortschreitend 
nach  P  gelangt.  Alsdann  ist  die 
von  ÄP^  A'Af  PP  und  dem  Curvenbogen  AP  umschlossene  Fläche  eine  end- 
liche; eindeutig  bestimmte  Grösse. 

Femer  sei  O P^'  =  x  -h  ^x.  Wir  können  Ix  immer  so  klein  wählen,  dass 
die  Curve  von  P  bis  P^  nur  steigt  oder  nur  fällt.  Alsdann  giebt  es  einen 
zwischen  P  und  -P,  gelegenen  Punkt  FI  der  Curve,  so  dass  die  von  dem  Curven- 
bogen begrenzte  Fläche  PPP^P^'  gleich  dem  Rechtecke  von  der  Breite  P^P^* 
und  der  Höhe  WH  ist.  Wird  die  Fläche  AAPP  mit  F  und  demgemäss 
PPP^P^*  mit  A-^  bezeichnet,  so  ist 

Ist  \L  ein  echter  Bruch,  so  ist  OW  =  x  -\-  \L*\xy  daher  FI' 11  =/(jc  -f-  jxAjc)  und 

IF  =  /{x  -h  \l1x)  '  Ix , 

oder  j—  =  /(x  4-  jjlAjt)  . 


A 


A' 


P'jt'  ¥; 


(M.498.) 


Gehen  wir  3 
erhalten  wir 


r  Grenze  fiir  einen  verschwindenden  Wertb  von  Ä«  über,  so 


■■  limf{x  +  (lia;)  ,     folglich 
/"«^=/C*)     oder     dF=/{x)dx. 


Hieraus  folgt 


J/{x)äx  ^  F  +  Comt. 
5.    Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  die  Fläche /" —  und  damit  also  das  Integral 
f/(x)  äx  —  durch  Begren/.iing  bestimmt  werden  kann. 

7*  Wir   setzen   ziinAchst   voraus,    dass  die 

Curve  von  A  bis  P  nur  steigt.  Theilen  wir 
ÄJ'  in  n  gleiche  Theile  S,  so  sind  die  to 
den  Theilpunkten  0,  1,  2  ...  »  gehörigen 
Ordinaten 

/(»),  /(.  +J)^  Aa  +  2ä),  na  -H  38)  . . . . 

/(«  +  »-!«),  /(»  +  ,ä)  _/(»). 

Construirt  man  zwischen  den  Ordinaten 

f{a  -t-  k—\  S)  und  /(a  +  kS)  ein  Rechteckpt 

^  mit   der  Höhe  /(«  +  k — 1  6)    und   eines  n 

mit  der  Höhe  /{a  +  ^  S) ,  so  ist,  da  nach  d« 

Voraussetzung 

/(a  -(-  ÄHr  «)_</(«  +  *8)  , 
der    zwischen  /{a  +  i—\  S)    und   /«  +  iä) 
enthaltene  Flächen  streifen  grösser  als  p*  und  kleiner  als  *-*.     Daher  ist 


1. 

JJp.  <F<2'-.- 

Nun  ist 

PI  =/(«+>^8)-8,       /•»  -/(o  +  i8).8 

daher 

>•»  -  P»  -  [/{•  +  *8)  -  /{»  +  «- 1  ■  8)] 

A1.0  ist 

',  -P,  =  l/{«  +  8)     -/(«)lä. 

-•!  -  Pi  -  [/(■»  +  2«)  -  /("  +  3)]  8 , 

'>  -P.  -  [/(•'  +  38)  -/(..  + 28)]ä, 

<•.-?.-  [/("  +  48)  -  /(..  +  3S)i  8 , 

'  \A'  - 


t8)-/(«  +  »-l«)lä. 

Hieraus  folgt  durch  Addition 

2.  In  -  2p*  =  [/(x)  -/{a)]i. 
Bezeichnet     fi     einen      ]>ositiveD 

echten  Bruch,    so  folgt  aus  1.  und  t 

3.  ^=  2p.  +  ,,[/(»)  -/Wli, 
Wenn  die  Curve  von  A  bis  ^nui 

fällt,   so  nehmen  wir  dieselben  Coo- 
structionen  vor;  da  aber  jetzt 
^  Aa+l^lS)  >/(«  +  *3), 

so  ist  der  zwischen  diesen  Ordinalen 
enthaltene  Flächenstreifen  kleiner  als 
pt  und  grösser  als  n;  daher  ist  jetzt 

4.  £?*>/■>   ^r»; 


-  §  I.    Gnindbegrifle  and  Grundformetn. 

Pl  ---i  -  [/(«  +  «)  -/(«  +  2ä)]«, 
P.  -<•.  -  [/(«  +  2?)  -/(«  +  3!)]J, 


-  «—1  6)  —  /C«  +  «a)]  3 
-1/W-/W18. 

-  1»  [/(»)-/(«)]« ■ 


p.  -  '•.  =  l/(«  ^ 

Hieraus  folgt 

5.  2p«  -  2r. 
Wir  haben  daher  jeut 

6.  F=  2p*  - 
Gehen  wir  in  3.  und  6.  rechts  zur  Grenze  für  einen  verschwindend  kleinen 

Werth  für  8  über,  und  bemerken,  dass,  da  /(a)  und  f[x)  als  endliche  Grössen 
vorausgesetzt  worden  sind, 

lim{J{a)  -f{x)\h  =  0. 
so  erhalten  wir  

7.  F  =  lim  \f{a)  +/{a  +  8)  +/{a  -(-  28)  +  . . .  +/(a  +  li^6)]  6, 


/■=  //m2/('»  +  '*8)3. 


oder  kürzer 

Wenn  die  Curve  zwischen  A  und  P  eine  endhche  Anzahl  Male  vom  Steigen 
zum   Fallen   und   vom   Fallen  zum  Steigen  (iber^ieht,    so  nelimen   wii'  /uiiäcJist 


(M.  Wl.) 

wieder  die  obige  Construction  vor,  und  zerlegen  dann  durch  die  zu  gewissen 
Theilpunkten  der  Strecke  A'F"  gehörigen  Ordinalen  die  Fläche  in  solche  Theile 
Fy,  Fg,  F^,  .  .  .  F,,  innerhalb  deren  die  Curve  nur  steigt  oder  nur  fällt;  diese 
werden  durch  Streifen  getrennt,  deren  jeder  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Ordinaten  liegt.  Für  die  Theiie  F^  ■  ■  Fi  gilt  dann  die  Formel  7.  Sind  die  - 
Anfangsordinaten  der  trennenden  Streifen,  deren  Anzahl  /  —  1  ist, 

yv  y^-  yt'  ■  •  •  yi-\- 

und  die  Flächen  f,,  f,,  f,,  .  .  .  f.-i, 

so  ist  nir  jedes  dieser  f 

•^m  =  y«^  +  V„, 
wobei  Vm  eine  positive  oder  negative  Grösse  bezeichnet,  die  mit  8  zugleich  ver- 
schwindet.    Addiren  wir  nun  die  F,  .  .  .  Fi  und  schalten  dazwischen  an  den 
passenden  Stellen  die  9,,  7,  .  .  y;_i    ein,   so  erhalten  wir  für  die  tjanze  Fläche 


F  =  lim^fia  +  *8)8  4-  //«»{w, 


■1). 
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Wenn  aber  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Grössen  v  jede  einzelne  ver- 
schwindet, so  verschwindet  auch  ihre  Summe,  also  ist 

lim  (t'i  -f-  Z's  -h  f 3  H-  .  .  -h  Vi-\)  =  0 , 
und  wir  erhalten  somit  die  allgemein  gültige  Gleichung. 

F  =  iim^f{a  -\-  >t6)$, 

0 

oder 

8.  \f{x)  dx  =  lim  ^/{a  -{-  kb)h  -h  Const, 

Eine  Verändenmg  innerhalb  der  anfangs  angegebenen  Schranken  der  will- 
kürlichen Grösse  a  hat,  wie  die  Figur  sofort  zeigt,  den  Erfolg,  dass  die  Fläche  / 
um  einen  von  x  unabhängigen  Betrag  zu-  oder  abnimmt;  und  diesen  kann  man 
dann  in  8.  mit  der  willkürlichen  Constanten  vereinigt  denken. 

Den  particularen  Werth  ///«^/(ä  -h  kd)o   nennen  wir  das   zwischen 

0 

den  Grenzen  a  und  x  genommene  bestimmte  Integral  von  /{x)dx  und 

X 

bezeichnen  es  mit  /  /{x)  dx .     Es  gilt  also  die  definirende  Gleichung 

a 

n     l 


i/{x)  dx  =  lim  ^/{a  4-  >^S)  6  . 


a 


Fügt  man  rechts  zur  Vereinfachung  der  Summenformel  den  verschwindenden 
Summanden /(a  -h  «8)6  hinzu,  so  erhält  man 

X 

•  n 

9.  jf{x)  dx  =  lim  ^/{a  +  >&6)  6  . 


0 


Die  vorigen  Betrachtungen  zeigen,  wie  dasselbe  angenähert  bestimmt  werden 
kann.  Berechnet  man  für  jeden  der  Theile  F^,  F^  .  .  F,  gemäss  der  Formeln 
2.  und  5.  die  Grössen 

[/(f )  - /(^]  ö ,  _ 

wobei  c  und  d  die  kleinste  und  die  grösste  Abscisse  irgend  eines  dieser  Theile 
bezeichnen,  so  gewinnt  man  zugleich  ein  Urtheil  über  die  Genauigkeit  des  ange- 
näherten Resultats,  sowie  eine  Auskunft  dafür,  wie  klein  8  gewählt  werden  muss, 
damit  der  Fehler  einen  gegebenen  Betrag  nicht  übersteigt. 

In  den  folgenden  Abschnitten  werden  wir  uns  zunächst  mit  solchen  Integralen 
beschäftigen,  die  auf  die  bisher  bekannten  Functionen  führen. 

§  2.    Integral  eines  Pol3moms  und  eines  Produkts.    Einfuhrung  einer 

neuen  Variabein. 

1.    Aus  der  Gleichung 

gewinnt  man  durch  Integration 

J{du^  -h  du^  -\-  du^  -f-  .  .  -h  du„)  =  «,-+-  «2  ~^"  ^3  "+■••"+■  ^«  -*-  Const 
Hierfür  kann  man  setzen 

/(</«!  H-  //«2  '^  ^^3  -^  •  •  -+-  ^^«)  =  j  d^\  -^  J  ^^i  ■+■  /^»s   -+-  •  • 
Daher   der    Satz:     Ein    Polynom    wird    integrirt,    indem    man  jedes 
einzelne  Glied  integrirt. 

Durch  Anwendung  dieses  Satzes  ergiebt  sich  z.  B. 
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j{l  -h  x)  äx  =  I  dx   -h    /  xäx  =  jc   H — ^j- 

yr            r             x^      x^ 
{x — x^)dx  ==  \xdx  —    Ix^dx  =  -^ ^ 

/(l  -^e'^)dx  =  I  dx    -\-    \e*  dx  =  X  -^  e^ 
j{cosx  ~-smx)dx  =  jcosxdx —  jsinxdx  =  sinx  -h  cosx  -+■  C\ 


2.    Die  Differential formel 
ergiebt  durch  Umkehrung 


d{au)  -=.  adu 


Jadu  =  au  -h  ConsL^ 

J adu  =  ajdu  , 

Einen  constanten  Faktor  eines  Differentials  kann  man  vor  das 
Integralzeichen  setzen;  oder:  um  ein  Integral  mit  einer  Constanten 
zu  multipliciren  (oder  zu  dividiren),  multiplicirt  (oder  dividirt)  man  das 
Differential. 

Hieraus  folgt  z.  B. 


I  adx  =  ajdx  =  ax  4-  C] 


> 


IfX 


c.^)  ä.  =  ajä.  -H  tj.ä.  +  ./.V.  =  a. 


X' 


X' 


^T-^'3 


C; 


+  C. 


/(—  xdx)  =  —   ixdx  =  —  Y  +  C; 

'räx^lfäx'^x^^ 

J  ax        aj    X         a 

3.    Aus  der  Differential  formel 

duv  =  vdu  -h  udv 
folgt  z'^w  =  duv  —  udv\ 

hieraus  geht  die  Integralformel  hervor 

■»  » 

jvdu  ^=  UV  —   judv. 

Hiervon  wird  man  mit  Erfolg  Gebrauch  machen,   wenn  fudv  bekannt  ist, 
oder  leichter  auf  ein  bekanntes  reducirt  werden  kann,  als  Jvdu]  man  bezeichnet 
diese  Reduction  als  die  Methode  der  theilweisen  Integration. 
Wir  geben  hierzu  folgende  Beispiele: 
fxe^dx  =  fxde^    =    xe^    —  fe^dx  =  xe^  —  ^-«*  -h  C; 
fx^e^dx  =  fx^de^  =  x^ e^  —  ß^d(x^)  =  e^  (x^  —  2a:  -h  2)  H-   C; 
Jx^e^dx  =  Jx^de^  =  x^e^  —  Zjx^e^dx  =  e'{x^  —  3^«  H-  6a:  —  6)  4-  C 
Allgemein  hat  man 

fx'^e^dx  =  Jx"*de^  =  x***e^  —  mjx^-'^e^dx . 

Femer  ist 

.  •  /• 

l  Ixdx  =  xix  —   jxd/x  =  x/x  —  jdx  =  x(/x  —  1)  4-  C; 
jx/xdx  =  ^ßxd{x^)  =  ^  A'»/a:  -  i/^^/^  =  ^(2/^  -  1)  -h  C; 


r.. 
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JxUxdx  =  ^llxd{x^)  =  ^x^lx-^Jx^dix  =  y(3/ji:—  1)  -4-  C; 

lx»*äxäx=  — —-x'^-^^/x ■  Ix'^dx  = -^ — --—-x»'+^[(m'{'l)/x--  IT  H- C. 

Jxcosxdx  =       Jxdsin  X   =       xsinx  — Jsinxdx  =       xsinx  -4-  ^^yjr  -I-  C; 

y]r  ^/«  jc^j:  =  —  Jxdcos  x    =  —  xcosx  -i-  Jcosxdx  =  —  xcosx  -4-  j/if  x  -H  C; 

fx^cosxdx  =       jx^dsinx  =        x^sinx  —  2fx  sinxdx; 

Jx^sinxdx  =  —  Jx^dcosx  =  —  jc^^£?jjc  4-  2fxcosxdx] 

Jx"*  cosxdx  =       /ar"'  //  j/«  j;  =       jc'"  j/>/  x  —  mjx^  -i  j/;i  x  dx ; 

Jx'^sinxdx  =  — Jx'^dcosx  =  —  x***cosx  -\-  mjx^-^ cosxdx] 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  gelangt  man  schliesslich  zu 
einer  vollständigen  Bestimmung  von  Jx*** cosxdx  und  Jx^^sinxdx, 

4.  Ein  sehr  wichtiges  Mittel  zur  Transformation  von  Integralen  ist  die  Ein- 
führung einer  neuen  Variabein.  Um  z.  B.  f{a -h  dx)*» dx  zu  bestimmen, 
setze  man    a  -+-  Ifx  =  y ,    also    bdx  =^  dy\    durch  diese  Substitution  erhält  man 

j(a  +  bxydx  =  i^jy^dy  =  ^^-^^  +  C. 
Auf  gleichem  Wege  ergiebt  sich 

r  dx        1  rd{a  -\-bx)     1  , 

J  a  -h  ox        bj      a-^öx  b    ^  ^ 

C       xdx 
In      /  —7==  setze  man  ör  -h  bx^  =  y,    also    2^Ji://ac  =  dy , 
J  -\/a  -\-bx^  ^  ^ 

Man  erhält  dann 


C      ^dx    _  _X    Cdy   _ij_ 

J    W^-^JC^  2bJ    Wy  ^         -^      ^' 


1    . 

=    ,  Y(J  -f-  bx^  -h  C. 


Ferner  ist 


r i_  _  . .  _  fj"'dx_ 

Setzt  man  e^  =  y ^  so  ist  c'^dx  =  dy,  und  daher 

/'        1  .  /'     dy 

I ^.v  =  /  :; ^  =  arc  fang y  -+-  c, 

=  arc  tangyc^)  -+-  C 

§  3.    Integration  rationaler  algebraischer  Functionen. 
1.    Kine   rationale   algebraische  Function  der  Variabein  x  ist  von  der  Form 
f(  \  ^  ^^^"'  -^  ^\  ^'"~^  -^  a^x*^-'^  -+■  .  .  4-  a,»-\x  4-  (J„, 
^      ■"  b^x*'   '-h  b^x''-^  -h  b,^x"-'^  -+-..-+-  bn~ix  -+-  /^«  ' 
Ist  die  Function   unecht  gebrochen,   ist  also  m  >  ti,   so  kann  man  nach 
den   Regeln    der  Buchstabenrechnung  den   Zähler  durch   den   Nenner  dividiren; 
man  erhalt  dann  den  Quotienten 

i^x'"-"  -+-  c^x»'-"-^   -+-  .  .  -h  c„,-„-\x  -h  c,„-n 


«  . 
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5*7 


Man  hat  daher 

ff{x)dx  =  /(^o-^""  -^  <:,^«-«-i  -+-.•-♦-  c„,-n)dx 


-h 


/ 


dx . 


ÖqX"    -H  ^,  Jf«-1  -h  .  .  .  4-  ^, 

Das  erste  Integral  rechts  —  das  einer  ganzen  rationalen  algebraischen 
Function  —  ist  nach  den  bisherigen  Regeln  sofort  ausgeführt.  Es  bleibt  daher 
nur  noch  die  Integration  einer  echt  gebrochenen  rationalen  algebraischen 
Function  zu  untersuchen. 

Elie  wir  hierfür  die  allgemeinen  Regeln  aufstellen,  mögen  einige  einfache 
F'älle  erledigt  werden. 

=  \l{\  -+-*)-  \H\  -X)  -^  C 

f     1  —  X 


1. 


2. 


3. 


0. 


6. 


7. 


4-  C. 


J  (x  —  d)(x  ^  d)        a  —  ^J  \x  —  a       x  —  If) 


1         X  —  a 


a  —  b    X  —  b 


C. 


l  dx  /  dx 

j  x^  4-  6jc  4-1!  ^  /  (i~^~3)*" 


X  4-3 


dx 


1  .        ^-^-3 

=  —7=  arc  tang  — f=z — h  C . 

>/2         yä 


dx 


^»  4-  6a:  4-  4  /  (^  4-  3)1  —  5  /  (-^  ^  3  ^  y^)  (^  ^_  3  _  y^) 


</;x: 


21/5 


ör(:c  4-  3  —  |/ö  ) 


AT  4-  3  —  "/ö 
2|/5     Jc  4-  3  4-  (/5 


//(jc 


1^5) 


X 


T/5 


C__xdx__  _  f       xdx        _  Ajc  —  2) d(x  —  2)        /'2</(, 

=  |n(^-  2)»  -H  3]  4-  -|r  arctang^-^ 

—  4)d{x—4:) 


3 


:r~2) 
2)» 

6\ 


r   (or  4"  5)  //o:      __  /*  (^  4-  5)  </a:     __  /\jc— 4 
J;c>  — 80:4-  10  ^J(^  — 4)2  —  6  ""J    (jc~ 


4)^ 


6 


7(^-4)"^- 


2 


=  ^/(^«  -  8^  ^  10)  -h  -%  /- ^^ i^- 

2  ^       2"/6     AT  — 4  4-)/6 

C__dx__  __  r\_ (b'-x       \\ 

Jx^x  4-  5)  ""J  25  V    ^>      "^  ^  4-  5; 


C. 


5;c        25' 


-H  25 ^(-^"^^^  "^  ^- 
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«•       7  ^5  (jc  —  3)  -  J  243  V^c  -  3  ^»  j  "^"^ 

1    F//         oN         ,  3  9  9  81  1         ^ 

=  243  [/(^  -  3)  -  /^  -h  ~  -^  2^  -4-  ^  H-  ^ J  -h  C . 

Wie  man  sieht,  gelingt  in  allen  diesen  Fällen  die  Integration  dadurch,  dass 
man  die  gebrochene  Function  in  ein  Polynom  von  Brüchen  auflöst,  deren  Nenner 
lineare  Functionen  von  x  oder  (Beispiel  7.  und  8.)  Potenzen  linearer  Funcdonen 
sind;  die  Zähler  sind  in  dem  ersten  Falle  constant,  im  letzteren  von  minderem 
(jrade  als  der  Nenner;  nur  die  Beispiele  3.  und  5.  machen  eine  Ausnahme,  bei 
ihnen  treten  nur  Nenner  von  der  Form  z^  -\-  a  auf,  wobei  a  positiv  ist.  Umge- 
kehrt sieht  man,  dass  die  Integration  echt  gebrochener  Functionen  durchführbar 
wäre,  wenn  es  gelänge,  jede  solche  Function  in  der  hier  angegebenen  Weise  in 
Partialbrüche  zu  zerlegen,  d.  i.  in  ein  Polynom  echt  gebrochener  Functionen, 
deren  Nenner  linear,  oder  quadratisch,  oder  Potenzen  einer  linearen  oder  qua- 
dratischen Function  sind.  Wir  werden  nun  zeigen,  wie  diese  Zerlegung  in  jedem 
*Falle  durchgeführt  werden  kann. 

2.  Es  seien  ^(a:)  und  ^{x)  zwei  ganze  Functionen  und  zwar  f^{x)  vom  «ten, 
^{x)  von  niederem  Grade.  Man  zerlege  die  Function  f^{x)  in  ihre  linearen 
Faktoren;  dies  erfolgt  bekanntlich  durch  Auflösung  der  Gleichung 

^(^)  =  0. 
Sind  Ep  Ej,  .  .  .  £«  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  ist  a  der  Coeffident 
von  x^    in  ^{x\  so  ist  dann 

^(x)  =  a(x  —  El)  (j;  —  Eg)  .  .  .  (jp  —  E„)  . 
Wir  setzen  nun  zunächst  voraus,  dass  sämmtliche  E  von  einander  verschieden 
sind,  und  suchen  die  Zahlen  ^j,  A.^,  .  ,  .  A»  so  zu  bestimmen,  dass 
^{x)  A^  A.^  A^  An 


f^{x)  J^  —  El  ^  —   Eq  -^  —   ^3  *    '  X  —In' 

Durch  Muldplication  mit  ^(ji:)  erhält  man  hieraus 

TV/  Ijp  —  gj  ^x—^2  J^—   Elf 

Krsetzt    man    in  dieser  Identität  für  x  den   besonderen  Werth    Ei,    so  ver- 
schwinden rechts  alle  Glieder  vom  zweiten  an,  da  die  Grössen 

^  —  Ea  '  J^  —  Ej  '    '   '   X  —  %n 

alle  den  Faktor  x  —  Ei  enthalten.  Für  die  Grösse  ^(x)  :  {x  —  Ei)  verschwinden 
Zähler  und  Nenner,  der  Werth  dieses  Quotienten  wird  daher  ^'(E)  (Diff.-Rechn., 
§  12).     Somit  gewinnt  man 

und  hieraus  ergiebt  sich  der  gesuchte  Zähler  A^  zu 

In  gleicher  Weise  folgt  allgemein 
3.  Ai  = 


+  (5.) 


Sind  nun  sämmtliche  E  real,  so  sind  auch  alle  A  real  und  man  erhält,  wenn 
man  die  -r^  in  l.  einsetzt  und  integrirt 
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Sind  nicht  alle  E  real,  so  treten  eine  gerade  Anzahl  complexer  5  auf,  die 
paarweis  conjugirt  sind.  Wenn  Ea  und  ?^  conjugirt  sind,  so  sind  auch  die  zuge- 
hörigen Zähler  Ajk  und  Ak  conjugirt,  also  von  der  Form  M  -}-  iN  und  M  —  iN, 

Ist  nun 

\h  =  r  -h  is  ,     also     Ij^  =  r  —  is , 
so  ist 

Am  Ak  {Ak  -^  Ak)x  —  Aklk  —  Akik 


Da  nun 

Akik  H-  Aklk  -=  Mr  -}-  Ns  -^  i\Nr  -  Ms)  -^  Mr  -^  Ns   -  i{Nr  —  Ms) 

=  2(i!/r  4-  Ns),    ' 

so  folgt  schliesslich 

Ak  Ak      ^  Mx  —  Mr  —  Ns 

X  —  %k        X  —  \k  ~~        x^  —  2rjc  -h  r*  -h  ^*  ' 
Daher  ist 

=  Ml[{x  —  r)a  -+-  s^]  —  2Narc tang -H  C. 

3.   Wir  wenden    uns  nun  zu  dem  Falle,   dass  die  Function  <f{x)  mehrere 
gleiche  lineare  Faktoren  enthält.    Es  sei  {x  —  5,)"  ein  Faktor  von  ^(*),  also 

<f{x)  =  (*-5,)«Ti(*), 
wobei  9,  eine  Function  vom  Grade  («  —  «)  ist.    Wir  versuchen  nun  die  Zerlegung 

,     ♦(*) +(*) 4o^  .       ^1       .       .    ^.-1    .  «M^ 


<f{x)  -{X-  5.)«?,  {X)  -{X-  ?,).  ^  {X-  ?i).-l  -^••^x-i,^<f,(x)- 
Hierbei  bezeichnet  ^i{x)  eine  Function  von  minderem  Grade,  als  <fi(x). 

Setzt  man*)    x  —  5]  =  -  ,    also   x  = —  ^  so  wird  aus  1. 

Macht  man  die  einzelnen  Theile  jeder  der  Functionen  ^j,  ^  und  4*1  gleich- 
namig und  vereint  sie  dann,  so  erscheinen  diese  Functionen  als  Quotienten 
ganzer  Functionen  von  z  von  demselben  Grade,  den  die  ursprünglichen  Functionen 
in  X  hatten,  dividirt  durch  die  höchste  vorkommende  Potenz  von  z.  Sind  also 
^{x)  und  ^i{x)  vom  Grade  n  —  B  bez.  n  —  a  —  e,  und  bezeichnen  Op  W,  W^ 
ganze  Functionen  von  den  Graden  n  —  a,  n  —  8,  n  —  a  —  e,  so  hat  man 

Daher  wird  aus  2. 

oder  einfacher 

z^Wjz)  _  «'^iW 

Die  Function  O^  kann    nicht  durch  Annullirung  einiger  Coefficienten  ik)n 
minderem  Grade  als  «  —  a  sein ;  denn  den  Wurzeln  z  der  Gleichung 


*)  DöLP,   Aufgaben  zur  Differential-  und  Integralrechnung,   nebst  den  Resultaten  und  den 
zur  Lotung  nöthigen  theoretischen  Erläuterungen.     Giessen  1869.     pag.  %\, 

VI** 


5^0  Integralrechnung. 

entsprechen  die  Wurzeln  der  Gleichung  fi(x)  =  0;  davon  sind  aber  die  «  —  « 
Wurzeln  «  =  oo  von  4.  auszunehmen,  denn  sie  liefern  x  —  5^  =  1:5  =  0, 
also  X  =  i^  während  nach  der  Voraussetzung  die  Function  ^i(x)  den  Faktor 
X  —  ;,  nicht  besitzt.  Um  die  n  —  a  Wurzeln  von  ^j  (jc)  =  0  zu  erhalten,  hat 
man  also  nur  die  Wurzeln  von  O^  (z)  =  0  zu  ermitteln  und  in  x  —  gj  =  l  :  5 
einzusetzen.  Verschwänden  nun  die  Coefficienten  von  5«-«,  s«-«— 1,  ^—«-2^  . . . 
gu-i-x  in  ^^{z)f  so  würde  die  Gleichung  0,(5)  =  0  k  gleiche  Wurzeln  5  =  00 
haben,  im  Widerspniche  mit  der  Voraussetzung,  wie  soeben  gezeigt  wurde. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  ersichtlich,  dass  ^'(z)  und  ^,  (5)  •  nicht  von 
minderem  Grade  als  n  —  6,  bez.  n  —  a  —  e  ausfallen  können;  mithin  ist  z^^'{x) 
vom  Grade  n  und  z*^\{z)  vom  Grade  n  —  a. 

Man  erhält  daher  die  Darstellung  3.,  indem  man  die  algebraische  Division 
z^^'(z)  :W^{z)  nach  fallenden  Potenzen  von  z  geordnet  ausführt. 

Das  höchste  Glied  des  Quotienten  ist  A^z^;  man  berechnet  ihn  bis  zu  dem 
Gliede  At,-\z,     Der  Rest  ist  vom  Grade  n  —  a,  und  ist  die  Function 

xf«  W^  (z) . 

Substituirt  man  in 

g'  W{z) 

für  z  rückwärts  wieder  den  Werth  5  =  1  :  (jt  —  Ej),  so  geht  4.  in  4'i(^)r^i(*) 
über;  somit  ist  nun  ^,  bekannt.  Hat  nun  9^  (x)  lauter  ungleiche  lineare  Faktoren, 
so  wird  ^i{x)  :c^^(x)  nach  No.  2  weiter  zerlegt;  enthält  hingegen  ^^(x)  noch 
mehrfache  lineare  Faktoren,  so  hat  man  die  soeben  gegebene  Entwicklung  zu 
wiederholen.     Ist 

^(x)  =  (^  -  £,)« .  {x  -  5,)ß .  ...  {x^  5,)P , 

so  erhält  man  schliesslich 


ü. 


"T-    7 F~Ti    ~T-   7 r~\Q"  ;    -t-    .    .    -h 


{x - 5,)?  ^  (x- Sj)ß-'  -  •  •  -  (x-i^)»  ^  x-i 


~t~      /  ^   \-.      f     ~t~    •    •    • 


r^{x 


{X  -  WP      '       {X  -    5,)P-l      •      •   •   •     '      (;c  -  Zr)'    ^     X-^lr' 

Sind  nun  alle  5,  .  .  5r  real,  so  ist  mit  dieser  Zerlegung  auch  die  Integration 
von  [^(x) :  ^(x)]  Jx  erledigt;  man  erhält 

)  "-^  "        \x  -  $,>-»  ~  \x  -  V,)'   2  -  •  ■  -  a:  -  5,  "^  '^^  -'  '^"^  ~  ^' ' 
(3-\)B,        0-2)^,  3j:2_^«       ,,         t, 

(p-l)^o  _  (p-2)igt  ^p-2     ^    „        ,,  -. 

(AT  —  Wp-»        (^  —  t)f-2        ■  ■  ■       *  —  £.  "^      "-*  ^^*  ~  ^'  ■ 
4.    Ist   ;,  =  /-  -t-  /y  und  enthält  ^p  den  Faktor   {x  —  r  —  isy,   so  enthält  ? 
aiirh   den  conjugirten  Faktor  {x  —  r  —  isY\  beide  Faktoren   geben  vereint  den 
Faktor 


I 
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Es    lässt  sich  nun  nachweisen,    dass  dann  immer  eindeutig  folgende  Ent- 
wicklung durchgeführt  werden  kann 

wobei  <p,(ar)  das  Produkt  der  Faktoren  bezeichnet,  die  in  ^  ausser  {x  —  ry  -i-  s^ 
enthalten  sind. 

Multiplicirt  man  nämlich  in  1.  beide  Seiten  mit   [{x  —  r)^  -^  s^y,  so  erhält 
man,  wenn  man  (x  —  r)^  h-  j2  zur  Abkürzung  mit  U  bezeichnet 

*  ^^^  =  A^x  ^  ß^  ^  {A^x  -\-  ß^)  U  4-  {A^x  -h  ^a)  6^»  4-  .  .  . 


^iW 


Ersetzt  man  hier  x  durch  r  4-  is^  so  verschwinden  alle  Potenzen  von  U\ 
nimmt  die  linke  Seite  dabei  den  complexen  Werth  M^  4-  iN^  an,  so  hat  man 
3.  Mq  4-  iN^  =  A^{r  4-  is)  4-  -^0  • 

Durch  Vergleichung  der  realen  und  imaginären  Theile  ergiebt  sich  hieraus 

Die  Function  '^(pc)  —  ^^{30){A^x  4-  ^0)  verschwindet,  wenn  A^  und  B^  die 
Werthe  4.  haben,  und  x  durch  Sj  ersetzt  wird;  hieraus  folgt,  dass  diese  Function 
den  Faktor  x  —  5i  hat;  sie  hat  daher  auch  den  conjugirten  Faktor,  und  ist 
folglich  theilbar  durch  das  Produkt  dieser  beiden  Faktoren,  durch  U,  Führt  man 
die  Division   aus,  und  bezeichnet  den  Quotienten  mit  /i(^),  so  hat  man  daher 

Setzt  man  dies  in  2.  ein,  so  enthalten  alle  Glieder  der  Gleichung  den  Faktor 
U\  nach  Entfernung  desselben  bleibt 

y^i^}  =  A^x  4-  ^1   4-  {A^x  4-  i/,)  6^  4-  {A^x  -h  B^)  C/^  -h  .  .  . 
5.         ^*  ^"^^ 

4-  {A^-ix  4-  B^-i)  Uv^-'i  4-  ^^f\  ^»^-1 . 

Setzt  man  hier  x  =  Sj,  so  erhält  man 

und  hieraus  wie  bei  3.  und  4.  durch  Sonderung  des  Realen  und  Imaginären  die 
Grössen  A^  und  B^ . 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  in  der  Ausführung  zwar  umständlichen, 
aber  ganz  elementaren  und  durchsichtigen  Verfahrens  gewinnt  man  sämmtliche 
A  und  B, 

Es  ist  klar,  dass  man  ein  gleiches  Verfahren  auch  an  Stelle  des  in  No.  3 
gegebenen  anwenden  könnte. 

5.  Für  den  Fall,  dass  r^{pc)  mehrfache  complexe  Faktoren  hat,  kommt  die 
Integration  von  (^  :  ^)  dx  daher  auf  die  Entwicklung  der  Integrale  hinaus 

r     Ax-h  B  ,  r       Ax  -h  B         ^ 

1.  I,  \s~; — i  " -^        und        2.  In r^— — Ti^dx^ 

J  (x  —  ry  -h  s^  J  [{x  —  ry  4-  s^Y 

wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.    Das  Integral  1.  liefert  (vergl.  No.  2,  6) 


A  ,        B  +  Ar  X  —  r        „ 
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Für  das  zweite  erhält  man  die  Zerlegimg 

/•      Ax-i-B  .  .  r     {x  -  r)  dx  C  'l^ 

J  [(«  -  >-)»  +  s^]"  ''•*  -  ^j  \pr-  /•)«  +  5«)«  -^-  (^  +  '^''V  ((*  -  r)»  +  X»]«  • 

Nun  ist 

r     (^-r)^^ 1_  1 

^-  ./  [(jc  -  r)3  -+-  ^-2]«  -         2(«  -  1)  *  [(;c  -  /-)«  4-  J»]--l  ' 

also  erübrigt  noch  die  Ausführung  des  Integrals 

f   ^       dx 

Führt  man  hier  eine  neue  Variable  durch  die  Gleichung  ein 

X  —  /•  =  ja; , 
so  ist  dx  =  sdz,       (x  —  r)8  -h  j»  =  j2(l  -h  «*)  , 

und  man  erhält 

J  [(a:  -  r)»  +  5»]»  -^/ (!-♦-*»)-• 
Wie  man  aus  der  Zusammenrechnung  der  rechten  Seite  sofort  sieht,  ist 

r    dz         r     dz  r  z^dz 

femer  erhält  man  durch  theilweise  Integration 

/*    2*^«  /*        zdz  1  Ä  1         /'       dz 

Daher  ist 


2\h-\  ' 


z^y 


r     dz 1^  _    z 2«  — 3  f i 

Durch  dieselbe  Formel  reducirt  man  ///« :  (1  — z^)«  -i  siuffdz :  (1  -h  «*)''-~2  u.  s.  w., 
bis  man  zum  Schluss  auf 


/ 


I  ^^2  =  arctMgz  4-   C 

kommt. 

6.  Alles  in  No.  1  bis  No.  5  Entwickelte  zusammenfassend,  erhalten  wir 
somit  das  Ergebniss:  Das  Integral  einer  rationalen  algebraischen 
Function  lässt  sich  in  jedem  Falle  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
rationalen   Functionen,    Logarithmen  und    Arcustangens   ausdrücken. 

7.  Die  Anwendung  der  soeben  entwickelten  Regeln  wollen  wir  nun  an 
einigen  Beis])ielen  zeigen. 

A. 

x^  4-  9jc2  —  4^  -h  7 


h 


dx . 


{x^  —  bx  -h  6)  (x^  4-  5.x  4-  6) 
Hier  ist    ^{x)  ^  x^  ^  c^x^  -- Ax -^  1 ,     ^{x)  ^(x  —  2){x  -  3)(x  4-  2)(x  4-  3', 

nkfi  5      —    0  5:      —    S  t      —    9  S      —    q 

a.iMi  ,j     —    *  ,  ^2     —    «'1  *3    —  ^1  -»4     —  "  • 

Die  \Verthe  ^' (Ik)   werden   am   zweckmässigsten   nach  der  Formel  berechnet 

Man  findet    cp'(2)  =  —  20  ,     cp'(3)  =    30  ,     y'{-  2)  =  20  ,     (p'(—  3)  =  -  30. 
Ferner  ist      ^  (2)  =       43  .     ^  (3)  =  103  ,     ij;  (—  2)  =  43 ,     ^j*  (—  ^)  ==      73. 


\ 
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Daher  hat  man  die  Zerlegung 
x^  -4-  9;c»  —  4jc  -f-  7  43        1  30         1  43        1  73        1 


(jt-^  — 5jc-h6)(a:«-+-5jt-+-6)  20    jc— 2  "^  103    ^— 3"^20    x-h^      30   x-^3' 

Hieraus  ergiebt  sich 

xi  4-  9^2  _  4j;  ^,  7  ^        43  ^ 

(;c2  -  5.T  -h  6)(jc«  H-  5;c-4-  6)  '^^  ^  ""  20  ^^-^^  ^^  "^"  103  ^^*"~  ^^ 

49  73 

H-5^./(*  +  2)-sr./(^-H3)+  C. 


/^ 


20  ^     '     '       30 
B. 


f(x^  —  Ax 


,  /  (;c«  —  4^  +  5)  (««  —  6a:  +  1 3)  • 
Hier  ist     ^(^)  =  1 , 

(p(jc)  =  (^  —  2  —  /)(:c  —  2.-+-  0  (^  —  3  -^  2/)  (^  —  3  -4-  2/)  , 
£^=2-h/,       ?j  =  2  — /,       ?3  =  34-2/,       64=3-2/, 
(p'(2  H-  /•)  =  4  +  8/  ,  9' (2  -  /)  =  4  —  8/ , 

(p'(3-f-2/)  =  —  16  —  8/,       9' (3  — 2/)  =  —  16  -+-  8/. 
Man  hat  daher  die  Zerlegung 

1  1111 


(^2  — 4jc-+-5)(jc»  — 6a:-+-l)""  4-4-8/     ^  —  2-/^4  — 8/     o:  —  2 -h  / 

1__  1 1__  1 

16-+-8/    .r—  3  — 2/       16  — 8/'  :c— 3  -4-2/* 
Durch  Vereinigung  conjugirt  complexer  Ausdrücke  erhält  man 
1111  X 


4-h8/     AT- 2-/^4  — 8/     ;t:  — 2  4- /  ""  10[(a:— 2)«-+-!]' 
11  11  x—2 


-  -f- 


16  —  8/     o:— 3  —  2/  ^   16  — 8/     a:  —  3 -+- 2/  "~  10[(a:  — 3)« -+- 4] ' 
Da  nun 

/         X  dx  1 

/(3:_2)»:n  °"  2  '^*'  -  4*  -t-  5)  +  2  arctangix  -  2) , 

/(inäyriM  =  2  '(**  -  6*  +  '3)  4-  2  an  fang  ~-^-    . 

SO  folgt  schliesslich 

/•  ^x     ■  \     x^ 4x  -h    5        1 

J^x^^4x^b){x^-6x-^lS)  =  2"Ö^^^- 6:^4-13  ^  ^^'^^  ^^^Six  ^  2) 


1  ^—  3 


C. 

^c«  — 3^4-  1 


/< 


(^  — 2)»(x  — 3)« 


// jc . 


1  4-  2jp 
Hier  ist  E,  =  2 ;  die  Substitution  x  = liefert 

^«  —  3a:  4-  1  =  "ä  (—  2»  4-  i?  4-  1) , 
(\  +  2a\         /l  +  1z         \»        1   „ 

Daher  ist 

z^^'  jz)  _  g3(— ga-+-  g  4-  1) 


584  Integralrechnung. 

Nun  ist 

(—  «-^  -+-«♦-+-  z^) :  (s»  —  2^  H-  1)  =  —  2;'  —  Ä»  4-  ^VZZ^z  H-  1 " 


«« 


Substituirt  man  im  Restbruche  z  =  l  :  (x  —  2),  so  erhält  man 

g« !__ 1__ 

58  _  2^?  4- 1 "~  /,    1 V  ^  i^— ^y ' 


'  "(-!)■ 


Daher  hat  man  die  Zerlegung 

x^  —  3x  -h  \  1  1  1 


(x  —  2y(x  -  3)»  ■"       (^  —  2)-^        {x  —  2)»        (^  —  3)«  ' 
folglich  ist 


i 


'  jc«  —  3;c  H-  1  1  1  1  1 


(jc— 2)'(:c  — 3)2"-"  ""  2     (jc  — 2)^^a:  — 2        o:  —  3  * 

D. 

/*  jf»  -I-  4 


1)« 

In     diesem     Falle    hat    man     ;^  =   l ,     und    hat    daher    die    Substitution 
X  =  {\  -h  z):  z\  sie  ergiebt 

z 

?i  (-1-^)  =  ^  («  +  1)*  .       «nd  daher 

2«V(»)  _  g»  (5<»  -t-  3g»  -+-  38  -+-  1) 
<D,(2)    -  (5+  ly 

Man  erhält  weiter 
(f)£;6  -+-  3a;5  -+-  Sz*  -+-  ä^)  j  (^4  _^  4g^  ^  0^2  _(-  4a;  ^  i)  =  5^2  _  jy^ 

4l2*  -h  832-^  -+-  63ä«  -+-  17« 


(z  -+-  !)♦ 

F'.rsetzt  man   im   Restbrnche   z   wieder  durch    l  :  {x  —  1),   also  z  -h  1    durcb 
X  :  {x  —  1),  so  erhält  man 

4\z*  4-  83^3  -h  632^^  4-  172         17a:»  -+-  12.v2  -f.  8.r-+-  4 


(z  +  ly 

x^ 

Folglich  ist 

X'^  -h  4                   .1 
x^lx"     lY^  %"(.r    ~lj2  ~ 

17             17           8           12          4 

~  X        \   ~^    X    '^   x^   ~^   x^   '^   x^' 

und  mithin 

f  x^  -^  A                          5 

fx*{x        lY'^'^              X        1 

—  17/ —  —  —  ^—r  -h  C. 

X            XX'        Sx^ 

E. 

/•       -_ 

dx 

Die  Auflösung  der  Gleichung  x'^  —  Ix  4-  .5  =  0  liefert  ;j  ==  1  4-  2/.     Un 
die  Darstellung  zu  erreichen 

1  --^0 -^  -+-  ^0  A^x  -\-  By^  ^\ (x) 


(jr»  — 2.r4-o)2(A-4-  l)-*^  ""  (.r«  — 2jc4-5)2    '    ^-^  —  2jc  4-  5         (;c  4-  1)»  ' 
setze  man  ^  =  1  4-  2/  in 

l  iL,  (x)  (x'^  —  2a:  4-  by 


16(/- 

-1) 

32 

und  daher 

^0 

= 

— 

1 
64  ' 

Man  bildet 

nun 
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Da  (2  -h  2/)''»  =  16(/ —  1),  so  erhält  man 

R  -       L 

1  -  (pi  {x)  {A^x  +  ^0) , 
wobei     (pj  (jc)  =  (*-(-  l)»  ,     und  erhält 

1  -  9,(a,-)  {A^x  +  Bo)  =  -^  [64  +  (*-(-  !)♦]  =  ^  (^*  +  4*3  -1-  6*»  -h  4x -h  65). 

Dies  durch  x^  —  2*  +  5  dividirt,  ergiebt  den  Quotienten 

Xi  C^)  ^^i^'  +  ^^-^  13)  • 
Daher  hat  man  nun 

^(x«  -^(yx-^  13)  tlWJ^-J-^'^) 

Setzt  man  hier  wieder  x  =  \  -h  "2iy  also  jf^  ^  (jj^;  _l_  13  =  iß^i  4.  /),   so 

erhält  man 

1  1 

""  ^  ""  "^^  (^  "^  -^)  ■*■  ^»  '       folglich  ^1  =  —  128 '       ^1  =  12'8  * 
Bildet  man  weiter  /,  (^)  —  ^j  (jt)  (^,^ -h -5,),  so  erhält  man  hierfür 
A  (-,-2  _^  6  ^  4.  13)  _  _i_  (;,  ^  1)3(__  ^.  -f.  1)  =  jl  (jt4  -h  2a:»  4-  2^^^  -h  10a  -+-  2o). 

Dies  wieder  durch  (x^  —  '2x  +7  i>)  dividirt,  ergiebt 

128^*^'^  -^4.v-+-  0). 
Man  hat  daher 

Macht  man  noch  von  der  Identität  Gebrauch 

a:2  H-  4  i  4-  5  =  (or  -h  l)''«  h-  2(jc  ^-  1)  -h  2  , 
so  hat  man  schliesslich  die  vollständige  Zerlegung 

J l^        _^^}_       __^^  '^"~^_ 

(x^  —  2jc  4-  5)(a:  -4-  1)»  "  ""  64  "  \x^  -  ix~^b)^  ""   128  '  x^~—1x  4-  5 

J^  /     1  2^  2_    \ 

28  Vr  4-  1  "^  (X  4-  1)2  '^  (X  -¥  xy)  ' 
Nun  hat  man 

r  5jt.L  _     _  r  (-y—  i)^>y      «  r   _j^  


(x—  l)i/x  _   1  7.   2 

[■(V-  1)«  4-  4]»       ""  '2  ^^^^'  ~  -'''  "^  ^) ' 


j[(^-  1)2  ^  4]«       -  4  j(^_  ij-r^Ti  -  4  j[(;c  -  0«  4^  41-'  ' 
C  {x—  \ydx  1  jc  —  1  1  X—  1 

Daher  ergiebt  sich  schliesslich 
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§  4.    Integration  irrationaler  Functionen. 

1.  Die  Integrale  irrationaler  Function  lassen  sich,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  im  Allgemeinen  nicht  auf  die  bisher  bekannten  Functionen  reduciren; 
nur  in  den  einfachsten  Fällen  gelingt  diese  Reduction,  und  derartige  Fälle  sollen 
im  gegenwärtigen  Abschnitte  betrachtet  werden. 

2.  Kommt  in  einer  irrationalen  Function  von  x  die  Variable  nur  in  einer 
Wurzel  vor,  und  ist  der  Radicand  dieser  Wurzel  eine  ganze  Potenz  einer  linearen 
Function  von  x,  r.lso  die  Function  von  der  Form 

F[x,  ^{ax  -i-  b)^] , 

so  lässt  sich  das  Integral 

J*         Pf 
F[x,  ^{ax  -h  b)'*'\dx 

durch  Substitution  einer  neuen  Variabein  leicht  auf  das  Integral  einer  rationalen 
Function  reduciren.     Setzt  man  nämlich 

ax  -\-  b  ■=  z"*  ^ 

also  X  = ,      dx  =  -  ««-' , 

a  a 

so  geht  das  Integral  über  in 

^F{x,  y(ax  ^  byi\  dx  =  "^^F  (--=-^  ,  «-)  dz  , 

und  dieses  Integral  kann  nach  den  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Anleitungen 
vollständig  entwickelt  werden. 


Beispiel. 


/    x'^  dx 

so        JC  =   ä3    —     1  dx  I—    "Xx^  . 


Man  setze     o:  -t-  1  =  «'  ,     also     jc-  =  «*  —  1  ,       dx  t=.  3«* 
Dadurch  erhält  man 

-^ dx^Z  \ —-^-z'^dz  =  3  /(^7_2«*  ■^z)di 

r=8^^-5^'-^2^'^^ 

=      ^^  ^^^ ^[5(a:-hir-  ~  16(jt:-h  1)  -h  20] -h  C. 

3.    Wir  wenden  uns  nun  zur  Entwicklung  des  Integrals 

dx 


1.  /=    I    / 

ya  -\-  Ibx  4-  cx^ 

Man  hat 


2. 


b^        l        by- 

a  -^  ^bx  -\-  cx^  =  (I  —  —  -h  c  [x  -h      I 


b^  —ac 


Ist  nun  b^  —  <ir  <  0,  so  muss  r  >  0  sein,  da  sonst  der  Radicand  für  alle 
realen  Werthe  von  x  negativ,  die  Wurzel  also  imaginär  würde,  während  wir  aus- 
drücklich uns  gegenwärtig  auf  Integrale  realer  Functionen  beschränken.  Macht 
man  von  der  Substitution  Gebrauch 
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so  geht  das  gegebene  Integral  über  in 

dz 
4.  J 


vjvi 


z 


9 


Nun  ist  bekanntlich 


Daher  hat  man 


VT 


Z 


8 


dx 1      ex -^  if-h^cY^^^dx-h  cx^ 

ya'-i-~26'x^-cx^        Yc  yac  —  b^ 

Man  kann  den  Bestandtheil    | ^iVä^  —  b^\  "li^  d^r  Constanten    ver- 

V  v^  / 

schmelzen,  und  erhält  dann 

f  dx  1  , 

5.  i    , ^ —=:l[cx -\-  b -\'yc{a-\-'lbx -\- cx^)]  -{- C, 

J  Ya  -H  2bx  -h  cx^        /7 

b^  —  ac  <  0 ,       c  >  0. 

Ist  hingegen  b^  —  ar  >  0 ,  so  setzen  wir  in  2. 


^-  i/^^-^r^.i"' "^  ^j  ^ ^'  — ^ —     * 

und  erhalten  dadurch 

b^  —ac 
7.  Ä  H-  2^^  -^  r^2  = (1  —  «») . 

Ist    nun   r  >  0,    so    muss   «*  >  1    sein,    damit  Ya  -^  ^bx  -^  cx^    real   ist 

Unter  dieser  Beschränkung  setzen  wir 

b^  —  ac 
a  H-  Ibx  -h  cx^  =  («3  —  1) . 

Aus  der  Differentialformel 

di{z  H-  Y'^^-^^)  =     "^^ 


folgt  nun 

dx 


1      ex  -i-  b  -h  l/<r(fl  -^  2^j:  H-  ^jp*)         ^ 

—  -—  —  — --  / '    ^      — s.  _^  ^ 

>/a  -h  2^a:  h-  rjc-        Y^  Y^^  —  ac     ^ 

oder,  wenn  man  die  Constante  mit   I —  --.—  lYb^  —  ac\  vereint, 

I  dx  1  / 

9.  /    ,  =  -F  l{cx  -^  b  -^  y<:(Ä  -h  "Ibx  -h  ^:c*)]  +   C. 


i 


}/fl  -+-  2^x  -+-  cx^         Y^ 

Diese  Integralformel  ist  daher  anzuwenden, 

wenn    b^  —  ar  <  0    und   ^  >  0,    für  jedes  reale  x\ 

Ux  -+-  ^)» 

wenn    ^'  —  ar  >  0    und    r  >  0 ,    für  \-s ^  >  1  . 

b^  —  ac  ^^ 

Ist  ^  <  0,  so  wird  Y^  -h  2bx  -h  cx^  nur  real,  so  lange  «*  <  1.    In  diesem 

Falle  und  unter  dieser  Beschränkung  für  z  ist  nun 

dx  1  .      _^^ 

arcstnz  -4-  C, 


y«  -h  'ibx  H-  rjc*       y—  r 

alsoy  wenn  man  wieder  z  durch  x  ausdrückt 


588  Integralrechnung. 

/dx  1  ,      ex  -^  b  ^ 

,  ^-^  =  —     . .  .    .  arc  sin  -  -h  C  , 

ya-^-'lbx  -^  cx'  y—  c  yb^  —  ac 

(ex  H-  by 

^*  —  ae  = 

Ist   </r  —  b^  =  0 1    so    sind    die    Substitutionen    unbrauchbar,    die    zu   ( 

Formeln  9.  und  10.  führen.     In  diesem  Falle  ist 

(        ^V 

a  -H  ^bx  -1-  cx'^  1=  e\x  -\-      \  , 


Die  Wurzel  ist  daher  rational  und  man  hat 

dx  \       r  dx 


2bx  -h  ex^        V^     j  X  -h  -        ^ 


-hi^^')-^''- 


4.    Zur  Reduction  des  Integrals 


A^x^  -h  A^x*'-^  -h  .  .  -t  A„    . 
"  —  dx 


y/a  -h  2bx  -h  ex^ 
dient  folgender  Satz*): 

Die  Constanten  Bq^  B^,  .  .  .  Bn-i,  Bn  lassen  sich  immer  so  wähle 
dass 


^a  -h  ^Ibx  -\-  ex' 


"•^A- 


=  (i^o-^*~^  -h -5 ,  Ar« -^ -h  ...  -\-Bn-\f^a'\-'ibx-^-ex'^  -V-  B, 

Durch  Differentiation  erhält  man  nämlich  aus  1. 

A^x'^  ^  .  ,  -\-  An         ,  .,         .  „      ,  b  -Sr  ex 


dx 


2bx  -hcx- 


Ya  -h  2bx  -h  ex^  ya  -h  2bx  -f- 


ex 


3 


H-  [(«  —  1)  BqX'^-'^  -h  {n  —  2)  B^  A«--^  -f-  .  .  H-  Bn-2\  Va  -h  2^Ar  -h  ^a 


y^  -h  2^jc  -f-  ex^ 
Multiplicirt  man  beide  Seiten  mit  y^a  -j-  2bx  -^  ex^  ,  so  erhält  man 
AqX'^  -h  .  .  -h  An  =  {BqX"*-^  -^  .  .  -\-  Bn-v)  {ex  -h  b) 

-h  [(//  —  1)  B,^x"-'^  -{-  .  .  -h  B„   2]  (^^^  -H  2/^A  -+-  rt)  -h  ^.. 
Vergleiclit  man   die  Coefftcienten   gleich   hoher  Potenzen   von  x  auf  beidei 
Seiten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  B  die  linearen  Gleichungen 

Aq  =  neB^  , 

A^   =  (n—\)eB,   H-  (2«-  \)bB^, 
A^  =  \n  —  T)eB.^  -h  l2n  —  H)bB^   -h  (;/—  1)«^^, 
^3   =  («  —  3)^^.^   -K  {'2n  —  ö)bB^  -h  {n  —  2)aB^, 
A^   =  («  — 4V/^4   H-  {In  -l)bB^  -h  {n  —  3)aB^, 


An  i  =  2  r  Ä-2  -+-  5  ^'  Ä,-3  -H  3  rt  ^«-4  . 
^«_i  =  e  Bn-\  -H  ?^bBn~i  H-  "laBn-z  , 
^„       =^  /^^«-i       -h  ^/?«   2    -I-  ^«• 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  einander  die  Zahlen  Bq.B^,--^ 
bestimmen. 

Beispiel.     Für  die  Ermittelung  von 

*)  DÖLP,  Aufgaben,  pag.  90. 
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dx 


t  man  in  obigen  Gleichungen  zu  setzen 

//  =  6  ,     Aq  —  \,     ^j  =  .  .  =  ^„  =  0 ,     <?  =  1  ,     ^  =  0 ,     c  =  \  , 
her  c;ehen  dieselben  über  in 

1   =  6^0»  0  =  3^3   H-  4^1  , 

0  =  5^1  ,  0  =  2B^  -H  3^2, 

0  =  4^2  -H  ö^o  »  0  =     ^3  4-  2^3  , 

0  ==  ^^   H-  ^6  • 
Sie  ergeben     B^   =  -^s  =  -^ä  =  0, 

Folglich  ist 

/     x^äx  (x^        bx^        bx\    , 5     ,  , 

j  TT^T^  =  (t  -  -24:  -^  le)  1^'  -^  ^*  -  16  '(*  -^-  /i  +  -»)  +  c- 

j.    Um  das  Integral  zu  ermitteln 

dx 


y.en  wir  jc  =  -    -+-  a,     also     //x  =  —  -7^, 


(^  —  a)«  "/a  H-  2/^Jc:  -^  cx'^  ' 

1  <y 

--ha,     also     dx  -=■  —  -^ 

a  H-  2^^  -+-  rjf«  =  "T^  -^  2(^  -+-  ^a)>'  H-  («  -i-  2^a  -f-  ra«)>'«], 
d  erhalten  dadurch 


/  (a-  —  a)"  ^a  H-  2/^;c  -t-  cx^  J  V^ '^ 


;«-l 


^^^ 


2(^  4-  ra)>'  -t-  («-h  2^a  -h  ra»)^« 

Ist  nun    a^  -+-  2^a  -+-  ca}  =  0,   also  x —  a  ein  Faktor  von  a  -h  ^bx  -f-  cx^ , 
reducirt  sich  das  Integral  auf 

yn-\dy 


>/f  H-  2(^  -h  ca)y 
d  wird  durch  die  Substitution 

r  -+-  2(^  -f-  cfi)y  =  ^« 
das  Integral   einer  rationalen  Function  transformirt.     Ist  hingegen    a^  H-  2^a 
ra*  ^  0,  so  hat  man  1.  nach  den  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Regeln 
entwickeln. 
G.    Hiermit  ist  nun  auch  das  allgemeine  Integral  erledigt 

^  {x)  dx 


?W     ya  -h  ^bx  -t-  cx^  ' 

mn   i};(j»:)  und  f^(x)  ganze  Functionen    von  x  bezeichnen    und  r^(x)  nur  reale 
leare  Faktoren  hat. 

Man  zerlege  den  Quotienten  ^{x) :  <p(^)  nach  den  in  §  3  gegebenen  Regeln 
eine  ganze  Function  und  in  ein  Polynom  von  Brüchen  von  der  Form 

A 
{x  -  ?)«  • 
Dadurch  zerfallt  das  vorgelegte  Integral  in  ein  Polynom  von  Integralen,  die 
ch  den  gegebenen  Regeln  entwickelt  werden  können. 
7.    Alle  Integrale  von  der  Form 

jF{x,  yä~T~2bx'-^  cx^)  dx  , 


S90 


Integnlredmimg. 


wobei  /^eine  rationale  algebraische  Function  von  x  und  |/a  -t-  2^jr-hrjr' 
bedeutet,  können  durch  eine  geschickte  Substitution  in  Integrale 
einer  rationalen  Function  transformirt  werden. 

Eüne  solche  Substitution  einer  neuen  Variabein  y  rauss  die  Bedingungen 
erfüllen,  dass  durch  dieselbe  sowol  x  als  "j/a  -h  2^x  -h  cx^  rational  in  y  ausge- 
drückt werden.  Diese  Bemerkung  führt  auf  den  Gedanken,  eine  Substitution 
von  der  Form  zu  versuchen 

Ya  -h  2lfx  -h  cx^  =  A-^-  Bx  -¥  Cy, 
worin  A^  B,  C  noch  zu  bestimmen  sind.     Durch  Quadriren  findet  man 
2.       a  -\-  '2bx  -4-  cx^  =  A^  -h  2ABx  h-  2ACy  4-  B^x^  -h  2BCxy  -+-  C^y^ . 

Damit  nun  x  rational  in  y  ausgedrückt  werde,  muss  B^  =  c  sein;  um  die 
Formeln  zu  vereinfachen  nehmen  wir  ferner  AB  =  d,  also  A  ^=  d  :  "j/r.  Hierdurch 
erhält  man  aus  2.,  wenn  man  zur  Abkürzung  d^  —  ar  durch  1  bezeichnet 

^  -+-  cC^y^  4-  2^l/r".  Cy 

3.  JC    =     ~     -pr-. ^- . 

2ycCy 
Hierin  kann  noch  C  beliebig  gewählt  werden;  nimmt  man  C=  2^:yV,  so 
wird  cC^  =  2dY7C  =  Ab^  und  man  erhält  die  Formelgruppe 

A  -h  Ab^{y-^y^) 


4. 


X  =  — 


y«  -h  ^bx  H-  cx^  =  — 


Abcy 
Ab^c-y 


,^     ^     ^^^l^yl   ,y  . 


Abcy^ 

Diese  Formeln  sind  nur  anzuwenden,  so  lange  c  positiv  ist,  da  sonst  durdi 
j/r  imaginäre  Bestandtheile  eintreten  würden. 

Ist  c  negativ,   so  ist   ^a  -{-  ^bx  -\-  cx'^    für   reale  Werthe    von  x  nur  dann 

real,  wenn  b^  —  ar  >  0  ist,  wenn  also  a-\-^bx  -}-  cx^  reale  lineare  Faktoren  hat 

Ist  nun     a  -j-  2bx  -h  cx^  =  c(x  —  a){x  —  ß) ,     so  setze  man 

X  —  a 


5. 


G. 


=  ^2 


also 


AT  —  ß 

a  -h  "ibx  4-  cx^  =  c(x  —  a)  (jc  —  ?)  =  (x  —  ^y  y^  . 
Aus  5.  und  6.  folgen  die  Substitutionsformeln 

^y^  —  fic 


7. 


X  = 


^2 


|/a  -h  'Ibx 


cx^  =  - 


äx  = 


^(ß  - «)  j 


2^i4=4^^.. 


jl/« 


Durch  die  Anwendung  der  Formeln  4.  gewinnt  man  insbesondere,  wenn 

c  >  0, 


-h  2^jc 


■  {b  -t-  ex)  -h  )/^  •  )/a  -f-  2^jc  h-7jc* 


4-  C. 


Rechnet  man 


^l 


Y7  yc 

—pz  lyc  mit  in  die  Constante,  so  kann  man  hierfür  schreiben 

1 


yc     —  (^  -h  ex)  -^  yc  '  ya  -{-  ^bx  -+-  cx^ 


c. 
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Erweitert  man  den  Logarithmanden  mit  d  -h  ex  -h  YT^a  -h  ^^x  -h  ex*,  so 
erhält  man 

1     ,^  -f-  r^  -h  l/r  i/a  4-  2dx  H-  ex*         ^ 

Wird  hier\'on  der  Bestandtheil  —p=  l 7*    zur  Constanten  gerechnet,   so 

yj   ac  —  b*  ^ 

bleibt 


dx 


=  -j-  '  /{d  -h  ex  -h  y^c  Va  -h  2dx  -t-  ex*)  H-  C, 


|/a  -H  '2/fx  4-  ex*        y/e 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  3,  5. 

Ist   r  <  0,  so  ergiebt  die  zweite  Substitution 

äx  l       dy  2  y 

, ^r^z:^  =  —  2  1 5  «= . are  fang    , — h  C . 

Ist  z  die  Tangente  eines  Arcus,  so  ist  dessen  Sinus  bekanntlich  —7-  ,  daher 

hat  man  die  cyklometrische  Formel 

aretangz  =  are  stn 


] 


ym>' 


y  y 

und  folglich  örr  fang    .        ==  örrr  x/» 


V-^  ^/y''-c' 

Ist  femer  2^  der  Sinus  eines  Arcus,  so  ist  der  Sinus  des  doppelten  Arcus 

2«  y^i  —  z*  y    also  hat  man 

2  aresin  z  =  aresin  ^z  y^l  — z^  , 

y                        2  t/ —  c  •  y 
folglich  2  aresin    ,  =  aresin  — ^ —  • 

Benutzt  man  hier  die  zweite  Gleichung  der  Gruppe  7.,  sowie 

2  ^b*  ~  gf 


so  ergiebt  sich 


P-a  =  -  , 


2  ^rr  ««     .  ^         =  —  aresin  1/  —  ts («  -h  ^bx  4-  r^t*). 


Macht  man  noch  von  der  Formel  Gebrauch 

1: 


aresint  =  -^  —  aresin  "j/l  —  /•  , 
\md  bemerkt,  dass 

*       /^2  ^_2^r;i:4-r«ji:« 


l-[|/-^,-^^(a^2^^-^r^^) 


^«  —ae 


so  erhält  man  schliesslich 


c  '         y  .      ex  -h  b  TZ 

2  flrr  x/«  —7—  =  are  stn  —===  —  7-  . 

Daher  folgt,  wenn  man  —  ~c%  ^^  ^^^  Constante  rechnet 

dx  1  ,       ex  -\-  b 

are  stn     .  =  4-  c  , 


in  Uebereinstimmung  mit  No.  3,  10. 
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§  5.    Integration  transcendenter  Functionen. 

1.  Die  Integrale  von  F'unctionen,  welche  die  transcendenten  Functii 
e^f  Ixj  sinXf  cosXy  tangx,  arcsinx,  arciangx  enthalten,  sind  im  AUgemc 
ebensowenig  durch  die  bisher  bekannten  Functionen  ausdrück  bar,  wie  die  Inte^ 
von  irrationalen  Functionen;  nur  in  einigen  einfachen  Fällen  gelingt  die  Redin 
auf  bekannte  Functionen. 

2.  A.    Ein  Integral  von  der  Form 

1.  j'Ae-)dx, 

worin  /  eine  algebraische  Function   bezeichnet,   verwandelt  man  in  ein  Inte 

einer  algebraischen  Function  durch  die  Substitution 

dy 
^-^  =  y ,       also      dx  =  -  ; 

"^  V 

denn  man  erliält  hierdurch 

1.  jW')dx=j/{y)''j. 

So  hat  man  z.  B. 


Ja  +  *>•■       Jy(a  +  iy)      J  a\y        a  +  by)    ^ 

=  \[ly-  l{a  -H  by)\  +  C  =  ^  [*  -  l{a  +  be-)]  +  C. 

B.   Für  das  Integral 

J/{e")  dx 

benutzt  man  die  Substitution 

dy 

fax  =  y  also         dx  ^=    -^  , 

•^  ay 

und  erhält  so 

2.  Jf{c<")  Jx  =  IjAy)  ^  . 

Auf  diesem  Wege  erhält  man 

Substituirt  man  hier  weiter 

V  =z  z*^  —    1  ,       dy  =  2z  dz, 
so  erhält  man 

2/    _  1  ,^  -  1\        ., 
a  \         2     z  -\~  \J 


2  /  --  1     i/r'--+-  1  —  A 


H-   C. 


Macht  man  noch  von  der  Formel  (Gebrauch 

1  __  yV"  »^  H-  1  —  1 

so  hat  man  schliesslich 

/• 2       

y/^ax  _,_    1  ö'.v  =  ^  [■j/r"'-  -h    1    H-  /{Yc"  '    -+-    1    —    1)]    —    A'    H-    C. 

C.    Das  Integral 

Jx"e*"'dx 
kann   man   zunächst  dadurch  vereinfachen,   dass  man  mx  =  y  setzt;   dann  w; 
dx  =  y  :  ///,     .T«  =  y  :  m"f  und  man  erhält ' 
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3.  jx^e^^dx  =  —;^jr^^äy . 

Ist  nun  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kann  dieses  durch  wiederholte  An- 
wendung der  theilweisen  Integration  vollständig  entwickelt  werden.  Denn  man 
hat  (§  2,  No.  3) 

4.  fy^^^^y  =  y^^^  —  kfy^-^eyäy. 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

5.  fy^^äy  =  ey[y  —  ky^-^  -t-  k(k  —  \)y^-'^  —  ....]. 
Wenn  in  dem  Integrale 

6.  jfix)e^'dx 

f{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  so  kann  man  dies  Integral  in  ein 
Poljmom  von  Integralen 

Afx*'e*^''dx 
zerlegen  und  jedes  derselben  nach  3.  und  5.  integriren. 

Kürzer  gelangt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele.  Durch  theilweise 
Integration  ergiebt  sich 

Jf{x)e'dx  ^/{x)e^  --ff(x)e^dx. 

Wendet  man  diese  Formel  wiederholt  an,  so  findet  man 

7.  Jf{x)e'dx  =  e'{/{x)  -  f{x)  +  /"(*-)  -  /"\x)  +  .  .]. 

Ist  n  eine  negative  ganze  Zahl,  so  fiihrt  folgender  Weg  zu  einer  Ver- 
einfachung:    Man  erhält  aus  4.,  wenn  man  k  —  1  durch  k  ersetzt 

/•  yk+\ey  1        /• 

Ist  nun  k  negativ,  etwa  >&  =  —  «,  so  erhält  man 

Wendet  man  diese  Reductionsformel  hinreichend  oft  an,  so  gelangt  man 
schliesslich  zu  dem  Integrale 


P. 


!''■ 


das  nicht  weiter  reducirt  werden  kann. 
So  ist 


Daher 


Cey  _,  ey        1  Cey  ^ 

j'Läy  =  -ey[^,^^,+l^^\fjäy. 


D.    Zur  Reduction  des  Integrals 

f{x  —  aYe^  dx 
setze  man  x  —  ^  =  7  J  nian  erhält 
9.  fix  —  aye'^dx  =  e"  jyody , 

und  reducirt  nun  weiter  nach  Formel  5.   oder  8.,   je  nachdem  n  positiv  odei 
negativ  ist 
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Für  die  Bestimmung  von  /  —  dx  ^  sowie  anderer  irreductibler  Integrale  \\ 

man  auf  die  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe  verwiesen  (vergl.  §  6). 
E.   Integrale  von  der  Form 

ff{a^)dx,    ff{a*)^{x)dx 
reducirt  man  auf  die  soeben  betrachteten,  indem  man  von  der  Identität  Gebraucl 
macht 

und  die  Substitution  ausführt 

x^^ 
Die  gegebenen  Integrale  gehen  dadurch  über  in 

3.    Integrale  von  Functionen,  welche  ausser  der  Variabein  noch  den  natür 
liehen  Ix)garithmus  derselben  enthalten,  also  von  der  Form  sind 

//(^»  Ix)  dx » 
kann  man  auf  Integrale  mit  Exponentialgrössen  reduciren,  indem  man  subsdcuirt 

Ix  =^  y  t      also      X  ^=  ey  f      dx  =^  eydy. 
Man  erhält  dadurch 

1 .  Jf(x,  Ix)  dx  =  Jf{ey,  y)  eydy . 

A.  So  erhält  man 

f{/x--2ydx  =f(y  —  2yeydy, 
also  nach  No.  2,  9  =^ey[(y^  2)»  —  SO^  —  2)»  -+-  6Cy  —  2)  —  6]  -+-  C 

=  ^^{y^  —  ^y^  -»-  ^Oy  —  38)  4-  C 

=  x[{/xy  —  9(/x)»  -h  SO{/x)  —  38]  -h  C. 

B.  Femer  erhält  man  durch  dieselbe  Substitution,  wenn  m  "^  —   1 , 

Jx*»  ix  dx  =  fe('*'+^)y  •  y  dy 

2.  =  (^  l  1)2  '("'+"4('«  +  1)  JF  -  1]  +  C 

=  (,,,  l  ly  ^"'^'  [('»  +  1)  /*  -  1]  -H  C. 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  leicht  direkt  durch  theilweise  Integration 
finden  können. 

C.  Auf  letzterem  Wege  ergiebt  sich 

3.  I  /(x)  Ix  dx  =  Ix  I  f(x)  dx  —   I  -^-^  ""^^       dx  -+-  C. 

X 


j,,.y...  =  .jm..-jSM 


Ist  f{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  jc,  so  sind  die  rechts  vorkommenden 
Integrale  ausführbar;  das  Integral  2.  ist  ein  besonderer  Fall  von  Formel  3. 

D.  Ebenso  erhält  man 

C  1  bm      C    x**'-^^ 

4.  / x'*l{a  -h  dx^')dx  = r  x»+^ l{a  H-  ^ jc'«)  — r  / -. dx . 

J       ^  ^  «-+-1  ^  ^        n  -f-  IJ  a  -h  bx»^ 

E.  Allgemeiner  ergiebt  sich 

5.  j/{x)  /?  ix)  dx  =  h{x)j/{x)  dx  =/^  {J/{x)  dx\  dx . 

Ist/(j»:)  eine  ganze  Function  und  ff{x)  eine  rationale,  so  ist  das  Integral  voll- 
ständig ausführbar;  doch  führt  die  Formel  5.  auch  nicht  selten  in  andern  Fällen 
zum  Ziele,  insbesondere  dann,  wenn  f/(x)  dx  algebraisch  ist. 

F.  Man  bemerke  noch  das  Integ?:al  ^ 
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6.  f^-^dx  =  i  (/*)»  +  C. 

/dx 
j—  die  Substitution  Ix  =^,  so  erhält  man 

4.  Integrale  goniometrischer  Functionen.    Wir  bemerken  hier  zunächst 
folgende  einfache  Integralformeln 

C  f  Csinxdx  ,  ^ 

1.  itangxdx  =    I — -^^^^^    = — Icosx  -f-  c, 


cosx 


/fcosx  dx 
cotxdx    =    I — : =        Isinx  -H  C, 

J sinx       ^2,  J  sin\xcos\x      J cos^\x  '  tang\x  **  ' 

Cdx    r^i^*)  ,  /"  *\  ^ 


Cdx  rfS+^        ,^        /ir        x\ 


5.   Integrale  goniometrischer  Functionen  können  durch  verschiedene  Substitu- 
tionen auf  Integrale  algebraischer  reducirt  werden.     Hat  man  zu  integriren 

ff  {sinx,  cosx)  dx , 
so  setze  man    fang^x  =  z;    dann  ist 

2dz                                                        2z                         l—s^ 
^^  ==  T". — ?  f      ^'«-^  =  2smixcosix  =  7— — ^ ,       cosx  =  ^ 5  . 

Das  Integral  geht  somit  über  in 

f  (    2z         1— gn    2 //« 


z^ 


Ist/  eine  rationale  Function  von  sinx  und  r^jjc,  so  hat  man  eine  rationale 
Function  von  z  zu  integriren. 
Man  hat  hiemach 


dx 


asinx  -+-  bcos 


1  y^^  4-  ^^  —  g  -h  btang\x 

ya^  -h  ^*    )/ö*  -4-  ^*  -h  ö  —  ^Aj»^  J^jc 
Dieses  Integral  kann  auch  auf  folgendem  Wege  reducirt  werden.    Man  kann 
setzen 

a  =  ya^  -H  b^  •  r^^ji. ,      b  =  "/fl!^  4-  b^  •  5/«ji. . 
Dadurch  erhält  man 

r  dx  1  r      dx 

J  asinx  -h  bcosx        -i/^ä  -|^  ^2  J  sin{x  -h  ji.) 

1  ,         Jp  4-  w.         ^ 

-  //ö«^  — ^-^  4-  C. 


y«»  4-  b^  *       2 

Um  dieses  Ergebniss  mit  dem  vorhergehenden  zu  vexemeiv,  \>eia«t\Ä  tmsccv^  ^«aßs» 
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:c  +  ^       sin^-^  cos  ^  fang  ^ 

Hiemach  erhält  man 

//rz«^  — ö —  =  ^  . 

Ky^—  ^«  4-  fl  —  y yö«  4-  ^«  —  a  .  /a«t^- 

Addirt  man  hierzu  den  constanten  Betrag 

V^y««  -h  ^"»  —  ö 

yy^2  4.  ^»  :^ ' 

so  erhält  man  /-s ,  ,        ^ 

y«*  4-  ^*  —  ö  -h  btang-^ 


X 


y«*  -h  ^*  -h  ö  —  bjang-^ 
Allgemeiner  ergiebt  sich 

c      dx       _  2  r        ^' 

j  asinx  4-  ^^^JJf  -H  ^  J  ^  -+-  ^  H"  2ä«  -f-  (r  —  ^)»*  * 

Für  die  weitere  Ausführung  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Nenner  ün  rechts 

stehenden  Integrale  in  reale  oder  in  complexe  Faktoren  zerfällt. 

6.    Ersetzt  man  in  dem  Integrale 

J/(sinXy  cosXf  tangx)dx 

den  Cosinus  und  die  Tangente  durch  den  Sinus,  so  erhält  man  ein  Integral  von 

der  Form  ^ 

j^{sinx)dx . 

dz 
Setzt  man  nun  weiter  sinx  =  Zn     so  ist    dx  =      .  :, 

yi  - «» 

und  man  erhält 

j^isinx)  dx  '=  J^iz)    fY~I^  • 

Unter  Umständen  ist  es  zweckmässiger,  den  Sinus  und  die  Tangente  durch 
den  Cosinus  auszudrücken;  man  kommt  damit  auf  ein  Integral  von  der  Form 

fy{cosx)  dx; 
durch  die  Substitution  cosx  =  z  erhält  man  dann 

j^  {cosx)  dx  =  —J^iz)  ^YZT^  ' 
Auf  diesem  Wege  ergiebt  sich 


r         r  z- 

I  sin**xdx  =  1     ■ 

J  JV^ 


dz . 
Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,   so  folgt  nach  §4,  No.  4,   1.  für  ein  gerades /r 


z^ 


jyi_22  nl  n  —  2  («~2)(«— 4)  j^ 


i 


(«  —  1)  («  —  3)  .  .  .  5  •  3   /        ^Ä 


(«  -  2)  («  -  4)  .  .  .  4  .  2  y  y  niTiä  ' 
daher  hat  man  in  diesem  Falle 
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'  «  L  «  —  2  («  —  2)  («  —  4)  J 

(«-l)(;i~3)...5.3 

■*"(«  — 2)(/i  — 4)  ..  .4.2'-^  "^  ^* 
Für  ein  ungerades  «  ist 

/'     2"       ^  If      .      «—1       o  (/»—!)(« -3)...  4.21    ,- 5       _ 

'  y  1 — 5«  «L  «—2  (« — 2)(« — 4)...3-lJ^ 

T-       V  If.       1         «—1    .       «  (»— 1)(«-3)..4.21  ^ 

n  L  «  —  2  \n — 2)(«  —  4)..3«1J 


7.    In  manchen  Fällen  empfiehlt  es  sich,  in  dem  Integrale 

ff  (sin  X,  cosXf  tang  x)  dx 
en  Sinus  und  Cosinus  durch  die  Tangente  auszudrücken;  man  erhält  dann  ein  Integral 

jr:^{tangx)dx\ 
itzt  man  nun  tangx  ==  «,  so  erhält  man 

Diese  Transformation   wird    insbesondere    dann  von  Nutzen  sein,    wenn  9 
Ltional  ist 

Hiernach  ist 

dz 


A 


r       dx  f  ^ 

I  asin^x  -+-  bcos^x      J  a^^ 


h 


yab 


(]/f  •  ^««^^) 


arctang  ( 1/  -7-  •  tangx  )  -h  C,      T  >  0 


b 


1  ,b  -\-  y —  ab  •  tangx        n       ^         €\ 


b 


2  y —  ab    b  —  y —  ab  •  tangx 
H.    Für  die  Entwicklung  des  Integrals 

fsin^xcos'^x  dx , 
Drin  n    und  m  positive  ganze  Zahlen  sein  mögen,    kann  folgender  Weg  ein- 
schlagen werden. 

Ist  m  ungerade,     /«  =  2r  -+-  1,  so  hat  man 

\sin*^xcos'^^-^^xdx  =  \sin'^x{\ — sin^ocf  cosxdx 

=  /  Xsln^'x  —  (  ,  )  sin**+'^x  -h  (  «  )  sin'^-^x  —  (  «  )  sin^'-^x  +  •  •    cosxdx 

=  — -^sin^'-^^x \A  sm^-^^x  H •— =  •  (  «  |  sin^+^x  —  . .  -h  C. 

«4-1  «4-3    \1/  «4-5    \2J 

Ist  «  ungerade,  so  setzt  man 
jsin'^'^+^xcos'^xdx  =  /(l  —  cos'^ xy cos"* x  •  sinxdx 

I    c(?s»'x  —  (  ^  )  cos'^-^^x  4-  I  Q  )  cos'^'^x  — -  .  .    •  sinxdx 

7  •  COS^'+^x  4 ;;  '  \^A  COS'"+^X r  •  (  «  I  ^^f'^+S  JP  4-  ...  4-  C 

m-j-  l  «14-3     V  V  «14-5    \2/ 

Sind  «I  und  «  beide  gerade,     «i=s=2^,     «  =  2r,     so  hat  man 
Isin^ixcos'^^xdx  =  lsih^x{l  — sin^xydx 

=  /  Lifi^x  —  {^\  sin^+'ix  4-  (2]  sin^-^x  —  f^]  sin^-^x  -\-.Adx, 
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Hier  kann  jedes  Glied  nach  No.  6  integrirt  werden. 
9.    Sind  r  und  //  positive  ganze  Zahlen,  so  ist 


1. 


I =  1 stnxdx 

J        cos^x  J         cos^x 


J  \cos*'x       \l)  cos^'-^x       \2/  cos'^-^x       '  J  ^^^^   * ' 


Ist  n  =  2q,  so  erhält  man  hieraus  bei  der  Integration  lauter  ungerade 
Potenzen  von  r^j^;  ist  ;/  =  2^  H-  1,  und  ^  <  r,  so  erhält  man  ausser  geraden 
Potenzen  von  cosx  noch  ein  Glied  von  der  Form 


^  ,  stnxdx  .  ^  ,  ^ 

AI =  —  AI  cosx  4-  C, 

cosx 


Sind  r  und  ^  ganz  und  positiv,  so  ist 

/■  sifi^^x  rsirß'^x 

cos'^f-^x  J  cos'^x 

/siffi^x 
(1  -  «««^: 


v^  dsinx . 

Dieses  Integral  ist  nach  den  Regeln  ftir  die  Integration  einer  gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Function  (der  Variabein  sinx)  weiter  zu  behandeln. 

Für  die  Entwicklung  des  Integrales  j 


/: 


dx 


cos'^x 
wird  man  von  der  Substitution  cosx  =  z  Gebrauch  machen. 

Ersetzt  man  in  diesen  Integralen  x  durch  ^ir  —  jc,   so  erhält  man  Integrale 
von  der  Form 

^cos'^x 


/ 


sm**x 


dx , 


10.  Durch  theil weise  Integration  findet  man 

/'       '   L     j               t^'^coshx       a  r  ,      , 

le'^-^sinöxax  = v ^  Ti  ^''"^^osbxdx ^ 

r          .     j              c^-'sindx       a  r       ... 
jc-'cosoxdx  =       T ,  le'^'^sinbxdx  , 

Hieraus  ergiebt  sich 

jc'-^sinbxdx  =  ~2"~~Ää  {^^^^^-^  ~~  bcosbx)  -h  C, 

j e**-^ cos d X dx  =  -j vj  {acosbx  -h  bsinbx)  -\-  C , 

Ersetzt  man  x  durch  —  or,  so  folgt 

\e-"^sinbxdx  = ^ -r^  {asinbx  -h  bcosbx)  -h  C, 

Ic-'^'^cosbxdx  = -z T^  (acosbx  —  bsinbx)  -\-  C. 

J  a^  -\-  b^^  ^ 

11.  Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

/  /(vv)  aresin  xdx  =  aresin  x  1  /(x)dx  —  /    .  r  1  f{x)dx , 

1  /{x)  arccos  xdx  =^  arccos  x  j  /{x) dx  -k-  \    .  :  1  f{x)dx , 

\/{x)arc  tangx  dx  =  «/rr  ä7//^.v  /  /{x)  dx  —  /  ^        ^^    /  /(:c)  ^jc .  ^ 
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Ist  f/{x)äx  algebraisch,  so  hat  man  schliesslich  nur  noch  eine  algebraische 

Function  zu  integriren. 

12.    Durch  die  Substitution 

arcsinx  =  z,      also      x  =  sinz 
erhält  man 

1 .  ff{f^^^  sin  x)  dx  =  Jf{z)  cos  z  dz . 

Ebenso  erhält  man  durch  die  Substitutionen 

arc  cos  X  =  « ,     bez.     arctang  x  =  z 
die  Reductionen 

2.  f /{arc  cos  x)  dx  =  —  //W  ^'«^  ^' » 

§  6.    Integration  durch  unendliche  Reihen. 

1.    Hat  man  mit  Hilfe  des  TAYLOR'schen  Satzes  die  Entwicklung 

1.  /(x)  =  Aq  -h  A^x  -h  A^x^  -h  A^x^  -h  .  .  .  -f-  AnX'^  -+-  ^«  , 

und  ist  für  Werthe  von  x,  die  innerhalb  gewisser  Grenzen  liegen 

limRn  =  0,       «  =  oo , 
so  ist  zunächst 

if(x)  dx  =  J{Aq  -h  A^x  -^  A^x^  -\-  .  .  -\-  AnX''  -+-  Rh)  dx 

^'  11  \  r 

=  AqX  -h^A^x^  -h  ^  .4j^»  -h  .  .  -+-  ^ j^  -^«JP«+i  4-     Rndx . 

Das  IntegraX  JRndx  bedeutet  geometrisch  den  Inhalt  einer  Fläche,   welche 

a 

von  der  Abscissenachse  und  von  der  Curve  y  -=.  R^,  begrenzt  wird,  und  zwar 
das  Stück  dieser  Fläche,  das  zwischen  den  zu  den  Abscissen  a  und  x  gehörigen 
Ordinaten  liegt.  Die  Abscisse  a  ist  dabei  willkürlich,  sie  soll  nur  kleiner  als  x 
sein ;  sie  mag  daher  so  gewählt  werden,  dass  für  alle  Werthe  der  Variabein  von 
a  bis  X  die  Reihe  1.  noch  convergirt. 

X 

Unter  dieser  Voraussetzung  und  flir  einen  endlichen  Werth  von  x  ist  JRndx 

a 

eine  ganz  im  Endlichen  liegende  Fläche,  deren  Ordinaten  sämmtlich  verschwinden; 
daher  verschwindet  auch  die  Fläche  und  man  hat 

X 

J  Rndx  =^  0 ,      also     J R^dx  :=  Const. 

a 

Für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  die  Reihe  convergirt 

/(x)  ==  Aq  -h  A^x  4-  A^x^  -h  A^x^  -+-..., 
ist  daher 

f/{x)dx  =  AqX  -h  ^A^x^  4-  ^A^x^  -h  \A^x^   4-  .  .  .  -4-  C7. 

2.    Wir  benutzen  diesen  Satz  zunächst,  um  einige  in  der  Differentialrechnung 

gegebene  Reihenentwicklungen  auf  einem  neuen  Wege  abzuleiten. 

A.    Für  jedes  echt  gebrochene  x  ist 

T—; —  =1  —  X  -{-  x^  —  x^  ~h  x^  —  .  .  .  f         JP*   <  1 . 
1  4-  Jf 

Hieraus  folgt 

dx  x^         x^         JC*         x^  _ 

=   X  —    "TT 1 n 7 1--^ ...4-    C. 


/i 


^  1  4-*  2     '     3  4     '     5 

l  ■■■■  . 
4 
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/'  dx 
=  /(l  -\- x)  -f-  C,,     so  ist,   indem  man  C^  und   C  vereint 

jc*  tr  X  X 

/(l  -f.  A-)    =   A'   —   -y    -^    V   ""  T    "^   T   "~    •    •    •    "^    ^' 

Den  besonderen  Werth,  den  die  Constante  zur  Erfüllung  dieser  Gleichung 
haben  muss,  bestimmt  man,  indem  man  x  einen  besonderen  Werth  beilegt,  für 
den  die  Reihensumme  sich  leicht  angeben  lässt.    Wir  nehmen  jf  =  0  und  erhalten 

0  =  C,      also 
,  .  x*^        x^        x^         x^ 

/(i  -f.  .v)  =  a:  —  -y  -^"  -y  —  T  "^  T  ""  *  •  ' 

B.    Aus  der  Ent\vicklung 

=   1   —  ^2   -h  ^*   —  .r^   4-  jrr®   —  .  .  .  ,       ^*  <   1 


1  4-^^ 
folgt 

dx  x^         x^         x"^         x^  ^ 

=  X n — I i -^ — \-  -t: ..-hC. 


Daher  hat  man 

x^        x^        x"^        x^ 
arc  tangx  =  x q   "^  "5"  "^  T^  "^  ^5 .  .  -h  C,      -^^^  <  1  • 

Da  für  a-  =  0  die  Reihe  sowie  arc  tangx  verschwinden,  so  folgt  C=  0,  also 

X           X'*         x"^         x^ 
arc  tangx  =  x ö"~^~5 T~  '^  ~^ **''       ^^S^' 

C.    Nach  dem  binomischen  Satze  ist 

1 L    2        L_^      4        \llll    6  J  ^  1 

^ZT^  -  1  ^  2  "^    "^  2  .  4  *  *^    "^  2  .  4  .  6  '"^    "^  •  •  •'       Jf    <  1 . 

Hieraus  folgt 

dx  1      A-3        1  .  3     .v->        1  .  3  .  5     Ji:7 


y^i"Zr"^2  '2      3     •    2 . 4      5     ■    2  •  4  •  6 

Mithin  ist 

\      x^        1  .  3     x'^        1  .  3  •  5     ^7 

arc  sinx  =  ^  4-   H"  '  ~;i~  "+"  ;s — 7  '  "^  "+"  ö — :i — H  •  -^   4-  .  .  c  . 

2        o  2*4       0  2»4'D       7 

Für  .V  =  0  verschwinden  die  Reihe  und  arc  sinx ;  also  ist  C  =  0  und  man  hat 

I      x'^        1  .  3     JC-'        1  .  3  •  5     .r^  ,       , 

arcstnx  =  x  -^   ^  '    3    ^  2-:4  *  y  "^  ötJTg  '  y  +  '  '  -      *'  ^  ^  • 

3.  Wenn  man  /{x)  in  eine  convergentc  Reihe  nacli  Taylor  entwickeln  und 
das  Integral  J/{x)  dx  auf  bisher  bekannte  Functionen  reduciren  kann,  so  dient 
der  Satz  in  No.  1  dazu,  die  Function /(a')  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln.     Aus  der  Reihe 

1  1     «        1 • 3    ,        1.3-5, 

-,/i:ir^2         ^         2*^^2.4^         2.4.6^*"'      ^    ^^ 

folgt  durch  Integration 

/ ^,  1      x-^         1  .  3     .v"^         1  . 3  •  5     ^7 

/(.v  4-  V\  +  x^)  =  ;f  -  2  .    3    +2^4'  "5    ~  Y^T^\  .  y  4-  .  .  -^  C. 

Setzt  man  .r  =  0,  so  findet  man  C=  0.     Also  hat  man  die  neue  Reihen- 
entwicklung 

y ^.x  1      '^'^        1.3     .v'»        1.3-5     Jc7  ^       , 

/(.v  4-  >T^  x^)^  X-  ,^  .  y  4-  ^;~^  .  -^-  -  2^^^  .-  =  ...,      x^<\. 

4.  Die  wichdgste  Anwendung  der  Integration  durch  unendliche  Reihen  bc- 
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steht  darin,  dass  man  durch  dieselben  in  den  Stand  gesetzt  ist,  ein  irreductibles 

Integral  Jf[x)  dx  in  eine  Potenzreihe  zu   entwickeln,  sobald  die  Function  /(ä) 

dieser  Entwicklung  fähig  ist. 

Aus  der  für  alle  Werthe  von  x  gültigen  Entwicklung 

X  x^  x^  X* 

^^  =  1   4-  - 


1   ^1-2        1-2-3        1-2-3.4 
folgt,  ebenfalls  flir  alle  Werthe  von  x 

e^        \  X  x^  x^ 

^  ""  jc  "^  ^  "^  r^  "^ .1-2-3  "^  12.3.4 

Die  Function  e^ :  x  ist  für  alle  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werthe 
von  X  endlich  und  wird  nur  unendlich  gross  für  ;c  =  0.  Schliessen  wir  diesen 
Werth  aus,  so  ist  für  jedes  endliche  positive  x 

fx  1       jc*  1  o:'  1  x^ 

-rf*  =  /*4-*+  2-^2+  3-^7273  +  ^-j-2T374  +  ..  +  C. 

Ist  X  negativ,  so  setze  man  x  =  — y]  dann  erhält  man 

y       _y*  y^  y^ 


f- 


1         1-2        1-2-3        1-2-3-4 
Daher  ist 


Ersetzt  man  nun  hier  wieder  _>'  durch  — x,  so  findet  man  für  negative 
Werthe  von  * 

-dx  =  /(-*)  +  ^  +  -  .  ^j-^  +  -  .  1-7273+4  •  1.2-3-4  +  •  •  +  <^- 


/ 


5.    Für  alle  endlichen  x  gilt  die  Reihe 


x^  x^  x'^ 


stnx  =  JC  —  ■; — - — r  -h 


1-2.3        1.2-3-4-5        1.2-3.4-5.6.7 
Daher  ist  auch  unbeschränkt 
sinx  x^  x^  x'' 


X  1 .23        1 -2. 3-4.5         1 .2. 3. 4. 5. 6-7 

und  mithin 


/ 


"sinx  \        x^  \  x'^  \  x'^ 

—  dx  =  x^-^'  TT2T3  "**  5  '  1.2-3-4-5  "■  7  *  1-2-3.4-5-6-7  -*-•-•-  ^• 
6.    Bei  dem  Integrale 

7(1  +  *) 


ß 


X 


dx 


muss  X  wegen  /(l  -+-  x)  grösser  als  —  1   sein.     Ist  nun    —  1  <  jc  <  -+-  1,    so 

hat  man 

x^         x^         x^ 

/(^l  ^  x)  =  X  -r-  -^  -^  — 4--H... 

Daher  ist 


/ 


7(1  -4-  x)    .     _  f^        f^        f^ 

X        ^•^  —  '^~2«"^3«'~42 


—  1  <  ^  <  -I-  1 . 
Ist  ;c  >  1 ,  so  benutze  man 


,/,  N  7  ,(.  ^\         ,  1111111 


Da  nun 


6o3  Integralrechnung. 


/ 


l~dx  ^  llx'dix  =  -^(^xy  -h  C,     so  folgt 
7(l_j-_^        _  l  J_        _1_        _J__  1 

o:  >  1. 


§  7.    Einfache  bestimmte  Integrale. 
1.    Unter  dem  bestimmten  Integrale 


ff{x)  dx 


a 


verstehen  wir  nach  §  1,  No.  5  die  Fläche,  welche  von  der  Curve  y  ^=/{x)y  der 
Abscissenachse  und  den  zu  den  Abscissen  a  und  x  gehörigen  Ordinaten  einge- 
schlossen wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  ">  n  und  dass  /{x)  innerhalb 
der  Grenzen  a  und  x  nicht  unendlich  wird.  Wir  haben  gesehen,  dass  dieses 
bestimmte  Integral  ein  particularer  Werth  des  vollständigen  (unbestimmten)  Integrals 

J/{x)  dx 
ist;  ist  daher 

Jf{x)dx  =  (p(jc)  -h  C, 
so  geht  das  bestimmte  Integral 

X 

f/{x)  dx 

a 

aus  f^{x)  -h  C  hervor,  indem  man  der  Constanten  C  einen  geeigneten  besonderen 
Werth  Cj  ertheilt,  so  dass  man  hat 

X 

1.  jf{x)  dx  =  f^{x)  -h   Ci  . 


a 


Nun   folgt  unmittelbar  aus  der  Definition,   dass  f/{x)  verschwindet,   wenn 

ti 
man  x  den  besonderen  Werth  a  ertheilt;  daher  ist 

2.  0  =  <p(<7)  H-  Q  . 

Durch  Subtraction  folgt  nun  aus  1.  und  2. 

X 

8.  jf{x)dx  ==  <p(x)  —  ^{a) , 

a 

In  dieser  Gleichung  erscheint  nun  x  in  doppelter  Bedeutung.  Insofern  es 
in  f{pc)  dx  auftritt,  soll  man  sich  unter  x  die  veränderliche  Abscisse  denken,  die 
von  einem  gegebenen  Anfangswerthe  a  bis  zu  einem  unbestimmt  gelassenen 
Endwerthe  wächst,   und  dann  bedeutet  wieder  x  diesen  Endwerth,   und  tritt  in 

X 

dieser  Bedeutung  als  obere  Grenze   an   dem  Zeichen    \    sowie  auf  der   rechten 

a 

Seite  in  r^(x)  auf. 

Will   man  die  Unbestimmtheit  des  x  in  der  letzteren  Bedeutung  aufheben, 

so  wird  man  zweckmässig  ein  anderes  Zeichen  dafür  setzen,  etwa  b^  und  hat  daher 

b 

4.  Jf{x)dx  =  f^{b)  —  9(a), 

a 

b  ->  a. 
Um  die  Beschränkung  b  >  a  aufheben  zu  können,  benutzen  wir  als  Defini- 
tion  des  bestimmten  Integrals  die  Gleichung  §  1,  No.  5,  9 


I 
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6 
if{x)  dx  =  lim  ^f(a  -+-  /ta)  5  , 

a 

und  halten  nur  daran  fest,  dass  /(jc)  für  keine  Abscisse,  die  zwischen  a  und  b 
liegt,  unendlich  gross  wird.     Hierbei  ist 

b  —  a 

ö  =  , 

n 

also  ist 

b 

5.  jf{x)  dx  =  lim  2V(<»  +  k  ^-^)  .  ^-^ . 

n 

Nun  ist,  wie  man  sofort  sieht, 

b  —  a  a  —  b 

a  -»i-  k =  ^  -+-(«—  /t) . 

n  ^  '      n 

Setzt  man  n  —  k^=  k\  so  geht  k'  von  n  bis  0,  wenn  k  die  Werthe  von  0 

bis  n  durchläuft.     Daher  hat  man 

6 

J/{x)  dx  =  lim  ^f(b  +  i' .  ^)  ^. 

a 

Kehrt  man  hier  die  Ordnung  der  Summanden  um,  so  hat  man 

JAx)  äx  -  lim  2}/(«  +  «■  •  i^)  ^^ 


'-""tf{>*^-'-^)~- 


Vergleicht  man  die  rechte  Seite  mit  5.,  so  sieht  man,  dass  gemäss  dieser 
Definition 

Ä«2/(*  +  >i'.i^)  .^  =  fAx)dx. 
Daher  hat  man  schliesslich  die  Gleichung 

6.  f/{x)  //:r  =  —  j/{x)  dx . 

a  6 

Dieselbe  lehrt  den  Satz:  Vertauscht  man  die  Grenzen  eines  bestimmten 

Integrals,  so  wechselt  das  Integral  das  Vorzeichen. 

Aus  der  ftir  ^  >  «i  gültigen  Gleichung  4. 

ö 

fAx)dx  =  ^{b)  —  <p(ä) 

a 

folgt  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  6. 

a 

f/ix)dx  =  -  [^(d)  -  9(a)]  =  <f(a)  -  ?(*) . 

Mithin  gilt  die  Gleichung  4.  unabhängig  davon,  ob  a'^b , 
2.    Ist  ö  <  ^  <  r,  so  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten 
Integrals  die  Gleichung 

See 

1.  jf(x)dx  -h  f/(x)dx  ^  jf{x)dx. 

a  b  a 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

c  c  6 

{f{x)dx  -jf{x)dx  ^Jf{x)dx. 


\ 


6o4  Integralrechnung. 

Benutzt  man  nach  No.  1 

b 

-^ff(x)dx  =f/{x)äx, 

6  c 

SO  erhält  man 

c  h  b 

2.  iAx)dx  ^ff{x)dx  ^ff{x)dx. 

a  c  a 

Der  Satz  1.  gilt  also  auch,  wenn  man  die  Grenzen  b  und  c  gegen  einander 
vertauscht. 

Femer  folgt  aus  1. 


c 


—  \/{x)  dx  -h  j/{x)  dx  =  jf{p^)  ^'^  f     also  ist 

a  a  b 

a  c  c 

3.  //(*)  dx  +  //(*)  dx  =  f/(x)  dx . 

b  a  b 

Der  Satz  1.  gilt  daher  auch,  wenn  man  a  und  b  vertauscht. 

Aus  der  Anordnung  acb  (2)  erhält  man  durch  Vertauschung  der  ersten  und 
zweiten  Grenze  (nach  3)  die  Reihenfolge  cab^  hieraus  durch  Vertauschung  der 
zweiten  und  dritten  cba^  und  daraus  endlich  durch  Vertauschung  der  ersten  md 
zweiten  bca.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Satz 


//(*)  dx  -t-  jf{x)  dx  =  //(*)  dx 


a 


cos-^  =  0,       cos 


unabhängig  davon  gilt,  wie  die  drei  Zahlen  a,  ^,  c  der  Grösse  nach  geordnet  sind. 
3.    Nicht  selten  hat  man  es  mit  Functionen  /(jc)  zu  thun,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass 

f{d)  =  0 ,     und   f{a  -\-  z)  =  —  f{a  —  z)  . 
Hierher  gehören  z.  B.  alle  ungeraden  Potenzen  von  a  —  x\  denn  es  ist 
(a  —  a)2«-+-i  =  0  ,       {a  —  {a-^  z)\^»^^  =  —  [a  —  (a  —  ;?)P«-»-i ; 
ferner  alle  goniometrischen  Functionen  von  x.     Man  hat  z.  B. 

fang  0  =  0,       fang  z  -=  —  tang{ —  z) , 

Für  derartige  Functionen  ist 

a-\-b 

j/{x)dx  =  0. 

a-b 

Ersetzt  man  nämlich  x  durch  a  -\-  Zy  also  dx  durch  dz^  so  entsprechen  den 
Werthen  a  —  b  und  a  -\-  b  von  x  die  Werthe  ( —  b)  und  b  der  neuen  Veränder- 
lichen z\  daher  hat  man 

n-^b  b 

f/{x)  dx  =  f/{a  -j-  z)dz. 

a-b  -b 

Nun  ist  weiter 

b  0  fi 

1.  f/{a  -h  z)  dz  =  J/(a  -h  z)  dz  -h  f/(a  -h  z)  dz  , 

—b  -b  ü 

Femer  ist 

0  -b 

J/{a  -\-  z)dz  =  —  jf{a  -h  z)dz. 

-b  0 

Ersetzt  man  rechts  z  durch  —  «,  also  dz  durch  —  dZy  so  erhält  man 

0  b 

ff{a  -h  z)dz  =  j/{a  —  z)  dz  . 
-b  0 
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Nun  ist  aber  nach  der  Voraussetzung 

f{a  ^z)  ^  --/{a^  z) ; 
iher  hat  man 

0  6 

f/{a  -h  z)dz  =  —  f/(a  -\-  z)dz, 
-6  0 

Setzt  man  dies  in  1.  ein,  so  ergiebt  sich:  Ist  /{a)  =  0  und  /{a  -h  z) 
-  —  /{a  —  z)y  so  ist 

a-S 

Diesen   Satz  kann  man  geometrisch  leicht  erläutern. 

Die  Curve^  =/W  schneidet 
e  Abscissenachse  in  dem  zur 
bscisse  x=^a  gehörigen  Punkte 

Nach  der  Voraussetzung 
a  -^  z)  •=.  — f(a  —  z)  sind  die 
rdinaten,  welche  zu  zwei  gleich- 
eit  von  A  liegenden  Punkten 
>'  und  E'  der  Abscissenachse 
jhören,  entgegengesetzt  gleich, 
>' D  ^  —  E' E\  ist  daher 
*A  =  —  AC  ^=  df  so  sind 
e  Figuren  BB'A  und  CC'A 
)ngruent. 

Da  nun  aber  zu  negativen  Ordinaten  negative  Flächen  gehören, 
►  folgt,  dass  die  Flächen  BB A  und  ACC  entgegengesetzt  gleich  sind,  mithin 
jrschwindet  ihre  Summe,  es  ist  also 

J/{z)  äz  =  0. 

Als  Beispiele  hierzu  haben  wir: 


(M.  502.) 


^{Ax^  •+•  Bx^  -^  Cx)dx  =  0 , 


— ^ 

6 


j  sinx  äx  =  0  , 

—6 

/  cosx  äx  =  0 , 

^^ 

j  arc  sinx  dx  =  0  , 

-6 

4.    Hat   die  Curve  y  =  f{x)    eine    zur    K- Achse    im  Abstände  a   parallele 
'mmetrieachse,  ist  also 

/(a  -h  «)  =  /(a  —  z) , 
id  nimmt  man  an  dem  Integrale 

JAx)  dx 

a-6 

eselbe  Substitution  und  Zerlegung  vor,  wie  in  No.  3,  so  eiVv^jAt  tcv^.xv 


6o6 

f/ 

a—6 


Integralrechnung. 
S  6 


J/{x)  dx  =  J/(ö  -^  z)dz  -h  J/(tf  -»i-  z)dz  =  ^f{a  —  z)dz  -h  //(ä  -i-  z)a 

-6 

Daher  ist  jetzt 


0 

a+6 


0 


«-4-^ 


//(jc)  dx  =  2//(^)  //a:  . 


a—6 


Die  Eigenschaft  /(a  -h  ^ar)  =  /(a  —  z)   besitzen  alle  geraden  Potenzen 
(a  —  x)\  femer  die  goniometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus,  denn  es 


sin  ( J  H-  xj  =  sin  ( J  -  *)  , 


cosx  =  cos{ — x) , 
Man  hat  daher  z.  B.  die  Reductionen: 

f{a-^x)^dx  =  2f{a—x)^dx, 


a-6 


a 


^. 


/    sin  X  dx     =  2  /  «/i:v  //jr , 


/ 


A 


Um  auch  diesen  Satz  geometrisch  anschaulich  zu  machen,  sei  OÄ  = 

ffÄ^ÄC-=b\  dann  sind  die  Fläcl 
BB'ÄA  und  AÄCC  gleich  und  es  ist  dal 
BFCC  ^lAA'CC,    also 

f/(x)  dx  =  2//(*)  dx  . 

a—b  a 

5.    Enthält  /{x)  eine  von   den  Greni 

a  und  d  unabhängige  Grösse  7,  so  ist 
—  J  b 

eine  Function  von  7.     Setzen  wir  daher 
b 

Jf{x,  i)  dx  =  F{i) , 


B' 


A' 

(M.  50».) 


c 


a 


SO  ist 


dFii) 


Nun  ist 
b 


-^  =  lim  [//(*-.  7  +  A-O rfA:  -  //(*,  i) dx\ :  A-/ . 

a  n 


f/{x,  -f  +  A7)  dx  -  //(a:,  7)  dx  =  /[/(a;,  7  4-  A7)  -  /{x,  7)]  ^a:  . 

a  na 

Folglich  hat  man 

^^Hm  //(^.VH-A7)-/(.,7)^^ 

a 


7) 


^o:. 
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Daher  hat  man  die  Gleichung 

i  m^>  T)  j^ 

d^  J       d^  ' 

a 

Wir  werden  von  derselben  wiederholt  Gebrauch  machen,  um  aus  einfacheren 
Integralen  minder  einfache  abzuleiten. 

6.    Wir  wenden  das  soeben  Mitgetheilte  auf  einige  Beispiele  an. 
Ist  «  ^  —  1  ,       sowie  tf  >  0  ,       ^  >  0  ,       so  ist 

1.  l  x^dx  = r  (^«-+-1  —  Ä«-»-i) . 

a 

Ist  «  >  0 ,  SO  bleibt  x^  für  alle  endlichen  Werthe  von  x  endlich,  und  die 
Formel  1.  gilt  daher  für  alle  endlichen  a  und  b,  Ist  n  negativ,  so  wird  x^ 
unendlich  gross,  wenn  jc  =  0  ist;  in  diesem  Falle  ist  die  Gleichung 

6 

jf{x)dx  =  <^{b)  -  .p(«) 

a 

nicht  unbeschränkt  anwendbar. 

Wird/(.r)  für  die  untere  Grenze  ä(<^),  oder  für  die  obere  ^,  oder 
für  einen  zwischen  den  Grenzen  liegenden  Werth  c  unendlich  gross, 
so  verstehen  wir  unter 

6 

ff{x)  dx 
den  Grenzwerth,  gegen  welchen  das  Integral 

j/(x)dx,       bez.      j/{x)dx 
bez.  die  Summe 

J/{x)dx^{Ax)dx 

für  verschwindende  Werthe  der  positiven  Grössen  §  und  z  convergiren. 
Demnach  ist,  wenn  a  eine  negative,  b  eine  positive  Zahl  bezeichnen 

6  6 


I  x^dx  ^  lim  l  x'^dx  =  — — r  (^«-»-i  —  lim  8«+i) , 


0  h 

b  -i 


jx^dx  =  /imi   jx^dx  -h  jx^dx]  =  — -r[^«-»-i— a«-+-i-+-/rVw(— 8)«+l  — //>«8«-»-l]. 

a  a  t 

Ist  nun  n  >  —  1 ,  so  ist  « -f-  1  >  0 ,  und  daher 

//;»(—  «)«+!  =  /im  £«-+-1  =  0 , 

also  ist 

b  b 

I  x'^dx  = ^«-+-1 ,       l  x**dx  ^  — -r  (^«■♦■1  —  Ä«+l)  ; 

0  a 

die  Formel  1.  gilt  also  für  alle  Werthe  von  a  und  ^,  wenn  «> —  1. 
Ist  hingegen  «  <  —  1 ,  so  ist  « -f-  1  <  0  und 

lim  ( —  S)«-»-!  =  00  ,       lim  e«+l  =  00  . 
Daher  ist  in  diesem  Falle 


6o8  Integralrechnung. 

ä  0 

jx^  dx  '=^  —  oo  ,       r  X*  dx  •=^  oo  . 

0  a 

Das  von  der  negativen  Grenze  a  bis  zur  positiven  h  genommene  Integral 

die  Differenz  zweier  unendlich  grossen  Werthe;  da  h  und  e  unabhängig  von  ei 

ander  der  Grenze  Null  sich  nähern,  so  ist  diese  Differenz  unbestimmt. 

Für  «  =  1  und  positive  Werthe  von  a  und  b  hat  man 

h 
W;c  _     b^ 


i 


X  a 

a 

Geht  man  zur  Grenze  a  =  0  über,  so  erhält  man 

Cdx 

=    oo  . 

X 

0 

7.   Aus  dem  unbestimmten  Integrale 


/ 


y 


m 


ergiebt  sich  das  bestimmte 

1 


J 


e'»*dx  ==  -  (e"'^  —  ^"'«) . 


Insbesondere  ist 


i 

1 


0 


a 


J 


e-^dx  =1  —  e-"  . 


0 

Geht  man  zur  Gi-enze  a  =  oo  über,  so  ergiebt  sich 

oo 

1.  fe-^dx  =  1. 

0 

Aus  der  Reduction 

jx^e-f-^dx  = ^c'"  ^-«-»-  H lx'^-^e-'*^dx 

J  a  aj 

folgt,  wenn  w  und  a  positiv  sind, 


oo  oo 


dx . 


2.  /  x'^'e-'^^dx  =  —  /  Jc^~^^" 

0  0 

Denn  x'^e—^^  verschwindet,  wenn  ;c  =  0;  dass  diese  Grösse  auch  für  jf  =  * 
verschwindet,  erkennt  man  an  der  Reihenentwicklung 

a^  x^        a^  x^ 

die  auch  für  jc  =  oo  gilt;  man  erhält  hiernach 

(1  a  a^  a»'         a'^-^^x  \ 

^  "^  x^^  "^  21  ^'"-2  "^  '  •  ^  ^  "^  (w-hl)!  "^  •  •  j  • 
Die  ersten  ;«  Glieder  des  Divisors  verschwinden  für  :r  =  oo;  das  («-hl)t« 
und  alle  folgenden  werden  unendlich  gross;  daher  verschwindet  der  Quotient 

Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zalil,   so  gewinnt  man  durch  wiederholte  An- 
wendung von  2. 
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00 


r  ^  w(/Ä  — l)(;;i  — 2)  .  .  .  3.2- 1   r 

J  «'"  J 


0 

Ersetzt  man  rechts  ax  durcUr  s,  so  erhält  man 

00  00 


ic-^-'dx  =  —  \e--dz. 


0  0 

Daher  hat  mit  Rücksicht  auf  1. 

00 


/ 


i  ^  ///(w— 1)(///  — 2).  .  .3.2.  1 

3.  jx^'C'^^dx  =  -^ -^-^ '       «  >  0  • 

0 
Ist  ;//    eine   positive  gemischte  Zahl,    die  aus  der  ganzen  Zahl  g  und  dem 
echten  Bruche  r   besteht,    so    kommt  man  durch  wiederholte  Anwendung  der 
Formel  2.  auf  die  Reduction 

4.  Ix^e-*'^dx  =  — ^ ^    _^^  ^ —  ix'-e-^'dx, 

0  0 

8.    Das  unbestimmte  Integral 


h 


dx  \  X 


=  —  arc  tang  -    -h   C 


rt*  -f-  a:^         a  ^  a 

liefert  die  bestimmten 

r  dx  IT 

^*  Ja^  4-  x^  ^  Ää' 


0 


/dx 
ö«  4-  x^ 


r  dx  IT 


^'  ftf«  4-  x^   ""   2a' 

0 
Ersetzt  man  im  letztern  Integral  a^  durch  d,  so  erhält  man 

'^    ^^  _   _ 

^  2y^ 
0 

Differenzirt  man  dies  («  —  1)  mal  nach  d  und  macht  dabei  von  den  Formeln 
Gebrauch 

^«-1^-i  1  .3.5  .  .(2/1  — 3)  1 

so  erhält  man,  wenn  man  schliesslich  wieder  d  durch  a^  ersetzt 

r        dx 1  >  3  '  5  .  .  (2«  —  3)  r 

•^*  J  ia'^  4-   x^Y  ""  2«  •  1  •  2  .  3  .  4  .  .  (;i--  1)  '  ^2«-!  * 

0 
9.    Durch  theilweise  Integration  findet  man 

jsin**' xdx  =  —  sin"* -'^x cos  X  4-  (fn  —  l)fcos'^xsm"'-^xdx. 
Ersetzt  man  im  letzten  Integrale  cos^x  durch  1  —  sin^x,   so  erhält  man 
fsin'^xdx  =  —  sin'^-^xcosx  4-  (w  —  l)fsin»*'^xdx  —  (m  —  \)fsin*^xdx, 
daher  ist 

ScMLOBtMi^CB,  Hatülhiich  «1er  Mtüutamük,    Üd.  II.  ^9 
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/sin'"  xdx  =  —  -  s/n"'~^x 
m 


cosx 


—  \sin"'-'^xdx  . 


m  — 


Führt  man  hier  die  Integrationsgrenzen  0  und  -:  ein,  so  erhält  man,  schal 
m  >   1 

r  TT 


/sin"'  xdx  =  lsin'"-^Xi 


0  0 

Durch   wiederholte  Anwendung  dieser  Reduction  gelangt  man,  je  nachdei 
;;/  gerade  oder  ungerade  ist,  schliesslicli  zu 


¥ 


ldx=  -^  ,       oder  jsinxdx  =  1  . 


0  0 

Daher  erhält  man  für  ein  gerades  m 


IT 


/ 


(m  —  1)  (m  —  3)(w  —  5)  .  .  .3-1 
sin'"  xdx  =  -- 


w(w~2)(///  — 4)  ...  4  -  -2 


für  ein  ungerades  /// 


i 


«V" xdx  = 


{m—  l)(w  — 3).  .  .  4»2 
w  (w  —  2).  .  .  .  5-3 


Ersetzt  man  sinx  durch  £:,   so  ist  cos  xdx  =  dz,  also  ^/^  =  dzi^l  —  s^ 
und  den  Grenzen  0  und  -^  für  x  entsprechen  für  z  die  Grenzen  0  und  1.    Ve 

tauscht  man  nach  der  Substitution  wieder  die  Buchstaben  z  und  .r,  da,  wie  ma 

sieht,  die  Bezeichnung   der   Integrationsvariabein   bei   einem   bestimmten  Integr; 

zwischen  constanten  (irenzen  ganz  willkürlich  ist,  so  erhält  man  anstatt  1.  und 

die  Intcgralformeln 

1 


■l 


X'"  dx 


/ 


yi  —  a2 


{fii—  I)(///  — 3)  ...  3  •  I     - 

/         o\ 7  ~^      '  c^  f    '^'  gerade 

m  (///  —  2)  ...  4  •  2         2  ^ 

(;//—  1)(/;/  — 3)  ...  4-2 


m{m  —  i)  .  .  .  3  •  1 


m  ungerade. 


8 


s. 


A/" 


/ 


A 


0 


A' 


B 


Berechnung  von  ebenen  Flächen,  Curvenbogen,  Raumtheilen  und 
unebenen  Flächen  durch  einfache  bestimmte  Integrale. 

1.  Wenn  der  Curvenzug  (Fig.  504)  _>'  =/ 
zwischen  Punkten  A  und  B,  deren  Abscisst 
a  und  d  sind,  stetig  verläuft,  und  so  beschafti 
ist,  dass,  während  ein  Punkt  P  auf  der  Cur 
sich  von  A  und  B  so  bewegt,  dass  jed 
Curvenpunkt  nur  einmal  durchlaufen  wird,  d 
Horizontal ()rojection  F*  von  P  immer  in  de 
selben  Richtung  von  A'  nach  J^*  gelangt,  i 
^     ist  die  Fläche  ÄABB'  (§  1,  No.  5) 


B' 


1. 


(M.IjOI.) 


F  =  jf{x)  dx  . 


a 


r 

1 

/ 

\ 
\ 

/ 

\b 

r  ^' 
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Wird  die  Ordinate  für  eine  zwischen  a  und 
b  liegende  Abscisse  OC  ^=  c  unendlich  gross, 
so  ergiebt  sich  die  Fläche 

c     i  i 

2.  F'=  /imf/{x)dx  ■+■  limj/{x)dx. 

Ist  die  Gleichung  y  =/{.x)  auf  ein  schief- 
winlieliges  Coordinaten System  bezogen  mit  dem 
Achsenwinkel  a,  so  ist  der  zu  \x  gehörige, 
der  Ordinate nachse  parallele  Flächenstreifen 
zwischen  den  Grenzen  enthalten 
ysinfi  A*  <  ^F  <  {y  -\-  iy)  sina  ■  ^x  . 
Also  ist 

AF 
ysini  <  ^  <  (^-+-V)"«o- 

Geht  man  zur  Grenze  A:t:  =  0  über, 
so  erhält  man 

dF 
j-=ystn^, 

mithin  fiir  die  Fläche  AA' B" B  (i 
Übrigens  gleichen  Voraussetzungen, 
oben) 

i 

3.  F  =  sinnjydx. 


Ist  in  rechtwinkeligen  Coordinaten  y  =/(x) 
die  Gleichung  einer  geschlossenen  Curve,  die  von 
den  Normalen  zur  Abscisse  nachse  in  zwei  Funkten 
getroffen  wird,  so  bestimme  man  zunächst  auf 
analytisch-geometrischem  Wege  die  Abscissen  a 
und  b  der  beiden  die  Curve  tangirenden  Ordinalen, 
zwischen  denen  die  Curve  liegt.  Bezeichnet  nun_i', 
die  zu  einer  Abscisse  x  gehörige  grössere,  y^  die 
zugehörige  kleinere  Ordinate,  so  ist  die  gesuchte 
Fläche  (Fig  507) 

i  i 


■■  jiyi  ->,)d:^- 


Für    schierwinkelige  Coordin 
(Fig.  508) 


'■/(y^-y,)'''' 


2.  Eine  Parabel,  deren  Achse  in  die  K-Achse 
und  deren  Scheitel  in  den  Nullpunkt  fällt,  hat  die 
Gleichung 


Daher  ist  die  Fläche  P^'F^P^F^' 


P, 

/ 

V 

v 

~Q 

0 

3 

J  2/ 


Wird  die  Fläche  \ 
n  X  statt  A\  setzt, 


=  0,  daher,  und  weim 


F  = 


Gp  ' 


..xy. 


Die  Fläche  ist  d.tbcr  der  dritte  Thcil  des  Rechtecks  aus  der  Abscisse  und 
Ordinate  des  Punktes  F. 

Die  Formel  1.  lässt  eine  be merk enswerthc  Umgestaltung  zw.  Man  hat  näm- 
lich zimächst 


Wird  die  Differenz  > 


t,t 


ä  „ 


t  '2i/  bezeichnet, 
*-,(*,  +2J)  +  (. 
-  12rfa:,  +  »rf»), 
-{»I 


SO  erhält  m: 
+  2rf)'l . 


Bezeichnet  man  die  zu  den  Abscissen   x^,    «,  +  ä,  *,  -\-  1d  gehörenden 
Ordinatcn  der  Reihe  nach  durch  t|j,  r^^,  t|,,  so  hat  man 

>  Coordinatensystem,  und  hat  O  im  neuen  Systeme  X'O'Y' 


Verschiebt  man  da 
die  Ordinate  a,  so  ist 


■P  -  AGie./-.  =  ^+2«-/-.  3l(,,  +  «)  +  4(,,  +  »)  +  (,,  +  »)!• 

Werden  die  Ordinalen  im  neuen  Systeme  mit  t],',  r,j',  tjj'  bezeichnet,  so  hat 
man  daher 

^  =  'ii^i  +  *na'  -i-iä')- 

Durch  drei  Punkte  und  die  Bedingung,  dass  die  Hauptachse  der  Ordinaten- 
adise  j>.ir.illel  geht,  ist  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt.  Hat  man  daher  drei 
Punkte,  /',,  F.,,  F.J^,  und  ist  die  Ordinate  ijj  des  mittleren  Punktes  F^  yleieh 
weit  (um  d)  von  den  Ordinalen  ij,,  r,,  der  andern  entfernt,  so  schliessen  die 
Abscissenachse,  die  Ordinatcn  »],,  r,,  und  der  Parabelbogen,  der  durch  F^,  F^,  P^ 
gellt  und  dessen  Hauptachse  der   F-Achse  parallel  ist,  die  Fläche  ein 

^=    gdl   -H4<1*  +  '!)}■ 

Es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  dieser  Aus- 
druck den  Parameter  und 
die  Ordinären  des  Scheitels 
nicht  explicite  enthalt. 

Man  hat  diese  Formel 
X  dazu  benutzt,  den  Inhalt 
einer  Fläche  ange- 
nähert zu  bestimmen. 
erhalten,  theile  man  A' ff  in  2»  gleiche 


Um  die  Fläche  AÄ B' B  angenähe 
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Theile,  und  ziehe  in  allen  Theilpiinkten  die  Ordinalen,  von  Ä  A  aus  begonnen 
seien  dieselben  t)j,  t)^,  t),,  .  .  .  rj2«-+-i  • 

Ersetzt  man  nun  die  Curve  durch  n  Parabelbogen,  die  der  Reihe  nach  von 
T^j  bis  T)3,  T)3  bis  7)5,  ...  Tj2w— 1  bis  r^2«+l  reichen  und  deren  Achsen  normal  zur 
Jf-Achse  sind,  so  ist  die  Summe  der  von  diesen  Bogen  begrenzten  Flächen,  wenn 
AB'.^n  =  d  gesetzt  wird, 

=    3  hl    -^  4(^2  -+-  T^4  -+-  ^6  -+-  ^2«)  -H  2(7)3  -f-  T)5  -h  T|7  -f-  .  .  -h  T)2«-l)  -^  r^ln-\-\]  , 

und    dies  kann  als  angenäherter  Werth   der  gesuchten  Fläche  benutzt  werden. 
Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Simpson' sehen  Regel  bekannt*). 

3.  Für  den  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  AA^  und  BB^  gelegenen 
Theil  einer  Kreisfläche  ist  y 

6 
n 

Bezeichnet  9  den  Polarwinkel  von  /*,  und  r  den 
Radius  des  Kreises,  so  ist 

X  =  rcosf^  ,      y  =  rsin'^  ,      dx  =  —  rsin^dr^  . 

Sind  fem  er  a  und  ß  die  Centriwinkel  der  Sehnen  - 
AA^  und  BB^,  so  entsprechen  den  Abscissen  a  und  d 
die  Werthe  9^  =  ^«,   92  =  iß>   ""d   man   hat  daher 

iß 
/  =  —  2  r^  j  sin^  9  d^  . 

Da  nun 

r  •  9    V           ri  —  ^^^  29               9         j/ä  29 
jstn^^d^  =J ~ d<^  = ^ 

so  folgt 

/  =  ~9"  («  —  ?  —  ■y'*«a  -h  sirt^)  . 

Hieraus  ergiebt  sich  die  ganze  Kreisfläche,  wenn  man  ß  =  0  und  a  =  2-  setzt. 

4.  Für  den  Theil  einer  Ellipsenfläche,  der  zwischen  zwei  zu  einer  Haupt- 
achse normalen  Sehnen  liegt,  ist 


T 


/=  2fydx, 


a 


sind  a  und  b  die  Halbachsen,  so  kann  man  x=  a  cos^y 
y  r=z\s  sinf^  setzen,  mithin  ist  dx  -=  —  a  sin^  d^  . 

Gehören  zu  den  Punkten  A  und  B  die  Werthe     _ 
^  =  ^a  und  9  =  ^p,  so  erhält  man  ^ 

iß 
/=  —  2a\>jsm^ffdf^, 

i« 
daher  folgt  schliesslich 

/  =  ^ah  (a  —  ß  —  sinoi  -+-  j/«p) . 


(M.  512.) 


♦)  Ueber   den   Genauigkeitsgrad  der  Simpson' sehen  Regel   vergleiche  man  Schloemuxh, 
Compendium  d.  höh.  Analysis,  4.  Aufl.,  Bei  L,  §  82. 
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Integralrechnung. 


Die  ganze  Ellipsenfläche  F  folgt  hieraus,  wenn  man  ?  =  0,  a  =  2ir  setzt,  m 

/r  =  TT .  ab  . 

5.  Die  Hyperbel  fläche,  die  von  der  Hyperbel  und  einer  zur  Hauptachse 
normalen  Sehne  begrenzt  wird,  beträgt,  wenn  x  die  Abscisse  der  begrenzenden 
Sehne  ist,  und  a  und  b  die  Halbachsen  der  Hyperbel  sind, 


/ 


-j/v^ 


a^  dx , 


n 


Nun  ist,  wie  sich  nach  §  4,  No.  4  leicht  ergiebt, 

Jy^^~:::r^^ dx  =  \{x yx^~^ä^  —  a^/(x  -+-  yx^  —  0»)]  -+-  c 

Daher  hat  man 

Hierfür  kann  man  setzen 


/=M--Mf-f)]- 


Wählt  man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen,  so  ist  die  Hyperbelgleichung 

^y  ==  — -A — • 


2ad 


Ist  a  der  halbe  Winkel  der  Asymptoten,  so  ist 

2  /ö/tF  a 

1  4-  fang^  OL        tf*  -h  ^* 

Daher  liegt  zwischen  zwei   Ordinaten  tj^    und   tjj,   die  dasselbe  Vorzeichen 

haben,  die  Fläche  ^ 

5, 


/•     •  o   «*  -t-  ^*  r<^*    «<>  j» 


n.    Die  Gleichungen  einer  Cycloide  seien 

X  =  0(9  —  sin^) ,      j^  =  dr(l  —  ^^7^9) . 

Alsdann  ist        dx  =  tf(l  — cos^)d^, 
und   für   die   Fläche,   die  .von   dem   im   Nullpunkte  beginnenden  Cycloidenbogcn 
und  den  Coordinaten   des  Cycloidenpunktes  F  eingeschlossen  wird,    ergiebt  sich 

/  =  fydx  =  a^f{i  —  cosf^)^dff, 
0  0 

Da  nun 

(1  —  cos^y  =  1  —  2cosff  -h  ^(1  -h  cos2i) 

=  i  —  2cosff -h  ^cos2^, 
so  ist 

9 


J(\  -  COS:fy<i<f  =  ^  -  2««^  -H  '-^-^ 


0 


1. 


a' 


Folglich  hat  man 
/=  V(n9  —  Ssinf  -h  sm2f). 

Die  von  /*/",   F' Äf   und  dem  Bogen  /'il/'   des  erzeugenden   Kreises  ein- 
geschlossene Fläche  ist 


MAr 


rtj2« 


df" 


--  •  F'M' ^  =  yC2J'«?  —  cosf^sifif^  —  ^). 
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Daher  hat  man  für  die  von  der  Abscissenachse,  dein  Cycloidenbogcn 
OP  und  dem  Kreisbogen  PM^  eingeschlossene  Fläche 

2.  OPM'  =  f  -^  f^   =  ö^(?  —  sini)  ==  a  •  O P\ 

Also  ist  diese  Fläche  gleich  dem  Rechtecke  aus  dem  Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  und  der  Abscisse  des  Punktes  P. 

Aus    1.  erhält  man  für  9  =  2::  die  Fläche,   die  von  dem  zu   einer  vollen 

Umdrehung  gehörigen  Cycloidenbogen  und  der  Abscissenachse  eingeschlossen  wird 

3.  /  =  Sttä»  . 

7.    Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten 

so  lässt  sich  leicht  der  Sector  angeben,  der  von  den  Radien  zweier  zu  den 
Polarwinkeln  a  und  3  gehöriger  Curvenpunkte  A  und  B  und  dem  Curvenbogen 
AB  begrenzt  wird. 

Haben  P  und  P^  die  Coordinaten  9,  r  und 
9  -h  A9,  r  -H  Ar,  so  kann  1X9  immer  so  klein  ge- 
nommen werden,  dass  der  Curvensector  O PP^  =  A9 
zwischen  den  Kreissectoren  enthalten  ist,  die  den 
Centri Winkel  \^  und  die  Radien  r  und  r  -f-  Ar  haben; 
alsdann  ist 

wenn    Ar  >  0:      ir2A<p  <  A5  <  ^(r-hAr)»^^, 
„      Ar<0:      ir2A9  >  A5  >  i(r-h  Ar)2A9. 

Dividirt  man  Glied  für  Glied  durch  A9  und  geht 
zur  Grenze  A9  =  0  über,  so  convergiren  beide  Be- 
grenzungen des  Quotienten  A5:  A9  gegen  den  Grenzwerth  ^r^;  daher  hat  man 

— -  =  lim  -r—  =  ir^  . 
d^  A9        * 

Hieraus  folgt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Curvenbogen  AB  continuirlich 

ist   und  ganz  im  Endlichen  liegt,   und  dass  9  nur  wächst,   wenn  ein  Punkt  ohne 

umzukehren  den  Bogen  von  A  bis  B  durchläuft 

Für  den  Inhalt  einer  geschlossenen  Curve, 
welche  von  den  Radien  in  zwei  realen  Punkten 
geschnitten  wird,  hat  man,  wenn  der  Nullpunkt  im 
Innern  der  Fläche  liegt, 


(M.  514 ) 


2n 


5  =  :^/rV9. 
0 
Sind  r^  und  r^  die  beiden  Radien,  welche  zum 

Polarwinkel  9  gehören,  und  ist  r^  positiv,  so  ist  r^ 

negativ;   für  die  Fläche  F  hat  man  alsdann  auch 


(M.  515.) 


;t 


:t 


5  =  i/ri»rf9+i/r,V<?, 


=  +/(' 


2 


V?- 


Liegt  der  Nullpunkt  ausserhalb  der  gesuchten 
Fläche,  so  bestimme  man  die  Winkel  a  und  ß,  deren  CM.  516.) 

Radien  die  Curve  berühren,  zwischen  denen  also  die  Fläche  gelegen  ist;  gehören 
nun  zu  9  die  Radien  r^    und  rj,  und  ist  r^  >  r^,   so  ist  die  gesuchte  Fläche 


6 1 6  ]  ntegralrechnung. 

also  S  =  \j  {r^  —  r^)dr^, 

8.    Die  Gleichung  der  Fusspunktcurve  der  Ellipse  ist 

Daher  hat  man  für  einen  an  der  XAchse  beginnenden  Sector  dieser  Cime 

0  0 

^2  H-  ^2  C^ 

=  ^ T  4-  -jsin^r^. 

Einen  Quadranten  erhält  man  Rir  ^  = 


S  = 


2 
a^  H-  b^ 


*>  f 


8 

die  ganze  Fläche  ist  daher  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  über 

den  Hauptachsen  construirten  Kreise. 
\  9.    Für  die  Kreisevolvente  hat  man,  wenn  AOQ 

\        mit  CO  und  der  Halbmesser  des  Kreises  mit  a  bezeichnet 
)/'     werden 

/-2  =  ^2(1  -I-  (0^) ,      tang{vi  —  ^)  =  » . 
Aus  der  letzteren  Gleichung  folgt 

^^  //to   —  //^  =  COS'{iü  —  ^) //co  , 


mithin  d*^  = 


(oJ» 


(M.  517.)  "itc.i...  "r   —    1   _|.  ,o' 

Daher  ist  der  Sector  AOP 


(O  . 


(» 


u 

10.  Legt  man  bei  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Dopj^elpunkt  den 
Nulli)unkt  in  den  Doppelpunkt,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Fonn 
1.  Ax^  -f-  Bxy  4-  Cy^  =  Dx^  -+■  Ex^y  -h  Fxy^   -h  Gy^  , 

die  (ilieder  ersten  und  nullten  Grades  fehlen. 

Setzt  man  tangr^  =  /,     so  ist    y  =  xty     r^  =  x^{\  -h  /^) , 

und  daher  die  Fläche  des  Sectors,  ftir  dessen  Endpunkte  /  die  Werthe  a  und  b  hat 


S  =  \^Jx^  dt . 


a 


Führt  man  V  =  tx  \n  1.  ein,  so  entsteht  für  x  die  lineare  Gleichung 

A  -\-  Bt  -^  C/2  =  (7)  4-  Et  -h  /^/2  -+-  6V-*)  .  .V . 
Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

A  -^  Bt  ^  Ct^  =  r,       D  -\-  Et  -\-  Ft^  -h  Gt^  =  T, 
und  erhalten  somit 

X    —    ,p  f 

daher  ergiebt  sich  für  den  Curvensector 


w^ 


r"*'.'v'' 
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///. 


n 


Dieses  Integral  kann  in  jedem  Falle  nach  den  Regeln  über  die  Integration 
cht  gebrochener  rationaler  Functionen  ausgeführt  werden.  Es  ist  bemerkens- 
^erth,  dass  diese  Sectoren  mithin  durch  algebraische  Functionen,  Logarithmen 
nd  Arcustangens  ausgedrückt  werden  können. 

Wählt    man    bei    einer   symmetrischen    Curve    dritter    Ordnung    mit 

oppelpunkt    die  Symmetrieachse    zur   K- Achse,    so    ist  die  Gleichung  dir  x 

raden  Grades,  mithin 

B  .r=  D  =  F  =  0, 

id  die  Gleichung  1.  reducirt  sich  auf 

Ax^  -h  Cy^  =  Ex^y  -h  6^^ . 

Die  Richtimgen  der  Asymptoten  bestimmen  sich  aus  der  cubischen  Gleichung 

^/  -h  G^/3  =  0 ; 

ese  ergiebt   eine    der   Jf-Achse   parallele  Asymptote  /  =  0    und   die   beiden 

symptotenrichtungen 

/  =  y^~ETG . 

Setzt  man  zur  Bestimmung  der  Ordinate  /:  der  erstem  Asymptote  v  =  >C*  in 

..  so  folgt 

(A  —  £k)  x^  =  Gk^  —  C>62  . 

Hieraus  folgen  fiir  x  zwei  unendlich  grosse  Wurzeln,  wenn 

k  =:  A  \  E . 

Die  in  diesem  Abstände  der  XAchse  parallele  Gerade  hat  also  mit  der  Curve 
drei  unendlich  ferne  Punkte  gemein,  ist  somit  Wendetangente  mit  unendlich 
fernem  Wendepunkte.  ' 

Diese  Wendetangente  wird  selbst  unendlich  fern,  und  gleichzeitig  auch  die 
andren  beiden  Asymptoten,  wenn  E  ■=  Q, 

Da  G   alsdann    von  Null  verschieden  sein  muss,    sobald  es  sich  um  eine 
ogentliche  Curve  dritter  Ordnung 
liandelt,  so  kann  man  die  Gleichung 
durch  G  dividiren  und  in  der  Form 
angeben 

Ax^  4-  Cy^  =  y^ . 

Für  diese  Curve  hat  man  nun 

,^,f{A^cn)^ 


='/' 


dt 


=■'/(< 


A^ 


^AC 


C2\ 


dt 


(M.  M8.) 


Für  die  Doppelpunktstangenten  hat  man  die  Gleichung 

y4  -h  C/2  =  0.  ' 

Haben  A  und  C  verschiedene  Vorzeichen,  so  sind  die  Tangenten  real  und 
■»n  hat  für  den  zwischen  ihnen  liegenden  Curvensector,  Üit  d\e  ?yc\vW\^^  0  MN^ 


6i8  Integralrechnung. 


1 


15^     >^       A' 
Ks    ist  hervorzuheben,    dass  die   Sectoren  dieser  Curven   rationale  alge- 
braische Functionen  des  Parameters  /  sind. 


11.    Das  Differential  ds  eines  Bogens  der  Curve  ^  = /(jc)  ist  bekanntlich 

ds  =  i/rry^  •  dx . 

Daher  ist  der  Bogen   zwischen   den   Punkten  A  und  /i,   deren  Abscissen  a 
und  b  sind 

s  =fyv^y^  dx . 


rt 


Hierbei  wird  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  vorausgesetzt.  In  einem 
schiefwinkeligen  Parallel-Coordinatensysteme  mit  dem  Achsenwinkel  erscheint  äs 
als  der  Grenzwerth  der  Seite  eines  Dreiecks,  das  die  Seiten  Ix  und  üy  und  den 
von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  -  —  a  hat;  daher  ist 

ds        ,.    Äjc*  -h  Äy^  -h  2^x^ycosaL 

Tx  =  '"« Ä^i 


und  man  hat  somit 

6 


m* '  (^) 


s  =/}/i  -H  "lycosi-i-  y^  dx. 


a 


12.    Für  einen  im  Scheitel  anfangenden  Bogen  der  Parabel 


.v2 


■^  =  27 

ist  y'  =   ,  ,         und  daher 


.r 


S 
1. 


=fV^-^  (7)''^'''  ^  /i.M'  "^  ^'  '^-^ 


0  ü 


2p^^    ^        ^  2  p 

Für  die  Ellipse  ist 

b    ,—= ,  bx 

y  =  -^ya^-x^,     y  =-  — y.^--^  . 

Bezeichnet  man  die  numerische  Kxcentricität  mit  e,  so  erhält  man  für  einen 
auf  der   K-Achse  beginnenden  Bogen 


Ü 

Dieses  Integral  ist  irreductibel. 
Für  die  Hyperbel  ist 

b     , ,  bx 

Bezeichnet  man   auch  hier  die  numerische  Kxcentricität  durch  t,  so  ergiebt 
sich  für  einen  im  Scheitel  beginnenden  Bogen 
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X 

0 

Auch  dieses  Integral  ist  irrediictibel;  beide  Integrale  gehören  zur  Klasse  der 
elliptischen  Integrale,  ""auf  die  wir  im  II.  Theile  der  Integralrechnung  eingehen 
werden. 

13-    Für  die  Cycloide  ist 

X  =  a{t  —  sint)  ,      y  =  a{\  —  cosf) . 
Nimmt  man  /  zur  unabhängigen  Variabein,  so  ist 

dx  =  a{\  —  costjdt  f      dy  =  asintdt 
und  daher  ein  im  Nullpunkte  beginnender  Bogen 

X 

s  =  jydx^  -h  dy^ 

0 

/  / 

=  ai  1/(1  —costy  -+ry7«^  dt  =  1a  l  sin  ^  dt, 

0  0 

Dies  ergiebt 

5  =  4a  1 1  —  r^5  —  I . 

Die  Länge  der  ganzen  Cycloide  erhält  man  hieraus  für  /=  2-;  sie  ergiebt 
sich  zu 

j  =  8fl . 
14.    Für  die  Curve  dritter  Ordnung 

Ax^  4-  Cy'^  =>'* 
ist,  wenn  man  wieder  y  ■=^  tx  setzt, 

^  -h  C/2         ^              3^  -h  C/2  ,  ,  ,  ^,  2/^ 

X  = ^^3 ,       dx^ -^ dt,       dy  =  tdx  -\-  xdt  =  —  -^  . 

Folglich  ist  für  einen  zwischen  den  Richtungen  t  =  a  und  t  =  b  liegenden 
Curvenbogen 

6 

s 


=  f^j  -y/iCf^  -h  3-4)2  _,.  4^2/2  dt. 


Dieses  Integral  ist  im  Allgemeinen  elliptisch.    Ist  C  =  0 ,  so  erhält  man  die 

NEiL'sche  oder  semicubische  Parabel  Ax^  ^=^ y^  und  hat 

b 

HU^  dt. 


-/ 


a 


Hierbei  ist  y  =  tx ,  mithin 

_A  __  A 

•^  —  ^8 »   y  —  fi' 

Setzt  man  in  dem  Integrale  /  =  1  :  js ,  so  erhält  man 


1 

a 


1.  s  =  Afy^z^  H-  i'Sdz, 


X 
6 

Nun  ist  bekanntlich 


/  |/9«2  -♦-  4  'Zdz=:^  (9«2  -h4)^  -+-  C. 


Ersetzt  man  hier 
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,i  _  1  _  >: 

und  führt  die  Grenzen  0  und  v  ein,  so  erhält  man  schliesslich 

It).   Will  man  Polare oordinaten  verwenden,  so  macht  man  die  Substitution 

X  =  rcos  9  ,      _>'  =  rsin  9  , 
dx  =  cos  ^  r/r  —  rsin  9  </  9  ,       dy  =  sifi  '^  dr  -\-  rcos  9  //  9  . 
Daher  ist  ds*^  =  ^r*  -h  r'^  d'^-  ,         und  man  hat 

«i 
l().    Die  Spirale  des  Archimedes  hat  die  Gleichung 

r  =  rt^; 
hier  ist  r  -=  a^  und  man  erhält  den  vom  Nullpunkt  an  gerechneten  Bogen 

«p 
s  =  afy^'  -h  1  r/rp 
0 

Für  die  hyperbolische  Spirale  i^t 

r  =  ~  ,       r  =  -  -j-  ,     f  =  rtj ^^ ,/f  . 

Daher  ist  nach  §  4,  No.  4, 

Lrl  ?  .1 

wobei  durch  das  Zeichen 

[:;/w| 

die  Dift'erenz /(-pg) — /(?i)  angedeutet  werden  soll. 

17.    Aus  den  Gleiclnmgen  der  Kreisevolvente  (No.  0)  crgiebt  sich 

und   man   erhält  daher  Rlr  den  Bogen,   dessen  Endpunkte   den  Wiilzungswink 
0  und  «0  zu  gehören 


18.  Das  Bogcndiflferential  einer  Raumcurve  ist  (Diflferentialrcchn.  §  G,  No. 
1.  ds  =  ydx^  -h  dy^  -+-  dz'^  . 

Sind  die  Gleichungen  der  Horizontal-  und  der  Verticalprojection  gcgchci 

so  hat  man 

daher  ist  der  zwischen  den  Absei ssen  x^  und  x^  enthaltene  Bogen 


j"-» 


s  = 


./y-fö)'-(Ä)'"- 
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Sind  die  Coordinaten  eines  Curvcnpunktes  als  Functionen  eines  Parameters  / 
gegeben,  so  ist 

19.    Sind  die  Curvengleichungen 

so  ist  die  Curve  der  Durchschnitt  zweier  parabolischen   Cylinder,  und 
es  ergicbt  sich 


-V^.  ^-Vh 


Rechnet  man  den  Bogen   vom  gemeinsamen  Scheitel   der  beiden  Cylinder 
aus,  so  hat  man 


-/v^ 


x=  1  1/ :i_i_j:_'_i  ^;,. . 


0 

Setzt  man  x  =  u^,  so  folgt 

u 

0 
Daher  erhält  man  schliesslich 

s  =  yx  {x  -h  a  -h  ä)  -h  Y^  -^  ^  ^   / • 

y  a  ■+-  b 

20.    Die  Raumcurve  dritter  Ordnung 

X  =^  at  ^      y  =i  bt^  f       z  =^  ct^ 
ist  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichungen 
durch  Elimination  von  /  aus  den  drei  Gleichungen  erhalten  werden: 

bx^  —  a^y  =  0  ,       b^xz  —  acy^  =  0 ,       cxy  —  abz  =  0 ; 
dieselben  stellen  einen  parabolischen  Cylinder,  einen  Kegel  und  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid  dar. 

Aus  den  Curvengleichungen  erhält  man 

dx  äy  ,  dz       ^     ^ 

70-"'      dt-'-"''      Tt -''"■' 

daher  ist  die  F.änge  eines  im  Nullpunkte  beginnenden  Bogens 

/ . 

1 .  5  =  /j/rti«  -+-  ü^'r^  -f-  ^c^i^  dt . 

0 

Dieses  Integral  ist  im   Allgemeinen  elliptisch;   es  wird   algebraisch,   wenn 

4^4  —  Oö^r»  =  0. 

Setzt     man     2^^  =  *6ac    voraus,     so    nimmt    der    Kegel    die    besondere 

(ileichung  an 

'^xz  —  2^»  =  0 , 

während  die  beiden  anderen  Flächen  keine  Besonderheiten  erhalten. 

Das  Integral   1.  wird  jetzt 

5  =f{a  -h  ^ct'^)dt  ^  at  ^  ct^  =  .V  -h  2  . 
0 


21.  Schneidet  man  aus  einem  begrenzten  Volumen  durch  zwei  zu  derselben 
Geraden  G  normale  Ebenen  Q  und  Q^  eine  Schicht  ^  K,    und  ist  dÄ  ^OvvcvvW 


i« 
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ebene  Q  von  einem  gewissen  Nullpunkte  auf  der  Geraden  um  ^,  die  andere  Q^ 
um  /  H-  A/  entfernt,  hat  ferner  die  Schnittfläche  auf  Q  den  Inhalt  ^,  so  ist  das 
Volumen  der  Schicht  A  V  von  dem  Cylinder  g  •  Ifi  um  so  weniger  verschieden, 
je  kleiner  A/  ist,  und  stimmt  mit  dem  Cylinder  bis  zu  jedem  Genauigkeitsgrade 
(iberein,  wofern  nur  A/  hinlänglich  klein  ist;  daher  ist 

,.     AF      äV 

^'^Ä>  =  ;^  =  ^- 

Hieraus  folgt  durch  Integration   für  das  Volumen,  das  zwischen  den  Quer- 
schnitten liegt,  die  die  Abstände  />  •=  a  und  p  -=  b  vom  Nullpunkte  haben 

b 


a 


Sind  insbesondere  die  Querschnitte  normal  zur  Jf-Achse  und  bezeichnet  man 
den  Querschnitt  in  diesem  Falle  mit  qx^  so  hat  man 

*i 
Um   die   zwischen   zwei  Parallelkreisen  enthaltene  Schicht  eines 

Rotationskörpers  zu  erhalten,  lässt  man  6^  mit  der  Rotationsachse  zusammen- 
fallen; ist  nun  die  Gleichung  eines  Meridians,  in  einem  orthogonalen  Systeme, 
dessen  Achsen  G  und  normal  zu  G  sind,  und  in  welchem  die  zu  G  normale 
Coordinate  mit  r  bezeichnet  wird, 

so  ist  das  Volumen  der  Schicht 

s 

22.    Ein  zur  A'-Achse  normaler  Querschnitt  g,  des  dreiachsigen  Ellipsoids 

x^         y^  z^ 


x^ 


ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

a   ^  a   * 

Daher  ist  die  Fläche  desselben 

(Jx^T.  ^-g  (a^  —  x^)  ; 

mithin  hat  man  ftir  das  Volumen  einer  Schicht,  die  von  der  FZ-Ebene  und  einer 
dazu  parallelen  begrenzt  wird 


0 

bc 
=  r.j^(a^X'-\x^). 


Das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoids  ist 


a 


bc  c  bc  r 


-a  0 

4t: 
=  ~zr  •  (fbc . 
o 


Schneidet  man  das  einschalige  Hyperboloid 
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x^        y^         z^ 


ai    -  //2         ^^j        1-0 

normal  zur  Z-Achse,  so  ist  der  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 
ayz^  -\-  c^  :  c  und  ^Yz^'-h  c^  :c.  Das  Volumen  einer  Schicht  zwischen  der 
A^K-Ebene  und  einer  parallelen  Ebene  ist  daher 


"?^7' 


0 

ab 

Die  Schicht  zwischen  den  Ebenen  x;  =  —  c  und  z  =  c  beträgt 

81:    , 

und  ist  daher  doppelt  so   gross,   wie  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  b^  c. 
Im  zweischaligen  Hyperboloide 

I^en  wir  einen  Querschnitt  normal  zur  A'-Achse;  derselbe  ist  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen  b  Yx^  —  a^  :  a  und  c  Yx^  —  ä*'  :  a  .  Das  vom  Scheitel  bis 
zu  einem  Querschnitte  reichende  Volumen  ist  daher 


K  =  1:  ^  f{x^  —  a^)  dx , 


a 

-  -•^f(iA-'-a«*  +  |«='). 

23. 

Das  elliptische  Paraboloid 

*'   +  ^'[         1z  =  0 
a          ff 

hat    normal    zur    Z- Achse    einen    elliptischen   Querschnitt    mit   den   H"»lbachsen 
Y^az  und  }/2/^2.     Daher  ist  das  normal  zur  Achse  abgeschnittene  Segment 


V  =  2-}/a^  jzdz, 


0 

=    t:  Y^^  '  ^^  ' 
Ist  F  die  Fläche  der  das  Segment  begrenzenden  Ellipse,  so  ist 

/^  =  2Tr  l/ä7  •  z , 
und  man  hat  daher 

V^},Fz, 

also  die  Hälfte  des  Cylinders  von  der  Basis  F  und  der  Höhe  z. 

Vom  hyperbolischen  Paraboloide 

V  —  2a:  =  0 

a  b 

berechnen  wir  das   oberhalb  der  X  K-Ebene  entlang  der  positiven  Jf-Achse  sich 

erstreckende  und  von  einem  Querschnitte  normal  zur  A-Achse  begrenzte  Volumen. 

Eine  Normalebene  zur  AT-Achse  schneidet  die  Fläche  in  einer  Parabel,  deren 

Scheitel  in  der  Höhe  x^  \^a  über  der  AT  K-Ebene  liegt,  und  die  von  der  A' K-Ebene 

in  einer  Sehne  von  der  Länge  2  Y^  •  ^. '  ^  geschnitten  wird.     Der  Inhalt  dieses 

parabolischen  Querschnitts  ist  daher 


1 


0 
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mithin  ist  die  gesuchte  Schicht 

d      a  '    a    J  ^     a  ^    a      4 

0 

oder,  wenn  mit  F  der  das  Volumen  begrenzende  Querschnitt  bezeichnet  wird 

also  ein  Viertel  des  CyÜnders  von  der  Basis  F  und  der  Höhe  x, 

Y  24.    Rotirt    eine    Kllipse 

um  eine  Achse  O  V,  die  in  der 

^ — --T -^  Kbene  der  Ellipse  liegt,  parallel 

^ M^' "^i»  zu  einer  Hauptachse  der  Ellipse 

/  j  \  ist,     und     die     Ellipse    nicht 

--{ 1 j —   ^    schneidet,     so     entsteht     ein 

doppelsytnmetrischer  Ring. 
Ein  Querschnitt  ^  dieses  Rin- 
ges, der  durch  11  normal  wr 
Drehungsachse  gelegt  wird,  hx 
^^  "^^  die  Differenz  der  beiden  Kreise, 

deren    Halbmesser   11/*,    und  II yg    sind;    daher  ist,    wenn  e  den  Abstand  des 
Ellipsen mittelpunktes  von  der  Rotationsachse  bezeichnet 

Folglich  ist  das  Ringvolumen 

-ö  0 

Setzt  man  y  ^=  bcos^^  so  erhält  man 

^  ^h^rHy'i  ,iy  =  /,2  jshr^^ii^  =  ^  /;2       (§  7,  No.  9,   1)  . 

0  ü 

Hieraus  folgt 

F=  27:2  ^abe. 
Bezeichnet  E  die  Fläche  der  rotirenden  Ellipse 
und   7ü  den  Perimeter  des  von  ihrem  Mittelpunkte 
X^/'  beschriebenen  Kreises,  so  ist 

V  =  E  '  w  , 
Dieselbe  Formel  gilt  auch,  wie  man  sofort 
sieht,  für  jeden  zwischen  zwei  Meridianen  gelegenen 
Sector  dieses  Ringes,  sobald  7t/  den  innerhalb  des 
Sectors  gelegenen  Theil  des  vom  Mittelpunkte  be- 
schriebenen Weges  bezeichnet. 

Rotirt  ein  Parabelsegment  ABC  um  die  zur 

Parabelachse    normale  Ordinate  BC^    und    ist  die 

Parabelgleichung  y^  =  ''2a{€  —  x),  so  ist  die  Fläche 

(M.:>2ü.;  ^^^  '-^r  Ordinate  0\\  =  y  gehörigen  Parailelkreises 


r 
c 


ji 


\ 


0 


IB 


ü 
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IT 


Daher  ist  das  Ringvolumen 


y^ 


y§^ 


^=  u-^ß^^'-y'y^y==^f(^^'-y'y^y' 


-i%r* 


0 


16ir 


=  -[5-^^ 


Bezeichnet  F  die  rotirende  Fläche,  so  ist 


daher  hat  man 


4ir 
d 


25.  Wir  beschliessen  diesen  Abschnitt  mit  Formeln  und  Beispielen  über  den 
Inhalt  von  Rotationsflächen. 

Um  eine  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltene  Zone  einerRotations- 
fläche  zu  berechnen,  die  durch  Umdrehung  der  Curve  y  =/{x)  um  die  X Achse 
entsteht,  betrachten  wir  zwei  auf  einem  Meridiane  gelegene  Punkte  jP  und  P^  mit 
den  Coordinaten  jc,  y  und  x  -\-  Ax,  y  -H  Ay.  Die  Kegelzone,  welche  die  Sehne 
FF^  beschreibt,  hat  den  Inhalt 

^S  =  ^r.yi^^^'^^'ä^iy-^i^y). 

Die  zwischen  denselben  Parallelkreisen  enthaltene 
Flächenzone  sei  AF.  Nähert  sich  Ajt  dem  Grenzwerthe 
Null,  so  nähert  sich  der  Quotient  AFi^x  dem  Grenz- 
werthe von  ASi^x]  daher  hat  man 

^^       «      1/ 
=  2T:y  y  l-^ 


dF  AF 

=  itm  Ä —  =  itm 


m- 


dx  ~'""Ajc  ~"        Ix 
•  Hiemach  ergiebt  sich  itir  die  Zone,  deren  Parallel- 
kreise die  Abscissen  a  und  b  haben, 


-  ^^j'V^) 


2 


•  dx . 


26.    Rotirt  die  Parabel  _y*  =  2p x  um  die  -Y-Achse,  so  ist  der  vom  Scheitel 
bis  zu  einem  Parallelkreise  sich  erstreckende  Theil  des  Rotationsparaboloids 


F=  i^fy2p^]/l+^dx, 


0 


=  271  yj  I  y2x  -{-  pdx, 
0 

Rotirt  diese  Parabel  um  die  K- Achse,  so  entsteht  eine  Rotationsfläche 
vierten  Grades,  die  im  Nullpunkte  eine  Spitze  hat.  Für  die  von  der  Spitze 
bis  zu  einem  Parallelkreise  reichende  Zone  derselben  ist 


L. 
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-2./,l/.-H(g)V=,4/.'>^ 


«  -^-y^dy. 


0 

Nun  ist  (§  4,  No.  4) 


Daher  ist 

27.    Für  die  Oberfläche  des  Ellipsoids,  das  durch  Rotation  der  Ellipse 


um  die  X-Achse  entsteht,  hat  man 


Daher  ist  eine  in  der  KZ-Ebene  beginnende  Zone  des  Rotationsellipsoids 


X 


F  =^  fya^  —  (a«  —  d^)  x^  äx. 


0 

Nach  §  4,  No.  4  ist 


Ist   a  >  bf    das  Ellipsoid   also    durch  Rotation  um  die  grosse  Achse  ent- 
standen, so  ist,  wenn  r  die  Excentricität  des  Meridians  bezeichnet, 

dx  I  dx  l  .  ex        ^ 

=  —arcstn-^  -+-  C; 


Ist  dagegen  a  <,  b^  so  hat  man 


-h  }/a*  -hi:*^:»)  -h  C. 


/</a:  l  dx  1 

|/^4  _(^2__^2)^2  '^  J  Ya^  4-^2^2  ~~  ^ 

Daher  ergiebt  sich  schliesslich, 
wenn  a  ">  b  j 

F  =^  —^x ya*  —  c^x^  H arcsiti  -jr  \ 

wenn  a  <,  b  ^ 

Die  ganze  Oberfläche  erhält  man,   wenn  man  x  durch  a  ersetzt  und  mit  2 

multiplicirt 

(         a^  c\ 

F  =  271^  \b~\ aresin  —  J ,      ö  >  ^ ; 

/  ^2     ^  4_  ^\ 

/^=  2t:^(^-+-— /-^j,       a  <.  b. 

28.    Rotirt  die  Hyperbel 


jc2         v2 
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um  die  X-Achse,  so  ist  die  von  einem  Scheitel  bis  zu  einem  Parallelkreise  sich 
erstreckende  Fläche  des  zweischaligen  Rotationshyperboloids,  wenn  die 
Excentricität  wieder  mit  c  bezeichnet  wird 

X 

2ic^  C  > 

F  ^  =-^  /  y^»ar>  —  a^  dx 

a 

Rotirt  dieselbe  Hyperbel  um  die  X-Achse,  so  entsteht  ein  einschaliges 
Rotationshyperboloid.  Für  eine  von  der  XF- Ebene  bis  zu  einem  Parallel- 
kreise reichende  Zone  desselben  ist 


=  2^Jx]/l  +  (^£j'dy. 


Da  nun 
so  hat  man 


0 


äx 
Ty 


ay 


b-^b^  4-^2 


>^-(g)*= 


a^b*^  4-  c^y^ 
b^x 


2. 


=^/>^ 

»F^»^ 


K^h^y%dy, 


4   4.  ^8  y2 


b^     cy  -\'  yb^  -h  c^  y^\ 
c  ^  b^  ) 


29.  Bezeichnet  ds  das  Bogendifferential  eines  Meridians,  so  kann  man  die 
Zone  der  Rotationsfläche  kürzer  in  der  Form  angeben 

/r=  ^Tzjyds, 

Hier  erscheint  s  als  die  Integrationsvariable,  und  y  ist  durch  s  auszudrücken. 
Statt  dessen  kann  man  unter  Umständen  auch  y  und  ds  durch  eine  andere  un- 
abhängige Variable  /  ausdrücken;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  dann  die 
Werthe  von  /,  welche  für  die  Endpunkte  des  Meridians  der  Zone  gelten. 

Rotirt  ein  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer a  um  eine  Gerade  OXy  die  in 
seiner  Ebene  um  e  vom  Centrum  ent- 
fernt liegt,  und  nimmt  man  den  Winkel 
9  zur  unabhängigen  Variabein,  so  ist 
y  ^=  e  —  acos  ^ ,       ds  =^  ad^  . 

Will  man  die  ganze  Oberfläche  des 
Ringes  berechnen,  so  gelten  für  ^  die 
Grenzen  0  und  27:;  daher  ist 

27t 


0 


(11  522.) 
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1.    Das  einfache  bestimmte  Integral 

f/(x)äx 

a 

haben  wir  als  den  Grenzwerth  deflnirt,  dem  sich  die  Sumnie 


Alö' 
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24**-^)^ 


nähert,  wenn  n  unendlich  wächst,  und  haben,  wenn  a  <b^  diesen  Grenzwerth 
als  den  Inhalt  der  Fläche  erkannt,  die  von  der  Curve  y  =/(jc),  der  A"- Achse 
und  den  zu  den  Abscissen  a  und  b  gehörigen  Ordinaten  f{d)  und  f{fi)  einge- 
schlossen wird.  Die  Abscissendifferenz  b  —  a  erscheint  dabei  in  n  gleiche  Theile 
getheilt,  ein  solcher  Theil  ist  {b  —  (i)\n  und  der  Functionswerth 


(^-'^) 


ist  die  Ordinate,  die  zum  >iten  Theilpunkte  gehört 
Setzen  wir 

so  haben  wir  einfacher 

j/{x)dx  =  lim  2_y  ^x . 

a 

Die  Voraussetzungen,  dass  alle  ^x  gleich  sind  und  dass  die  y  die  zu  den 
Theilpunkten  gehörigen  Ordinaten  sind,  können  aufgegeben  werden;  theilt  min 
die  Differenz  b  —  a  in  «  Theile  Ä^jc,  l^x^  .  .  ^„x  von  beliebigem  Verhähniss 
und  ist  yk  eine  Ordinate  der  Curve  ^  = /(:c) ,  die  zu  einem  innerhalb  A^jt  ge- 
legenen Punkte  der  Abscissenachse  gehört,  so  ist 

lim  lyk  ^kx 
ebenfalls  die  obige  Fläche. 

Ist  nämlich  die  Curve  y  =/{x)  zwischen  A  und  B  beständig  steigend  oder 
beständig  fallend,  und  bezeichnet  man  mit  t)^  und  Yj^  die  grösste  und  kleinste 
innerhalb  A^.r  fallende  Ordinate,  und  mit  F  die  Fläche  AÄ  B^B^  so  gelten  die 
Begrenzungen 

ly^kC^kX  <  F<,^Yki:^kX, 
l^r^kl^kX  <  l^ykl^kX  <C  l.YkiikX. 
Der  Unterschied  der  Grenzen  ist 

"iYk^kX  —  ^y\k^kX  =  l.{Yk  —  r^k)^kX , 
Bezeichnet  A  den  grössten.der  Theile 

so  ist  offenbar 

l.{Yk-y\k)is.kX  <  A.2(n-T3^). 

Da  die  Curve  nach  der  Voraussetzung  nur  steigt  oder  fällt,  so  sind  Yk  und 
Tj^  die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten  von  ^kX\  im  ersten  Falle  ist  daher 
T)^  =  j^-i ,   Yk^  yk ;  im  andern  umgekehrt  r\k^  yky   Yk  =  yk-\ . 

Folglich  ist  im  ersten  Falle 

n 

2 iXk  —  ^k)  ==  CTi  —y^) 4-  {y^  —y^)  -+-  CTj  —y^ -+- . .  -+->  —yu~\^yn  —y^. 

im  letzten 

n 

^{Vk  —  TQx)  =  iy^—yx)  -+-  Ol  —y^)  -^  {y^—y^)  -+-..-+-  {yn-\—yn)  =y^  — j'.. 

Sind  nun  die  Ordinaten  alle  endlich,  so  verschwindet  das  Produkt 

A. 2(^-7)^)  =  ±  A-SO^-j^o) 
mit  A  zugleich;  daher  hat  man  in  der  That 
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oder  kürzer  mit  Hinweglassung  des  Index  k 


\f(x)dx  =  lim  2_y  A  ^ , 


wobei  man  zu  merken  hat,  dass  die  Summe  über  alle  innerhalb  der  Begrenzung 

liegenden  x  zu  erstrecken  ist,  _ 

ö  <  ^  <  ^. 

Wenn  die  Curve  abwechselnd  steigt  und  fällt,  so  kann  man  die  soeben  durch- 
geführten Betrachtungen  mit  den  für  denselben  Fall  in  §  1,  No.  5  angestellten 

combiniren;  man  kommt  dadurch  zu  der  Erkenntniss,  dass  auch  fiir  diesen  Fall 

*  b 

[x)dx  =  lim  ly  A  x  , 


f/Q 


wenn  nur  yjt  für  alle  zwischen  den  Grenzen  a  und  ^  enthaltene  Werthe  von  x 
endlich  bleibt. 

Anstatt  dieses  Integral  als  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  ^  genommene 
Integral  \on/{x)äx  zu  bezeichnen,  kann  man  es  geometrisch  anschaulicher  das 
über  die  Strecke  A' B'  ausgedehnte  Integral  von  /{x)äx  nennen. 

2.  Ist  z  eine  Function  zweier  Variabein,  z  =  ff{x,y)  und  betrachten  wir  x 
und  y  als  rechtwinkelige  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  so  gehört  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  ein  bestimmter  Werth  von  z,  Ist  nun  in  der  Ebene  eine  be- 
grenzte Fläche  /  gegeben,  und  theilen  wir  dieselbe  in  beliebig  gestaltete  kleine 
Theile  Ä/,  multipliciren  jeden  Theil  A^/  mit  einem  Zk,  welches  zu  irgend  ei^em 
innerhalb  A/ gelegenen  Punkte  gehört,  so  verstehen  wir  unter  dem  über  die 
Fläche/ ausgedehnten  Integrale 

f'ä/ 
den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Summe  ^ 

convergirt,  wenn  sämmtliche  Ayt/verschwinden;  hierbei  ist  die  Summe 
über  alle  im  Innern  von/ liegende  Flächentheile  A/ zu  erstrecken; 
man  hat  also 

fzd/=  limlzk^kf' 
Dieser  Begriff  eines  über  eine  Fläche  erstreckten  Integrals  wird  geometrisch 
am  anschaulichsten,  wenn  wir  die  Oberfläche  F 

construiren,  und  diese  Fläche 
mit  dem  verticalen  Cylinder 
durchschneiden,  auf  dem  die 
entlang  des  Perimeters  von 
/  errichteten  z  Ordinaten 
liegen. 

Bezeichnen  Ct  und  Zk 
die  grösste  und  kleinste  Or- 
dinate der  Fläche  ;8r  =  ^(^,  j^), 
deren  Fusspunkte  innerhalb 
A/t/  liegen  und  V  den  Theil 
des  Cylinders  zwischen  der 
^y- Ebene  und  der  Fläche 
F,  so  ist  OLm.) 


630 


Integralrechnung. 


2!:tA*/<  2s*A*/<  2/*^*/. 
Geht  man  zur  Grenze  Air  verschwindend  kleine  A/  über,  so   fallen  (Ue  Be- 
grenzungen 

Hitlt/    und     SZiit/ 
zusammen ;  daher  ist 

«  fzä/  =  Jim  1  ii  Ä*/  =    V. 

3.  Wenn  man  die  Differenz;  j4£  der  äussersten  Abscissen  der  Fläche  ß  in 
,  kleine  Theile  Ä,  jt,  \x,  ...  Ä„a:  und  die  Diffe- 
renz der  äussersten  Ordinaten  CJ}  in  kleine  Theile 
A,^,  ^iJf,  Aj>>  .  .  .  Injr  thtilt,  und  durch  die 
Theilpunkte  Parallelen  zu  den  Achsen  zieht,  so 
entstehen  m/i  Rechtecke,  von  denen  ein  Thcil 
ganz  ins  Innere  der  Fläche  /  fallt  Die  Summe 
dieser  letzteren  Rechtecke  ist  kleiner,  als  /  und 
convergirt  gegen  den  Grenzwerth  /,  wenn  die  ij 
und  Ay  verschwindend  klein  werden;  man  kano 
daher  in  der  Gleichung 
1.  Jiä/  =  iimlikSikf 

rM.a24.)  diese  Rechtecke   als   die   Flächentheile   A/  be- 

nutzen, also,  wenn  man  den  Index  weglässt,  A/ durch  A.x\y  ersetzen.    Um 
den  Uebergang  zur  Grenze  anzudeuten,  hat  man  A/,  Ax  und  \y  gegen  d/,  ix 
und  dy  zu  vertauschen  und  gewinnt  so  fllr  1.  die  besondere  Darstettung 
2.  ^zdf  =  fzdxdy  =  lim  IsAxAy  . 

Die  Berechnung  des  Grenzwerthes  kann  geordnet  in  folgender  Weise  ge- 
schehen: Man  addire  zunächst  die  Elemente  der  Summe,  die  zu  demselben 
iA- =  £7^  gehören,  also  /wischen  zwei  benachbarten  Ordinaten  Hegen;  ftlr  diese 
Stimmanden  ist  i.v  ein  gemeinsamer  Faktor,  und  x  kann  in  Rücksicht  auf  den 
vorzunehmenden  Grenzübergang  in  dem  Faktor  z  =  ^  (-*■/)  constant  gleich  OE 
(oder  OF)  genommen  werden.  Deutet  man  diese  Summation  bei  unveränder- 
lichem X  durcli  das  Zeichen  2,  an,  so  ist  die  Summe  dieser  Elemente 

Geht  man  hier  zur  Grenze  fiir  verschwindende  \y  über,  so  entsteht 

\xlim  2,  «i_>i. 
Nun  ist  aber  der  Grenzwerth   das  bestimmte  Integral   von  zdy,    ausgedehnl 
über  den  im  Innern  der  Fläche  /  liegenden  Theil  der  in  E  (oder  F)  enichielcn 
Ordinate;  unter  Berück  sichtig  im  g  dieser  Grenzen  ist  daher 
\xlim1^zAy  =  Ax-Jzdy. 
Setzt  man  hierin  fiir  ^x  der  Reihe  nach  alle  Theile  von  AB,  addirt  die  so 
erhaltenen  Produkte,  und  geht  dann  zur  Grenze  fiir  verschwindende  \x  über,  so 
erhält  man 

iirnlzlxAy  =  iimllx/iml^sAy 
=^  Jim  AxJ zdy  . 
Das  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  genommene  Integral 
fzdy 
ist  eine  Function  von  x  allein;   der  Grenzwerth   rechts  ist  das  von  der  kleinsten 
biz  zur  grössten  Abscisse  der  Fläche  /  erstreckte  Integral 
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Es  ist  gebräuchlich  die  Klammem  wegzulassen  und  das  Differential  der 
Variabein,  nach  welcher  zuerst  integrirt  wird,  an  die  letzte  Stelle  zu  setzen. 

Das  üBer  eine  begrenzte  Fläche/ erstreckte  Integral 

f^{x,y)df 
wird  daher  durch  zweimalige  Integration  gefunden;  man  denke  sich 
zunächst  x  constant  und  berechne  das  bestimmte  Integral 

J^{x,y)dy, 
erstreckt  über  den  Theil  der  durch  das  Ende  von  x  gehenden  Nor- 
malen zu   OXf    der  innerhalb  der  Fläche  /  liegt;    dieses  Integral  ist 
eine  Function  von  x  allein;  hierauf  berechne  man  das  Integral 

erstreckt  von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Abscisse  der  Fläche/. 

Man  kann  in  dieser  Betrachtung  die  Coordinaten  x  und  y  gegen  einander 
vertauschen  und  gewinnt  dann  die  folgende  Regel:  Um  das  über  die  Fläche 
/  erstreckte  Integral 

zu  erhalten,  denke  man  sich  zunächst^  constant  (z.  B.  gleich  OG)  und 
berechne  das  bestimmte  Integral 

Jf^{x,y)dx, 
erstreckt   über   den  Theil  der  zu  y  gehörigen  Normalen  zu  OY^    der 
innerhalb  /  liegt;    dieses  Integral    ist   eine    Function    von  y   allein; 
hierauf  berechne  man  das  Integral 

erstreckt  von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Ordinate  der  Fläche  / 
Da  die  über  Flächen  erstreckten  Integrale  durch  zweimalige  bestimmte  Inte- 
gration  gefunden    werden,    so    bezeichnet    man    sie    als    bestimmte    Doppel- 
integrale. 

4.  Wir  wollen  nun  an  einigen  Beispielen  die  Grenzen  der  aufeinander 
folgenden  Integrationen  bestimmen. 

A.  Ist  die  Fläche  /  ein  Rechteck  ABCD^ 
dessen  Seiten  den  Coordinatenachsen  parallel  sind, 
und  in  welchen  AD  und  ^C  die  Abscissen  a  und  a^ , 
AB  und  DC  die  Ordinaten  b  und  b^  haben,  so  ist 

\z  df  =   /    Jzdx  dy  , 


a      6 
61    a, 


A 

B 

- 

C 

1 

=  j  Jzdydx, 


(M.  525.) 


Wenn  beide  Integrationen  zwischen  constanten  Grenzen  erfolgen, 
so  kann  daher  die  Reihenfolge  der  Integrationen  ohne  Aenderung 
der  Grenzen  gewechselt  werden. 

Die  Bedingung,  dass  das  Doppelintegral  über     ^- 
die  Fläche    des   Rechtecks    ausgedehnt   werden 
soll,  kann  durch  die  Ungleichungen  ersetzt  werden   p' 
a  <.  X  "^  a^ ;      b  <.  y  "^  b^  , 

B.  Ist  die  Fläche/  das  Dreieck  OAB,  dessen 
Hypotenuse  AB  die  Gleichung  hat 


-  +  7-1  =  0, 

a         b 


so  gehört  zu  einer  gegebenen  Abscisse  die  Ordinate 


(M.52G.) 
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y  =  -(«  — •^). 


I 


zu  einer  gegebenen  Ordinate  die  Abscisse 

•^  =  ji^  —  y)' 

Integrirt  man  zuerst  nach  y  bei  unverändertem  x,  so  hat  sich  diese  Integration 
über  die  P^P  zu  erstrecken,  also  j'  =  0  bis  y  =  d(a  —  x):a;  die  nachfolgende 
Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sich  über  Oj4,  also  von  x  =  0  bis  jp  =  «; 
daher  hat  man 

Jzä/  =  j  j  zäx  dy  . 
0  0 
Integrirt  man  dagegen  zuerst  nach  x  bei  unverändertem  y^  so  erstreckt  sich 

diese  Integration  über  die  Strecke  F^  P^  und  die  darauf  folgende   Integration 

nach  y  über  die  Strecke  0B\  folglich  ist 

Jzä/  =  J  J  zäxäy  =  J  j  zäyäx . 
00  00 

Um  den  Spielraum  für  x  und  y  analytisch  zu  definiren,  bemerken  wir,  dass 

die  Function 

für  alle  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden  AB  dasselbe  Vorzeichen  luU, 

also  für  alle  mit  O  auf  derselben  Seite  liegenden  Punkte  negativ  ist,   da  für  die 

Coordinaten  des  Nullpunkts  sich  T{0,  0)  =  —  1   ergiebt.     Die  Bedingung,  dass 

das  Doppelintegral 

ff  zäx  äy 

über  die  Dreiecksfläche  OAB  auszudehnen  ist,  kann  also  durch  die  Bedingung 

ersetzt  werden,  dass  x  und  y  alle  positiven  Werthe  annehmen,  für  welche 


—  1 


X 


=   a 


i-i<o. 


oder 


C. 


// 


'V 


B\ 


'/l 


.7. 


Y 


0  <  -  +  ^  <  1. 

Ist  das  Integral  fzdf  über  eine  Ellipse  erstreckt,   deren  Halbachsen  a 

y      -  und    b   den    Coordinatenachsen 

parallel  sind  und  deren  Centnim 

\B\  die    Coordinaten  7    und  h  hat, 

und  beginnt  man  die  Berechnung 

\  mit  der  Integration   nach  y,  so 

_ .  \lz        erstreckt     sich     dieselbe    über 

/  -^i^if    ^^^^    ^ic    nachfolgende 

^  Integration  nach  x  über  A^'A^'. 

Beginnt  man  dagegen  mit  der 

Integration  in  Bezug  auf  x,  so 

erstreckt  sich  diese  über  -^x^j 


/ 


\ 


Bz 


(M.  527.) 


und  die  dann  eintretende  Integration  nach  7  über  B^^^B^\     Da  nun 


wobei  die  Wurzeln  positiv  zu  rechnen  sind,  so  ergeben  sich  die  Grenzen 
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fzd/=^f    f,       zäxäy, 


Y-«  «--Vaf-(jr-Y)» 


=  r     i         zäyäx, 

1-6  Y-^V^2 -0^-8)1 

Für  alle  Punkte  des  Perimeters  von  /  ist 


?(•*»  >') 


^> 


-1=0; 


für  alle  Punkte  ausserhalb  der  geschlossenen  Ellipsenfläche  hat  die  Function  7 
dasselbe  Zeichen,  fiir  alle  Punkte  innerhalb  das  entgegengesetzte.  Da  nun  für 
das  Centrum  der  Ellipse  ^(7,  8)  ==  —  1  ist,  so  folgt,  dass  7  für  alle  Punkte  im 
Innern  von  /  negativ  ist.  Beachten  wir  femer,  dass  ^  im  Centrum  den  kleinsten 
Werth  hat,  so  haben  wir  für  das  Doppelintegral  die  analytische  Begrenzung 


—  1  < 


=       /.J 


b^ 


1  <  0. 


D.    Wird  die  Fläche  /  von  den  Coordinatenachsen,   von  einer  zur  Abscissc 


OA  =  a  gehörigen  Parallelen  zur  K- Achse  und  von  einer 
Parabel  begrenzt,  die  den  Scheitel  B,  die  Achse  O  Y  und 
den  Parameter  /  hat,  so  ist 


r  A 


Folglich  ist 


jr3 

Jzä/  =  J  J  zäxäy  . 
0  0 


Will  man  zuerst  nach  x  integriren,  so  zerlegt  man 
die  Fläche  /  in  das  Rechteck  OACD,  dessen  Seiten  sind 


OA  =  a, 


OD  =  AC=ö-^, 


(H.  528.) 


und  in  das  Parabelsegment  DBC\  man  hat  nun 

/^^/  =  /       /*<y^^  -+-/,,    f^äyäx. 
0         0  6-r^  0 

Die  Function 

x^  —  2p{d  —y) 

verschwindet  für  die  Punkte  der  Parabel,  und  ist  für  alle  Punkte  im  Innern  der 

Fläche  /  grösser,   als  für  (7,  und  von  demselben  Vorzeichen;  statt  anzugeben, 

dass  das  Doppelintegral  ff  zäyäx  über  die  Fläche  OACB  zu  erstrecken  ist,  hat 

man  daher  die  Bedingungen 

0<jc<ö;     y  >  ^\     —  Ipb  <  ^*  —  ^p(b  —y)  <  0 . 


5.  Wir  beschäftigen  uns  nun  mil  der  Einführung  neuer  Variabein  in 
Doppelintegrale,  und  beginnen  diese  Untersuchung  mit  einem  besonders  ein- 
fachen Beispiele.     Will  man  in  das  Doppelintegral 

ff  zäxäy 
Polarcoordinaten  r  und  7  einführen,  so  hat  man  in  z  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  x  und  y  durch  r  und  7  nach  den  bekannten  Gleichungen  zu  ersetzen 

X  =  rcosf^t      y  =  rsin^. 
Femer  hat  man  das  Flächendifierential  ä/  durch  r  und  ^  auszudrücVftx^s 
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Haben  P  und  P^  die  Polarcoordinaten  r,  9  und  r  -h  Ar,    9  +  A^,  so  ist 

das  kleine  Flächenstück  PP^  P^  P^ 
J  A/  =  \{r  4-  Ar)«  A<p  —  ^^r«  Afp 

=  ^r-+.yJArA<p. 

Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindende 
Ar  und  A9  über,  so  erhält  man 

df  =  rdr  dff  . 
Daher  ist 

1.  Sfzdxdy  ^JJzrdf^dr. 

Will    man,    wie    hier    angedeutet,    zuerst 
nach  r  integriren,  so  hat  man  das  Integral  über  die 

-  X  Strecke   P^  P^  (Fig.  530)   des  Strahles   O  P^  auszu- 
dehnen, die  im  Innern  von  /  liegt;  die  Grenzen  für 
die    darauf  folgende    Integration    nach    ^    sind  der 
grösste    und   kleinste  Werth  von  9,    die  bei  /  vor- 
kommen, also  die  Arcus  der  Winkel  -^ÖA"  und  BOX, 
Ist  /  ein  Sector  eines  Kreisringes  AB  CD  vai 
Centrum  O,  dessen  äusserste  Radien  und  Polarwinkd 
üf  a^  und  ß,  ßi  sind,  so  wird  die  Integration  nachj 
und  X  wegen  der  Begrenzung  von  /  sehr  unbequem; 
man    müsste   das  Integral  in  drei  Theile   zerfallen; 

-^  für  Polarcoordinaten  wird  die  Arbeit  viel  einfacher, 
denn  man  hat 

jzdf  =jj  zrdfpdr . 


1 


(M.  530.) 


r?=^^: 


3 


a 


Ist  /  eine  Kreisfläche  O  mit  dem  Radius  a,  so 
hat  man 

\zdf  =  r    r  zrd^  dr  . 


r 


0   0 


(M.  531.) 


6.    Die  Transformationsgleichung  No.  5,  1  kann 
auch  unabhängig  von  geometrischen  Betrachtungen 
in  folgender  Weise  hergestellt  werden. 

In  dem  gegebenen  Integrale  ersetze  man  die  Variable  y,  mit  der  die  Inte- 
gration beginnen  soll,  durch  die  neue  Variable  r.  Die  Substitutionsformel  fürj' 
wird  aus  den  beiden  Gleichungen 

X  =  rcos^j      y  =  rsin^ 
durch  Elimination  von  <p  gewonnen. 

Wenn  x  und  y  sich  um  dx  und  dy  ändern,  so  hat  man  fiir  die  zugehörigen 
Aenderungen  von  r  und  ^ 

1.  dx  =  cos^  dr  —  r  sinr^  ^9  , 

2.  dy  =  sin^dr  -|-  r  cos^  d^  . 

Bei  der  Integration  nach  y  bleibt  x  unverändert,  daher  hat  man  in  1.  ^^  =  0 
zu  nehmen,  und  aus  den  beiden  Gleichungen 

0  =  cosf^  dr  —  r  j/«^  //«p , 
dy  =  siftf^dr  -h  r  cos^  d^ 
das  Differential  d^  zu  eliminiren;  man  erhält 

3.  $in^  dy  ^=  dr  f      dy  ^=^  dr\  sin^ . 
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Setzt  man  dies  in  das  gegebene  Integral,  so  entsteht 

wobei  man  sich  sin(^  durch  x  und  r  ausgedrückt  denken  muss.  Die  Grenzen 
der  Integration  nach  r  sind  hier  den  Grenzen  der  Integration  nach  y  entsprechend 
zu  nehmen;  der  analytische  Spielraum  für  x  und  r  ergiebt  sich  aus  der  Un- 
gleichung bez.  den  Ungleichungen,  die  den  Spielraum  von  x  und  y  angeben, 
indem  in  denselben  y  durch  r  und  x  ausdrückt 
In  dem  Integrale 

z  — —  äx  dr 

ändere  man  nun  die  Anordnung  der  Integrationen  und  bestimme  der  neuen  An- 
ordnung entsprechend  die  Grenzen;  in  dem  somit  erhaltenen  Integrale 

drdx 


II- 


Ji 


5in^ 

ersetze  man  x  durch  r  und  9.     Da  bei  der  Integration  nach  x  die  Variable  r 

ungeändert  bleibt,  so  hat  man  für  dx  den  Werth  zu  setzen,  der  sich  aus  der 

Substitutionsformel 

X  =  rcosff 

unter  Voraussetzung  eines  constanten  r  ergiebt,  also 

5.  dx  =  —  rsinr^dr^ . 

Die  Grenzen  der  Integration  nach  9  sind  denen  für  die  Integratioil  nach  x 
entsprechend  zu  bestimmen.     Man  gewinnt  somit 

6.  JJzdxdy  =  — fjzrdf^dr. 

Aus  5.  geht  hervor,  dass  im  Quadranten  XOY  bei  unverändertem  r  die 
Variable  9  abnimmt,  wenn  x  wächst;  dem  grössten  Werthe  von  x  entspricht 
daher  der  kleinste  von  9  und  umgekehrt.  Nach  dem  Begriffe  des  über  eine 
Fläche  genommenen  Integrals  werden  die  unteren  Grenzen  kleiner  vorausgesetzt 
als  die  oberen.  Vertauscht  man  im  letzten  Integrale  die  Grenzen  für  9,  so  hat 
man  das  Vorzeichen  zu  wechseln.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  nun 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  5,  1 

SJzdxdy  =  JJzrd^dr . 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  allgemeinen  Trans formations formein 
für  Doppelintegrale. 

Um  für  X  und  y  neue  Variable  X  und  |i.  einzuführen,  die  mit  x  und  y  durch 
die  Gleichungen  zusammenhängen 

1.  X  =-  +(Xif^),     y  =  x{hv)> 

betrachten  wir  die  Curven,  für  deren  Punkte  X,  bez.  ji  constant  sind;  die  Gleichung 
einer  Curve  der  ersten  Art  erhalten  wir,  indem  wir  ji  aus  1.  eliminiren,  die  einer 
Curve  der  zweiten  Art  durch  Elimination  von  X.  Diese  Curven  bezeichnen  wir 
alsdieParametercurven  X  und  |i.,  und  die  Werthe  X  und  ji,  die  einem  gegebenen 
Punkte  P  entsprechen,  als  die  Parameter  (oder  Coordinaten  im  weitesten  Sinne) 
des  Punktes. 

Für  Polarcoordinaten  r  und  ^  sind  die  Parametercurven  X  Strahlen  durch 
den  Nullpunkt  und  die  Parametercurven  |i.  Kreise  um  den  Nullpunkt. 

Wir  werden  nun  unsere  Betrachtungen  auf  solche  Transformationen  be- 
schränken, bei  denen  im  Allgemeinen  zu  jedem  realen  Werthepaare  jc,  y  ein  und 
nur  ein  reales  Werthepaar  X,  |i.  gehört,  bei  welchen  also  jeder  Punkt  einen  realen 
Parameter  X  und  einen  realen  Parameter  ^  besitzt.    Alsdann  geht  dutcV^  \^^^\\ 
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Punkt  P  im  Allgemeinen  eine  Parametercurve  X  und  eine  Parametercurve  11;  dies 

mögen  die  Curven  A  und  M  sein.  Wächst  \  um 
—  ^  ^X  und  |i.  um  Afi,  so  erhält  man  zwei  neue  Paramctcr- 
curven  A'  und  M';  da  nach  der  Voraussetzung  ni 
^'  jedem  P  nur  ein  X  und  y.  gehört,  so  schneiden 
sich  A  und  A'  nicht,  ebensowenig  M  und  M'. 
Geht  man  nun  für  AX  und  Aji  zur  Grenze  Null 
über,  so  wird  PP^  P^  P^  ein  verschwindend  kleines 
Viereck,  und  die  Curvenbögen  können  mit  den 
Sehnen  verwechselt  werden.  Da  PP^  und  /j/^i, 
sowie  PP^  und  P^P^  dabei  zu  unendlich  nahen 
Geraden  werden,  und  sich  nicht  schneiden,  so  folgt, 
dass  PP^P^P^  beim  Uebergange   zur  Grenze  ein 

verschwindend   kleines   Parallelogramm   wird.     Der  Inhalt    desselben  ist 

df  =  sirtTäpäi, 

wenn  man  mit  t  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  sich  die  Parametercurvcn 

in  P  durchschneiden,  und  mit  dp  und  //c  die  an  P  liegenden  Bogenelemente 

von  A  und  M. 

Die  unendlich  kleinen  Aenderungen,  welche  den  Coordinaten  von  P  ertheOt 

werden  müssen,  um  zum  Punkte  P^   zu  gelangen,  gehen  durch   Differentiation 

aus  1.  hervor  unter  der  Voraussetzung,  dass  X  constant  ist.     Man  hat  daher 


(M.  532.) 


2. 


äx  = 


dyu 


dy 


Sind  femer  ^x  und  b^  die  unendlich  kleinen  Aenderungen,  welche  man  den 
Coordinaten  von  P  ertheilen  muss,  um  zu  P^  zu  gelangen,  so  hat  man 


3. 


4. 


ty   =   t^  ^X  . 


Ferner  ist 
äp  =  yäx^  H-  äy^  ,       di  =  j/tx^-^l^y^  , 
Hieraus  folgt  weiter 


c\ 


stn-z  = 


dy 
df 


Ix 
di 


dx 
di 


ty_ 
di 


df 


—  Vax 


I) 


d^d\ . 


df  =  sinxdpdz  =  dx\!y  —  dy^x^ 
und  daher  mit  Hülfe  der  Werthe  2.  und  3. 

d\x.        d\L    d 

Da  df  positiv  ist,  so  ist  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  anzuwenden,  je 
nachdem  der  Klammerinhalt  positiv  oder  negativ  ist. 

Damit  erhalten  wir  schliesslich  die  Transformationsformel 

//..,., = .//.  (|i .  %  -  y .  II) .... . 

Beginnt  man,  wie  hier  angedeutet,  mit  der  Integration  nach  ji,  so  hat  man 
die  Grenzen  so  zu  bestimmen,  dass  sie  dem  innerhalb  /  liegenden  Theile  einer 
Parametercurve  A  entsprechen;  dir  die  nachfolgende  Integration  nach  X  sind  die 
Grenzen  der  kleinste  und  grösste  auf/  vorkommende  Werth  von  X. 

8.  Zur  weiteren  Erläuterung  führen  wir  die  Substitution  elliptischer 
Coordinaten  aus  (vergl.  Differentialrechnung  §  5,  No.  14). 

Sind  a  und  b  positive  Zahlen  und  ist  a  >  b^  so  genügen  der  Gleichung 


ö  -+-T 


^  4-  T 


—  1=0 
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bekanntlich  zwei  reale  Werthe  von  t,  von  denen  der  eine  X  zwischen  —  a  und 
—  b  liegt,  und  der  andere  fi.  grösser  ist  als  —  b. 

Nimmt  man  X  und  |i.  als  neue  Variable,  so  sind  die  Parametercurven  Kegel- 
schnitte, die  der  Ellipse 

a  b 

confocal  sind;  und  zwar  sind  die  Curven  A  Hyperbeln,  die  Curven  M  Ellipsen. 
Die  Parameter  X,  fi.  eines  Punktes  hängen  mit  den  Coordinaten  x,  y  durch  die 
Gleichungen  zusammen 


a-hX        ^-hX  '       a-+-ji        b 

Aus  ihnen  ergeben  sich  die  Substitutionsformeln 

V  a  —  b         *      ^       y  b  —  a 

Für  die  Punkte  der  K-Achse  ist  a:  =  0  und  daher  ist  X  ■=  —  ä,  hat  also  den 
kleinsten  vorkommenden  Werth;  der  andere  Parameter  ^  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung  j^  =  -j/ ^  -4-  p.;  für  die  Punkte  der  Jf- Achse  ist  j^  =  0,  X  =  —  ^; 
fi  ergiebt  sich  aus  x  =  ya  -+-  X . 

Für  ein  Bogendifferential  auf  A  hat  man 

für  ein  BogendifTerential  auf  M 

Da  die  Parametercurven  A  und  M  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so 
ist  ein  beliebiges  Bogendifferential 

^^  =^P  "^^^  =-l--L(^-^x)(^-i-x)--(^-^,.)(^-i-^)J' 

und  das  Flächendififerential 

^/=  dpd<:^-  .  (X  —  fi) dy.d\ 

4  *y_(^^^)(^^jj,)(^^.X)(^4-X)* 
Das  Vorzeichen  der  Wurzel  hat  man  hier  übereinstimmend  mit  dem  Vor- 
zeichen von  X  —  fjL  zu  wählen. 

Man  hat  daher  die  Transformation 


1. 


X  —  u. 
X     ,  dXdü,, 

V—  {a  H-  |i)  (^  -+-  ji)  (a  -^\){b-hX) 

Soll  das  Integral  über  den  innerhalb  XO  Y  liegenden  Quadranten  der  Ellipse 

I     x^       y^ 

ausgedehnt  werden,  und  beginnt  man  mit  der  Integration  nach  X,  so  hat  man 

dieselbe  über  den  Quadranten  der  Ellipse  zu  erstrecken 

x^  y» 

-^        —1=0. 


a  4-  ji        b  -{-  \L 

Dem  auf  der  X-Achse  liegenden  Scheitel  dieser  Ellipse  gehört  der  Parameter 
X  =  —  b,  dem  auf  der  K- Achse  liegenden  X  =  —  a  zu;  die  Integration  nach  X 
erfolgt  daher  zwischen  den  Grenzen  —  a  und  —  b.    Da  ferner  (Ur  dift  «ca.  ^vt 
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-Y-Achse  sich  anschmiegende  Curve  M  der  Parameter  |i  =  —  ^  und  für  die  be- 
grenzende Curve  fft  =  0  ist,  so  hat  man  die  Transformation 

er  ^  r  r  ii  —  x 

U    0  —d—a 

Da  innerhalb  des  ganzen  Integrationsgebiets  X  <  (i.,  so  ist  statt  des  2^hlen 
X  —  fjL  in  1.  hier  |i —  X  gesetzt  worden;  in  Uebereinstimmung  hiermit  ist  die 
Wurzel  im  Nenner  positiv  zu  rechnen. 


9.    Berechnung   von    Oberflächen.     Um    das  Stück  J*'  der  Oberfläche 
^{^»y»  2)  =  0  zu  erhalten,  das  eine  gegebene  Horizontalprojection  y  hat,  zerlegen 
wir  /  in  kleine  Theile  1/  und  durchschneiden  J*'  durch  die  Mänt^  der  parallel 
der  Z- Achse  erstreckten  Cylinder,  welche  d/ zu  Normalschnitten  haben;  hieidiirch 
zerfallt  F  in  ebensoviel  Theile  wie  /,   die  wir  mit  AF  bezeichnen.     Legen  wir 
nun  in  irgend  einem  Punkte  innerhalb  jedes  ^F  eine  Tangentenebene  an  ^  umi 
bezeichnen  das  Stück  derselben,  dessen  Horizontalprojection  mit  A/  zusammen- 
fallt, mit  ATf  so  stimmen  die  Summen  HF  und  2A7'  um  so  genauer  überein, 
je  kleiner  die  Normalschnitte  A/  sind.    Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindend 
kleine  A/  über,  so  erhält  man 

F  =  /imlAF  =-  /mI^T. 

Ist  T  der  Winkel,  unter  dem  IT  gegen  die  XY-Ehene  geneigt  ist,  so  ist 
bekanntlich 


Ar  = 


COST 


daher  hat  man 


F  =  /im  1  ^^ 


cos-z 


oder 


1.  F  =^   f—^d/=  f  f—dxdy. 

J  cos-:      ''       J  J  cos-:          -^ 


Ist  die  Gleichung  der  Fläche  z  =  ^^{x.y),  so  ist  (Differentialrechnung  §  G,  No.  1) 

1 
cos-z  = 


und  daher 

Aus  der  Gleichung  ^{x,  y,  z)  =  0  folgt 


cos-z 


.  mih  (g)'-  m 


^=   /  /   — ^-^ \^ -—A^.äxäy. 

dz 
10.    Für  das  elliptische  Paraboloid  ist 

x^        y^  cz        X  dz      ^•' 
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Führt  man  neue  Variable  durch  die  Gleichungen  ein 
so  sind  die  Parametercurven  A  Ellipsen 


(Ä)'*fe)*-=- 


und  die  Curven  M  sind  Strahlen  durch  den  Nullpunkt,  deren  Winkel  ^  mit  der 

-Y-Achse  sich  ergiebt  aus 

b 
tan%^  =  -tangy.. 

Nimmt   man  als  Horizontal  Projection  /  einen  Quadranten  der  Parameter- 
curve  X  =  ^  so  sind  die  Grenzbedingungen  für  x  und  y 

Die  Grenzbedingung  für  X  ist 

0  <  X  <  >&. 

TT 

Die  Grenzen  für  ^  sind  0  und  -^\  dieselben  Grenzen  ergeben  sich  für  {i. 

Femer  ist 

dx  dx 

7—  ==  acosii,      ;^—  =  —  aXsinu,, 

^X  .     '^'      ^|i.  '^ 

dy  dy 

ex    dy^  _dx    dy  ^     ,.^ 


Daher  hat  man  für  die  gesuchte  Fläche 

F^  a^ffVl  -+-  X».X^p.^X, 


0    0 
=  ^«^[(1 -+->&»)*  -1]. 


Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist 


^  "~  2a        2b 


und  daher 


Hieraus  erkennt  man:     Tangentenebenen,  welche  die  beiden  Para- 
boloide 

X^  «3  jQ^  y^ 

\-  '^ 2ä  =  0, "^ :2s  =  0 

ab  ab 

in  Punkten  berühren,  die  dieselbe  Projection  auf  die  Jfy-Ebene 
haben,  sind  gleichgeneigt  gegen  die  Jfy-Ebene.  Flächenstücke  beider 
Paraboloide,  welcfh?  dieselbe  Projection  auf  die  -YK-Ebcne  haben, 
sind  gleich. 
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11.    Die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  bezogen  auf  seine 
Symmetrieebenen,  ist  

Hieraus  findet  man  .  

dz       ex     l/jp*        "y^         dz  cy     '\/^       y^ 


h-n^*'T)-^.*9i' 


cos 
wenn  man  abkürzungsweise  setzt 

Führt  man  dieselben  Parameter  ein  wie  im  vorigen  Beispiele,  und  erstreckt 
das  Integral  wieder  über  einen  Quadranten  der  Parametercurve  X  ss  ^,  so  erhält  man 

*  i. 


=  ^'ii^ 


1. 


0  0 
abk'^   r   


Die  Punkte 


X  =  Asin^,      y  =  BsinyL 
liegen  auf  einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  A  und  B.    Ein  Bogendifferentiil 
dieser  Ellipse  ist 

ds  =  y^^r^j^jjL  H-  B^sin^^d^ 
und  dalier  der  Perimeter  eines  Quadranten 

¥ 

0 

Ersetzt  man  1.  durch 


b^COS^\L  H-  ß*>t*^*««*p.^JJL, 


0 

so  bemerkt  man  den  Satz:  Der  Theil  des  auf  einer  Seite  der  Spitze 
liegenden  Kegelmantels,  dessen  Projection  auf  die  -YK-Ebene  eine 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  ak  und  bk  ist,  ist  dem  Mantel  eines 
geraden  elliptischen  Cylinders  gleich,  der  die  Höhe  \ak  und  im  Normal- 
durchschnitte die  Halbachsen  tikb  und  ^kb  hat. 

12.    Wählt   man   die  Achse  einer  normalen  axialen  Schraubenflächc 
zu  Z-Achse  und  ihre  Horizontalspur  zur  -Y-Achse,  so  ist  die  Gleichung 


z  =^  c  -  arc  fang  —  . 

Hieraus  ergiebt  sich 

dz                 cy 

dz             ex               1          t/j:»  4-  ^«  -I-  ^8 

dx            x^-^y^' 

dy       x'^  ^y^'      cos-:        V       x^  -{-  y'^ 

F  =^ 

1  1  lA^  ^y'-^^'  rfrdv 

\ 


I 
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Substituirt  man  Polarcoordinaten  und  integrirt  über  eine  Fläche,  die  zwischen 


den  Kreisbogen    r  =  r^ 
liegt,  so  hat  man 


und 


r  =  r, 


und  den  Richtungen  ^  =  ^^j  und  ^  =  ^^^ 


»  -\-c^äffär, 


[^ij/^ 


-^^*  —  -^o/^o*  -»-^^  -4-r»/ 


i-+-V^7^ 


l/> 


IJ 


13.  Sind  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Punkte  einer  Fläche  als 
Functionen  zweier  unabhängigen  Parameter  X,  |i  gegeben 

X  =  ^(X,  |i) ,      y  =  ^{X,  ji) ,       z  =  y(X,  ji.)  , 
so  hat  man  zunächst 

Nun  hat  man  in  cost  noch  die  partialen  Differentialquotienten  von  z  nach 
^  und  y  durch  X  und  \l  zu  ersetzen.  Hierzu  bilden  wir  die  partialen  DifFerential- 
quotienten  von  z  nach  X  und  fi  und  erhalten 


dz 

d*     dx        d* 

dy 

dk " 

"  a^  *  a  X  "*"  dy' 

dV 

di  ■ 

dz     dx        dz 

dy 

dy.- 

"  a*  ■  aji  "^  dy' 

d^- 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  nach 
Abkürzung 


a^ 

dx 


dz 

und  -ö-  aufzulösen.    Setzt  man  zur 
dy 


dy 

ax 
a« 
ax 

so  erhält  man 


hieraus  folgt 


und  schliesslich 


dj- 
aii 
dz_ 
diL 


=  z, 


a^ 

a^: 


a«    a« 

dx 

dx 

ax    ait 
a*    ax 
ax    a,i 

-  il/. 

d\ 

dy 
d\ 

dv. 
dy 

dv. 

z 

a« 

cy 

M 

N' 

=  N, 


cos 


-  =  —yu^^TM^-^^N^ 


N 


Wir  wenden  diese  Formel  auf  räumliche  Polarcoordinaten  an,  und 
benutzen  als  solche  den  Abstand  r  eines  Punktes  vom  Nullpunkte,  den  Winkel  |i, 
den  r  mit  OK  einschliesst  und  den  Winkel  X,  unter  welchem  die  Ebene  des 
Winkels  |i  gegen  die  A'F-Ebene  geneigt  ist.  Die  Substitutionsformeln  zum  Ueber- 
gange  aus  rechtwinkeligen  Coordinaten  sind 

jf  =  r  cos^ ,      y  =  r  sin\L  cosX,       z  =  r  sin\L  sin X  . 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  in  Polarcoordinaten 

r  =  /(X.  V) 
kann  man  r  in  x,  y^  z  einsetzen,  und  erhält  dann  die  Coordinaten  der  Flächen - 
punkte  durch  die  Parameter  X  und  fi  ausgedrückt 

Für  die  partialen  Differentialquotienten  der  rechtwinkeligen  Coordinaten 
nach  X  und  fi  ergiebt  sich  nun 

ScHLOBMiLCH,  Haodbttch  der  Mathematik.    Bd.  11.  /^\ 
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dx  dr  dx  dr 

dz       .    ( .  .^r  ,\      »«       ■  ,f  ■    ^'■ 


Hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe  für  die  Determinanten  X,  M,  N: 

er 

r  cosy. 


L  =  — r  sin^[sin\x.  ^ 


)■ 


lu     [(    ^''     ■  \  ■     1      ,^'^^ 


N 


=  r    I  cos^ ^ r 5tn\i.\  stn^ sin X 


cos\ 


dr 


]• 


Hieraus  erhält  man  zunächst 


M^  -4-  N^ 
und  dann  weiter 

Daher  ist  schliesslich 
F 


1. 


=//>^[(i^)*--] 


-\-  r^  I  5//i*ji 


(10 


rd\  //jjL . 

Die   Cosinus   der  Winkel    der  Normalen   der  Fläche  mit  den  Achsen  sine 

bekanntlich  (Differentialrechnung  §  6,  No.  1) 

cz 

d}  1 


dz 
dx 


Ersetzt  man  die  partialen  Differentialquotienten  durch  Z,  M,  JV,  so  entsteh: 
L  Af  AT 


Hieraus   ergiebt  sich   fiir  den  Winkel  v,   den  die  Normale  mit  dem  Radius 
vector  bildet, 


COS'^    =    — 


xL  -\- yM-\-  zN 


r^  stn\L 


(M.  533.) 


/Z»  4-i^/2  -h  N"^' 
Man  hat  daher 

Zu  dieser  Formel  gelangt 
man  auch  durch  folgende  geome 
trische  Betrachtung. 

Beschreibt  man  um  den  Null- 
j)unkt  eine  Kugel,  deren  Radius 
^  =  1  ist,  bezeichnet  ihren  Schnitt 
punkt  N  mit  der  AT- Achse  als  Pol 
und  zählt  die  Meridiane  von  der 
ATF-Ebene  an,  so  ist  jx  die  Pol- 
distanz  und  X  die  Länge  der 
Centralprojection  n  des  Punktes/ 
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auf  die  Kugel.  Das  kleine  Flächenstück  nilirijnj  der  Kugel,  das  zwischen 
den  Meridianen  X  und  X  -h  AX  und  den  Breitenkreisen  fi  und  |i  -(-  i\jjL  liegt, 
nähert  sich  beim  Uebergange  zu  verschwindend  kleinen  AX  und  Aji.  einem  Recht- 
ecke aus  den  Seiten 

Hm  n  rij  =  sin\i,  d\ ,       lim  11 O^  =  d^. 

Wir  projiciren  dieses  Kugelelement  A5  =  nnjn3n2  von  O  aus  auf  die 
Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte  F  und  auf  eine  Ebene,  die  durch  11 
parallel  zu  dieser  Tangentenebene  gelegt  ist;  die  erstere  Projection  sei  A/s  die 
letztere  AO;  diese  beiden  Projectionen  hängen  durch  die  Gleichung  zusammen 

A7^=  /-».AO. 

Geht  man  nun  zur  Grenze  für  verschwindend  kleine  A5  über,  so  kann  man 
IF  mit  einem  Elemente  der  gegebenen  Oberfläche,  und  A5  mit  der  Normal- 
projection  der  Fläche  AO  auf  die  Tangentenebene  der  Kugel  in  11  verwechseln; 
man  hat  daher 

d^  =  =  sin^d\  d^ , 


folglich 


und  schliesslich 


cos  V        cos  V 


r» 


dF  =  siniid'kdu., 

cos^       ^         ^ 


r» 


3.  F  ^=  \\~ — sin^dXd^, 

§  10.    Dreifache  bestimmte  Integrale. 

1.    Ein   gegebenes   begrenztes  Volumen  v   theilen   wir   auf  irgend    welche 
Weise  in  kleine  Theile 

AjZ;,     ^^v t    Ajz;,     ...  \kV  .  .  .  ., 
und  bezeichnen  mit  fk{x^y,z)  den  Werth,  den  die  Function  fix^y^z)   fiir  irgend 
einen  im  Innern  von  \v  gelegenen  Punkt  annimmt 

Unter  dem  über  das  Volumen  v  erstreckten  Integrale 

//(^;  yf  z)  dv 
verstehen  wir  alsdann  den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Summe 

^fkix.y,  z)^kV 
für  verschwindend  kleine  Werthe  der  \v  convergirt,  wenn  dabei  die 
Summation  über  alle  in  v  enthaltenen  Volumenelemente  ausgedehnt 
wird.     Es  ist  also 

1 .  J/{x,  y,  z)  dv  =  lim  iy(^,  y,z)\v  , 

wobei  rechts  der  Index  k  unterdrückt  worden  ist. 

Dieses  Integral  hat  eine  einfache  mechanische  Bedeutung.  Unter  dem 
speci fischen  Gewichte  eines  homogenen  Körpers  (d.  i.  bei  welchem  gleiche 
Volumina  gleiche  Gewichte  haben)  versteht  man  den  Quotienten  aus  Geweiht 
und  Volumen;  das  Gewicht  eines  gegebenen  Volumens  eines  homogenen  Körpers 
ist  daher  das  Produkt  aus  dem  Volumen  und  dem  specifischen  Gewichte.  Ist 
ein  Körper  nicht  homogen,  so  versteht  man  unter  dem  an  einem  Punkte  x^  y^  z 
vorhandenen  specifischen  Gewichte  den  Grenzwerth  des  Quotienten 

A7 : ^v . 

Hierbei  bedeutet  Az/  einen  kleinen  Theil  des  Körpers,  in  welchem  der 
Punkt  X,  yt  z  liegt,  und  A7  das  Gewicht  dieses  Theiles. 

Es  bedeute  nun  die  Function  /{x,  y,  z)  das  speciüsche  GewvcVvX.  vn\  ^>\T^fcX.^ 
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X,  y,  z  eines  Körpers  vom  Volumen  v;  femer  bedeute  f>fc(jf,,v,  z)  das  kleinste 
und  ^j(:{Xfy,  z)  das  grösste  innerhalb  \kV  vorhandene  specifische  Gewicht  Ist 
nun  G  das  Gewicht  des  Körpers,  so  hat  man  die  Begrenzungen 

lU{x,y,z)\kV  <:  G  <  l%/t:(x,y,  z)l/,v, 
lfA'{x,y,z)lkV  <  yk{x,y,z)lkV  <  l%jk(x*y,  z)  Ij^v . 

Verschwinden  die  Ae/,  so  gehen  die  Grenzen  in  einander  über,  und  man  hat 
daher 

f/{Xf  y^  z)  dv  =  lim  l/{Xf  y^  z)  \v  =  G  , 

Das  über  ein  Volumen  t>  erstreckte  bestimmte  Integral  jfdv  giebt  also  das 
Gewicht  eines  Körpers  an,  der  das  Volumen  v  erfüllt,  und  dessen  specifisches 
Gewicht  an  jedem  Punkte  gleich  dem  Werthe  ist,  den  die  Function  f  fiir  diesen 
Punkt  hat. 

Ueber  ein  Volumen  erstreckte  Integrale  kommen  aber  auch  in  mehrfach 
anderer  Bedeutung  in  der  Mechanik  vor,  von  denen  wir  nur  noch  eine  andeuten 
wollen.  Die  Anziehung,  die  ein  Körperelement  auf  einen  Massenpunkt  in  einer 
bestimmten  Richtung  ausübt,  ist  proportional  dem  Gewichte  des  Elements  und 
einer  Function  9  der  Coordinaten  desselben,  welche  die  besondere  Art  der  An- 
ziehung charakterisirt.  Ist  nun  /  das  Produkt  aus  dem  specifischen  Gewichte 
und  der  Function  9,  so  giebt  j/dv  bis  auf  einen  vom  anziehenden  Körper  unab- 
hängigen auf  physikalischem  Wege  zu  ermittelnden  Faktor  die  Gesammtanziehung 
an,  die  der  angezogene  Punkt  in  der  gegebenen  Richtung  von  dem  im  Volumen 
V  enthaltenen  Körper  erleidet 

2.  Das  Integral  J/dv  kann  je  nach  der  Art,  wie  man  das  Volumen  V  ein- 
theilt,  auf  sehr  verschiedenen  Wegen,  und  zwar  immer  durch  drei  aufeinander 
folgende  einfache  Integrationen  berechnet  werden. 

Durch  Parallelebenen  zu  den  Coordinatenebenen  zerfallt  v  in  rechtwinkelige 
Parallelepidede;  sind  Ajc,  A^,  \z  die  den  Achsen  parallel  gemessenen  Kanten 
des  Volumenthcils,  in  dessen  Innern  der  Punkt  at,  y^  z  liegt,  so  hat  man 

J/i-^f  yt  ^)  ^^  =  li^i  ^/{^i  y*  z)  \z  \y  Ix  . 
Addirt   man   zunächst  die  Elemente,   die   zwischen  zwei   folgenden   Normal- 
ebenen   zur  A'- Achse  liegen,   so  haben  dieselben  \x  gemeinsam,   und  angesichts 
des  (irenzübergangs   hat  .r  in  der  Function/  für  alle  diese  Elemente  denselben 
Werlli,  ist  also  bei  dieser  Addition  constant.    Dieser  Theil  der  Summe  ist  daher 

\x  '  lim  i]/'  \z  \y  =  ÄxJJ/dy  dz  . 
Dabei  ist  das  Integral  über  den  Querschnitt  des  Volumens  v  zu  erstrecken, 
der  die  Al)scisse  x  hat. 
Man  hat  nun  weiter 

//;//  1/lzlylx  =  lif/i  1  {jy/dy  dz)  Ix  =  f(j'f/dy  dz)  dx  , 
Die   Grenzen    des  Integrals    sind    dabei    die  grösste   und   kleinste   Abscisse, 
zwischen  denen  das  Volumen  v  enthalten  ist. 

Unter  Einhaltung  der  angegebenen  Grenzen  ist  daher 

}f{x,  y  z)  dv  =  J'/JA^,  y,  z)  dx  dy  dz  . 
^.    Ist  das  Volumen  v  ein  Parallelepiped,  das  zwischen  den  Ebenen  x  =  a^, 
X  —  (f^,  y  =  l^Q,  y  ='  l^i,  z  =  c^^,  z  ^=  Cy  enthalten  ist,  so  sind  diese  Coordinaten 
die  Grenzen  der  Integrale,  es  ist 

'M   fl    ^1 

j/^z,  =  j  j  j/dxdydz  . 

Ordnet  man  in 

1/lzly^x 
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die  Reihenfolge  der  Addition  anders,  z.  B.  so,  dass  man  erst  die  zwischen  zwei 
Normalebenen  zur  K-Achse  enthaltenen  Volumenelemente  addirt,  so  ergiebt  diese 
Theilsumme 

Hierbei  ist  y  in  /(x,  y,  z)  constant.  Der  Uebergang  zur  Grenze  tiir  ver- 
schwindende Iz  und  ^x  liefert 

\y j  J/dxdz. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

f/dv  =  /imlAyf  f/dxdz=^f  J  Jfdydxdz  . 

Es  ist  daher 

J  j  f/dxdydz  =ff  f/dy  dxdz  . 

«0   ^0   ^0  ^0   "0   '"0 

Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  den  Satz:  Wenn  die  Grenzen  constant 
sind,  so  kann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  geändert  werden, 
ohne  dass  die  Grenzen  sich  ändern. 

Sind  die  Grenzen  nicht  constant,  so  ändern  sich  mit  der  Reihenfolge  der 
Integrationen  auch  die  Grenzen. 

4.  Um  die  Integration ^/i/z;  in  Polarcoordinaten  auszuführen,  ersetzen  wir 
in  /  die  Coordinaten  x^  y,  z  gemäss  der  Gleichungen 

X  =  ^cos\i.j      y  =  ^sin\LCOsX  f       z  =  psin\jLsmX . 

Wir  construiren  Kugeln  S  um  den  Nullpunkt,  und  bezeichnen  mit  Ap 
die  in  Richtung  eines  Radius  gemessene  Dicke  der  Schicht  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Kugeln;  hierauf  Rotationskegel  C,  welche  OX  zur  Achse 
haben  und  l)ezeichnen  mit  Ajx  den  Winkel  der  derselben  Meridianebene  ange- 
hörigen  Mantellinien  zweier  auf  einander  folgenden  Kegel ;  schliesslich  Ebenen  £ 
durch  die  AT- Achse  und  bezeichnen  mit  AX  den  Winkel  zweier  auf  einander 
folgenden  Ebenen. 

Durch  den  Kegel,  dessen  Meridian  den  Winkel  |jl  mit  der  Achse  bildet, 
wird  auf  der  Kugelflächc  mit  dem  Radius  p  eine  Calotte  be-^renzt,  welche  die 
Höhe  p(l  —  cosii)  hat;  also  ist  der  auf  dieser  Calotte  stehende  Kugelsector 

p         2i: 

1.  27:p  •  p(l  —  cos  11)  .  ^  =  —  p3(l  —  cosii.). 

Wächst  |JL  um  l\i.f  so  wächst  dieser  Sector  um 

2k  2it 

V  P^  [^  "~  ^^^(P-  "•"  -^P-)  —  (1  —  cos\l)]  =  —  p^[C(?S\L  —  cos{ii.  4-  Ap.)'  . 

Behält  man  angesichts  des  Grenzübergangs  nur  Glieder  mit  der  ersten  Potenz 
von  Afi  bei,  so  erhält  man 

2.  -^  p'^/ffp.AfjL. 

Wächst  ferner  p  um  Ap,  so  wächst  dieses  Volumen  um  den  Ring 

2:: 

-^  ««|iAii[(p-h  Ap)3  -p3]; 

behält  man  hier  von  dem  Klammerinhalte  nur  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  von 
Ap,  so  entsteht 

3.  2i:p^im(iAp.Ap . 

Der  Theil  dieses  Ringes,  der  zwischen  zwei  benachbailetv  ¥\>^täx^  E  \\^^, 
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ist  eines  von  den  Volumenelementen,  in  welche  wir  jetzt  v  zertheilt  haben;  es 

hat  zum  RingvoluÄien  3.  das  Verhältniss  AX:27c;  mithin  folgt 

\v  =  p*j/Vip.AfiAXAp . 

Somit  ergiebt  sich  schliesslich 

Jfdv  =  fjjf  •  p2 sin^d^d\d]L  . 

Die  Grenzen  sind  hier  dem  Volumen  v  entsprechend  zu  bestimmen. 

5.    Drückt  man  jc,  7,  z  durch  drei  neue  variable  Parameter  p,  X,  {i  aus 
1.  X  =  9(p,  X,  |i),      y  =  4;(p,  X,  |i) ,       2:  =  y(p,  X,  ji), 

und  wählt  die  Parameter  so,  dass  im  Allgemeinen  zu  jedem  Punkte  des  Volumens 
V  ein  und  nur  ein  reales  Parametersystem  p,  X,  \l  gehört,  so  kann  man  die 
Integration  auch  in  den  neuen  Variabein  p,  X,  jx  durchführen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  1.  den  Parameter  p  gegeben  und 
eliminirt  X  und  |i,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  .v,  y^  5,  die  p  enthält;  die 
Fläche,  welche  diese  Gleichung  darstellt,  enthält  alle  die  Punkte,  denen  der  ge- 
gebene Parameterwerth  p  zugehört;  wir  wollen  sie  die  Parameterfläche  P  nennen. 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  Parameterflächen  A  und  M,  welche  die  Punkte 
enthalten,  denen  dasselbe  X  oder  |i  zugehört. 

Der  Voraussetzung  nach  schneiden  sich  zwei  Parameterflächen  derselben  Art 
nicht;  folglich  kann  das  Volumenelement,  das  von  den  drei  Paar  Parameter- 
flächen der  Parameter  p,  p  -4-  Ap,  X,  X  -h  AX,  jx,  fi  -1-  Ajjl  eingeschlossen  wird, 
liir  verschwindende  Werthe  von  Ap,  AX,  Aji  als  Parallelepiped  betrachtet  werden. 

Die  drei  dem  Punkte  F  benachbarten  Ecken  /\ ,  P^t  P^  dieses  Volumen- 
elements erreicht  man  durch  Verschiebungen  von  P^  wenn  dabei  der  Reihe  nach 
X  und  jx,     jjL  und  p,     p  und  X  ungeändert  bleiben. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  Pi  mit  x  -\-  X'X,  y  -+-  A/j^,  z  -h  A,^, 
so  ist  daher 

AaJt==^AX,      Aj^  =  ^AX,      A22  =  g^AX; 


c  y 

A,  y  =  .^    Ap 

'-^        e7p     ^ 


c  z 


ex 


dy 


c  z 
Aq  z  =  - —  All 


'3 


Das  Volumen  eines  Tetraeders,  dessen  Fxken  die  Coordinaten  x/y,Zi  haben, 
stimmt  bekanntlich  dem  absoluten  Werthe  nach  tiberein  mit 


1 


0 


z, 


1   -^0  y'o 

1     x^    y^     z.^ 
Subtrahirt  man  die  erste  Zeile  von  jeder  folgenden,  so  erhält   man 


l 
(> 


►V|  Xq  , 

A'2  X^j  , 


—  X 


0  ' 


^1     ^0 
^3     ^0 


l.ässt  man  hier  A,  .r,  AoA^",  A^a*,  A,j',  .  .  .  A., s  an  die  Stelle  der  Coordinaten- 

ditfercnzcn  treten,  so  erhält  man  für  dasParallelejnped  aus  denKanten  /V^, ,  PP^^PP^ 

cx     ex     dx  ■ 


Iv  =    ± 


rp 

'y 

€  Z 


r  K 

c  z 

Fi 


^y 

d_Z 


Ajx  AX  A  p  . 
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Ersetzt  man  schliesslich  in  /  die  rechtwinkeligen  G^rdinaten  durch  p,  X,  jjl, 
so  hat  man  die  Transformation 

j^fdx  dydz=±L  JSSf-J-  4  d\  dv . 
wobei 

dx     dx     dx 


/  = 


8p 

d\ 

dy. 

dy 

ap 

dy 

dy 

dz 

dz 

dz 

ap 

d\ 

dyi. 

Die  Grenzen  sind  hierbei  wieder  dem  Volumen  v  entsprechend  zu  bestimmen 
und  das  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  es  mit  dem  von  /  tibereinstimmt. 

6.  Man  kann  die  Transformation  auch  unabhängig  von  geometrischen  Be- 
trachtungen durchführen.     Aus  den  Gleichungen 

berechne  man  p  und  X  und  substituire  diese  Werthe  in 

dadurch  erhält  man  z  als  Function  von  x,  y  und  fx.  Nimmt  man  nun  jc,  y  und  ji. 
als  neue  Variable  für  die  Integration,  so  hat  man  dz  durch  jjl  auszudrücken. 
Bei  der  ersten  Integration  bleiben  y  und  x  unverändert;  unter  dieser  Voraussetzung 
gewinnt  man  durch  Differentiation  der  Substitutionsgleichungen 

r^       Gx   .         dx  j^        dx   - 

^  =  r/^-^n'^^-^d^'^^' 


0  =  äT  ''P  + 


d\ 
dy 


dy 


dx'^^-^T-'^^' 


Hieraus  folgt 


wobei 


P 

dz  dz 


dz  =  -f-  dy. , 


/i  = 


Dalier  hat  man  zunächst 


dx 

dj_ 
ap 


dx 
'dl 
d_y 
d\ 


fff- 


f  dx  dy  dz 


'ffpi 


dxdy  dyi., 


wobei  man  die  Grenzen  der  Integration  nach  pi  nach  den  Grenzen  für  z  zu  be- 
stimmen hat. 

Hierauf  ändert  man  die  Ordnung  der  Integrationen;  nachdem  ersten  beiden 
die  Grenzen  entsprechend  bestimmt  worden  sind,  erhält  man 


ffß 


j 


f '  ^  '  dxd\i.dy , 

Nun  eliminire  man  aus  den  beiden  ersten  Substitutionsgleichungen  p  und 
drücke  y  als  Function  von  X,  jjl  und  x  aus.  Führt  man  durch  diese  Gleichung 
X  statt  y  in  das  Integral  ein,  so  hat  man  dy  durch  d\  zu  ersetzen;  dabei  ist  aber 
zu  berücksichtigen,  dass  p.  und  x  unverändert  bleiben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man 
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dx   ,         dx  ,^ 

^  =  Tp '^^ -*- dl'^^ ' 

dy  dy 

und  hat  demnach 

dy={^  d\, 

•^        ox 

und  daher  die  zweite  Umformung 


2. 


(jj/d^  dydz  =fff/  '^dxd^d\. 


wobei  die  Grenzen  fiir  X  denen  für  y  entsprechen  müssen. 

Hier  ändert  man  nochmals  die  Ordnung  der  Integrationen  und  beginnt  mit 
der  nach  .r,  bildet  also,  indem  man  die  neuen  Grenzen  gehörig  bestimmt, 


/■/"/. 


f-^  d}i.  d\  dx . 


Nun  kann  man  -v  durch  p  gemäss  der  ersten  Substitutionsgleichung 

ersetzen ;  da  bei  der  Integration  nacli  .r  die  beiden  Variabcln  X  und  ji  ungeändert 

bleiben,  so  hat  man 

cx 
dx  =  o     dp  . 
dp 

Bestimmt  man  nun  die  Grenzen  der  Integration  nach  p  entsprechend  denen 
für  .r,  so  hat  man  schliesslich 

3.  fff/dx  dy  dz  =  //// .  / .  dv.  dl  </p , 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  Resultat  in  5.,  da  die  Ordnung  der  Integrationen 

unwesentlich  ist. 

Die  in  No.  5  gegebene  Vorzeichenre^iijel  kommt  zu  Stande,  wenn  wir,  \^ie  in 
No.  .'),  die  Bedingung  stellen,  dass  die  unteren  Grenzen  der  transformirten 
Integrale,  wie  im  ursi)rünglichen,  kleiner  als  die  oberen  sind.  Aus  den  bei  der 
Transformation  verwendeten  Formeln 

dz  =  ^  d^  ,       dy  =  ^^  •  dk  ,       dx  =  j-  dp 

erkennt  man  leicht,  dass  zu  i)ositiven  //[x,  //X,  dp  drei  positive  oder  ein  positiver 
und  zwei  negative  Werthe  dz,  ily,  dx  gehören,  sobald  y  >  0;  hingegen  zwei 
])ositive  und  ein  negativer  oder  drei  negative,  sobald  J  <  0.  Ist  nun  z.  B.  ds 
negativ,  so  folgt,  dass  wachsenden  z  abnehmende  \l  entsprechen,  dass  also  die 
auf  fx  bezügliche  obere  Grenze  in  1  kleiner  ist,  als  die  untere,  wenn  im  gege- 
benen Integrale  alle  untern  kleiner  sind  als  die  obern.  Will  man  daher  in  1. 
die  untere  Grenze  für  p.  kleiner  haben  als  die  obere,  so  muss  man  die  Grenzen 
und  damit  das  Vorzeichen  des  Integrals  wechseln. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  in  8.  schliesslich  alle  untern  Grenzen  kleiner  als 
die  obern  sein  sollen,  das  Integral  3.  noch  mit  =h  1  zu  multipliciren  ist,  je 
nachdem  /^O- 

7.    Das  Quadrat  der  Functionaldeterminante  J  ist 
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^0     ^1      ^1 


wobei  abkürzend  gesetzt  ist 


/«  =     «1     ^0     ^1 
ö,     ^1     ^0 


_-  /"^fV      /'?--?\*      /"^i^*  —  ^  ^        ^  ^        ?i  ^-f 

''o-  V^pJ  ^  Väpj  "^  V^pJ  '     ''i  "  apax  "^  apax  "^  apäx' 

A8  — /"^V    /"^zV    (^'V         —  ^?f     ^?>!     ?i^ 
^«■"  \dx)  "^  Vax;  "^  VaxJ  '     "'^  ""  i^paii  ^  dp  ajx  "^  ap^pi' 

_ /a^y    /aj;^    /a«y      x_£f^     ^^     ^^ 
^0  ~  V^plJ  ^  V(7pij  "^  [diLj  '     ^1  ■"  axapi  '^  d\  d^  ^  axapi* 

Für  die  verschwindend  kleinen  Verschiebungen  FF^,  FF^,  FF^  (No.  5)  ist  nun 

FF^=y^^dp,       FF^=^iY^d\,       FF^^^T^d^. 

FF^  .  FF^  •  cosF^  FF^  =  a^  dpd\ , 

FF^  .  TV',  .  r^x-Pj  FF^  =  a^dpd^, 

FF^  .  Z'/',  .  r^i/'j  T'T',  =  b^  dXdy, . 

Wenn  sich  je  drei  Parameterflächen  P,  A,  M  orthogonal  schneiden, 
so  sind  F^  FF^,  F^  FF^,  F^  FF^  rechte  Winkel;  man  hat  daher  äj  =  ö,  =  ^,  =  0. 
Die  Determinante  J^  reducirt  sich  alsdann  auf  ihr  Diagonalglied,  es  ist 

Dieser  Fall  tritt  bei  den  gewöhnlichen  räumlichen  Polarcoordinaten  (No.  4)  ein. 

8.  Ein  weiteres  Beispiel  für  orthogonale  Parameterflächen  geben  die 
elliptischen  Raumcoordinaten. 

Sind  a:,  y^  z  die  Coordinaten  eines  Punktes,  und  ist  iz  >  ^  >  r  >  0,  so  hat 
flie  cubische  Gleichung  der  Unbekannten  v 

1.  h  T^ —  H \ 1=0 

ö  -f-   V  ^   -f-   V  C 


immer  drei  reale  Wurzeln.     Beseitigt  man  nämlich  die  Nenner,  so  erhält  man 
^  /-(v)  =  x^(b  ^  v)  {c  -h  v)  -+-  y'^  (a  -h  v)(r  4-  v)  -+-  z^  {a  -h  v)  (^  -h  v) 

—  (ö  4-  v)  (^  -h  v)  (r  -h  v)  =  0 . 

Setzt  man  fiir  v  der  Reihe  nach  die  Werthe  —  a,  r—  b,  —  r,  00,  so  erhält  man 
/-(—  a)  =  x^{b  —  a)  (c  —  ä),       F{—  b)  =-y^{ii  -'b)(C'-b), 
/{^  c)  =  z^la^  c)  \b  —  c) ,       F{po)  =  00. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  1.  liegen  daher  zwischen  den  Grenzen  rK>  und 
-  c,  ^  c  und  —  ^,  —  b  und  —  a\  wir  bezeichnen  sie  der  Reihe  nach  mit 
p,  X,  jjL.     Die  Gleichungen  der  Parameterflächen  sind 

-1=0. 

04-A        /^-hX        c  ~\-  \ 
A  ^ -h  r-^^^^ ^ 1=0. 

a-hjl  ^-f-jl  r-hj! 

Die  Flächen  P  sind  dreiachsige  Ellipsoide,  A  sind  einschalige  und  M  sind 
zweischalige  Hyperboloide.  Da  p,  X,  jjl  die  Wurzeln  der  Gleichung  2.  sind,  so 
gilt  die  Identität 

{a  -h  v)  (<^  4-  v)  (c  -f-  v)  —  .r«  (^  H-  v)  (r  H-  v)  —  >»«  (0  -|-  v)  (^  -h  v)  —  s«  (a  H-  v)  (^  -h  v) 

-(v-p)(v-X)(v-Hi). 


JC2 

1 

y^ 
i>  + 

y* 

p 

a» 

1 

Ä   -h  p    ^ 

1 

ö  4-  X  "^ 

x^ 

...         1 

6so 
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Ersetzt  man  hier  v  der  Reihe  nach  durch  —  a, 
die  Substitutionsgleichungen 


4.  x^  = 


(a-l-p)(a-hX)(ö-hfi.) 


y'  = 


(^-hpX^-f-xx^-hjx) 


d,     —  c,   so  erhält  man 


^8^(^-l-p)(^-HXXrH-|i.) 


Durch  Subtracdon  je  zweier  der  Gleichungen  3.  erhält  man  die  Gleichungen 


r2 


(a  -h  p)  (ö  -+-  X)  ^  (/^  4-  p)  (^  -h  X) 


5. 


(aH-p)(aH-p.)         (^  4- p)  (^  4- fx) 


4- 


X 


2 


r2 


4- 


(^+ 

p)  (^ + ^) 

«» 

(.+ 

2« 

f^) 

=  0, 


=  0, 


=  0. 


{a  4-  X)(a  4-  fi.)    "^  (<^  4-  X)  (<^  4-  fx)  ~^  (c  -h  X)  (r  4-  |i.) 
Bezeichnet  man  mit  p^,   p^ ,   pj,    Xq,   X^,  Xj,    P-o»  P'i»  1^2   ^'^   Cosinus  der 
Stellungswinkel  der  Tangentenebenen  der  Flächen  P,  A,  M  im  Punkte  jP,  so  ist 
bekanntlich 

X  y  z 


6. 


Po  :  Pi  •  9i  = 
X     •  X     •  X      — 

0    •       1    •       S     """" 


<J  4-  p  ' 

•*-4-  p' 

•.  +  p' 

JC 

■ 

^4-  X 

■f  +  X' 

X 

1 

.       >-       . 

2 

Die  Gleichungen  5.  sagen  daher  aus,  dass  diese  Tangenten  ebenen  normal 
zu  einander  sind,  dass  sich  also  die  durch  P  gehenden  Parameterflächen  P,  A,  M 
normal  schneiden. 

Aus  den  Gleichungen  4.  ergiebt  sich 

X  _  dv  y 


dp        a 

ex 
"*  ^  X        a 

2^  =  - 
C[L        a 


X 


V 


^ap ""  b 


V 


X 


dz  z 

ap  ""  r  4-  p  ' 
c  z  z      ^ 

2  ax  ^  T^^n ' 


hieraus  folgt  weiter 


u2 


Z' 


7. 


(rt  -h  p)»  ^  (/5  -(-  p)2  ^  (<r  +  p)«      ''   (a  +  X)»  ^  (*  +  X)a  ^  (^  +  ).)» 


4- 


r 


z 


2 


Die  Radicanden,  die  wir  der  Reihe  nach  mit  1  :  ^',  1  :  Z^,  1  :  JP,  be- 
zeichnen wollen,  kann  man  in  folgender  Weise  bestimmen.  Für  die  in  6.  ent- 
haltenen Cosinus  hat  man  die  Werthe 

Rx  Ry  Rz 

- .  Po    =  ^  , 

p 


On     = 


8. 


>'0    = 


P-o  = 


^^  4-  p 
Lx 


Pi  = 


/^  4-  p 
Zv 


Lz 


Mx 


'^  =  ö 


V 


^'2  -  r  4-  X ' 


f^l  =  ^ 


il/>' 


ii/^ 


^•2  = 


9. 


Aus  diesen  Werthen  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3.  ergiebt  sich 

Po-^  -^  9\y  -*-  Pa^  =  ^' 
\qX  4-  Xj^  4-  X^s  =  Z, 

[Ao^  4-   |ii>'  4-  \L^z  =  J/. 

Diese  Gleichungen   lebten  (yer^l.  Analyt  Geom.  des  Raumes,  §  %  No.  4), 
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dass  R,  Z,  M  die  Coordinaten  von  P  in  einem  Systeme  sind,  dessen  Ebenen 
durch  O  parallel  zu  den  Tangentenebenen  der  Parameterflächen  P,  A,  M,  ge- 
legt sind. 

Bildet  man  in  bekannter  Weise  die  Formeln,   weiche  x,  y^  z  in  den  neuen 
Coordinaten  R^  Z,  M  ausdrücken,  so  erhält  man 

10.  y  •=•  p^R  -h  XjZ  -f-  [Ly^M, 

z  =  p^R  4-  X^Z  4-  fJLjiW. 
Hierin  ersetzen  wir  nun  die  pQ  .  .  .  jxj  durch  die  Werthe  8.;  dadurch  entsteht 

R^  Z»  M^ 

^-hp        «-f-X        a  -h  [L  * 

R^  Z»  M^     __ 

R^  Z«  M^ 

—, —  _^  _. _j_  —s  j 

^-hp  r-hX  r-hfX 

Diese  Gleichungen  lehren,  dass  die  cubische  Gleichung 

R^  Z«  M^ 

a-hp        a-hX        «-+-|i. 
die   Wurzeln  r/,    d,    c  hat.     Beseitigt  man  in  dieser  Gleichung  die  Nenner  und 
wechselt  die  Zeichen,  so  erhält  man 

(«4-p)(//-hX)(«4-|i)  —  ^2(«4- X)(»4-|i)  —  Z»(w4-p)(«4- fi.)  —  il/»(« -h  p)(«-h  X)  =  0. 
Man  hat  daher  die  Identität 

{u  -h  p)(«  -h  \){u  -+-  jjl)  —  ^« («  -h  X)(«  -h  jjl)  —  Z»(a  -h  p)(«  -h  p.) 
—  if/2(w  -f-  p)(«  -f-  X)  =  («  —  a)(«  —  ^)(«  —  c)  . 
Setzen  wir  in  diese  identische  Gleichung  für  u  der  Reihe  nach  —  p,  -^  X, 
—  jx,  so  erhalten  wir  sofort 

02  _  (p-i-g)(p4-^)(p^r)  _  (Xh-^)(X4-^)(X4-0 

j2  (X-p)(,x-p)         '       ^     -         (p-X)(pL-X)        ' 

^,  ^  (|i -h  ^)  (>!.  "f- ^)  (|i  H-  0 

(p  — P')(^  — P-) 
Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergiebt  sich  schliesslich  die  gesuchte  Transformation 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 

^^(p-h«)(p4-^)(p-f-r),     ^e5(X-ha)(X-h/^)(X-hr),     CE3(ji.-hö)(fx-hi^)(fx4-r). 

Wir  wollen   die.se  Formel   anwenden,   um   einen  Octanten  des  Ellipsoids  zu 

berechnen,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  hat 

x^  y»  ^2 

E  s  — ; -h  -r^ 1 ■ 1=0. 

«  -»-  Po        ^  -^-  Po         ^  ■+-  Po 
Das   Doppelintegral    nach   |jl  und   X  hat  sich  hierbei   über  alle  Punkte  des 

Octanten    eines    mit  E   confocalen  Ellipsoids    zu    erstrecken,    mithin    über  alle 

Werthe  von  |x  und   X;   daher  sind  für  p.  die  Grenzen  —  a  und  —  ^,   und  fiir  X 

sind   sie  —  b  und  —  c.     Betreffs  der  Grenzen  für  p   genügen  die  Bemerkungen, 

dass  die  Achsen  der  Parameterfläche  mit  p  wachsen,  und  dass  E  selbst  eine  der 

Parameterflächen  F  ist,  nämlich  flir  den  besonderen  Werth  p  =s  p^;   die  Flächen 

F,  die  innerhalb  E  liegen,  gehören  daher  zu  den  Werthen  p  =  —  c  bis  p  =  p^. 

Da  es  sich  nur  um  eine  Addition  der  Volumenelemente  handelt,  so  ist  /  =  1 . 

Verwendet  man  femer  die  bekannte  Formel  für  den  Inhalt  eines  dreiachsigen 

Ellipsoids,  so  erhält  man  schliesslich  die  bemerkenswerthe  luti^^^lottsk^ 
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§  11.    Die  periodischen  Reihen  und  die  FoURlER'schen  Integrale. 

1.  Die  unendlichen  Reihen,  die  wir  in  der  Differentialrechnung  kennen  ge- 
lernt haben,  waren  Potenzreihen,  d.  i.  Reihen,  welche  nach  den  steigenden 
Potenzen  der  Variabein  fortschreiten.  In  diesem  Abschnitte  werden  wir  eine 
andere  Gattung  unendlicher  Reihen  untersuchen,  nämlich  Reihen,  welche  eine 
der  beiden  allgemeinen  Formen  haben 

1.  Aq  -+-  A^  cosu  H-  A^  cos2u  -\-  A^eos6u  -\-  .  .  .  . 

2.  B^  sinu  4-  B^sin^u  4-  B^  sinSu  -h  .  .  . 

welche  also  nach  dem  Cosinus  und  Sinus  der  ganzzahligen  Vielfachen  des  Bogens 
u  fortschreiten. 

Wenn  die  Reihen  innerhalb  der  Grenzen  0  und  -  convergiren  *),  so  stellen 
sie  Functionen  von  u  dar;  setzt  man  in  diesem  Falle 

Aq  -h  A^  casu  -h  A^cos^u  -h  .  .  = /{u) , 
so  ist  offenbar 

/(r  -+-  z/)  =  /(r  —  ?0  • 

Die  Werthe,  welche  die  Function  von  //  =  0  bis  //  =  t:  annimmt,  wieder- 
holen sich  also  in  umgekehrter  Reihenfolge,  wenn  die  Variabele  von  u  =  ::  hh 
«  =  2i:  wächst.  Beachtet  man  ferner,  dass  die  Faktoren  cos  mu  ihre  Wertlie 
nicht  ändern,  wenn  u  um   ein  ganzes  Vielfaches   von  2i:  zu  oder  abnimmt,  so 

erkennt  man,  dass 

/(«  4-  2>tiT)  =/(//). 

Die  Summe  der  Reihe  ist  daher  eine  periodische  Function  von  //.  Ebenso) 
erkennt  man  sofort,  dass  auch  die  Reihe  2.  eine  periodische  Function  von  u  ist. 
Beide    Reihen    werden    daher    als    periodische    Reihen    bezeichnet. 

Hierin  unterscheiden  sich  diese  Reihen  wesentlich  von  den   Potenzreihen. 

Potenzreihen  sind  innerhalb  des  Convergenzgebiets  Functionen  der  Variabein: 
an  der  Grenze  der  Convergenz  treten  im  Allgemeinen  Discontinuitäten  auf;  und 
für  alle  Werthe  der  Variabeln,  die  ausserhalb  des  Convergenzgebietes  liegen,  ist 
die  Summe  der  Reihe  unendlich  gross.  Die  periodischen  Reihen  1.  und  2.  da- 
gegen sind  für  alle  Werthe  von  //  convergent,  wenn  sie  für  das  Intervall  0  bis ' 
convergiren,  und  sind  periodische  Functionen  von  u  mit  der  Periode  2  t:. 

2.  Ist  /(«)  eine  Function,  die  innerhalb  des  Tntervalls  0  und  -  endlich 
bleibt,  so  kann  man  die  Coefficienten  A^^  A^t  A.^  .  .  Au-\t  bez.  y>, ,  -^3, 
/^3 ,  .  .  ßn  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

1.  /(u)  =  Aq  -h  A^  cosu  4-  A<,  cos2u  4-  An   \cos(ft  —  \)u 

2.  f{u)  =  B^  sinu  4-  B.^  shi^lu  4-  B.^  sin3u  4-  .  .  4-  /?„  sinnu 

fiir  n  verschiedene  innerhalb  des  Intervalls  0  und  t:  liegende  übrigens  willkürlich 
gewählte  Werthe  von  u  erfüllt  werden.  Denn  setzt  man  die  gegebenen  Werthe 
von  //  z.  B.  in  1 .  ein,  so  erhält  man  ;/  Gleichungen,  welche  die  n  unbekannten 
Coefficienten  Aq,  A^  .  .  A^-i  linear  enthalten,  aus  denen  die  A  also  eindeutig 
bestimmt  werden  können. 

Die  Summen  der  endlichen  Reihen 


•)  Uebcr  die  Convergenzbcdingungen  vcrgl.  u.  A.  Schi.oemu.ch,    Compendium  der  hohem 
Analysh,  4.  Aufl.,  Bd.  I.  pag.  40. 
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S„  =  Aq  -h  A^  cosu  -h  A^  cos^u  -+-  .  .  4-  An-\cos{n  —  \)u 
2„  =  B^  sinu  -f-  B^  sm2u  -\-  ,  ,  -{-  Bn  sin  nu 
stimmen  also  dann  fiir  die  gegebenen  n  Werthe  der  Variabein  u  mit  der  Function 
/{u)  überein. 

Vermehrt  man  nun  die  Zahl  «,  so  wächst  die  Anzahl  der  Pnnkte,  welche 
die  Curven  5«,  2«  und  /(»)  —  u  dabei  als  Abscisse  und  5«,  2«  bez.  /(«)  als 
Ordinate  betrachtet  —  gemein  haben;  wird  n  unendlich  gross,  so  haben  die 
Curven  Sn  und  /(«),  bez.  2„  und  f(u)  unendlich  viele  Punkte  innerhalb  des 
Abscissenintervalls  0  und  ir  gemein.  Es  wird  daher  jedenfalls  möglich  sein,  die 
Coefhcienten  A^^  ^ , ,  A^  .  .  .  bez.  B.^y  B^t  B^  ,  .  .  der  unendlichen  Reihen 

Aq  -h  Ay^  cosu  -h  A^  cos2u  4-  .  .  . 
B^  sinu  -h  B^  sin2u  4-  .  .  . 
so  zu  bestimmen,  dass  fiir  alle  Werthe  von  u  innerhalb  0  und  k  die  Reihen 
eine  gegebene,  innerhalb  der  Grenzen  endlich  bleibende  Function  /{u)  darstellen. 

3.    Angenommen,  es  gelte  die  Entwicklung 
1.  /{u)  =  Aq  -{-  A^  cosu  4-  A^  cos2u  4-  •  .  .  . 

so  kann  man  die  Coefficienten  leicht  auf  folgendem  Wege  bestimmen. 

Man  multiplicire    1.   mit  äu  und  integrire  zwischen  den  Grenzen  0  und  ir. 
Da  für  jede  ganze  Zahl  k 


so  erhält  man 


J     COSkU    du       ^=      0    y 

0 

Jf{u)du  =  t^Aq, 
0 
mithin 


2.  A, 


=  i //(«)''«• 


0 

0 

Zur  Bestimmung    der    andern  Coefficienten   machen   wir    von  der  Integral- 
formel Gebrauch 

it  z  1: 

J  cosku  cosnu  du  -=■  \  [\cos{k  —  n)u  du  4-  \  cos  {k  4-  «)  udu\ 
u  u.  0 

\T.y  wenn  k  ^=  n 

0,       „      k'^n, 

Multiplicirt  man  1.  mit  cosku  du  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und 

7:,  so  erhält  man  hiernach 

j  f{u)  coskudu  =  \  TzAjit , 


={ 


0 
mithin 


a. 


■  % 


0 
Durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhält  man  die  Coefficienten  der  Reihe 

4.  /(«)  =  B^  sinu  4-  B^  sin2u  -t-  Bq  sinZu  4-  .  .  . 

Multiplicirt    man    beide    Seiten    mit   sinkudu    und    integrirt   zwischen   den 
Grenzen  0  und  r,  indem  man  dabei  von  der  Formel  Gebrauch  macht 
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1 


j  sinku  sinnu  äu  =  ^  ljcos{k  —  n)udu  —  j cos{k  -\-  n)  u  du\ 

0  0  0 

\  TT,  wenn  k  =  n^ 
0,         „       k'^n, 


={ 


so  erhält  man 


:t 


jf(u)  sinku  du  =  ^r^, 


0 


und  daher 


r 


5. 


2  r 

ßi^    =z  —  l  /{u)  sinku  du  . 


0 

4.    Hierbei  ist  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Entwicklungen 

1.  f{u)  =^  Aq  -h  A^  cosu  -f-  A2  cos2u  4-  A^  cos3u  -f-  .  . 

2.  /{u)  =  B^  sinu  -h  ß^  sin2u  -h  B^  sinSu  -h  .  . 

zulässig  sind,  und  unter  dieser  Voraussetzung  sind  die  Coefficienten  bestimmt 
worden.  Es  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  welche  Beschaffenheit  eine  Function 
/(«)  haben  muss,  um  innerhalb  des  Intervalls  0  und  r.  in  eine  periodische 
Reihe  1.  oder  2.  entwickelbar  zu  sein. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  summiren  wir  die  endlichen  Reihen,  die 
aus  1.  und  2.  hervorgehen,  wenn  man  die  gefundenen  Coefficienten  einsetzt  und 
bei  dem  Gliede  mit  dem  Index  n  abbricht. 


IC  -K 


3. 


S„   =   -    -  l  f{v)dv  -h  i  f{v)cosvcosudv  -h  1  /(v)cos2v  cos2udv 
0  0  0 

-+-    j  f{v)cos'^vcos'6udv  -h  .  .  -+-  l  /{v)cos  nv  cos  nudv\  ; 

Ü  Ü 

2!«  =  ^      j /{v)si/jv  sinudv  -h  j /{v)sin2vsin2udv 


.00 
4. 

IT 


-h  j  /{vjsin'Sv  sin'dudv  -h  .  .  -h  \f{^)sifjnv  sinnu  du\   . 

0  0 

Vereint  man  alle  Integrale  in  jeder  Summe  zu  einem  einzigen,  so  erhält  man 

1     /' 

5.    S,f  =  —  jßv)  (1  -h  ^cosv  cosu  -h  ^cos'iv  coslu  4-  .  .  4-  ^cosnv  cosnu)  dv  , 


0 


G.    ^„  =  —  j  /(v){2siHVsinu-h2sinv2vsin2u-\-2sin3vsin3u~h..-\-2sinnvsninu)äi 

0 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

/^^   =  cos(v  —  //)  4-  cos2{v  —  u)  -h  cos3{v  —  //)  4-  .  .  4-  cosn(v  —  //) , 

^2   =  ^<^s{v  4-  //)  4-  cos2(v  4-  //)  4-  cos'd(i'  4-  w)  -H  .  .  4-  cos/i(v  4-  //)  , 

so  erhält  man 


u  0 
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Die    goniometrischen    Reihen    /^^   und  -^j    lassen    sich    leicht    summiren. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Reihe 

cosa  -h  cos2a  -+-  cosSa  -h  cos4a  4-    .  -+-  cosna 
mit  2sm^a,  und  macht  in  jedem  Gliede  von  der  Formel  Gebrauch 

2sm  J  a  '  coska  =  sin  {k-\-\(i)  —  sin  (k  —  ^  a)  , 
so  erhält  man  sofort 

^sin\a{cosa  4-  cos^a  -h  .  .  -f-  cosna) 
=  sin\a  —  sin\a  4-  sin\a  —  sin\a  4-  .  .  4-  J/«  («  4-  ^) «  —  sin  («  —  ^)a  . 
Hieraus  folgt 

sin  («  4-  i)  Ä 
cosa  4-  cos^a  4-  .  .4-  cosna  =  —  *  4 c   -  y    —  • 

Daher  ist 

sin  — ^ —  \;ü  —u)  stn x —  (^  "+■  ^) 

^^  ^  "~  ^  "^         2.sini{v--u)      '      ^2  =  —  i  -<         <lsin\{v  4-  u)       ' 
und  schliesslich 


■z 


sm — ^(v  —  u)  j     /  stn — ^- (z' 4- «] 

/(v) T—r; r—  ^7'  4"    TT"   /  /(v) ;— fT ; r — 

•^  ^  ^         sm}^{v  —  u)  2irJ  -^  ^  '         sm^{v  4-  «) 


0  0 


•  2»  4-  1/  \  r  .  2»4-  1  /     .      > 

W ^"w ^ ^^  —  TT   i  /(jd :~T7 i \ 

^  ^         stn^(v  —  u)  2t:J  "^  ^  ^         sm^(v  4-  u) 


In  diesen  Gleichungen  lassen  wir  nun  n  unendlich  wachsen.  Ob  dabei 
S,t  und  2«  sich  bestimmten  endlichen  Grenzen  nähern  und  welches  diese  Grenzen 
gegebenenfalls  sind,  das  hängt  davon  ab,  was  aus  den  beiden  Integralen 

Z  IC 

.    2»4-l/  X  r  .    2^/4-1/     .      N 

sm  — j—  {v  —  u)  j  stn  — ^ —  (z;  4-  u) 


fiv)  ^T? ^; — ^2^     und      /  f(v) T—r-, ;: —  dv 

-^  ^  ^       stn^(v  —  u)  J  stn \{v  4-  u) 

0  0 

wird,  wenn  n  unendlich  wächst. 

Statt   mit    diesen    beiden  Integralen,    werden    wir    uns    zunächst    mit    dem 
Grenz werthe  eines  etwas  einfacheren  beschäftigen. 

a 

/• 
F{u)dUt  wenn  m  die  Reihe  der 

0 
positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufend  unendlich  wächst,  und  a  positiv  ist. 

Wir  theilen  den  Betrag  wa  in  ^  ganze  Vielfache  von  -  und  einen  Rest  p, 

der  kleiner  als  tz  ist,  so  dass  also 

^i:  4-  p 
niT.  =  ^7:  4-  p  ,       a  = , 

und  zerlegen  das  gegebene  Integral  in 

7:  2»!  3k 


m  m  tM 


/sinmu  ^.  ,   ,  r sinmu  ^,  .    ,  C sinnt u  _,  .    , 

—^  F{u)  du  -hj  —^  F{u)  du  4- j  —^  Fiu)  du-^,. 


///  ni 

M  .  tn      m 


/sinmu   ^,  ^    ,  C sinmu  ^,  ^    . 

—^  F{u)  du  +j  —^  Fiu)  du . 
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Jedes  dieser  Integrale  transformiren  wir  durch  eine  geeignete  Substituti 

in  dem  zwischen  den  Grenzen 

kr.  ^  ik  -^  \)t. 

—      und  ^ 

m  m 


genommenen  Integrale  setzen  wir 


u  -=■  V  -\- 


und  in  dem  letzten  Integrale 


kVs. 


m 


u  ==  V  -\ . 

m 


Hierdurch    erhalten    alle    transformirten  Integrale,    bis    auf -das    letzte, 


it 


gemeinsamen  Grenzen  0  und  — ;  sie  lassen  sich  daher  in  ein  Integral  verein 
und  es  entsteht 


M 


fdnE!tFiu)äu^f 


F{v) 


V 


F{v  +  I)       f{v 

1 


ait\ 


V  -\-  - 
m 


V 


2it 


1. 


f{v 


is-V)A 


m 


V 


m 


sinmvdv 


J  -^'i 


sin  mvdv  . 


2. 


Ersetzt  man  hier  mv  durch  ui,  so  erhält  man 


0  u 


üj4-2ir 


m 


o>  -h  TT 


-h 


) 


(O 


2:: 


.  .   .   db 


^/ü>ju_(£-j>y 


(U 


+  (<'-!)«  J 


sin  (o  disi 


J 


H"^)  . 


(i> 


qr. 


sin  to  daa  . 


Wir    nehmen    nun    zunächst    für   F{u)    den   einfachsten   Fall    an    und  sei/» 
7^(//)  =  1 ;    dann    entsteht    aus  2. ,    indem  wir  sogleich   zur  Grenze    für  /;/  = 
übergeben 


K 


///;/    /  I ^^    —    /^„i  /   I    _ 


1 


1 


1 


CO  -h  ~ 


u> 


2r 


u> 


'^^. 


■■) 


sifJ  tu  J 


sin  (0  dta  . 


Da  p  <  ::,   so  ist  die  unter  dem  letzten  Integralzeichen  stehende  Functi* 
innerhalb  des  ganzen  Intervalls  positiv,  und  daher  das  Integral  kleiner  als 


Wird  m  unendlich  gross,  so  wird  auch  ^  =  oo;  da  nun 


so  folgt,  dass  um  so  mehr 
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lim  I ; sii 


sin  «0  dtü  =  0 ,       ^  =  00  . 

Der  Grenzwerth  der  Function  unter  dem  ersten  Integralzeichen  rechts 

1  1 


(1 L_ 


(Ü 


(Ü 


-. .   .    .  I  ^// 

4-47:  ) 


sin  (1)  dio 


27:        CO  -f-  3- 

ist  für  alle  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  t:  liegenden  Werthe  von  co 
endlich.  Denn  fiir  co  =  0  ist  zwar  das  erste  Glied  der  eingeklammerten  Summe 
unendlich  gross,  das  Produkt  mit  dem  verschwindenden  sin  tu  ist  aber  =  1;  alle 
andern  Bestahdtheile  des  Produkts  verschwinden  mit  sinto.  Für  jeden  positiven 
VVerth  von  co  enthält  die  Reihe 

1  _       1  I 1 

(O  U>   -{-    TT  CÜ  -4-   277  CO  -f-   Stü 

Glieder,  welche  unbegrenzt  abnehmen;  daher  hat  die  Reihe  einen  endlichen 
Grenzwerth. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Grenzwerth  des  Integrales 


I  I  _  — 1 .  Asti 

J    \a>         (u  -f-  TU         u>  -f-  27w  J 


sin  u>  //co 


eine  endliche  bestimmte  Grösse  ist;  wird  dieselbe  mit  C  bezeichnet,  so  haben  wir 
schliesslich 


Csinmu 
hm  I  au  =  C . 

J       « 


Wir  werden  sehr  bald  Gelegenheit  finden  C  zu  bestimmen. 
6.    Wir  wenden  uns  nun  zur  Gleichung  2.  der  vorigen  Nummer  zurück  und 
setzen  voraus,  dass  F(u)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  a  endlich  bleibt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  in  dem  Grenzwerthe 


^/ü>4-y7t\ 


sin  (o  //uD 


der  Zähler  des  hinter  dem  Integralzeichen  stehenden  Bruches  endlich,  während 
der  Nenner  unendlich  gross  ist;  da  nun  auch  p  eine  endliche  Grösse,  nämlich 
<:  TT  ist,  so  folgt 

sm  o)  a<o  =  0  . 


u> 


qiz 


Daher  verbleibt 


Sin  m  u 
u 


F{ii)  du  =  ///// 


tü  (I)   -h   TT  U>   -+-   27w 


sin  (i>  dm . 


Die  Summe  S  der  eingeklammerten  Reihe  wollen  wir  zunächst  unter  der  Voraus- 
setzung bilden,  dass  F{ko)  innerhalb  des  Intervalles  0  und  a'  endlich  und  positiv 
ist  und  ununterbrochen  abnimmt.  Alsdann  enthält  die  Reihe  Glieder,  die  zur 
CJrenze  Null  abnehmen,  und  ist  daher  convergent.  Die  Summe  der  Reihe  liegt 
zwischen  den  Summen  der  ersten  2  k  und  der  ersten  2>&  -h  1  Glieder,  also  zwischen 

ScHLOHMiiXH,  Haodbuch  i\ct  Mathematik.     Ud.  U.  a<2, 


^2*+! 


6$S  Integrahechnimg. 

und 

(i>  CO  -h  it  *  *  *  CO  -f-  (2it  —  1)  IT  CO  H-  2^ir 

Wir   können  nun  k  unendlich  gross  voraussetzen,    doch  so,    dass  k  zu  m 
ein  unendlich  kleines  Verhältniss  hat;  alsdann  ist 

/im  Sv,  =   /-(O)  (^  -  ^^  +  ;;^^  -  ^^^  +  .  .)  , 

Da  nun  S  zwischen  S2k  und  S2k^i  enthalten  ist,  so  folgt 

S  =  F(0)  f- 1 ^-z ^  H-  .  .  .  V 

^  ^  \tü         co-f-itco-|-2ic         coH-3it  / 

Hieraus  ergiebt  sich 

a 

1.  um  f^ft^ /r(„) du=  C-  F(0)  . 

0 

Nimmt  F(u)  von  0  bis  a  ab,  ohne  dabei  immer  positrv  zu  bleiben,  so  ist 
/^(u)  —  F{a)  immer  positiv,  und  erfüllt  daher  die  Voraussetzungen,  für  welche 
die  Gleichung  1.  gilt     Folglich  ist 

0 

Da  nun 

^  ..     i  smftiu  —,.    ,  ^     «y  » 

2.  /im I  F{(i) äu  =  C'  F{a) , 

so  folgt 


0 


a 


lim  1  — —  F{u)  du  =  C'  F(0)  , 


so  dass  nun  diese  Gleichung  für  jede  von  0  bis  a  abnehmende  Function  gilt 

Nimmt  F(u)  von  0  bis  a  ununterbrochen  zu,  so  nimmt  F{a)  —  F(u)  ununter- 
brochen ab;  es  ist  daher 

Um  I  —^  \F{tC)  —  F{u)\  du  r=  C'  [F{p)  —  F{0)] . 

0 

In  Rücksicht  auf  2.  folgt  hieraus 


Csin  m  u 
lim  I  —^  F(u)  du  =  C'  F{0) . 


Wenn  F{u)  von  u  =  0  bis  u  =  a  abwechselnd  steigt  und  (allt,  so  kann  man 
immer  zwei  Curven  F^  {u)  und  F^  (u)  angeben,  von  denen  die  erste  innerhalb 
desselben  Intervalls  nur  steigt,  die  zweite  nur  fallt;  für  welche  /^^^  (0)  = /*, (0) 
=  F(p)',  und  dass  femer  für  jedes  zwischen  0  und  a  gelegene  u 


§  II.     Die  periodischen  Reihen  und  die  FouRiER'schen  Integrale.  659 

Steigt  nämlich  die  Curve  F  zwischen  «  =  ß  und  «  =  7,  so  nehme  man  in 
diesem  Intervalle  F^  beliebig  fallend,  und  bestimme  darnach  F^\  und  wenn  F 
zwischen  6  und  e  fällt,  so  nehme  man  F^  beliebig  steigend  und  bestimme  dar- 
nach 7^2 . 

Alsdann  ist 

a  a 

li^j±^  /•(«)  äu  =  limp^  .  ^'^")^^»(")  du 

0  0 

a  a 

0  0 

=  c '  fIo)  . 

Hiemach  gilt  1.  für  jede  Function  F^  die  zwischen  »  =  0  und  u  =  a  end- 
lich bleibt.     Aus 

a 


lim  I F(u) du  =  C>  F(0)     und 


0 
ß 


ÄVw  / F{u) du  =  C*  F{0) 

0 
folgt  sofort  durch  Subtraction 

ß 
3.  lifn  I F{u)  </«  =  0  , 

wobei  a  und  ß  zwei  beliebige  reale  Zahlen,  auch  von  verschiedenen  Zeichen,  sein 
können,  wie  man  leicht  erkennt;  wenn  nur  F{u)  innerhalb  der  Grenzen  endlich 
bleibt. 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  wird  man  F(u)  so  wählen,  dass  das 
Integral  direkt  ausgeführt  werden  kann.    Wir  setzen  F(u)  =  u  isinu  und  erhalten 


/stfiffiu  ^,  .    ,           Csinfnu  , 
— ; Fiu)  du  =  I  — : du  . 
SiflU          ^    ^                 J      StflB 


0  0 

Nun  ist  bekanntlich 

sifiC2ft  -H  1)<35         ,        «,      «  ,  ^  «      , 

— ^ — -. —  =1-4-  2(cos2a  4-  cosAa  -f-  cosGa  -h  .  .  -f-  cos2fta) . 

sma  ^  ' 

IT 

Setzen  wir  ffi  ungerade  voraus  und  nehmen  a  =  ^^  ,   so  entsteht 

IC 

TT 


/ 


stnmu  .  IC 

du  =  -^  , 

u  2 

0 

Da  nun  in  unserem  Falle  -^(0)  =  1,  so  folgt 

^  "-  2* 

Daher    ist    für    jede    innerhalb    der    Integrationsgrenzen    endlich    bleibende 
Function  F{u)  und  für  ein  positives  a 


l.nj''''-^  Fiu)  äu  =  l  FiO)  . 


^« 
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7.    Aus  dem  soeben  gewonnenen  Grenzwerthe  ergiebt  sich   nun   auch  < 
Grenzwerth  des  Integrales 


a 

sinmu 


-/{u)  du 

0 

durch  die  Substitution 


f 

J     stnu 

0 


F{u)  =  -^f(u) . 
^  ^         stnir  ^  ' 

Dieselbe  ist  zulässig,   sobald  /(//)   innerhalb   der  Grenzen  0   und   a   endli 

bleibt  und  a  kleiner  als  r  ist.     Man  erhält 

1.  /////  /  — . f{u)  au  =  :^/(0) ,       0  <  a  <  IT . 

0 

Liegen  a  und  ß  zwischen  0  und  r,  so  ist 

ß  ß  « 

fsinmu  Csinmu  Csintnu 

hm  I  -  -. — /(u)  du  =  /im  1  — -. /(u)  au  —  ///;/  1  — -. /(u)  du  . 

j     stnw^  ^  ^  J    stnu  ^  ^  ^  J    stnu  -'  ^  ^ 

a  0  0 

Daher  folgt 

ß 

„     Csinmu  ^,  .    , 

2.  hm  I  —. /(u)  du  =  0  . 

J    stnu  -^  ^  ^ 

a 

Diese  Ergebnisse  setzen  uns  in  den  Stand,  die  in  No.  4  abgebrochene  Unte 
suchung  zu  Ende  zu  führen.  Es  handelte  sich  dort  um  die  Grenzwerthe  d» 
beiden  Integrale 

Cr  ^sin^{^n-^\){v  —  u)  ^  ^        -  r^^  ^  sin\{^n-^\)(v-^u)  ^ 

J  stn^iv  —  //)  -^  ^       J  stn(v  -h  u) 

0  0 

Setzt  man  in  dem  ersten  7f  —  u  =  2w,  in  dem  zweiten  v  -h  u  =  2u',  t 
erhält  man 

Tt       «  ::       7/ 

C  sini^n -\- \)7it,^  ,    ,  ^         ^  r  sin(2n -{- l)w  ^^ 

71  U 

Unter  der  Voraussetzung  0  <  //  <  -  zerlegen  wir  weiter 

t:       u 
0  ^  ~¥ 

J    =2/     -    ^     .       -^f{:l7v^u)dw  -f-  2/       -^-^-     --    /(2a/-^  u)d7v. 
'*  J  stniü        -^  ^  '  J  Sinti'         -^  ^  ^ 


u 


Kür  das  zweite  Integral  ergiebt  sich  nach   1.  sofort 


r.      u 
'1  "   2 


/  sin  (2  /i  H-  1 )  7t/  ,    ,  ^  .    V 


Im  ersten   ersetzen  wir  7«'  durch  —  lu  und  erlialten 


u 


iWiii^n -\- V)w  .,  ,    ,  ,.     A7;/(2// -i-  l)7tv  .^ 

//■///  ;  .  fi-lw   1   //)  ^/7t'  --=  /////  /  .  —J{ft  —  27f/)  dw  =  i--/fj/' 

/  sin 7tv        •  ^  j  stniü         -^  ^  ^  2   /  V 
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Folglich  ist 

3.  /i  =  2it/(«)  . 

Wird  /(«)  fiir  einen  Werth  von  u  discontinuirlich,   so  ist,   wie  man  aus  den 

beiden  Bestandtheilen  von  J^  sofort  erkennt,  für  diesen  Werth  von  // 

/i   =  r\/{u^O)  +/(«-4-0)], 

wenn    man    mit  /(«  —  0)    und  /{u  -h  0)    die  Grenzwerthe    bezeichnet,    welche 

/{u  —  x)  und  f{u  -\-  x)   erreichen,   wenn  die-  positive   Zahl  x  zur  Grenze  Null 

abnimmt. 

Für  «  =  0  fallen  die  Grenzen  des  ersten  Theiles  von  J^  zusammen,  derselbe 

verschwindet  daher  und  es  bleibt 

J^   =  i:/(4-  0) ,     wenn     w  =  0  . 

Für  «  =  t:  fallen  die  Grenzen  des  zweiten  Theils  zusammen  und  es  wird  daher 

J^   =  "/(t:  —  0)  ,     wenn     «  =  :: . 

Das  Integral  J^  verschwindet  nach  2.,  sobald 

0  <  «  <  tt; 

ist  u  =  Of  so  ergiebt  sich 

A   =  ';/(+  0)  • 
Der  Fall  a  =  tt  bedarf  aber  noch  einer  besonderen  Untersuchung.    In  diesem 

Falle  ist 


IL 

__  ^fsm(2H 

J  SU 


A  =  2/  -''""    — —fi^w  —  tt)  dw  . 


Setzt  man  nun  w  =  t:  —  x,  so  erhält  man 


K 


/a  =  2  /  — ^ — : —/(r.  —  x)  dx  . 

•'^  J  stnx         -^  ^  ^ 


Daher  ist 


Sollte  /(u)  an  der  Stelle  w  =  it  discontinuirlich  sein,  so  hat  man,  wie  aus 
der  Herleitung  sofort  erkannt  wird,  für  /(r)  in  dieser  Gleichung  den  Grenzwerth 
/(::  —  0)  zu  nehmen. 

Führt  man  diese  Ergebnisse  in  No.  5,  7.  und  8.  ein,  so  erhält  man  schliess- 
lich die  beiden  Sätze*):     Die  periodische  unendliche  Reihe 

Aq  -+-  A^cosu  -h  A^cos^u  -f-  A^cos'6u  -\- 
in  welcher 


•     t    •     • 


r 


\  r  2  /• 

Aq  =  -   l/{v)dv  t       Ak  =  -  l/{v)coskv  dv  f 

0  0 

und  /(v)  eine  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  r  endliche 
Function  nst,  hat  für  jeden  Werth  von  u  von  0  bis  r.  einschliesslich 
beider  Grenzen  die  Summe /(w),  sobald /(//)  continuirlich  ist;  erleidet 
/(w)  Unterbrechungen  der  Continuität,  so  dass  für  einen  (oder  einige) 
Werthe    von  u  die   Grenzwerthe  /(u  —  0)    und  /(« -t- o)   von    einander 

•)  Lejeüne-Dirichlet,  Grelle,  Bd.  4,  pag.  94.    Schloemilch,  Compendium,  2.  Bd.,  2.  Aufl., 
pag.  123. 


662 


Integralrechnung. 


verschieden  sind,   so  ergiebt  für  diese  Werthe  von  u  die  Summe  der 
Reilie  das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Grenzwerthe. 
Die  periodische  unendliche  Reihe 

Bysinu  H-  B^sin^u  H-  B<^sinZu  -f-  .  .  . , 
in  welcher 

2  r 

Bk  =.  -  l/{v)sinkväv , 

0 

und /(z^)  eine  innerhalb  0  und  ir  endliche  Function  ist,  hat  für  jeden 
Werth  von  u  von  0  bis  ir,  ausschliesslich  beider  Grenzen,  den  Werth 
/(«),  sobald /(«)  continuirlich  ist;  an  Stellen,  wo /(«)  discontinuirlich 
wird,  ergiebt  sie  das  arithmetische  Mittel  aus /(« —  0)  undy"(«-|-0); 
für  die  Grenzen  «  =  0  und  u  =  tz  verschwindet  die  Reihe. 

Durchläuft  u  die  Werthe  von  ir  bis  2?:,  so  nimmt  die  Cosinusreihe  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  dieselben  Werthe,  die  Sinusreihe  die  entgegengesetzt  gleichen 
an,  wie  von  0  bis  ir;  innerhalb  der  Intervalle  für  u  von  27:  bis  4it,  4?:  bis 
6ir  u.  s.  w.,  sowie  —  6ir  bis  0,  —  4::  bis  —  2ir,  —  61:  bis  —  4it  u.  s.  w.  wieder- 
holen sich  ftir  beide  Reihen  die  Werthe  des  Intervalles  0  und  2ir. 

Ist  AB  die  Curve  y  =  /{x)  und  OD'  =  D'C^'  =  C^' D\  -{-...  =  E^'O 
=  F^' E^'  =  E^'F^'  =  ...==  IT,  so  fällt  die  Curve 

K  =  Aq  -\-  A^cosu  -^  A^cos^u  -{-  A^cos*du  -\-  .  , 

Y 


/ 


H 


Yi-, 


i; 


-\ 


\ 


\ 


\    ,    / 


/ 


/ 


0 


(M.534.) 


D' 


^' 


^/ 


innerhalb  der  Punkte  C  und  D  mit  der  Curve  AB  zusammen;  ihr  weiterer  Ver- 
lauf besteht  aus  den  Bögen  DC^y  C^D^,  ^iQ  •  •  •>  CE^,  E^F^^  F^E^  ..., 
von  denen  je  zwei  benachbarte  zu  der  gemeinsamen  Ordinate  symmetrisch 
liegen.     Die  Curve  (Fig.  535) 

y  =  ^j  sin  u  -h  B2 sin  2u  -\-  B^sinSu  -^  .  . 
fällt  innerhalb  der  Punkte  C  und  D  ebenfalls  mit  AB  zusammen,  hat  aber  in 
O  und  Z>'  zwei  isolirte  Punkte,  ebenso  \n  C\,  D\,  C\  .  .  sowie  in  ^'j,  F\  E'^  ... 
Die  zu  On\  n'C\,  C\P\  .  .  .  OE^,  F\F\  .  ..  gehörenden  Curvenbogen 
decken  sich  ohne  vorherige  Umwendung  und  liegen  abwechselnd  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Abscissenachse. 

S.  Ehe  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  wollen  wir  noch  in  Kürze  ent- 
scheiden, ob,  bez.  unter  welchen  Umständen  es  gestattet  ist,  aus  den  beiden 
Gleichungen 
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J 


3 


/ 


-)|^ 


Jß 


(M.586.) 

1.  /(«)  ^=  Aq  -\-  Ay^  cosu  -\-  A^cos2u  -H  .  .  . 

2.  /(u)  =  B^ sin u  -\-  B^sin2u  -^  ,  ,  . 

durch  Differentiation  beider  Seiten  neue  Gleichungen  abzuleiten. 

Die  Differentiation  der  Cosinusreihe  ergiebt 

/'(u)  =  —  A^sinu  —  2A^sm2u  —  SA^sinSu  .  .  . 

Soll  diese  Gleichung  gelten,  so  muss  /'(«)  in  eine  Sinusreihe  entwickelt 
werden  können;  es  muss  daher /'(«)  endlich  sein  von  0  bis  it  und  die  Cofficienten 
müssen  die  Werthe  haben 


3. 


2  / 

—  I  /'(v)smkväv  =  —  kAk* 


Durch  theilweise  Integration  erhält  man 

f/'  (v)  sin  kväv  =  /{v)  sin  kv  —  ^Jfi^)  cos  kv  dv  . 
Werden  die  Integrale  von  0  bis  ic  erstreckt,  so  folgt 

«  IC 

—  I /^{v)sinkväv  = j  f(^)  cos  kv  dv . 

0  0 

Es  ist  daher  in  der  That  die  Gleichung  3.  erfüllt.     Die  beiden  Seiten 

der    Gleichung    1.    dürfen    daher    differentiirt    werden,    sobald  /'(«) 

innerhalb  des  Intervalls  0  bis  ic  endlich  bleibt 

Aus  der  Sinusreihe  erhält  man 

/'(«)  =  B^cosu  -\-  2B^cos2u  -f-  BB^cosBu  H-  .  .  . 

Es  muss  daher /'(«)  in  einer  Cosinusreihe  entwickelbar  sein,  deren  erstes 
Glied  verschwindet.  Dazu  gehört,  dass  /(u)  von  0  bis  n  endlich  bleibt,  dass  das 
Integral,  welches  das  erste  Glied  der  Reihe  ergiebt. 


IC 


du. 


verschwindet,  und  dass 


2  / 

-  jf{u)coskudu  =  kBk^ 


Aus  der  Bedingung 
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\j'f'{u)du^  ^[/W-/(0)]  =  0 


0 

ergiebt  sich  /(tt)  =  /(O) . 

Das  die  übrigen  Coefficienten  bestimmende  Integral  ergiebt  durch  theilweis 
Integration 

//'  («)  cosJku  du  =  /(//)  cos  ku  -\-  kj/{u)  sin  ku  du  ^ 
mithin  ist 

IC 

I  \f  (u)  COS  kudu  =  ^  [/(r)  cos  kr.  —  /(O)]  -h  k  Bk  . 

0 

Die  beiden  Seiten  der  Sinnsreihe  darf  man  also  nur  dann  diffe 
rentiiren,  wenn/'(«)  innerhalb  der  Grenzen  0  und  ir  endlich  ist,  un( 
wenn/(iT)  = /(O)  =  0. 

9.    Entwicklung  einiger  Functionen  in  periodischen  Reihen. 

A.    Durch  die  Sinusreihe  kann  eine  constante  Grösse  dargestellt  werden. 

Setzt  man  /(x)  =  1 ,  so  erhält  man 

0,  wenn  k  gerade. 


2  r                       2      1 
Bji:  =  —  I  sinkvdv  =  —  •  i =  <  4 


—  cos  kr: 

~     ^,     „     ungerade. 


0 

und  daher 

IT  sin  3  X        sin  5  x        sin  7  x 

—    =  SmX    -\-    ;z —    -I- 


3         '         5 
0  <  a:  <  IT. 

Für  X  =  -^  erhält  man  hieraus  die  LEiBNiTz'sche  Reihe 

r    _  1111^ 

B.    Für  die  Entwickkmg  von  /(x)  =■■  x  nach  der  Cosinusreihe  ergiebt  siel 


^0 = ^y^^^^' = 2 ' 


0 

7C 


2  /*  2   f^'  s/n  A\x        cos  k  x'\ 

A,  =    ^jxcoskxdx  =  -  |-  -^—  4-     -^p-J  , 

0  0 

^      -  ,  I  0 ,     wenn  k  gerade, 

2      1  —  cos  kr.         I  ^ 


=  \    4 
k^  I  w/2  '     "     '^^  ^ingerade; 


""  =    ^i 


4  f  cos3  X        cos  bx        cosl  x  \ 


Hierfür  kann  man  setzen 

cos  3  X        cos  5  X        cos  7  .v 


^(^H  = 


cos  X 


32       ^       yj        ^        72 
0  <  jc  <  7: . 
An  den  Grenzen  der  Gültigkeit,   für  .v  =  0  und  x  =  r.   erhält  man  gleirl 


massig 


ir2  ^  1  1  1 

=   1   -I- 


8  "  32         52  ^    72 
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Setzt  man  f{x)  =  jc  in  die  Sinusreihe  ein,  so  entsteht 

„         2  /'    .    ,     ,          2  r      xcoskx       sinkxX 
B,  =  -Jxsmkxäx  =  -y ^—  +  ^— J  , 

Daher  hat  man 

1  sm2x        sinSx        sinAx        sinbx 

2  ^  =  stnx  2        «        3  4        '        5  •  •  • 

Ersetzt  man  hier  x  durch  —  x,  so  wechseln  beide  Seiten  der  Gleichung 
das  Vorzeichen;  die  Gleichung  gilt  also  ebensoweit  fiir  negative  x,  wie  fiir  posi- 
tive, und  man  hat  daher  ftir  dieselbe  die  Gültigkeitsgrenzen 

Wir  bemerken,  dass  dieselben  Gültigkeitsgrenzen  der  Sinusreihe  für  jede 
Function  von  x  bestehen,  die  für  ;i;  =  0  verschwindet  und  mit  x  das  Vorzeichen 
wechselt. 

C.  Setzt  man  in  der  Cosinusreihe  f{x)  =  cos^x^  wobei  [jl  keine  ganze  Zahl 
bezeichnen  mag,  so  ist 

-  ,  _         sin  air 

-  I  cos^xdx  = 


'.  =  '4 


0 


2  r  1  r 

Ak  =  —  1  cos  [L  xcoskx  (ix  =  —  I  [^os  (k  -\-  [t.)x  -^  cos{k  —  fx)  x]  dx , 


0  0 


1  \^5in{k-^^x  sin{k  —  v)x\  lu-   1     ^     \i'Sin\LTs. 

:rLc         k  -\-  ]L                   k  —  H-J  t.     k^  —  Ii*' 
Daher  ergiebt  sich 

it      cos^x           1  cosx              cos2x  cosSx 


0    <    ^    <    IT. 

D.    Um  /(x)  =  sm[Lx  in  eine  Sinusreihe  zu  entwickeln,  hat  man 


:: 


2  r  1  /' 

Ba-  =  -  j  sin  [IX  sinkxdx  =  —  I  [cos  {k  -\-  \i)x  —  cos{k  —  [jl)  x]  dx , 


0  0 


1  {^  sin{k -{- \i.)  X       sin{k  —  \^x'\  i\i.    1     ^      ksiniii: 

Mithin  ist 

-     sin  fi  X  sin  x  2  sin  2x  3  sin  Sx  5  sin  5  x 

'2  '  sin  jxir  "^  P"^^  ~  2»  —  ji^  "^  3»  —  [jl«  ""  5«  —  ii»  "^  '  *  * 

Macht  man  in  C  und  D  die  Substitutionen  x=0,  x  =  iz  und  ^=.^r,  so  entsteht 

7:  1  1  1  1  1 


2fjL     sin  [LT.  ~"  2|i»  ^  P  —  fjL»        2»  —  fJL«   ^    3«  —  11» 

2|x2  "  2fi'^''^^"    —  i2_  jj,2  -^  2^  — H-^  "^  35»  — [JL«  "^  •  •  • 

r  1  1 ^ ^  __5 7 ^ 


4       r^^iflTC  12  —  11»  32  —  (1»    ^    52—  [Jl2  7»  —  II 2 

die  für  jeden  Werth  von  ji  gelten, 
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E.    Für  die  Function  xsinx  hat  man 

K  n  % 

j  xsinx coskxdx  =  \j  xsin{k  -+-  \)xdx  —  \j  xsin{k —  l)xdx  ^ 


0  0 

IC  K 


/•.,..     ^     ,          r — xcos(k'±.\)x       sinik -^i  l) x'X  . 

xsm{k  ±  \)xdx  =  [ Tkl-  ^       \k  =fa  1)«  J  '        ^^ 


1 


0 

1t 

xsinxcoskxdx  =  ( —  l)*-«-i  ,^ ^ 


0 
Auf  den  Fall  k  =^  \  ist  diese  Formel  nicht  anwendbar;  man  findet  hier  dir« 

11  R 

/  X  sin  X  cos  xdx  =  —  jx  sin  2xdx  = . 

0  0 

Fügt  man  hierzu  noch 

IC 

jx  sin  xdx  =  n , 

0 

so  gewinnt  man  die  Entwicklung 

1       .  1        cos  X        cos2x        cosBx       cos4x 

^xstnx  =2"+-  -4        fTy  -^  irr  ■"  "3T5"  -*-  •  • 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  ändern  sich  nicht,  wenn  x  das  Vorzeich« 
wechselt;  daher  gilt  diese  Entwicklung  zwischen  den  Grenzen 

—  IT  <  a;  <  TC . 

Dieselben  Gültigkeitsgrenzen  Rir  die  Cosinusreihe  treten  für  jede  Functic 
ein,  die  für  entgegengesetzt  gleiche  x  gleiche  Werthe  hat. 

F.    Bekanntlich  ist  (§  5,  No.  9) 

/*  ev-^ 

Xe^^cos  kxdx  =  —3 Tg  (ji  cos  kx  -h  k  sin  kx)  -h  C, 

je\^^sin  kxdx  =  — ^ j^  (jjl  sin  kx  —  k  cos  kx)  -h  C , 

Daher  hat  man 


y 

0 

IC 


ef-*  cos  kxdx   =  g        Tg  {e'^^  cos  ki: —  1) 


e-\^^cos  kxdx  = 2 Tj  {e-v-^cos  kv.  —  1)  , 


0 


/•  k 

\e>^^  sin  kxdx   =       —^ lä  (^  — e^'^cosktC)^ 


0 
it 

k 


\e-^^ sin  kxdx  =        -s 0  (1  —  e-^'^cos  kn)  , 

J  |x^  -h  ir^  ^  ' 


0 


Mit  Hülfe  dieser  Integrale  erhält  man  leicht  die  beiden  Entwicklungen 
TZ      ^jx^ -f- ^-jx^  1  COS  X  cos2x  cosSx 


2|1       ^»x«_^-|XK  2|Jl8  l»-hfl*  2*-h[JL«  32  H-    JJ.2 

IT     ^»*^  —  ^-»*^  j/«jc  2  sin  2  X  3sindx 


2     ^KK  _  ^ix«  —  la  _^.  ^8         2»  -+-  [1*  ^  3^  -^  fi*         •   '  • 
10.    Es  ist  nicht  nöthig,  dass  die  Function  /{x\  welche  in  eine  Cosinus-  Ix 
Sinusreihe  verwandelt  wird,  innerhalb  des  ganzen  Intervalles  0  und  ic  nach  dei 
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selben  Gesetze  gebildet  sei;  man  kann  vielmehr  die  Curve  CD  (Fig.  534)  aus 
einzelnen  Stücken  zusammensetzen,  deren  jedes  einer  andern  Gleichung  ent- 
spricht.    Gilt 

von    0    bis  x<^  die  Function /j  (jc)  , 

%%      «^j      i>     «^3      i>         >i        »      y  8  x**/ » 


SO   hat  man  jedes  bei  der  Berechnung  der  Coefficienten  AqA^A^  ,  .  B^B^  ,  . 
vorkommende  von  0  bis  ir  erstreckte  Integral  in  folgender  Weise  zu  zerlegen 

\f{po)  cos  kxdx  = //i  (•^)  cos  kxdx  -+- J/j {pc)  cos  kxdx 

00  X. 


X^  IC 


jfz{x)coskxdx  -h  .  .  -\-  jfr(x)  cos  kxdx. 

Xg  Xr— 1 

und  die  einzelnen  Theilintegrale  zu  berechnen. 

Um  hierflir  ein  einfaches  Beispiel  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  es  soll 
für  JC  =  0  bis  x  =  \t^  eine  beliebige,  endlich  bleibende  Function  <p(^)  und  von 
^TT  bis  IT  die  Function  9(1:—  ^)  gelten;  für  j:  =  ^it  ergeben  beide  Functionen 
den  gemeinsamen  Werth  9(^1:),  so  dass  an  der  Uebergangsstelle  keine  Unter- 
brechung der  Continuität  eintritt.    Für  die  Entwicklung  in  eine  Sinusreihe  hat  man 


1  « 


Bk=       \f^{x)  sin  kxdx  -t-  /<p(t:  —  x)sinkxdx  . 


0  IC 


Substituirt  man  im  zweiten  Integrale  1:  —  Jc  =  5,  so  erhält  man 

yV(i^  —  x)sinkxdx  =  f^(^sink{T:  —  E)ö?E  =  —  coskr.  j^{Z)sinkidi . 


K  0 


Da  bei  bestimmten  Integralen  auf  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabein 
nichts  ankommt,  so  kann  man  hier  5  wieder  durch  x  ersetzen,  und  erhält 

Bjk  =  0 ,    wenn  k  gerade. 


IC 

¥ 


4  r 

=  —  j  ^{x)  sin  kxdx ,     wenn  k  ungerade. 


Daher  hat  man  die  Entwicklung 

f^(x)  =  B^sinx  -h  B^sinSx  -f-  B^^sinbx  H- 


n 
¥ 


=  -j^ix)si9 


wobei  Bk  ='  -   l^ix)  sin  kxdx , 


und  ji'  auf  den  Spielraum  von  0  bis  Jr  angewiesen  ist. 
Setzt  man  f^{x)  =  Xy  so  erhält  man 


^.*^i  =  -jxs,n{ik  +  i)xdx  =  -  [-  —^^-  +  -(^JirT)^J 


-  1;  ■  •"*    (2*  +  1)»  • 
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Daher  hat  man  in  Uebereinstimmimg  mit  No.  9,  B 

IT  smSx        sinbx        sinlx 

— .  ^  =  stnx  p       I       ^^1  —^       h  .  .  .  , 

0  <  ^  <  2  • 

11.  Nimmt  man  femer  von  0  bis  ^r  die  Function  <p(:c)  =  x^  von  ^t:  bis  z 
aber  ^(jc)  =  0,  so  hat  die  Curve  CD  an  der  Stelle  :c  =  ^r  eine  Unterbrechung 
der  Continuität,  es  ist  nämlich 

"pd-oj^T-    ;p(2  +  o)  =  o. 

Entwickelt  man  für  diese  Function  die  Cosinusreihe,  so  erhält  man,  da  die 
von  ^t:  bis  IT  erstreckten  Theile  der  Coefficientenintegrale  wegen  ^{x)  =  0  ver- 
schwinden 

n 

1 

\    r  ^2 

Aq  =  -Jx^dx=  24» 

0  , 

T,  r:  "K 

?  ar  ^  i 

^       ^               r  «        ,      ,          fx^sinkxl        2    /*     .    ,      , 
-  .  ^^  =       Ix^coskxdx  =    ^v —-7  Ixsmkxäx , 


IC 


[jc^  5/>r>&^       2a:  r^j  >^jc       2  sin  kx'\ 

0 

— ^-Tj —  sin  -^  ,    wenn  /i  ungerade  , 

y^^os  ^- ,     wenn  at  gerade  . 

Daher  hat  man  die  von  0  bis  ^t:  gültige  Reihe 

-        IT  /  ::  ^£?^3^       cosbx       coslx  \ 

■*    =  2  ll2  -^  "'"*■  -  -3~  -^      5 7      +  •  •  J 

4  /  cos^x       cosbx       cosl X  \ 

(r^j2ji:       ^^x4.r       rd7j6^       cos^x  \ 

"22-  —  —42     ^—^2  82~  -^  •  •  •  j  • 

Setzen  wir  zur  Prüfung  dieser  Entwicklung  auf  der  rechten  Seite  jv  =  ^7:,  so 
muss  sich  das  arithmetische  Mittel  aus  9(4-  —  0)  und  9(^7:  -h  0),  d.  i.  ^-r^  ergeben. 
Wir  erhalten,   da  die  Cosinus  aller  ungeraden  Vielfachen  von  ^-  verschwinden, 


2"4 


M         J^        JL        J_  \ 

\^2  -*-  42  "^  62  -^  8»  "^  •  7  * 


Die  eingeklammerte  Reihe  ist  der  vierte  Theil  von 

1         i  1         i 

1  -+"  22  "^  32  "*"  42  -^-  •  •  • 

Bezeichnet  man  diese  Summe  mit  5,  so  hat  man 

^  _  /  J[         1  1  \         (1_        1         ^  \ 

'^  —  M  "^  32  "^  52  "*"  7*2  ~^"  •  •  I  "^  I22  "^  42  "^  (^2  "^  *  */ 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  J  it^  ^No.  9,  B);   der   zweite  ist  {S\ 
daher  hat  man 

folglich  ist 
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6    " 

=  1 

1 

1 
3« 

■4- 

1 
4« 

-+- 

1 
5« 

Mithin 

ergiebt 

sich 

in 

der  That 

24  "^  ^  V2«  "^  4»  "*■  P  "^  •  7        24  "^  12  ""    8  ' 

12.    Durch  eine  einfache  Substitution  kann  man  aus  den  Reihen 

1.  /{x)  =  Aq  -h  A^cosx  H-  A^cos^x  -h  .  .  . 

2.  f{x)  =  B^sinx  -h  B^sin^x  4-  B^smSx  -f-  .  .  . 

neue  periodische  Reihen  ableiten,  deren  Gültigkeit  nicht  auf  das  Gebiet  0  bis  it  . 
beschränkt  ist. 

Macht  man  in  einer  für  0  <.  x  <.  a  endlichen  Function  ^{x)  die  Substitution 

ay 


X  = 


so  erhält  man 


? 


(¥)■ 


und  diese  Function  von  y  ist  endlich  von  y  =  0  bis  ^  =:  tt.    Man  kann  sie  daher 
nach  1.  und  2.  entwickeln  und  erhält 

3.  f  1  —  \  =  Aq  -h  A^  cosy  -H  A^  cos^y  -f-  .  .  .  , 

(ay\ 

4.  9I — I  =  B^siny  -t-  B^sin^y  -4-  B^sinSy  -+-..., 

0  <  y  <  TZ. 
Die  Coefficienten  haben  hier  die  Werthe 


5. 


-lß(^h 


sinkydy , 


0 
Substituirt  man  nun  in  3.,  4.  und  5.  wieder  x  ftir  ^,  so  erhält  man  die  Reihen 

^    »  .  .  tZX  £iTZX  .  üT^X 

G.  <p(.t)  =  ^q  h-  ^j  cos  —  -h  A^cos h  A^cos h  .  .  .  , 


fl  *         a  "         a 

a 


0  -<  X  <  a  f       Aq  =^  —  j(f(x)äx,       Ajic  =  —  lf^{x)cos dx\ 

0                                      0 
7 .  <p  (jc)  =  -ö j  5/«  —  -h  -Ö2  stn h  ^j  f /« h  .  .  .  , 


0 

13  Ist  F{x)  eine  beliebige,  von  ;c  =  0  bis  x  ^=  a  endliche  Function,  so 
theilt  die  Function  F{x)  -h  F{ — x)  diese  Eigenschaft  und  nimmt  dir  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe  von  x  gleiche  Werthe  an;  da  die  letztere  Eigenschaft 
auch  der  Cosinusreihe  G.  zukommt,  so  gilt  ftlr  diese  Function  die  Reihe  6.  auch 
noch  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  a.     Für  die  Coefficienten  (vtvdftl  'sivcXv 
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0  a 

^0  =  \JA^y^  +  -^JF{~x)dx. 


0 
n 


Ak  ^=  —  I  F{x)cos ax  -\ — i  I  F{ —  x)cos dx  . 

•/  •/ 

0  0 

Ersetzt  man  in  den  F{—  x)  enthaltenden  Integralen  x  durch  —  x,  so  erhält 
jedes  die  Grenzen  0  und  —  ir  und  lässt  sich  mit  dem  vorhergehenden  vereinigen; 
es  entsteht 

a  a 

Aq  =  -  lF(x)äx,       ^*  =  ^  I F(x) cos -^ dx  . 
Für  diese  Werthe  der  Coefficienten  ist  also  ! 

! 

1.  F{x)  H-  F{ — X)  =  Aq  -^  A^cos h  A^cos H-  .  .  . 

—  ö  <  .^  <  ö . 
Die  Function  F{x)  —  F{ —  x)  verschwindet  für  jc  =  0  und  wechselt  mit  x 

das  Zeichen.  Entwickelt  man  sie  daher  nach  No.  12, 7,  so  gilt  die  Reihe  von  —  ff  bß 
-f-  a.     Für  die  Coefficienten  ergiebt  sich 

a  a  a 

Bk  ■=  —  \  F{x)sin dx / F{ —  x)  sin dx  =  —  j  F{x)sin dx . 

%/  %J  •' 

0  0  — Ä 

Bei  diesen  Werthen  der  Coefficienten  ist 

2.  F{x)  —  /^( — X)  =  B^sm h  B^sinx h  B^sin -h  .  . 

—  a  <,  X  <i  a . 
Nimmt  man  die   halbe  Summe   der  Gleichungen  8.   und  9.,   so   erhält  man 

schliesslich 

F{x)  =  y4o   4-  A^cos —  4-  A^cos -h  A^cos h  .  . 

3 

^      .    ITA:                 .    "Inx          _,      .    Ztzx 
-\-  B<  stn  —  -+--09  stn H-  Bn  sin h   .  . 

—  a  <,  X  <i  a  f 
wobei  die  Coefficienten  die  Werthe  haben 

an  a 

— a  —a  — a 

Da  man  flir  a  beliebig  grosse  Werthe  nehmen  kann,  so  folgt,  dass  jede 
Function  innerhalb  eines  beliebig  grossen  (Gebiets  durch  eine  periodische  Cosinus- 
Sinus-Reihe  von  der  Form  3.  dargestellt  werden  kann,  wenn  sie  nur  innerhalb 
dieses  Gebietes  endlich  bleibt. 

Soll  eine  gegebene  Function  /{x)  für  alle  zwischen  —  a  und  a  liegenden 
Werthe  der  Variabein  durch  die  Reihe  3.  dargestellt  werden,  so  ist  nur  eine 
solche  Darstellung  möglich;  wenn  dagegen  die  Forderung  gestellt  wird,  dass  die 
Reihe  3.  nur  für  die  zwischen  ^  und  c  enthaltenen  Werthe  der  Variabein  mit 
/{x)  übereinstimmen  soll,  wobei  —  a  <i  b  <.  c  <,  üy  so  kann  man  unzählig  \ieic 
Entwicklungen  angeben;  denn  man  kann  dann  für  die  nicht  zwischen  b  und  ( 
enthaltenen    Werthe    der   Variabein,    die    bei    b    und  c   abgebrochene  Function 
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/{x)  diirch  beliebige  endlich  bleibende  Functionen  /^  {x)  und  /^  {x)  fortsetzen 
(vergl.  No.  10). 

14.  Die  in  No.  12  entwickelten  Reihen  gestatten  eine  werth volle  Anwendung 
auf  das  Problem  der  Umkehrung  der  Functionen*). 

Dieses  Problem  besteht  darin,  y  aus  der  Gleichung  ^  =  ^(^)  als  Function 
von  Xf  oder  allgemeiner  irgend  eine  Function  F(j)  als  Function  von  x  auszudrücken. 

Da  F{y)  eine  Function  von  x  ist,  so  lässt  sich  F{y)  innerhalb  gewisser 
Grenzen  durch  eine  Cosinusreihe  ausdriicken 

1-  ^\y)  =  Aq  ■+-  A^cos h  A^cos h  A^cos h  .  .  . 

0  <  ^  <  a. 
Die  Coefficienten  sind 

a  a 

Ao  =  -jF(j)dx ,       Ak  =  -jF{y)cos  -^  dx . 

0  0 

Durch  theilweise  Integration  folgt  hieraus  zunächst 


Ao=\  [^^w]  -^j^J^'iyidy, 


»  y. 


y\ 


^  yo 

wenn  .r  =  0  und  a  die  Werthe  y  ^y^  und  y^  entsprechen;  hieraus  folgt  weiter 

>i  yi 

2.        A^  =  F{y^)--j<f(y)F'{y)dy,    A,  =  -  j-^  j  F' {y)sin -^  <f{y)  dy . 

yo  yo 

Betreffs  der  Integrationsgrenzen  ist  hier  Folgendes  zu  bemerken.    Die  nach  x 

genommenen  Coefficientenintegrale  waren  von  0  bis  zu  der  positiven  Zahl  a 
erstreckt,  und  es  war  dabei  vorausgesetzt,  dass  x  von  0  bis  a  stetig  wachse. 
Will  man  nun  x  durch  y  ersetzen,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

0  =  f^(y) 
aufzulösen;  eine  reale  Wurzel  ß  dieser  Gleichung  ist  dann  die  der  Grenze  jc  =  0 
entsprechende  Grenze  fiir  j'.  Im  Allgemeinen  wechselt  f^iji)  das  Zeichen,  wenn^ 
durch  den  Werth  ß  hindurchgeht;  damit  nun  x  von  0  bis  zu  der  noch  unbe- 
stimmten oberen  Integralgrenze  wachse,  muss  man^  vom  Werthe  j'  =  ß  zunehmen 
oder  abnehmen  lassen,  je  nachdem  f^{y)  von  <p(ß)  =  0  aus  mit  y  zugleich  wächst 
oder  nicht,  und  darf  die  Integration  nach  y  nicht  weiter  ausdehnen,  als  bis  zu 
einem  solchen  Werthe  von  _y,  für  welchen  das  Wachsthum  von  f^{y)  in  eine  Ab- 
nahme tibergeht,  d.  i.  bis  zu  dem  Werthe  ^  =  ßj ,  welchem  das  dem  Werthe  ß 
der  Variabein  y  zunächst  liegende  Maximum  der  Function  ff{y)  zugehört.  Somit 
ist  also  die  obere  Grenze  a  der  Reihe  1.  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  a  darf 
nicht  grösser  sein,  als  ^(ßi). 

Ist  nun  b  eine  zwischen  ß  und  ß|   liegende  Zahl,  so  hat  man  in  den  obigen 
Formeln  öt,  y^y  y^^  durch  ^{b),  ß,  b  zu  ersetzen  und  gewinnt  mithin 

0  <  ^  <  <p(^) . 
*)  ScHLütHMiLCii,  Compendium  2.  Bd.  2.  Aufl.    pag.    152. 
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b  6 

Zu  jeder  realen  Wurzel  ß  der  Gleichung 

90)  =  0 
erhält   man    hiernach    eine   besondere    Umkehrungsreihe;    die  Gtiltigkeitsgebiete 
dieser  Reihen  in  Bezug  auf  ^'  schliessen  einander  aus. 

Für   die  Grenzbestimmungen    wollen    vm    ein  Beispiel  geben.     Wir  wählen 
hierzu  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

X  =  ye-y 
y  durch  x  auszudrücken.     Die  Function  ye-y  verschwindet  für  ^  =  0  und  für 
_y  =  00. 

Zur  Bestimmung  der  eminenten  Werthe  ist  die  Gleichung  aufzulösen 

e-y  —  ye-y  =  0. 
Sie    liefert  j  ==  1;    das  zugehörige  Maximum   von  x  ist   1  :  r.     Man  kann 
daher  eine  Umkehrung  für  das  Gebiet  ^  =  0  bis  ^  =  1,  und  eine  zweite  för 
^  =  00  bis  ^y  =  1  entwickeln. 
Für  die  erste  erhält  man 

y  =L  A^  '\-  A^cosizex  -h  A^cos2izex  -h  .  .  . 

0  <  jc  <   -, 
1  1 


=  \^ejye-ydy,       A,  =  -  ;^/ 


Aq=  1  ^  e  j  ye-ydy ,       ^^  ==  —  —  I  stn{kr.eye-y)  dy  . 

0  0 

Für  die  zweite  Umkehrung  ist  ß  =  00;  um  die  Gültigkeit  möglichst  weit  n 

erstrecken,  wollen  wir  ^  =   1  nehmen.     Dann  haben  wir 

Y  =  Aq  -{-  A^cosr.ex  -h  A2eos'2T:ex  4-   .  •   . 

0  <  .r  < 


00  00 


'I  ye-ydy,      Ak  =    ,     Isinikr^eye-y)  dy . 


Aq  =  l  -^  e 

1  0 

Die   Integrale    zur  Bestimmung    der   Coefficienten   können    hier   wie  in  den 

meisten  Anwendungen   der  Umkehrungsreihen   nur   durch  unendliche  Reihen  be- 
rechnet werden. 

Man  kann  auch  mit  Hülfe  der  Sinusreihe  das  Umkehrungsproblem  lösen; 
die  Entwicklung  bietet  keine  neuen  Schwierigkeiten;  wir  sehen  daher  davon  ab. 
sie  hier  mitzutheilen. 

15.  Die  für  jede  zwischen  x  =  —  a  und  -h  a  endliche  Function  f-,x\ 
gültige  Gleichung 

"TZX  2tzx  O'TZX 

/*(x)  =  An  -h  A.  cos     ■  -h  A^  cos h  A^cos H-  .  .  . 

4-  B.  stn  —    4-  B^,sin      h  li.sin     -h  .  .  . 

j  ^         a  ^  a  '^  a 

'^«  =  2^ä/^'W'/A     A,  =  \^F{t)cos''fjt,     Ih  =  \\l'\t)  sin  ^-^  Jt, 
kann  man  auch  in  der  Form  schreiben 
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00 


— a  "         — a 

«  00  « 


=  i/^w^^-^  21'^/^w^^^  t(^-")^^- 


^         -a 


Da   die    unter  dem  Summenzeichen  stehende  Function  für  entgegengesetzt 

gleiche  k  gleiche  Werthe  hat,  so  hat  man 

00  -1 

1  -00 

man  kann  die  Summe  daher  nach  dem  Schema  zerlegen 

00  00  — 1 

1  1  -00 

Da   femer    die   Function   für   /i  =  0   in  F{i)dt  übergeht,    so    erhält   man 
schliesslich  die  Zuzammenfassung 


00 


2-  ^(*)  =  2^  2*  l/^^')'"^*  "a  ('  -  *>  '^^  • 


— Ä 


Ist  a  eine  sehr  grosse  Zahl,  so  werden  die  mit  Cosinus  multiplicirten  Glieder 
der  Reihe  1.  nahezu  constant,  während  die  Glieder  des  zweiten  Theils  wegen 
der  Sinus  gegen  den  ersten  Theil  unbeträchtlich  klein  werden.  Da  nun  die 
Reihe  nach  wie  vor  die  Function  F(x)  ausdrückt,  so  folgt,  dass  die  Anzahl  der 
Glieder,  durch  die  man  eine  hinlängliche  Annäherung  erzielt,  im  Verhältniss  zu 
a  sehr  gross  sein  muss.  Lässt  man  in  2.  die  Zahl  a  unendlich  wachsen,  so  hat 
man  daher  daran  festzuhalten,  dass  die  äussersten  Grenzen  für  k  zu  dem  unend- 
lichen a  ein  unendlich  grosses  Verhältniss  haben. 

Ist  a  unendlich,  so  ist  ir :  ^  unendlich  klein.  Bezeichnet  man  k-R'.a  durch  u^ 
so  wächst  u  nach  der  über  k  soeben  gemachten  Bemerkung  von  —  00  bis  -f-  oO| 
die  Grösse  tc  :  a  ist  ein  verschwindend  kleiner  Theil  von  //  und  kann  mit  ^u 
bezeichnet  werden. 

Damit  geht  aus  2.  hervor 


00 


^w  =  ^  2"  [/^W"""''  ('  -  *)  *"]  ^^  • 


-«»  -00 


Aus  dem  Begriffe  des  bestimmten  Integrals  folgt,  dass  man  hierfür  setzen  kann 


00      eo 


3.  F{x)  =  ö^  /     f^(/)  cosu  (/  —  x)  du  dt . 


— 00  — 00 


Hierbei  gilt  die  von  den  periodischen  Reihen  her  bekannte  Beschränkung, 
dass  F{x)  innerhalb  des  ganzen  realen  Gebiets  nicht  unendlich  gross  werden  darf; 
ferner,  dass  das  Doppelintegral 


eo      00 


=  Ä// 


/  =  irzi     I  P^)<^o^  u{t-x)  dt  du 


— 00  — 00 


für  solche  Werthe  von  x,  für  welche  F{x  —  0)  von  F{x  -\-  0)  verschieden  sind, 
das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Grenzwerthe  ergiebt. 

Snnommni,  Handlmcb  dv  M»ümamt\k,    Bd.  XL  4^^ 


r7V-*-  -^'^ 
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Wie  bekannt,  ist  es  nicht  nöthig,  dass  die  Function  F{x)  innerhalb  des 
ganzen  Intervalls  von  —  cx>  bis  00  immer  dasselbe  Gezetz  befolgt;  es  steht  viel- 
mehr vollkommen  frei,  die  Curve 

y  =  J'ipc) 

aus  ganz  beliebig  gewählten  Theilen  verschiedener  Curven  zusammenzusetzen; 
dabei  kann  man  nach  Willkür  die  einzelnen  Theile  continuirlich  zusammenhängen 
lassen,  oder  an  den  Uebergangsstellen  Discontinuitäten  anordnen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  es,  die  Function  von  —  00  bis  zu  einer  be- 
liebigen Grenze  x  =  b  constant  =  0  zu  nehmen,  von  b  bis  ß  mit  einer  gegebenen 
Function  F{x)  zusammenfallen  zu  lassen,  ,und  von  :c  =  p  bis  jc  =  00  wieder  con- 
stant =  0  vorauszusetzen.  Das  nach  /  genommene  Integral  in  3.  verschwindet 
alsdann  fiir  die  beiden  Intervalle  —  00  bis  ^  und  ß  bis  00,  und  es  bleibt 


F{x)  =  ^f  JF{t)cosu{t-'X)dudt, 


4. 

^  <  :c  <  ß. 

An  den  Grenzen  b  und  ß  gilt  4.  nicht  mehr;  es  ist  vielmehr,  da  hier  die 
dargestellte  Function  discontinuirlich  ist. 


00 


^  f  \F{i)co5u{t  '-b)dudt  ^  \ F{b) , 


2 

—00  6 
00 


l^j JF{f)cosu{t-^)äudt  =  \F($)  . 


2 

Für  jedes  x^  das  kleiner  als  b  oder  grösser  als  ß  ist,  hat  man 

00  ß 


//^ 


F{t)cosu(t  —  x)dudt  =  0. 

Die  FouRiER'schen  Doppelintegrale*)  3.  und  4.  gewähren  das  hohe  Interesse, 
dass  sie  willkürliche  endlich  bleibende  Functionen  von  x  darstellen;  und  zwar 
3.  innerhalb  des  ganzen  realen  Gebiets,  4.  innerhalb  eines  beliebig  gewählten, 
während  ausserhalb  desselben  das  Integral  verschwindet. 

16.  Dieselben  Betrachtungen,  die  wir  im  vorigen  Abschnitte  auf  die  Cosinus- 
Sinus-Reihe  angewendet  haben,  sind  auch  fiir  die  Cosinusreihe  und  fiir  die  Sinus- 
reihe verwendbar;  leichter  gelangen  wir  zu  denselben  Ergebnissen,  wenn  wir  das 
Integral  No.  15,  3  zum  Ausgangspunkte  nehmen.  Wir  transformiren  dasselbe 
zunächst  in 


00  00  00 


1.  F{x)  =  ^  jdu  \c0sxu  I F{/)cosutd/  -^  sinux  j F{t) smu^ä/\  . 


— 00  — 00  — 00 


♦)  FoURUiR,  Theorie  anal^tvc^ue  de  la  chalcur.    Paris  1822. 


Wir  wollen  nun  fiir  F{x)  innerhalb  der  Grenzen  0  bis  00  eine  willkürliche 
Function  nehmen,  für  negative  x  aber  die  Function  so  fortsetzen,  dass 
F(-x)  =  F{x). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist 
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0  00  0  00 

JF{t)sinutdt  =  —  jF{t)  sinutdt,    ^F[f)co5utdt  =  jF{t)cosutdt 

—00  0   .  —00  0 

und  daher 

00  00  eo 

jF{t)sinutdt  =  0,     jF{t)  cos  utdt  ==  ljF{t)cosuidt . 
— 00  — 00  0 

Demnach  ist  schliesslich 

00  00 


F{x)  =  :^  /    \F{t)cosxu 


cosutdudt  f      0  <  jc  <  cx> . 


Da  das  Produkt  cosxu  cosut  unverändert  bleibt,  wenn  u  das  Zeichen  wechselt, 

so  kann  man  hierfür  noch  einfacher  setzen 

00  00 


F(pc)  =  —  1  /  F(t)  cosxu  cos  utdu  dt 


2. 

0  0 

0  <  :r  <  cx>  . 

Wählt  man  hier  wieder  die  Function  gleich  Null   von  ^  ==  0  bis  ^  =  ^, 

willkürlich  von  b  bis  ß,  und  gleich  Null  von  p  bis  cx>,  so  erhält  man 

00  ß 


=  \lh' 


2  F(^)  =  —  /  \F{f)cosxucosutdudt , 

0  b 

0  <  ^  <  ^  <  ß. 
Für  die  Grenzen  ist 

00  f)  00  ß 


-  \\p{f)  cosbu  cosut  du  dt  =  ^  F{b) ,       -  \  \  F{t)  cos^u  cos  utdu  dt  =  \F($) ; 


0  ^  0  ^ 

ist  0  <  ^  <  ^,      oder  b  <,  Xf      so  ist 


/7' 

•  J  J 


F{t)cosxucosutddu  =^  0. 
0  6 
17.    Nimmt  man  F{x)  willkürlich  für  das  Gebiet  0  bis  00,  setzt  aber  die 

Function  für  negative  x  so  fort,  dass  F{ — x)  =:  —  ^{^)t  so  hat  man 
0  00  0  00 

fF{t)cosutdt  =  —jF{t)cosutdt,     jF(t)sinutdt  =^  JF{t)sinutdt , 
—00  0  —00  0 

und  daher 

JF{t)cosutdt  =  0,        JF{t)sinutdt  =  2  jF{t)sinutdt , 

— 00  — eo  0 

Die  Gleichung  No.  16,  1.  ergiebt  daher 

00  00 


^(*)  =  \f  j^^*)" 


sinxu  sinutdudt  f      0  <,  x  <.  00  . 

0 
Da  das  Produkt  sinxusinut  für  entgegengesetzt   gleiche  u  gleiche  Werthe 

hat,  so  hat  man  einfacher 

00  00 


1. 

0  0 


F{x)  =  -  /  iFit)  sinxusinut  du  dt, 


0  <  Jt  < 
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Hierbei   gelten   für  den  Fall,    dass  F{x)  Discontinuitäten  hat,    die  b€ 
wiederholt  gemachten  Bemerkungen. 

Nimmt  man  F{x)  =  0  von  jc  =  0  bis  jc  =  ^,  willkürlich  von  b  bis  ß, 

Null  von  p  bis  00,  so  erhält  man 

00  ß 


2. 


F{x)  =  —  /  \  F{t)sinxusinutdudtf 


0   6 

0  <  ^  <  j:  <  ß. 

Femer  ist 

ooß 

00p 

I  r /V(/) sinbu sinutdudt  =  \ F{b),      ^  / /^W sin^usinutdu di  =  \Fi^ 


0  ^  0  ^ 

und  für    0  <  ^  <  ^    oder  p  <  jc 


ß 


F{t)  sin  XU  sinut  dtdu'=iO. 
0  h 

18.    Die  FouRiER'schen  Doppelintegrale  sind  eine  sehr  ergiebige  Quelle 

Berechnung  von  einfachen  bestimmten  Integralen.    Ist  man  im  Stande,   bei  ( 

Doppelintegralen  in  No.  15,  16  und  17  die  Integrale  auszuführen 

jF{t)  cos  u{t  ^  x)  dt ,     jF{t)cosutdt,     jF{t)  sinut  dt, 
so  hat  man  dann  ohne  Weiteres  den  Werth  der  Doppelintegrale  selbst 
A.    Nimmt  man  in  No.  16,  3.  ^  =  0,  und  F{x)  ==  1,  so  erhält  man 


eo 


*cosxusin^u  ,  ^        ^ 

^    du  =  -^,      0<^<p, 


J  u  "         2 

0 

eo 

Ccosxusin^u 


du  =^  Q,       ß  <  ^. 


u 

0 

B.    Setzt  man  in  No.  16,  3.  ^  =  0,  und  F{x)  =  x  und  bemerkt,  dass 

ß 

ß        cosu^  —  1 


r  ,  Vtsinut        cosuf\         ^sinu 

j.cosutdt  =  \-^  ^.  _^J  ^  P__ 


0 


~       u       '~^'~1^        ' 

so  erhält  man 

eo  00 

2ß  Ccosxu  sin^u  4  Ccosxusin^  \^u 

7:  j  u  izj  </* 

0  0 

Setzt  man  für  das   erste  Integral   den  soeben  gefundenen  Werth  und 
tauscht  noch  ß  mit  2ß,  so  erhält  man  schliesslich 


00 


/cosxusin^^u  ,  it  ,  ^         . 
ii-^^«=   4(2ß-^) 

0 

0  <  ^  <  2ß. 

C.    Durch  theilweise  Itvte^iatioiv  findet  man 


§11.    Die  periodischen  Reihen  und  die  FouRiER'schen  Integrale.  677 


eo 


fe-^ cos  utdt  =        [^— ^^  -»-  i"  A~' ^^*«  "'^^ ' 
0  0  0 

o*  00  ÖO 

le-^sinu^ät  =i —  1 le^^  cos  utdt. 

0  0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

eo  00 

/r-^  COS  Utdt  =  -T—^ — r,        le-^stnutdt  =  :r~. — «  • 
1  -h  ««  '      J  1  -H  «* 

0  0 

Daher  gewinnt  man  aus  No.  16,  2  und  No.  17,  2  die  Integrale 

eo 

/cos  XU       ,  IT 


0 
eo 


/u  sin  XU    ,  IT 

1 — ; — •  du  =  jr  e-'  ,        X  >  0, 
1  -h  1^*  2         ' 


u 
Ersetzt  man  hier  u  durch  —   und  x  durch  ax  so  erhält  man  die  Integrale 


/ 


cos  XU      ^  7: 

-TT — ^du  =  5-^-«*  ,       a  >  0,      JP  >  0, 
a'  -h  »*  2a  == 


0 


ustnxu    ,  IC  ^  ^ 

-5j--- ^du  =    o^-",       a  >  0,       jc  >  0 

a'  -h  «'  2 


Bemerkung.  Die  auf  pag.  673  gegebene  Herleitung  des  Resultates  8.  stimmt  im  Wesent^ 
liehen  mit  Fourier's  Deduction  Uberein;  sie  gestattet  aber  einige  Zweifel  und  bedarf  daher  einer 
genaueren  Untersuchung,  bezüglich  deren  wir  auf  ScHLOEMn.CH's  »Compendium  der  höheren 
Analysis«,  Bd.  II,  verweisen. 


IL  Theil.      Functionen  einer  complexen  Variabein. 

§  12.    Algebraische  Functionen  einer  complexen  Vcuriabeln. 

1.  Durch  Vereinigung  einer  realen  Zahl  a  mit  einer  imaginären  bi  entsteht 
die  complexe  Zahl  a  -+-  bi. 

Alle  zu  dem  realen  Bestandtheile  a  gehörigen  complexen  Zahlen  werden 
erhalten,  wenn  b  die  reale  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  -h  «>  durchläuft;  hieraus 
entstehen  weiter  alle  complexen  Zahlen  überhaupt,  wenn  a  die  ganze  reale 
Zahlenreihe  durchläuft.  Bezeichnet  oo  die  Menge  der  realen  2^hlen,  so  ist  die 
der  complexen  oo^.  Zur  geometrischen  Darstellung  bedürfen  daher  die  complexen 
Zahlen  eines  Gebietes  zweier  Dimensionen,  einer  Fläche.  Wählt  man  hierzu  die 
Ebene,  so  hat  man  sich  zunächst  darüber  schlüssig  zu  machen,  wie  die  positive 
und  negative  imaginäre  Einheit  darzustellen  sind,  und  wie  man  den  geometrischen 
BegriiT  der  Summe*)  auf  die  Summe  einer  realen  und  imaginären  Zahl  auszu- 
dehnen hat. 

Die  imaginäre  Einheit  /  wird  man  als  eine  Strecke  darstellen  von  derselben 
Länge,  wie  die  reale  Einheit,  nur  von  anderer  Richtung.  Beachtet  man  nun,  dass 
1 .  /  =  / ,  /  .  /  =  —  1 ,  dass  also  die  negative  reale  Einheit  aus  der  positiven 
imaginären  durch  dieselbe  arithmetische  Operation  hervorgeht,  wie  die  positive 
imaginäre  aus  der  positiven  realen,  und  dass  bei  einer  geschickt  gewählten  geo- 
metrischen Darstellung  gleichen  arithmetischen  Operationen  auch  in  bestimmter 
Hinsicht  gleiche  geometrische  entsprechen  müssen,  so  entsteht  nun  die  Forderung, 
die  Richtung  der  imaginären  Einlieit  so  zu  wählen,  dass  der  Winkel  zwischen  -h  1 
und  -h  /  gleich  dem  Winkel  zwischen  ■+■  i  und  —  1  ist,  also  so,  dass  sie  mit 
der  positiven  realen  Einheit  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Die  positive  imaginäre  Zahl  bi  wird  durch  die  Strecke  OQ  dargestellt,  die 
der  Strecke  b  gleich  und  mit  der  imaginären  Einheit  öy  gleichgerichtet  ist;  femer 
die  negative  imaginäre  Zahl  —  bi  durch  eine  Strecke,  die  der  Strecke  bi  ent- 
gegengesetzt gleich  ist.  Die  Gerade  OX  (Fig.  536)  wird  als  die  reale,  ÖFals 
die  imaginäre  Achse  bezeichnet. 

2.  Den  geometrischen  Begriff  der  Summe  dehnen  wir  auf  reale  und 
imaginäre  Summanden  aus,  und  bezeichnen  mit  der  Summe  a  -{-  bi  die  Strecke 
OBf  welche  erhalten  wird,  wenn  man  OA  gleich  und  gleichgerichtet  mit  a,  und 


*)  Um  zwei  (reale)  Zahlen  zu  addiren,  die  durch  die  vom  Nullpunkte  O  ausgehenden  (auf 
der  realen  Achse  enthaltenen)  Strecken  OA  und  O /^  dargestellt  sind,  construire  man  die  Strecke 
AL\  welche  der  Richtung  und  Länge  nach  mit  OB  tibereinstimmt;  alsdann  ist 

OA  +   OB  ^   OC, 

Diese  Definition  umfasst  zunächst  die  Addition  realer  positiver  und  negativer  Zahlen.    La55l 
man  die  eingeklammerten  Beschränkungen  weg,  so  wird  sie  für  das  ganze  complexe  Zahlengebid 
verwendbar. 
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AB  gleich  und  gleichgerichtet  mit  bi  macht.    Demnach  sind  die  Strecken  0A^^, 
OA3,  OA^,  0A^  der  Reihe  nach  die  Repräsentanten  der  complexen  Zahlen 

5  +.  3«,      —  5  +  3«,      —  5  —  3(,      5  —  3/, 
lind  die  Punkte  A^,  A^,  A^,  A,  werden  als  die  Zahlpunkte  ±  5  ±  3;  bezeichnet. 
Ist  f  die  Projection  von  /"  auf 
OX  und  ist  Ol'  =  x,  F'P  =  y, 
so  ist  P  der  Zahlpunkt 
X  ->r  yi. 
Femer  ist 

op=  r  =  y*»  +  j-»  , 

wobei  wir  die  Wurzel  positiv  rech- 
nen wollen;  wird  XOP  mit  f  be- 
zeichnet, so  ist 


X  -^  iy  ^=  r  {cos  y  4-  /  sin  y)  . 
Die  Grössen  r  und  cp  werden 
als  Modul  und  Amplitude  der 
complexen  Zahl  x-\-iy  bezeichnet 
Die  complexen  Zahlen 
cos^  +  iiin^ , 
deren  Modul  gleich  der  Einheit  '"■'^' 

ist,  bezeichnet  man  als  complexe  Einheiten;  die  Einheitspunkte  liegen  auf 
einem  Kreise,  der  um  den  Nullpunkt  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  be- 
schrieben ist.  Zahlen  a  +  ih,  fUr  welche  a  und  b  dasselbe  Verhältniss  haben, 
besitzen  dieselbe  Amplitude  oder  um  it  verschiedene  Amplituden;  sie  hegen  daher 
auf  derselben  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden. 

3.  Die  geometrischen  Definitionen  der  Summe  und  Differenz  übertragen  wir 
nun  auch  auf  complexe  Zahlen.    Ist  ^Ä  gleich 

OQ  und  gleichgerichtet,  so  setzen  wir 

OR  =  OP  +  OQ; 
und   ist   PS  gleich    OQ,    aber  von   entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  ist 

OS  =  0P~  OQ. 

Werden   durch   die    Punkte  P  und  Q   die 

Zahlen  a  +  bi,  c  +  di  repräsentirt,  so  ist  daher 

{a  +  bi)  +  (^  +  di)  =  {ö  +  ,)  +  (i  +  d)i. 

(a  +  bt)  -{f  +  di)  =  ia-c)  +  ib~d)i., 

4.  Dem  Principe  der  Continuitat  der  Rechen-  | 
regeln  folgend,  wird  das  Produkt  complexer  {U.ssi.) 
Zahlen  durch  die  Gleichung  definirt 
{a  ■+-  bi)  •  {c  +  di)  =  ac  -\-bc-i-\-  ad-i+  bd-i-i=a<:  —.  bd  +  {bc 

Ist     a  -\-  bi  =  r{cos<f  +  i sinif) ,       c  -\-  di  =  fiicffSfi  -h  isinf^), 
so  ist  der  Modul  R  des  Produkts 


aJ)i 


R  =  -^{ac  —  bd)^ 


-ibc 


ad)^ 


-  b'd*  +b*c^  +  a''d^ 


Für  die  Amplitude  O  des  Produkts  hat  man 


68o 
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.-          ac  -^  bd        a      c  b      d  .   .  . 

sin<J>  =  5 —  =  —  . [--.  —  =  sm((p  H-  ©t)  - 


Daher   folgt: 

y        n 


Complexe  Zahlen  werden  multiplicirt,  indem  man 
ihre  Moduln  multiplicirt  und  die  Amplituden 
addirt.     Ist  in  complexen  Zahlen 

OR  =  OF'  OQ, 
und  ist  femer  OE  =  1,  so  besteht  zwischen  den  vier 
Strecken  OE,  OF,  OQ  und  OR  die  Proportion 

OE\OQ  ^  0F\  0R\ 
femer  ist  EOR  =  EOF^EOQ,  also  POR  =  EOQ. 
Daher  sind  die  Dreiecke  EOQ  und  JPOR  gleich- 
sinnig ähnlich. 

Für  den  Quotienten  zweier  complexen  Zahlen 

folgt  durch  Umkehrung  der  Multiplication 

Insbesondere  ist 

-  =  -  [cos{--  (p)  -h  / j//i(—  9)]  =  -  (r<7J  ff  —  isini). 

5.    Haben  die  complexen  Zahlen  r^,  ij.>,  53,  .  .  Zu  die  Moduln  r^,  r^,  r j  . .  r« 
und  die  Amplituden  ^j,  (pj,  93  .  .  9;,,  so  ist  nach  3. 

«1  «2^8  •  •  ^«  =  ^1  ^2  ''a  •  •  '•«  [<^^^(Ti  -+-  ?2  -^-  •  •  -^  T«)  -+-  '*^^«(Ti  ■+-  9« 
Ist  insbesondere  jJj  =  «j  =  *3  =  •  •  =2,,,  so  ergiebt  sich 

1  1 


1. 


?.)]. 


Aus 


^  =  -  [^^^(—  t)  -+-  /J'*^(—  ?)] 


folgt 


Daher  gilt  die  Regel:  Eine  complexe  Zahl  wird  mit  einem  ganz- 
zahligen Exponenten  potenzirt,  indem  man  den  Modul  potenzirt  und 
die  Amplitude  mit  dem  Exponenten  multiplicirt. 

Die  Aufgabe:  Die  //te  Wurzel  einer  complexen  Zahl  z  =  r{cos^  -+-  isin^) 
zu  bestimmen,  ist  nun  sofort  gelöst;  die  //  verschiedenen  Lösungen  sind 

y'r .  [cos  (-^  +i^-^)-h  i sin  ( J  +  >&  -^)]  .       -i  =  0,  1,  2  .  .  («  _  l)  . 
Insbesondere  sind  die  complexen  //ten  Wurzeln  der  positiven  realen  Einheit 


2::         .    .       Sir 
£^.  =  cosk  —  -h  t  sin  k  — 


0,  1,  2  .  .  («—  1). 


n  n 

Die  comi)lexen  «ten  Wurzeln  von  z  können  dargestellt  werden,  indem  man 
die  Wurzel 


Vr 


(  ^  •       •        ?\ 

{cos—  -h  / sin  —  I , 


?  < 


mit  den  complexen  //ten  Wurzeln  der  Einheit  der  Reihe  nach  multiplicirt.  Femer 
folgt  noch,  dass  die  oben  gegebene  Regel  filr  die  Potenz  einer  complexen  Zahl 
auch  fiir  gebrochene  Exponenten  gilt. 

Ein  irrationaler  Exponent  /  ist  Grenzwerth  einer  Reihe  von  rationalen  Z^len 


Q^li    «2»    *3 


und  man  hat 


V 
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/  =  a«  -+-  p«, 
wobei  p«  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  n  unendlich  wächst. 

Wendet  man  die  Regel  z^-^p  =  s«  .  ^p  auch  auf  ein  irrationales  p  an,  so  ist 

zP  =  r"« {cos  a„rf  -\-  i sin  a«^)  •  jsP«  . 
Geht  man  zur  Grenze  «  =  oo  über,  so  verschwindet  p«;  da  nun 

/im  z9»  =  1 ,       /im  a«  =  /  , 
so  folgt 

z^  =  rP{cospf^  4-  isinpf^). 

Die  Regel  für  die  Potenz  einer  complexen  Zahl  gilt  also  auch  für 
irrationale  Exponenten.  Die  Ausdehnung  des  Begriffes  Potenz  auf  complexe 
Exponenten  wird  erst  im  Verlaufe  späterer  Betrachtimgen  gewonnen  werden. 

6.  Das  bisher  Mitgetheilte  gestattet  uns,  den  Begriff  einer  algebraischen 
Function  einer  complexen  Variabein  zu  bilden.  Unter  einer  ganzen 
rationalen  algebraischen  Function  «ten  Grades  der  complexen  Variabein  z 
versteht  man  die  Grösse 

s  =  a^z**  -h  dTi^z:«-!  -1^  a^z^-'^  4-  .  .  -h  an-\z  -f-  a„, 
wobei  a^f  a^f  a^  ,  .  ,  a^  gegebene  reale  oder  complexe  Zahlen  sind.  Unter 
einer  algebraischen  Function  von  z  im  weitesten  Sinne  versteht  man  eine 
Grösse  j,  deren  Zusammenhang  mit  z  durch  das  Verschwinden  einer  in  Bezug 
auf  s  und  z  ganzen  und  rationalen  Function  hergestellt  wird.  Eine 
algebraische  Function  wird  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  definirt 

(p(j,  z)  «  ^oi«  4-  ^iJ"-!  -h  ^j5«-2  4-  .  .  4-  An-\s  4-  ^«  =  0, 
wo  Aq^  A^  .  .  A„  ganze  rationale  Functionen  der  Variabein  z  sind.     Man  sieht 
hieraus  sofort:     Ist  s  eine  algebraische  Function  von  z,   so  ist  auch  z 
eine  algebraische  Function  von  s, 

7.  Ist  die  Gleichung 

(p(5,  z)  =^  0 
in  Bezug  auf  s  vom  Grade  /i,  so  gehören  zu  jedem  Werthe  von  z  n  im 
Allgemeinen  von  einander  verschiedene  Werthe  von  s. 

Dieser  algebraische  Fundamentalsatz  wird  in  den  Elementen  der  Algebra 
gewöhnlich  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  Coefficienten  Aq, 
A^  .  .  An  reale  Zahlen  sind;  da  wir  ihn  im  Folgenden  ganz  allgemein  zu  ver- 
wenden haben,  so  mag  ein  von  der  genannten  Beschränkung  befreiter  Beweis 
hier  statt  haben. 

Man  denke  sich  für  z  in  die  Function  9(5,  z)  einen  gegeljenen  Werth  a  -\-  bi 
eingesetzt.     Setzt  man  nun  für  s  einen  veränderlichen  Werth 

J  =  6  4-  TJ/, 
so  erhält  man 

<p  (x)  =  J/  4-  Ni ; 
hierbei  sind  M  und  N  Functionen  von  6  und  t).  Das  Quadrat  des  Modul  von  9(5), 
M^  4-  N^t  kann  nicht  negativ  werden,  muss  also  für  einen  oder  mehr  als  einen 
Werth  von  s  einen  Minimalwerth  erhalten,  der  Null  oder  positiv  ist;  die  diesem 
Minimalwerthe  zugehörigen  Werthe  von  M,  Ny  \  und  t)  seien  M^y  N^y  Eq,  tjq. 
Es  sei  nun  p  eine  Wurzel  einer  Einheit,  und  cd  eine  reale  Zahl;  man  ersetze  in 
9(j)  die  Zahl  s  durch  60  -+-  iy\Q  4-  pw  und  erhalte  dadurch 

?(Eo  -+•  '^0  -+"  p<ü)  =  P  4-  Qi, 
Dieser  Ausdruck  ist  in  Bezug  auf  pco  eine  ganze  Function  «ten  Grades;  er 
enthält  in  jedem  Falle  das  Glied  p*a)«;  ob  auch  die  Glieder  mit  pco,  9^<o*^  ^^o^^  .  . 


\ 
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p«-io)«-i  vollzählig  vorhanden  sind,  hängt  von  besonderen  Umständen  ab;  es 
können  im  gegebenen  Falle  sehr  wohl  einige  davon,  —  oder  auch  alle  — 
fehlen.  Gesetzt  nun,  es  sei  p^ü>*  die  niedrigste  Potenz  von  p<o,  welche  in  dieser 
Entwicklung  vorkommt,  so  erhält  man  für  p  (Eq  -H  tjo'  "*"  9^)  ^i^^^  Ausdruck 
von  der  Form 

Den  Anfang   macht  Af^  -\-  N^i,    da  9  (s)   nach    der  Voraussetzung  diesen 
Werth  annimmt,  wenn  man  cd  =  0  setzt. 

Wir  setzen  nun  zunächst  p*  =  e,   wobei  wir  unter  e  eine  reale  Einheit  ver- 
stehen wollen,  und  dann  p^  =  e/.     Diese  Substitutionen  liefern  die  Resultate 

Mq  4-  tMkfo^  -h  .  .  .  -h  /(-^o  "+-  e-^*«>*  -h  .  .  .) , 
bez.  Mq  —  eA^a>*  -+-...-+-  /(-^o  ~^  e3/fra>*  -H  .  .  .) , 

wobei  die  nur  angedeuteten  Glieder  Potenzen  von  od  enthalten,  deren  Exponenten 
grösser  als  k  sind.  Die  Quadrate  der  Moduln  dieser  beiden  complexen  Grössen 
sind,  nach  Potenzen  von  «o  geordnet. 

Mo^  -+-  A^o*  -h  2e(J/o^*  "^  A^o^*)»*  +  •  •  • 
bez.  Mq^  -h  N^  -h  2e(Ao^^*  —  ^o^*)«>*  -+-••• 

Man  wähle  nun  e  in  jeder  der  beiden  Entwicklungen  so,  dass  die  mit  •* 
multiplicirten  Glieder  negativ  ausfallen.    Angenommen,  die  beiden  Binome 

M^Mk  -H  N^Nk  und  N^Mk  -  M^Nk 
wären  von  Null  verschieden,  so  könnte  man  die  reale  Zahl  co  immer  so  klein 
wählen,  dass  die  Polynome 

2e(J/oiWi  4-  A^o^*)  ">*-+-••  •  ""^  2e(A^o^*  —  ^^0^*)  o>*  -H  •  •  • 
dieselben  Vorzeichen  haben,  wie  ihre  ersten  Glieder 

2 e(J/o  ^k  -H  Ao  ^k)  w*     bez.     2 e(A^o ^^  —  3/o ^k)  co* , 
also  negativ  sind.     Dies  widerspricht  aber  der  Voraussetzung,  dass 

der    kleinstmögliche    Werth    des    Quadrats    des    Modul    von    <p(j)    ist.      Folglich 
können  Mq  Mk  -h  N^  Nk  und  M^  Nk  —  A^o  -^^  nicht  von  Null  verschieden  sein.  Aus 

M^Mk  -H  N^Nk  =  0,       M^Nk  -  N^Mk  =  0 
folgt 

{M^Mk  +  A-«  Ai)2  -H  (^0^^-  -  ^0^*)'  =  (^^0'  -+-  ^0')  •  (^^*^  -:-  ^*')  =  ^^• 
Da  nun   nach  der  Voraussetzung  Mk'^  -\-  Nk^    von  Null  verschieden  ist,  so 

folgt  schliesslich 

M^  4-  Ao^  ==  0. 
Es    giebt   daher  wenigstens  einen   Werth   von  j,    für   welchen  der 

Modul  von  9(5),  d.  i.  cp(j)  selbst  verschwindet. 
Sei  (Tj   eine  Wurzel  der  Gleichung 

«pW  =  0 ; 
bildet  man  die  Identität 

=  A^(s»  —  jj«)  -+-  A^is»-"^  —  7i«-i)  -h  .  .  -t-  A„-x{s  —  (jj), 
so   erkennt  man,   dass  9(5)   durch   die  Differenz  s  —  (Tj    ohne  Rest   theilbar  ist; 
man  hat  daher 

(p(^)  ^  (5  —  CT,)  (i?o^"-^  -H  ^1  ^"-'^  -^  ^2^"'^  -h  .  .  4-  ^«-1)  , 
worin  Bq,  -^1,  .  .  Ä-i  aus  A^y  A^,  .  .  ^„  und  (jj  zusammengesetzt  sind.   Jede 
ganze  Function  wten  Grades  von  s  lässt  sich  also  in  das  Produkt  einer  Hnearen 
Function  und  einer  ganzen  Function  (;/  —  l)ten  Grades  zerfallen.     Zerfallt  man 
unter  Anwendung  dieses  Satzes  die  ganze  Function 


s:=5N 
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n.  s.  f.,  so  erhält  man:    Jede  ganze  algebraische  Function  «ten  Grades 
einer  Variabein  ist  das  Produkt  von  n  linearen  Functionen. 

Der  soeben  gegebene  Satz  ist  von  dem  folgenden  nicht  verschieden:  Jede 
Gleichung  «ten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  n  Wurzeln,  von 
denen  mehrere  zusammenfallen  können. 

Aus  der  Zeriegung  der  Function  «ten  Grades  ^(j)  in  n  lineare  Faktoren 
erkennt  man  zugleich,  dass  die  Gleichung  ^(j)  =  0  nicht  mehr  als  n  reale 
oder  complexen  Wurzeln  haben  kann. 

Wenn  eine  Gleichung  «ten  Grades  nur  reale  Coefficienten  hat  und  eine 
complexe  Wurzel  zulässt,  so  hat  sie  bekanntlich  auch  die  conjugirt  complexe 
Wurzel.  Dieser  Satz  gilt  für  Gleichungen  mit  complexen  Coefficienten  nicht. 
Man  tibersieht  dies  sofort,  wenn  man  in  der  Gleichung  «ten  Grades 

{s  —  a){s  —  b)  .  .  .  .  (j  —  «)  =  0 
für  die  n  Grössen  a,  b,  c  ,  ,  n  beliebig  gewählte  reale  oder  complexe  Zahlen 
setzt;  denn  man  erhält  dann  eine  Gleichung  «ten  Grades  für  s,  deren  complexe 
W^urzeln  in  keiner  Weise  von  einander  abhängig  sind. 

8.  Wir  schliessen  hieran  eine  Bemerkung  über  die  Zerlegung  einer  echt 
gebrochenen  Function  in  Partialbrüche. 

In  §  3,  No.  2  ist  die  Zerlegung  einer  echt  gebrochenen  realen  Function 
gezeigt  worden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Nenner  keine  mehrfachen 
Faktoren  hat.     Das  dort  gewonnene  Resultat 

M  _        -^1         ^        ^2        ^  ^        ^n  ,  »  (b) 

lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  complexer  Functionen  ^(x)  und  (f{x)  aus- 
dehnen. Dasselbe  gilt  von  der  Zerlegungsmethode  §  3,  No.  3,  für  den  Fall,  dass 
^(x)  mehrfache  Faktoren  hat 

Die  in  §  3,  No.  4  gegebene  Methode  für  den  Fall  mehrfacher  complexer 
Wurzeln  hat  bei  complexen  Functionen  ^{x)  und  fp{x)  keine  Anwendung;  es 
bewendet  hier  bei  der  in  No.  3  gegebenen  Zerlegung. 

9.  Alle  weiteren  Functionen,  die  wir  betrachten,  werden  in  bestimmter 
Weise  aus  algebraischen  Functionen  abgeleitet  Einige  auf  Functionen  einer 
complexen  Variabein  bezügliche  Sätze,  die  wir  nun  mittheilen  wollen,  gelten  für 
alle  diese  Functionen  unabhängig  von  ihrer  besonderen  Natur. 

10.  Bevor  wir  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  muss  noch  eine  andere  wichtige 
Frage  erledigt  werden. 

Die  geomelrische  Darstellung  einer  realen  Function /(jp)  einer  realen  Variabein 
X  erfolgt,,  indem  man  x  als  Abscisse  und  /{x)  als  Ordinate  am  einfachsten  in 
einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysteme  betrachtet;  die  Curve  y  =  /(x)  giebt 
dann  ein  anschauliches,  viele  Untersuchungen  wesentlich  erleichterndes  Bild  des 
Functionsverlaufs.  Eine  dem  entsprechende  Darstellung  complexer  Functionen 
einer  complexen  Variabein  ist  offenbar  nicht  möglich;  denn  die  complexe 
Variable  ist  nicht  auf  einer  Geraden,  sondern  nur  auf  einem  Gebiete  zweier 
Dimensionen  darstellbar,  und  eine  Function  derselben  ist  im  Allgemeinen  wieder 
complex  (nur  für  einzelne  Werthe  real  oder  rein  imaginär),  also  wieder  von  zwei 
Dimensionen.  Um  den  Zusammenhang  einer  complexen  Function  mit  der 
Variabein  anschaulich  zu  machen,  hat  man  folgenden  Weg  eingeschlagen. 

Man  verwendet  zwei  Ebenen,  eine  Variabeinebene  und  eine  Functions- 
ebene.      Die    Punkte    der    ersteren    stellen    die    Werthe    der  Variabein    datV 


1 

I 
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durchläuft  die  Variable  z  eine  Reihe  von  complexen  Werthen,  so  durcUanft 
der  zugehörige  Punkt  der  Variabeinebene,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  auch 
mit  z  bezeichnen  wollen,  eine  gewisse  Curve.  Zu  jedem  Werthe  der  Variabein  s 
gehört  ein  oder  gehören  einige  bestimmte  Werthe  der  Function  w  =/*(«).  Den 
Zahlpunkt  w,  bez.  die  Gruppe  von  Zahlpunkten  w  suche  man  nun  auf  der 
Functionsebene  auf;  man  erhält  so  einen  Functionspunkt,  oder  eine  Gruppe  von 
Functionspunkten,  die  wir  als  dem  variabeln  Punkte  z  entsprechend  bezeichnen. 
Bewegt  sich  nun  z  auf  der  Variabeinebene,  so  bewegen  sich  die  entsprechenden 
Functionspunkte  auf  der  Functionsebene;  während  aber  die  Bewegung  von  i 
ganz  willkürlich  ist,  hängen  die  Wege  der  Functionspunkte  von  den  Wegen  von  i 
und  dem  Functionszusammenhange  ^(z)  ab. 

Die  Punkte  der  Variabeinebene  und  die  Punkte  der  Functionsebene  stehen 
somit  in  einer  geometrischen  Verwandtschaft. 

Aus  rein  geometrischem  Interesse  haben  wir  einen  einfachen  Fall  punkt- 
verwandter Kbenen  schon  kennen  gelernt,  die  Collineation,  und  ihre  besondeni 
Fälle,  die  Affinität  und  die  Aehnlichkeit.  Die  complexen  Functionen  geben 
zur  Untersuchung  mannigfaltiger  Punktverwandtschaften  Veranlassung;  es  wird 
sich  beiläufig  zeigen,  dass  die  allgemeine  Collineation  unter  diesen  Verwandtschafts- 
arten sich  nicht  befindet,  wohl  aber  die  Affinität. 

11.    Wir  geben  hierzu  zwei  einfache  Beispiele. 

A.   Ist 

1 

Z   ' 

und  sind  .v,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  z  in  der  Variabeinebene,   tf,  v  die 

Coordinaten  von  w  in  der  Functionsebene,  so  ist 

1  X  —  yi 

u  -^  vt  ^= 


Also  ist 


-\-  yi       x^  -hy^ 


X 


//  V 

"^    ^    ~U^^V^'         J'    =    —    2^2  _^  2,2  • 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Verwandtschaft  der  beiden  Ebenen  zu  erhalten, 
wollen  wir  in  der  Functionsebene  die  liinien  aufsuchen,  die  den  Parallelen  zur 
realen  und  imaginären  Achse  in  der  Variabeinebene  entsprechen,  d.  i.  die  Curven, 
welche  der  Punkt  7ü  zurücklegt,  wenn  z  die  Parallelen  zu  den  Achsen  durchläuft 
Für  eine  Parallele  zur  imaginären  Achse  ist  x  constant,  y  willkürlich;  daher 
erfüllen  u  und  v  die  Gleichung 

u  1 

1.  -TT— — ö  =  X ,      oder     u^  -\-  v^ «  =  0  , 

u^  -{-  v^  *  X 

worin  X  eine  gegebene  Zahl  ist. 

Für  eine  Parallele  zur  Abscissenachse  ist  y  constant;   die  Coordinaten  der 

zugehörigen  Functionspunkte  erfüllen  also  die  Gleichung 

V  1 

^  9"; — 9  =  y  t      oder     u*^  ^  v^  -\-    -  v  =  0  , 


//'  -h  z^'  y 

Die  Curven  1.  bilden  ein  Kreisbüschel,  dessen  Centrale  die  6^-Achse  ist  und 
dessen  Kreise  die  ^Achse  berühren;  die  Curven  2.  bilden  ebenfalls  ein  Kreis- 
büschel, die  Centrale  ist  die  F- Achse  und  die  Kreise  berühren  die  £/"- Achse, 
Die  Büschel  sind  orthogonal,  d.  h.  jeder  Kreis  des  einen  wird  von  jedem  des 
andern  unter  rechten  Winkeln  geschnitten. 
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Sind  Modul  und  Amplitude  von  s  und  z  die  Grössen  /^,  O,  r,  ^,  so  ist 

/?  =  -  ,       O  =  —  9. 

Einem  constanten  Werthe  von  r  entspricht  ein  constanter  von  I^,  d.  i.: 
Einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  der  Variabeinebene  entspricht  ein  Kreis  um 
den  Nullpunkt  in  der  Functionsebene ;  die  Radien  zweier  entsprechenden  Kreise 
sind  reciprok.  Einem  Strahle  durch  den  Nullpunkt  in  der  variabeln  Ebene  ent- 
spricht ein  Strahl  durch  den  Nullpunkt  in  der  Functionsebene;  zwei  entsprechende 
Strahlen  bilden  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  mit  den  realen  Achsen. 

B.    Ist    w  =  z^,     also    u-h  vi  =  x^  — y^  -h  2xyi,    so  ist 

3.  u  =^  x^  —  y^f      V  =  2xy . 

Durchläuft  z  eine  Parallele  zur  K-Achse,  so  ist  x  constant  und  y  veränder- 
lich. Die  Gleichungen  3.  ergeben  die  Gleichung  der  entsprechenden  Curve  der 
Functionsebene,    wenn  y  aus   beiden  Gleichungen    eliminirt   wird.     Man  erhält 

4.  v*^  =  4^*(:c^  — «)  . 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel;  die  Symmetrieachse  derselben  fallt  in 
die  w -Achse,  der  Brennpunkt  in  den  Nullpunkt,  der  Parameter  ist  2^^,  und  die 
Parabel  erstreckt  sich  entlang  der  negativen  Seite  der  //-Achse. 

Einer  Parallelen  zur  realen  Achse  der  Variabeinebene  entspricht  in  der 
Functionsebene  eine  Curve,  deren  Gleichung  aus  3.  erhalten  wird,  wenn  man  y 
constant  annimmt  und  die  Variable  x  eliminirt;  es  ergiebt  sich 

5.  z/^  =  4^^  (j^^  -h  «) . 

Dies  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  ebenfalls  mit  der  w-Achse,  deren  Brenn- 
punkt mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallt;  der  Parameter  ist  2^^;  die  Parabel 
erstreckt  sich  in  der  Richtung  der  positiven  w-Achse. 

Die  Parabelschaaren  4.  und  5.  sind  confocal;  jede  Parabel  der  einen  Schaar 
wird  von  jeder  der  andern  Schaar  unter  rechten  Winkeln  geschnitten. 

Modul  und  Amplitude  von  s  hängen  jetzt  mit  dem  Modul  und  der  Amplitude 
der  Variabein  durch  die  Gleichungen  zusammen 

R  ^  r^  ^      d)  =  29. 

Einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  der  -J-Ebene  entspricht  also  ein  Kreis 
um  den  Nullpunkt  in  der  «/-Ebene;  einem  Strahle  durch  den  Nullpunkt  in  der 
jg-Ebene  entspricht  ein  Strahl  durch  den  Nullpunkt  der  7^-Ebene;  der  Winkel, 
den  letzterer  mit  der  5- Achse  bildet,  ist  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  des 
entsprechenden  Strahls  mit  der  ^-Achse. 

12.   Jede  Function  von  z  ■=■  x  -\'  iy  kann  man  auf  die  Form  bringen 

w  =  9(2?)  =  «  -h  z//, 
wobei  u  und  v  reale  Functionen  von  x  und  j^  sind.    Aber  nicht  jeder  Aus- 
druck u  4-  vi^  worin  u  und  v  Functionen  x  und>'  sind,  ist  eine  Function 
der  complexen  Variabein  z  ^=-  x  -^yi.     Man, hat  nämlich 

äw 


dw 

und  TT-  =  T—  •  ^5—  =  T—  i 

mithin  ist 

^'  dy   ^  ^  dx 

du        ,dv  ^   ,du        dv 
^'  '•  dy'^'dy^'dx^  dx' 


dw 

dw 

dz 

dx 

-dz   • 

dx  ~ 

dw 

dw 

dz 

dy 

-dz    ' 

dy- 

dw 

.dw 

■■  t  0 

dz 
du 
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Vergleicht  man  beiderseits  die  realen  und  imaginären  Bestandtheile,  so  erhäh 
man  die  Gleichungen 

dx        dy*       dy  dx' 

Diese  Gleichungen  sind  also  erfüllt,  wenn  u  -f-  vi  eine  Function 
der  complexen  Variabein  z  ist. 

Es   lässt   sich   leicht   umgekehrt   zeigen,    dass  jeder   Ausdruck    u-hvi, 

welcher  der  Gleichung  1.  genügt,  eine  Function  von  s  ist. 

Gesetzt,  ta  =  u  -h  vi  erfüllt  die  Gleichung 

dw        .  dta 

dy  dx ' 

Man  ersetze  x  in  w  durch  s  — yi;  das  Ergebniss  dieser  Substitution  werde 

mit  (w)  bezeichnet.     Alsdann  ist 

d(w)        dta        dw     dx 


dy  dy         dx     dy' 

Aus  X  =  z  —yi  folgt  dxidy  =^  —  /;  daher  erhält  man 

d{w)  ditf         .  dw 

dy  dy  dx  ' 

Da  nun  1.  erfüllt  ist,  so  hat  man 

dy    '^  ^' 

Folglich  ist  (w)  von  y  unabhängig,  mithin  eine  Function   von  s,   d.  i.  von 

X  -h  yi.      Wir    schliessen    daher:      Die    nothwendige    und    ausreichende 

Bedingung  dafür,  dass  der  complexe  x  und  y  enthaltende  Ausdruck 

w  =  u  -i-  iv  eine  Function  von  z  ^r=  x  -^ yi  ist,  wird  durch  die  Gleichung 

ausgesprochen 

dw .  dw 

dy  dx  ' 

13.    Ist  7v  eine  Function  von  «,  und  /F  eine  Function  von  7v,  so  ist 

/f^  eine  Function  von  z. 

Da  W  nach  der  Voraussetzung  nur  von  w  abhängt,  so  ist 

dlV        dW     dw        dJV        dW     dw 


1. 


dx  dw      dx  *        dy  dy   '  dy  ' 

Da  ferner  nach  der  Voraussetzung  7U  eine  Function  von  z  ist,  so  ist 

dw         .  dw 
dy   ^  ^d^' 
führt  man  dies  in  1.  ein,  so  erhält  man 

dlV         .dW 

-7, —  =  /  -^ —  ,     w.  z.  b.  w. 
dy  ex 

14.    Ist   w   eine   Function   von    z,    so    ist   umgekehrt    auch    z   eine 

Function  von  w. 

Das  vollständige  Differential  von  ia  ist 

dw  dw 

1.  dw  =  1^— dx  -h  -ö^  dy  , 

dx  cy    -^ 

^  dw         .  dw  ,    , 

Da  nun     -r—  =  /  - — ,    so  erhält  man  aus  1. 
dy  ex 

dw  dw 

dn'  =  -^{,dx  +  idy)  =  j^dz. 

Daher  ist 

dw  dw .  dw 


ii 
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Hieraus  folgt 


dz  = 


1 


dw 


dw  = 


1 


dw 


(du  -h  idv) . 


dx  dx 

Mithin  hat  man  für  die-  partialen  DifFerentialquotienten  von  z  nach  u  und  v 


daher  ist 


cz 


dz 
cv 


1 


cw 

dx 

dz 


0  z 
dv 


1 


dw 

dx 


=  / 


du' 


w.  z.  b.  w. 


15.  Aus  der  Gleichung  No.  14,  2.  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  DifFerential- 
quotient  einer  Function   einer  complexen  Variabein  nicht  von  dem  Verhältnisse 

abhängt,  in  welchem  sich  x  und_y  ändern,  denn  -^  enthält  nur  die  Variabein  x 

und  >',  nicht  aber  das  Verhältniss  dy :  dx, 

Soll  z  eine  verschwindend  kleine  Aenderung  erfahren,  so  kann  dies  auf 
unendliche  vielfache  Weise  geschehen,  denn  man  kann  den  Punkt  z  nach  allen 
möglichen  Richtungen  hin  in  der  Functionsebene  eine  verschwindend  kleine  Ver- 
schiebung ertheilen.  Zu  jeder  solchen  unendlich  kleinen  Verschiebung  dz  von 
z  gehört  eine  bestimmte,  unendlich  kleine  Verschiebung  dw  des  entsprechenden 
Punktes  w  in  der  Functionsebene;  das  Verhältniss  dw\dz  ist  aber  von  der 
Richtung  der  Verschiebung  von  z  unabhängig. 

16.  Der  Differentialquotient  vona/  ist  eineFunction  von  z^  denn  es  ist 


Daher  hat  man 


dw' 

'W 

dw' 

dx 

dw' 
dx 


d_ 

dy 
d_ 

dx 


dw 
J^ 
dw 
dJ 


d^w 
d^* 
.d^w 

dxdy' 


.djif_ 

dx 


w.  z.  b.  w. 


Man  schliesst  nun  sofort  weiter,   dass  auch  alle  höhern  Differential 
quotienten  von  w  Functionen  von  z  sind. 
17.    Setzt  man 


dr  =  a  -h 


ß/    und 


^1   = 


«1 


ß 


Y| 


1 


so  ist  a^  —  a  =  ttj   —  *  "+"  (ßi  —  ?)'• 

Der  Modul  der  Differenz  ist  daher  gleich  dem  Ab- 
stände r  der  Zahlpunkte  a  und  ö^  und  die  Amplitude 
ist  gleich  der  Winkel  9  dieser  Strecke  mit  der  positiven 
realen  Achse;  man  hat  daher 
ö^    =  <j  -j-  r{cos^  -h  isitif^)  . 
Wir  ertheilen  nun  der  Va- 
riabein    z     zwei     verschiedene 
verschwindend  kleine  Verschie- 
bungen,  durch  welche  sie  nach 
z'  und  «"  gelange;    durch    die 
entsprechenden  Verschiebungen 
komme  die  Function  von  w  nach 
w'    und   w".     Bezeichnet   man 
die  verschwindend  kleinen  Mo- 
duln   der    Differenzen    z'  —  z ,  (»L640.) 


(M.539.) 
itBr-E'btn$ 


Y 

Z-Eienp. 

0 

X 

yw' 


U 
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ä"  —  z,  'uf  —  Wf  a/"  —  w  der  Reihe  nach  mit  /,  r",  p',  p",  die  Amplituden  mit 

?',  ?",  +',  +",  so  ist 

«'  —  z  =  r\cos^'  -h  isin<f'),      z"  —  z  =  r*'{cosff'*  -h  ism^"), 

Da  nun  nach  No.  14,  2  das  Verhältniss  einer  unendlich  kleinen  Veränderung 
der  Variabein  zu  der  zugehörigen  Veränderung  der  Function  von  der  Richtung, 
in  der  die  Variable  sich  ändert,  nicht  abhängt,  so  ist 

z'  —  z  z"  —  z  z'  —  z  ta'  —  w 

r  '—'     n  ,     ooer       n  -^      ti  • 

w  —  w        w   —  w  z   —  z        w   —  w 

Führt  man  hier  die  obigen  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 

y,  \cos  {i  -  i')  H-  isin  (9'  -  -p")]  =  ^r  [w(+'  -  if)  -h  isin^  -  +")]  • 
Vergleicht  man  beiderseits  das  Reale  und  Imaginäre,  so  erhält  man 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  verschwindend  kleinen  Dreiecke  »«'s"  und 
7a7if*w"  gleichsinnig  ähnlich  sind. 

Beschreibt  die  Variable  um  den  Punkt  z  herum  ein  verschwindend  kleines 
Polygon,  so  beschreibt  die  Function  um  den  Punkt  w  herum  ein  entsprechendes 
Polygon;  verbindet  man  die  Ecken  beider  Polygone  mit  z  bez.  w,  so  zerfallen 
sie  in  lauter  ähnliche  Dreiecke  und  man  erkennt,  dass  beide  Polygone  ähnlich 
sind.  Man  gewinnt  so  den  Satz:  Die  Verwandtschaft  der  Variabelnebcne 
mit  der  Functionsebene  ist  eine  solche,  dass  entsprechende  unend- 
liche kleine  Figuren  beider  Ebenen  einander  ähnlich  sind.  Insbesondere 
ergiebt  sich  hieraus,  dass  zwei  Curven  der  ^-Ebene  sich  unter  denselben 
Winkeln  schneiden,  wie  die  entsprechenden  Curven  der  w-Ebene. 

18.    Nur  in  einzelnen  Punkten,  fiir  vereinzelte  Werthe  der  Variabein  und  der 

Function,  erleiden  diese  Betrachtungen  eine  Ausnahme,  nämlich  in  den  Punkten 

s  und  7(ff  für  welche 

diu  .       dw 

-       =  0 ,      oder   -^-  =  oo  ; 

dz  dz 

denn  aus  keinem  der  beiden  (ileichungspaare 

7£/'   —  7iV  7//"  —  7V 


,.        ,    =  0,  -71—     -  =  0, 

z  —  z  z    —  z 

7e/'  —  7U  7v"  —  7a 

bez.  — -. =  OO  ,  —r. =   OO 

z  —  z  z    —  z 

kann  man  den  Schluss  ziehen 

7£/'  —  w  z'  —  s 


7(f"  —  70  z"  —  Z 


Ist  z.  B.  7£/  =  1  :  ar,  so  hat  man  d7a :  dz  =  —  \  :  z^;  dieser  Ausdruck  ^^ird 
Null  für  z  =  OO  und  unendlich  für  z  =  0.  Die  Aehnlichkeit  unendlich  kleiner 
Figuren  findet  also  allenthalben  statt,  ausser  in  den  Punkten  der  7«'-Ebene,  die 
dem  Nullpunkte  und  den  unendlich  fernen  Punkten  der  s-Ebene  entsprechen, 
CS  sind  dies  die  unendlich  fernen  Punkte  und  der  Nullpuukt  der  7£/-Ebene. 

Für  7if  =  z^  ist  die  derivirte  Function  d7a  :  dz  =  2z,  und  wird  mit  z  Null 
und  unendlich;  in  der  unendlich  nahen  Nachbarschaft  der  jetzt  sich  entsprechen- 
den unendlich  fernen  Punkte  findet  Aehnlichkeit  nicht  statt. 

19.  Wenn  zu  jedem  Werthe  der  Variabein  z  nur  ein  Werth  der  Function  «• 
gehört,  so  nennt  man  die  Function  einwert  big;  aus  diesem  Begriffe  folgt,  dass 
eine    cinwerthige    Function    Unterbrechungen    der    Stetigkeit    nur    an    solchen 
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Punkten  erleiden  kann,  in  denen  sie  unendlich  gross  wird.  Einwerthig  sind 
alle  rationalen  Functionen.  Die  ganzen  rationalen  Functionen  werden  unendlich 
nur  wenn  ir  =  00  ist;  die  echt  gebrochenen 

nur  fiir  solche  Werthe  von  z,  fllr  welche  der  Nenner  ^(z)  verschwindet,  die  un- 
echt gebrochenen  ausserdem  noch  für  «  =  00. 

20.  Gehören  zu  einem  Werthe  der  Variabein  im  Allgemeinen  verschiedene 

Werthe  von  7^/,  so   heisst  die  Function   mehrwerthig,   und  zwar  zwei-,   drei-, 

vierwerthig  u.  s.  w.,  sobald  zu  einem  z  im  Allgemeinen  zwei,  drei,  vier  u.  s.  w. 

verschiedene  Werthe  von  7if  gehören.    Mehrwerthig  sind  alle  irrationalen  Functionen; 

die  durch  die  Gleichung  «ten  Grades  für  w 

9(«/,  ä)  =  0 
defmirte  Function  7V  ist  «werthig. 

Für  einzelne  Punkte  «j,  a^,  .  •  .  der  «Ebene  können  zwei  oder  mehrere 
Werthe  einer  «werthigen  Function  zusammenfallen;  diese  Punkte  heissen  die 
Verzweigungspunkte  der  mehrwerthigen  Function. 

Die  Function 

w  =  y «  —  a 

ist  zweiwerthig;  (^t  z  =  a  werden  beide  Werthe  gleich  Null,  daher  ist  dieser 
Punkt  ein  Verzweigungspunkt.     Die  zweiwerthige  Function 

ta  =  y(z  —  a)  (z  —  d) 
hat  die  Verzweigungspunkte  a  und  d;  die  zweiwerthige 

w  =  y(z  —  a)(z  —  d)(z  —  c){z  —  d) 
hat  vier  Verzweigungspunkte,  a,  d,  c,  d.    Die  sechswerthige 

w  =  j/js:*  -\-  az  -^r  b  4-  "j/s 
hat  drei  Verzweigungspunkte;  einer  ist  der  Nullpunkt,  die  andern  beiden  sind 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

«*  -h  Ä«  -h  ^  =  0; 
fiir  -2  =  0  fallen  dreimal  zwei  Werthe  von  w  zusammen,  für  die  Wurzeln  von 

z^  -hdr«-H^  =  0  zweimal  drei  Werthe.  ' 

21.  Wir  wollen  nun  die  Variable  von  einem  Anfangswerthe  «  =  0  auf 
irgend  einer  Curve  zu  einem  Endwerthe  if  =  ^  führen  und  die  Wege  beachten, 
welche  die  Function  w  in  der  «/-Ebene  dabei  zurücklegt. 

Ist  w  einwerthig,  so  gehört  2u  jedem  Punkte  der  if-Ebene  nur  ein  Punkt 
der  «/-Ebene,  zu  jeder  Curve  der  «-Ebene  nur  eine  Curve  der  «/-Ebene.  Ent- 
sprechen den  Punkten  a  und  b  der  «-Ebene  die  Punkte  ä'  und  b'  der  «/-Ebene, 
und  führt  man  z  auf  mehreren  verschiedenen  Curven  von  a  nach  ^,  so  werden 
die  zugehörigen  Curven  der  «/-Ebene  alle  in  a!  beginnen  und  b'  endigen. 

Ein  wesentlich  anderes  Verhalten  zeigen  die  mehrwerthigen  Functionen. 
Sind  a  und  b  keine  Verzweigungspunkte  für  die  «werthige  Function  «/,  so  ge- 
hören zu  a  und  zu  ^  je  «  verschiedene  Punkte  a^^  a^\  .  .  Ou  be«.  b^\  b^\  .  .  bn 
der  «/-Ebene.  Wird  nun  z  von  a  entlang  der  Curve  /  nach  b  geführt,  so  rücken 
die  zugehörigen  «-Werthe  der  Function  «/  von  den  Lagen  a^',  a^t  .  .  On  in  die 
Lagen  b^^  b^\  .  .  bnt  es  entstehen  also  n  Curven,  die  in  «/,...  a«'  beginnen 
und  in  ^1',  .  .  .  bn  endigen;  geht  z  auf  einem  andern  Wege  L  von  a  nach  b^ 
so  beschreibt  das  System  der  n  Functionswerthe  ein  anderes  System  von  n  Curven, 
die  dieselben  Anfänge  und  dieselben  Endpunkte  haben,  es  ist  aber  sehr  wohl 
möglich,  dass  die  in  einem  bestimmten  Punkte  a/  anfangende  Curve  bei  der 
zweiten  UeberfÜhrung  nach  einem  andern  Punkte  der  Gruppe  der   6'  %'tVvV  ^^ 
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bei  der  ersten.  Achtet  man  nur  auf  den  Werth  «/,  der  Function,  welcher  für 
s  =  a  mit  üi  zusammenföllt,  so  wird  derselbe  sich  stetig  ändern,  sowohl  wenn 
z  von  a  auf  /  nach  b^  als  wenn  z  auf  L  geht,  im  ersten  Falle  würde  alsdann  W; 
einen  andern  Endwerth  als  im  letzteren  erhalten. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

22.    Wir  betrachten  die  Function 

w  ==  yT. 

Wie  wir  schon  gesehen  haben  (No.  11),  gehört  zu  jedem  durch  den  Null- 
punkt gehenden  Strahle  der  if-Ebene  ein  eben  solcher  der  w-Ebene,  und  jedem 
um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise  der  «-Ebene  entspricht  ein  Kreis  der 

«/-Ebene,    der   eben- 
V 


falls  den  Nullpunkt 
zum  Centxum  hat 
Dem  Punkte  ir  s=  4  ent- 
sprechen die  Punkte 
or^=:2undnr2=— 2. 
Wir  führen  nun  z  von 
4  aus  auf  einem  Halb- 
kreise in  positiver 
Drehrichtung  um  den 
Nullpunkt  bis  zun 
Punkte  *  «=  —  4;  als- 
dann   geht    w^    auf 


/ 


-I 


0 


\ 


/ 


.1 


.k\ 


(M.  ML) 

einem  Viertelkreise  bis  zu  2/,  und  w^  auf  einem  Viertelkreise  bis  zu  — 2/,  beide 
in  positiver  Drehrichtung. 

Hierauf  gehe  z  von  4  bis  —  4  auf  einem  Halbkreise  in  negativer  Dreh- 
richtung. Die  Amplituden  von  w^  und  7£/j  ändern  sich  dann  ebenfalls  im  Sinne 
der  abnehmenden  Winkel  und  es  gelangt  a/^  nach  —  2/,  «/j  nach  2/. 

Je  nachdem  z  also  auf  dem  oberen  oder  dem  unteren  Halbkreise  von  -h  K 
nach  —  4  geht,  gelangt  w^  durch  stetige  Aenderungen  von  -4-  2  nach  -t-  2 /oder 

—  2/. 

Führt  man  z  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  entlang  des  ganzen 
Kreises  von  4  bis  zu  4  zurück,  so  geht  w^  in  dem  Halbkreise  über  2/  hinweg 
bis  zu  —  2;  einem  geschlossenen  Wege  von  z  entspricht  also  ein  nicht  ge- 
schlossener von  w^ .  Geht  z  z.y\i  einem  andern  geeigneten  Wege  von  4  aus  nach 
4  zurück,  so  kann  der  zugehörige  Weg  von  «/^  ein  geschlossener  sein.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  z  in  positiver  Drehrichtung  den  Halbkreis  bis  —  4  zurück- 
legt, dann  entlang  der  realen  Achse  bis  —  1  geht,  hierauf  in  negativer  Dreh- 
richtung einen  Halbkreis  bis  -4-  1  beschreibt  und  dann  auf  der  realen  Achse 
nach  -1-4  zurückkehrt.  Denn  dann  geht  a/j  in  positiver  Drehrichtung  auf  einem 
Viertelkreise  bis  2/,  dann  auf  der  imaginären  Achse  bis  /',  dann  in  negativer 
Drehrichtung  in  einem  Viertelkreise  bis  -h  1,  und  endlich  anf  der  realen  Achse 
bis  -H  2. 

Gleichzeitig  legtr^'j  einen  Viertelkreis  bis  —  2/,  dann  die  imaginäre  Achse  bis 

—  /,  dann  einen  Viertelkreis  bis  —  1 ,  und  endlich  die  reale  Achse  bis  —  2  zurück. 

Hätte  man  z  den  Halbkreis  von  —  1  nach  -+-  1  in  positiver  Drehrichtung 
beschreiben  lassen,  so  wären  u\  und  tv^  von  -f-  /  und  —  /  auf  Viertelkreisen 
um  den  Nullpunkt  in  positiver  Drehrichtung  weiter  gegangen,  imd  es  wäre  daher 
7v^  nach  —  2  und  w^  nach  -v-  2  gelangt,  also  nicht  zu  den  Ausgangswerthen  zurück. 
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23.  Wird  die  Variable  von  a  nach  b  entlang  /j  geführt  und  gelangt  ein 
Functionswerth  7Vy^  dabei  von  dem  Anfangswerthe  öt'  zu  dem  Endwerthe  b\  so 
kommt  «/j  umgekehrt  von  V  nach  a!  ^  wenn  z  den  Weg  /^  rück- 
wärts von  b  nach  a  durchläuft.  Gesetzt  nun,  w^^  gelangt  von  ä' 
nach  b\  gleichgültig  ob  z  von  a  nach  b  die  Wege  /  oder  /^  wählt. 
Lässt  man  dann  z  von  a  auf  /  bis  b  und  dann  auf /^  zurück  nach 
a  gehen,  so  ändert  sich  «/^  von  a'  bis  zu  b^  und  nimmt  am  Schlüsse 
wieder  den  Werth  a'  an;  und  umgekehrt:  Gelangt  w^  vom 
Werthe  ä'  aus  wieder  zu  a!  zurück,  wenn  z  von  a  aus  die  Curven 
/  und  /j  nach  einander  durchlaufend  zu  a  zurückkehrt  und  hat 
«/j  dabei  für  if  =  ^  den  Werth  b'  angenommen,  so  gelangt  a/j  rückwärts  vom 
Werthe  a!  zum  Werthe  ^',  wenn  z  von  a  aus  die  Curve  /i  bis  b  durchläuft,  w^ 
nimmt  also  bei  beiden  Wegen  /  und  /j  der  Variabein  denselben  Endwerth  an. 

Um  daher  zu  erfahren,  welche  Wege  die  Variable  z  von  einem  Anfangs- 
punkte zu  einem  Zielpunkte  zurücklegen  muss,  damit  w^  zu  demselben  oder  zu 
verschiedenen  Endwerthen  gelange,  genügt  es,  die  geschlossenen  Wege  zu  unter- 
suchen. 

Erhält  «/j  denselben  Werth  wieder,  wenn  z  auf  der  aus  /  und  /j 
zusammengesetzten  geschlossenen  Curve  von  a  ausgehend  nach  a 
zurückkehrt,  so  erhält  auch  w^  denselben  Werth,  wenn  z  auf  /  oder 
auf  /j  von  a  nach  b  sich  bewegt;  und  erhält  a/^  nicht  denselben  Werth 
wieder,  wenn  z  die  geschlossene  Curve  durchläuft,  so  erhält  a/^  einen 
andern  Werth,  wenn  z  von  a  nach  b  auf  /j,  als  wenn  es  auf  /  geht. 

24.  Um  bei  der  irrationalen  Function 

w  =  yT 

die  geschlossenen  Wege,  welche  die  Variabele  zurückzulegen  hat,  damit  u\ 
wieder  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückkehrt,  von  denen  zu  unterscheiden,  für 
welche  dies  nicht  der  Fall  ist,  drückt  man  z  durch  Modulus  und  Amplitude  aus. 
Der  Modulus  ist  eine  eindeutig  bestimmte  Zahl;  die  Amplitude  dagegen  ist  un- 
endlich vieldeutig;  ist  nämlich  <p  einer  ihrer  Werthe,  so  erhält  man  die  anderen, 
wenn  man  9  um  ganze  Vielfache  von  2::  vermehrt  oder  vermindert. 
Ist  nun  z  ^=  r  {cosf^  -h  istn(f) 

so  ist  w  =  Yr  '  (cos  |-  -h  /««| ) 

Zu  jeder  Amplitude  gehört  hiemach  ein  ganz  bestimmter  Werth  von  w\  zu 
allen  Amplituden,  die  um  gerade  Vielfache  von  2:^  verschieden  sind,  gehört  ein 
und  derselbe  Werth  w^  der  zweideutigen  Function  w,  zu  den  übrigen,  die  von 
den  ersten  um  ungerade  Vielfache  von  2ir  abweichen, 
gehört  der  andere  Werth  w^. 

Geht  nun  z  von  einem  Punkte  a  aus  und  auf 
einer  beliebigen  geschlossenen  Curve  (1)  nach  a  so 
zurück,  dass  dabei  die  Amplitude  um  2::  zu-  oder 
abgenommen  hat,  so  hat  z  den  Nullpunkt  einmal 
umkreist,  und  w  ist  von  dem  Werthe 


w 


1  =  V^  Y^^l 


-+■  isin  1^ 


) 


zu  dem  Werthe 

<pd:2Tc 


■j/r  [cos 


tsm 


T 


.)=- 


Wi 
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gelangt,  also  nicht  zum  Ausgangswerthe  zurück.  Läuft  hingegen  z  auf  einer 
geschlossenen  Curve  (2)  so  von  a  nach  a  zurück,  dass  die  Amplitude  um  Az 
zu  oder  abnimmt,  so  endigt  a/j  mit  dem  Werthe 

yr  Uos  ^—^ h  ^««—"2 — J  ' 

d.  i.  mit  dem  Anfangswerthe.  Hieraus  sieht  man:  Durchläuft  z  eine  geschlossene 
Curve,  die  den  Nullpunkt  umgiebt,  so  kommt  ein  Functionswerth  w^  der  zwei- 
deutigen Function  ^z  zu  dem  Ausgangswerthe  zurück  oder  nicht,  je  nachdem 
der  Weg  der  Variabein  den  Nullpunkt  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  Male 
umkreist. 

Beschreibt  z  eine  geschlossene  Bahn,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschliesst 
(3,  4),  so  wächst  <p  bis  zu  einem  grössten  Werthe  XOA,  erlangt  später  einen 
kleinsten  Werth  XOB,  und  kehrt  dann  zum  Anfangswerthe  zurück;  die  End- 
Amplitude  ist  also  mit  der  Anfangs-Amplitude  identisch.  Hieraus  schliessen  wir: 
Wenn  z  eine  geschlossene  Bahn  durchläuft,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschliesst, 
so  kehrt  a/j  wieder  zum  Anfangswerthe  zurück. 

25.  Die  Thatsache,  dass  zu  jedem  Punkte  der  Variabeinebene  zwei  Werthe 
«/  gehören,  und  die  damit  zusammenhängende,  dass  geschlossene  Wege  des 
Variabeinpunkts  die  Function  Yz  zum  Theil  wieder  zum  Ausgangswerthe  zurück- 
fuhren, zum  Theil  aber  nicht,  erschweren  die  weiteren  Betrachtungen.  Um  diese 
Schwierigkeit  zu  beseitigen,  hat  Riemann*)  ftir  die  mehrwerthigen  Functionen 
statt  der  Variabeinebene  mehrblätterige  Flächen  angewandt,  die  nach  ihrem  Er- 
finder als  RiEMANN'sche  Flächen  bezeichnet  werden. 

Für  die  Function  w  =  y^  wird  die  RiEMANN'sche  Variabeinfläche  folgender- 
massen  erhalten.  Man  denke  sich  eine  Schraubenfläche  von  sehr  kleiner  Gang- 
hohe;  ihre  Achse  gehe  durch  O  normal  zur  ^F- Ebene,  ihre  Spur  auf  der 
A'K- Ebene  mag  man  sich  mit  der  positiven  realen  Achse  OX  zusammenfallend 
denken.  Auf  dieser  Schraubenfläche  durchlaufe  man  in  positiver  Richtung  von 
OX  beginnend,  den  ersten  und  zweiten  Umgang,  alles  andere  denke  man  be- 
seitigt. Der  herausgeschnittene  Theil  hat  dann  zwei  parallele  Ränder,  die  sich 
von  O  aus  ins  Unendliche  erstrecken,  einer  davon  ist  OX'.  Nun  denke  man 
sicli  die  Ganghöhe  verschwindend  klein,  und  deformire  die  Fläche  an  den  beiden 
Rändern  so,  dass  dieselben  ihrer  ganzen  T^änge  nach  vereinigt  werden,  und  somit 
den  ersten  Umgang  durchdringen.  Dabei  soll  die  Beschränkung  gelten,  dass  ein 
Punkt  diese  Verwachsungslinie  nur  überschreiten  darf,  um  vom  Ende  des  zweiten 
Umgangs  zum  Anfange  des  ersten  zu  gelangen  oder  umgekehrt,  nicht  aber  so, 
dass  er  vom  Ende  des  ersten  zum  Anfange  des  ersten,  oder  umgekehrt,  übergeht 

Man  erhält  somit  eine  zweiblätterige  Fläche,  welche  die  A'K-Ebene 
doppelt  bedeckt;  die  beiden  Blätter  sind  längs  der  Geraden  OX  von 
O  anfangend  verwachsen;  diese  Linie  darf  ein  Punkt  nur  so  über- 
schreiten, dass  er  von  dem  vorderen  Theile  des  oberen  Blattes  in 
den  hintern  Theil  des  unteren  oder  von  dem  hintern  Theile  des 
obern  in  den  vordem  Theil  des  unteren  übergeht  oder  umgekehrt. 
Jeder  Punkt  a  der  A'K- Ebene  ist  die  Projection  zweier  in  verschiedenen  Blättern 

*)  Rikmann's  gesammelte  math.  Werke,  berausgeg.  von  II.  Weber,  Leipzig  1876,  Ab- 
handlung I.  und  VI.;  die  Abhandl.  VI.  findet  sich  auch  in  Crkllk's  Journal,  Bd.  54  (1857'J. 
pag.  10 !;  vcrgl.  auch  Rt>cii,  Ueber  Functionen  complexer  Grössen,  Schloemilch's  Zeitschr.  i 
Math.   u.  Phys.,  Bd.  8.  (1863),  pag.    12  u.    183. 
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den 


liegenden  Punkte  a^   und  ag   der  zweiblätterigen  Variabeinfläche;  diese  beiden 
Punkte  haben  denselben  Modulus,  ihre  Amplituden  sind  um  2t:  verschieden*). 

Will  man  von  einem  Punkte  a  des  obem  Blattes  auf  der  Fläche  nach  einem 
Punkte  ß  des  untern  gelangen,  so  muss  man  den  Windungspunkt  O  wenigstens 
einmal  umkreisen.  Der  Weg  ist  sichtbar  bis  zum  Punkte  j4,  wo  er  die  Ver- 
wachsung überschreitet  und  ins  andere  Blatt  gelangt;  von  da  an  ist  er  verdeckt. 

Wenn  man  von  a  ausgeht  und  den  Nullpunkt  zweimal 
umkreist,  so  kommt  man  ins  obere  Blatt  zurück.  Will 
man  von  a  ausgehend  eine  geschlossene  Linie  beschreiben, 
so  darf  dieselbe  den  Windungspunkt  nicht  einschliessen, 
oder  muss  ihn  zweimal,  oder  viermal,  oder  überhaupt  eine 
gerade  Anzahl  Male  umkreisen. 

Man  setze  nun  fest,  dass  für  irgend  einen  von  O  ver- 
schiedenen Punkt  OL  der  RiEMANN'schen  Fläche  die  Function  w  =  ^a 
einen  ihrer  Werthe  w^  (und  nicht  den  entgegengesetzt  gleichen  ft/^)  haben  soll; 
da  nun  jede  geschlossene  Curve  auf  der  Fläche  den  Windungspunkt  gar  nicht 
oder  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  so  folgt,  dass  der  Werth,  den  ^z  in 
jedem  Punkte  annimmt,  unabhängig  von  dem  Wege  ist,  auf  welchem  die  Variable 
zu  diesem  Punkte  von  a  ansgehend  gelangt;  die  Function  yT  ist  also  eine  ein- 
deutige Function  der  Punkte  der  zweiblätterigen  Fläche. 

Dieselbe  Fläche  dient  dazu,  die  Function 

7tf  =  Yaz  -+-  b 
als  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  darzustellen;  nur  hat  man  den 
Windungspunkt  in  den  Punkt  —  b\a  zu  verlegen. 

26.  Wir  construiren  nun  eine  zweiblätterige  RiEMANN'sche  Variabeinfläche, 
für  welche  die  Function  

w  =  )/(0  —  d){z  —  ^) 
eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  ist;  wir  setzen  dabei  voraus, 
dass  a   und  b    verschieden    sind.     Bezeichnet    man    in   der  Variabeinebene   die 
Abstände  der  Punkte  a  und  b  von  dem   variabeln  Punkte  z  mit  R  und  r  und 
die  Winkel  dieser  Geraden  und  der  AT-Achse  mit  O  und  9,  so  ist 

O 

2 


w 


=  Y^Uos^  -♦-  isin  2  j  ^Y^Uos  I  4-  isin  |j  . 


r  -  » 

I      • 


n 


•  / 


0 


u 


♦)  Um  ein  anschauliches  Modell  eines  Theiles  dieser  Fläche  ru  erhalten,  schneide  man 
zwei  gleiche  Stücke  Papier  h^  und  b^ 
und  zerschneide  sie.entiang  0X\  hier- 
auf lege  man  sie  so  auf  einander,  dass 
die  Schnitte  sich  decken,  und  verbinde 
durch  Ueberkleben  mit  einem  Streifen 
Papier  den  Rand  1.  des  obem  Blattes 
mit  2.  des  unteren.  An  den  Stellen 
c  und  d  mache  man  entlang  OX 
kleine  Schnitte  in  den  verbindenden 
Streifen,   und  schiebe  durch   dieselbe  (M.545.) 

schmale  Papierstreifchen,  durch  die  man  nun  bei  c  und  c^  bez.  d  und  cP  durch  Ankleben  den 
vordem  Rand  des  obem  mit  dem  hintern  Rande  des  untern  verbindet.  Die  Vorschrift  über  das 
Ueberschreiten  der  Verwachsung  findet  dann  ihren  deutlichen  Ausdruck  darin,  dass  man  auf  dem 
langen  Streifen  nur  von  oben  1  nach  unten  2,  auf  den  schmalen  Stegen  nur  von  oben  c  und  d 
nach  unten  c^  und  dT,  oder  umgekehrt,  gelangen  kann. 


r     ~ 

K 

0' 

rf' 

0' 

2, 
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Geht  nun  z  von  einem  Punkte  z^  aus,  und  auf  einer  Curve  wieder  nach  i, 

zurilck,  so  erlangt  der  Faktor 


seinen  Ausgangswerth  wieder,  oder  den  entgegengesetzt  gleichen,  je  nachdem 
der  Weg  des  z  den  Punkt  a  eine  gerade  Anzahl  Male  (Null  mit  eingerechnet) 
umkreist,  oder  eine  ungerade;  ebenso  erreicht  dabei  der  andere  Faktor 


)/r  •  (^^^  o  -+-  ^^^^  2  ) 


seinen  Ausgangswerth  oder  nicht,  je  nachdem  der  Punkt  b  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  Male  von  z  umkreist  wird.  Wenn  beide  Faktoren  ihren  Anfangs- 
werth  nicht  erreichen,  also  beide  am  Ende  des  Weges  Werthe  angenommen  haben, 
die  den  Anfangswerthen  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  hat  sich  ihr  Produkt  nicht 
geändert,  w  also  den  Ausgangswerth  wieder  erreicht.  Daher  erkennt  man,  dass 
w  den  Ausgangswerth  wieder  erreicht  oder  nicht,  je  nachdem  der  Weg  der 
Variabein  die  beiden  Punkte  a  und  b  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl 
Male  umkreist,  oder  eine  ungerade. 

Hiemach  ergiebt  sich  folgende  dem  Zwecke  genttgende  Ri£MANN*sche 
Variabeinfläche:  Man  decke  zwei  Ebenen  auf  einander  und  denke  sich  dieselben 
entlang  der  Geraden  ab  ^o  verwachsen,  dass  man  von  einem. Rande  der  Geraden 
auf  den  andern  nicht  übertreten  kann,  ohne  dabei  von  dem  obem  Blatte  ins 
untere  zu  gelangen  oder  umgekehrt.     Auf  dieser  Fläche  kann   man   von  einem 

Punkte  c  aus  nur  auf  solchen 
Wegen  zu  c  zurückgelangen, 
die  keinen  der  Windungs- 
punkte a  und  b  umkreisen 
(z.  B.  Weg  1),  oder  einen 
nach  dem  andern  jeden  ein- 
mal umkreisen  (Weg  2),  oder 
die  einen  zweimal  umkreisen 
(Weg  3)  oder  die  beide  zu- 

\    \^v 'l^y%  ' ^^^^..^-^  sammen   einmal   umkreisen 

(Weg  4),  oder  auf  Wiegen, 
die  sich  aus  Wegen  dieser 
vier  Arten  zusammensetzen 
lassen;  in  jedem  dieser  Fälle 
erlangt  w  wieder  seinen 
Ausgangswerth. 

Ist  nun  festgesetzt,  welchen  Werth  7v  für  irgend  einen  Punkt  z^  der  zwei- 
blätterigen Fläche  haben  soll,  so  ist  der  Werth  in  jedem  Punkt  Cj  eindeutig 
bestimmt  durch  die  Aenderung,  die  w  erleidet,  wenn  z  auf  irgend  welchem  Wege 
auf  der  Fläche  von  z^  nach  z^  geht. 

27.    Bezeichnet  man  flir  die  Function 

w  =  l/(2^—  (i)  {z  —  b)  [z  ■ 


/ 


i 


(M.  ."Wß.) 


■c)(z^ä) 
mit  r,,   r«,   ro,   r,  die  Abstände  der  Punkte  r?,  b,  c,  d  vom  variabeln  Punkten 


und  mit  9^,  «pg»  ?:o  ?4  ^^^  Winkel  der  Geraden  r^,  r^,  rj,   r^  mit  der  positiven 
realen  Achse,  so  ist 


1 


i 
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7V 


?i 


?8 


2   ■        2;   »^  *  V     2   ' 

Beschreibt  «  auf  der  Variabein -Ebene  von  Zq  aus  eine  geschlossene  Curve, 
die  den  Punkt  a  eine  gerade  bez.  ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  so  bekommt 
der  Faktor 


yV^ycos'^^-^isin^J 


seinen  Ausgangswerth,  bez.  den  entgegengesetzt  gleichen,  und  umgekehrt;  das 
Entsprechende  gilt  llir  die  übrigen  Faktoren  von  w.  Wenn  daher  z  eine  Bahn 
beschreibt,  die  alle  die  vier  Punkte  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male 
umkreist,  so  erlangt  w  wieder  seinen  Ausgangswerth;  ist  aber  die  Summe  der 
Umkreisungen  aller  vier  Punkte  ungerade,  so  erlangt  w  nicht  den  Ausgangswerth 
wieder.  Hieraus  erkennt  man,  dass  w  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  der 
Variabeinfläche  wird,  wenn  man  dieselbe  folgendermaassen  construirt:  Man  legt 
zwei  Ebenen  auf  einander,  und  lässt  diese  entlang  einer  Geraden  verwachsen, 
die  zwei  von  den  Punkten  a^  d,  c,  d  verbindet,  sowie  auf  der  Geraden  zwischen 
den  beiden  andern;  diese  beiden  Verwachsungen  sollen  so  gewählt  sein,  dass  sie 
sich  nicht  schneiden.  Betreffs  der  Ueber- 
schreitung  der  Verwachsungen  sollen  die- 
selben Bestimmungen  gelten,  wie  bei  den 
vorigen  Beispielen. 

Durchläuft  man  auf  dieser  Fläche  von 
einem  Punkte  e  des  obem  Blattes  aus  eine 
Curve,  deren  Grundriss  geschlossen  ist, 
und  die  keinen  der  Windungspunkte  a,  h^  c,  d 
umkreist,  so  führt  diese  Curve  zu  e  selbst 
zurück,  endet  nicht  in  dem  unter  e  im 
andern  Blatte  liegenden  Punkte  (Weg  1). 
Wenn  man  von  e  ausgehend  einen  Windungs-  ^*  ^'^^ 

punkt  {a^  Weg  2)  einmal  umkreist,  so  kommt  man  in  das  untere  Blatt;  um  in 
das  obere  zurückzugelangen,  muss  man  noch  einen  Windungspunkt  (z.  B.  c)  ein- 
mal umkreisen.  Ein  Weg,  der  zwei  durch  eine  Verwachsung  verbundene  Windungs- 
punkte oder  alle  vier  umkreist,  kann  ganz  im  obem  Blatte  liegen  (Weg  3)*). 

Man  überzeugt  sich  so,  dass  man  in  dieser  Fläche  nur  solche  wirklich  ge- 
schlossene Linien  ziehen  kann,  die  die  Windungspunkte  zusammen  eine  gerade 
Anzahl  Male  umkreisen. 

Ist  daher  festgesetzt,  welchen  der  beiden  möglichen  Werthe  w  in  einem 
Punkte  dieser  Fläche  haben  soll,  so  ist  der  Endwerth,  den  w  erreicht,  wenn  z 
von  diesem  Punkte  auf  der  Fläche  zu  einem  andern  geht,  eindeutig  bestimmt 
und  vom  Wege  unabhängig. 

Diese  Beispiele  genügen  für  die  weiteren  Betrachtungen,  die  wir  hier  durch- 
führen werden. 


*)  Um  sich  diese  Verhältnisse  recht  deutlich  zu  machen,  zeichne  man  sich  mehrere  ge- 
schlossene Wege,  die  die  Windungspunkte  immer  anders  umkreisen,  und  achte  darauf,  die 
Wegtheile  zu  punktiren,  soweit  sie  im  untern  Blatte  liegen. 
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§  13.    Integrale  complexer  Functionen. 

1.  Es  sei  f{z)  eine  Function  der  complexen  Variabein  ar,   und  für  z  eine 

RiEMANN'sche  Variabeinfläche  construirt,  so  dass  f{z)  eine  eindeutige  Function  der 

Punkte  dieser  Fläche  ist;  femer  seien  zwei  Punkte  Zq  und  Z  dieser  FIfiche  durch 

eine    in    der  Fläche    liegende  Linie  /  verbunden,    und  diese  Linie  durch  eine 

Anzahl  Punkte  xr^,  z^,  z^  ,  ,  .  Sn-i  getheilt,  die  in  der  Richtung  von  Mq  nachZ 

auf  einander  folgen;  endlich  werde  mit  /(z^)  der  Werth  bezeichnet,  den  /(*)  for 

irgend   einen  Punkt  innerhalb  des  Linienstücks  Zk-iZjii  annimmt.      Unter  dem 

bestimmten  Integrale 

z 

fm  dz 

-0 
versteht  man  den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Summe 

u 

^f{Zk)^Zk  ,         ^Zk  =  «>t  —  Zk^i  ,         5«  B  Z 

convcrgirt,  wenn  sämmtliche  Differenzen  \zk  verschwinden. 

2.  Wir  werden  nun  zunächst  zeigen,  dass  ein  solcher  Grenzwerth  existiit 
Setzen  wir  z  ^=  x  -^  iy^  so  nimmt /(s)  nach  Sonderung  des  Realen  vom  Imaginären 
die  Form  an  ^{x^y)  4-  i^ix^y)  und  es  ist 

\zk=^  Zk  —  Zk^i  z=  Xk  —  Xk-i  -h  i{yk  —  J'/fr-i)  =  ^Xk  -h  iiiyk . 
Folglich  haben  wir,  wenn  wir  die  Indices  unterdrilcken 

l/{z)lz  =  l[^{x,y)\x  -  ^(xo)^y]  -^  il[^{x,y)^y-^  ^{x,y)lix]. 
Aus  der  Gleichung  der  Curve  /  wollen  wir  nun  y  durch  x  und  x  durch  jr  aus- 
drücken und  diesen  Werth  ftlr  y  bez.  x  in  die  mit  \x  bez.  mit  liy  multiplidrten 
Functionen    substituiren.     Die    ersteren   werden  dann  Functionen   von  x  allein, 
die  letzteren  Functionen  von  y\  bezeichnen  wir  dieselben  mit  0(jc),  ^^{x\  ^'{yX 

und  ^*i(j')»  ^^  haben  wir 

l/{z)  lz  =  l  [<\>{x)  \x  -  y\'{y)  ly]  -^  il[^\  {x)  Ix  +  W^  (y)  Ay] . 

Ist  nun  Z  =  X  -h  iV,  so  ist 


-V 


/iml<l>[x)  Ix  =  f<\>i^x)  dx ,       /iml^>{y)  ly  =  f^'{y)  dy      u.   s.  w.; 


hieraus  folgt 

-V  I'  X  Y 

iimlf{z)lz  =f<t^(x)dx  ~ßv{y)dy^if(b,(x)dx-i-if\l\(ji)äy. 

-^0  JO  -^0  J'O 

Hierdurch  ist  das  Integral 

z 

ff{z)  dz 

-0 

durch  bestimmte  Integrale  realer  Functionen  einer  realen  Variabein  ausgedrückt 
Wir  seil  Hessen  hieran  zwei  Sätze,  die  sich  aus  der  Definition  des  bestimmten 

Integrals  ohne  Weiteres  ergeben. 

Ist  b  ein  Punkt,  der  auf  dem  Integrationswege,  d.  i.  auf  dem  (ür  die  Variable 

angenommenen  Wege,   ac  zwischen  a  und  c  liegt,   so  ist  für  die  Integration  auf 

dem  angenommenen  Wege 


j/{z)  dz  -h  jfiz)  dz  =  Jf{z)  dz  . 


Femer  folgt 


a 


a 


f/{z)dz  =  -J/{z)dz. 
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3.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  die  Wahl  des  Integrations- 
weges auf  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  hat. 

Es  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  b 
genommene  Integral  immer  andere  Werthe  erhält,  wenn  man  die  Punkte  a  und  b 
durch  verschiedene  Integrationswege  verbindet;  so  dass  es  nöthig  wäre,  bei 
jedem  Integrale  den  Ingrationsweg  genau  anzugeben.  Wir  werden  indess  zeigen, 
dass  diess  nicht  der  Fall  ist;  der  Werth  des  bestimmten  Integrals  wird  sich  nur 
insofern  abhängig  vom  Integrationswege  erweisen,  als  bei  gewissen  Gruppen  von 
Wegen  das  Integral  um  eine  bestimmte  additive  Constante  von  dem  auf  andern 
Wegen  erhaltenen  Werthe  abweicht. 

Um  zu  diesen  Ergebnissen  zu  gelangen,  beweisen  wir  folgenden  Satz:  Sind 
X  und  Y  zwei  innerhalb  eines  vollständig  begrenzten  Theiles  T 
einer  RiEMANN'schen  Fläche  endliche  und  eindeutige  Functionen  des 
Ortes  in  der  Fläche,  so  ist  das  über  die  Fläche  T  erstreckte  Integral 


ffdX^       dY\ 

J  Vy  "  ^^) 


dT 


entgegengesetzt  gleich   dem  über  alle  Punkte  der  Begrenzung  von  T 
ausgedehnten  Integale 

^{Xdx  -h  Ydy) , 
wobei    alle  Theile    der  Begrenzung    so    durchlaufen    werden    sollen, 
dass  die  Fläche   T  gegen  die  Fortschreitung  entlang  der  Grenze  so 
liegt,  wie  der  -h  /  enthalte/ie  Theil  der  Zahlenebene  gegen  die  in  der 
Richtung  wachsender  Zahlen  durchlaufene  reale  Achse. 

Wir  wollen  uns  zunächst  unter  X  und  Y  reale  Functionen  von  x  und  y  denken. 

Wir  betrachten  zuerst  ein  Flächenstück  T^  das  die  Ebene  nur  einfach  bedeckt 
und  einfach  zusammenhängend  ist,  d.  i.,  dessen  vollständige  Begrenzung 
eine  einzige  geschlossene  Curve  bildet. 
Das  über  T  ausgedehnte  Integral  zerlegen 
wir  in  die  Differenz  zweier  Integrale 


/(^-ij)-=/#-^^-. 


-m 


dxdy . 


und   berechnen   die  Summanden  einzeln. 
Nun  ist 

Hierbei  ist  die  Integration  nach  ^  auf 
jeder  Parallelen  zur  K-Achse  über  die 
Strecken  auszudehnen,  die  im  Innern  von 
T  liegen,  für  x=  OP  also  über  F^P^  und  P^P^,  Sind  die  Werthe,  welche 
die  Function  X  in  den  Punkten  P^,  P^,  P^,  /\  hat,  der  Reihe  nach  X^,  X^, 
-Y3,  A'4,  und  bemerken  wir,  dass  bei  unbestimmter  Integration 

'dX 


I 


dy 


dy  =  X  -¥  C, 


so  ergiebt  sich  für  das  über  die  Strecken  /\  /",  und  /*,  P^  ausgedehnte  bestimmte 
Integral 


/ 


698  Integralrechnung. 

Hierbei  wird  von  der  Voraussetzung  Gebrauch  gemacht,  dass  X  flir  alk 
Punkte  im  Innern  der  Fläche  endlich  bleibt;  denn  wenn  X  z.  B.  für  einen  Punkt 
innerhalb  der  Strecke  P^P^  unendlich  wird,  so  ist  das  über  die  Strecke  aas- 
gedehnte Integral  im  Allgemeinen  nicht  gleich  X^  —  X^. 

Daher  ist  nun  weiter 

P-^dT  ^j{X,  -  jr,  -H  ^,  -  X,)  dx . 

=  —  fx^dx  4-  fx^dx  —  fx^dx  4-  fx^dx. 

Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  erhalten  wir,  indem  wir  die  zur  K-Achsc 
parallelen  Tangenten  der  Umgrenzung  ziehen;  haben  dieselben  die  Abscissen 
OA,  OB,  OC,  OD,  so  ist 

OD  OC  OC  OD 

Ij^dT  =  -  IX^dx  4-  iX^dx  —  iX^dx  -h  jx^dx, 

OA  OA  OB  OB 

Im  zweiten  und  vierten  Integrale  vertauschen  wir  die  Grenzen  und  erhalten 
bei  etwas  veränderter  Anordnung 

OD  OB  OC  OA 

1.  }j^^^  ^--i  fx^dx  -\-  fx^ dx  -^  fx^dx  4-  jX^  dxj . 

OA  OD  OB  OC 

Durchläuft  ein  Punkt  den  Perimeter  von  T.  in  positiver  Richtung  von  A^ 
anfangend,  so  erhält  X  auf  dem  Wege  A^D^  Werthe,  die  mit  A',  bezeichnet 
sind;  die  auf  dem  Wege  D^  B^  sind  mit  X^  bezeichnet,  die  auf  B^  C^  mit  X|, 
die  aufCjy^j  mit  ATj.    Wir  können  daher  in  1.  die  Indices  bei  X^,  X^,  X^,  X^ 

weglassen  und  alle  Integrale  vereinigen;  hierdurch  entsteht 


1 


/if-=-/. 


Xdx, 


wobei  das  Integral  rechts  also  über  den  Perimeter  von  T  auszudehnen  und  da- 
bei der  Perimeter  in  positiver  Richtung  zu  durchlaufen  ist.  Durch  geeignete 
Vertauschungen  ergiebt  sich  aus  3. 

3.  p/-dT=-jYdy, 

wobei  rechts  infolge  der  Vertauschung  von  x  gegen  y  der  Perimeter  von  T  so 
zu  durchlaufen  ist,  dass  die  Fläche  T  gegen  die  Richtung  der  Fortschreitung  so 
liegt,  wie  der  Winkel  XO  Y  gegen  die  in  der  Richtung  der  wachsenden  y  zurück- 
gelegte Ordinatenachse.  Diese  Umlaufsrichtung  ist  der  des  Begrenzungsintegrals 
in  2.  entgegensetzt.  Wechseln  wir  in  3.  die  Umlaufsrichtung,  so  wechseln  alle 
einzelnen  Bestandtheile,  aus  denen  dasselbe  zu  berechnen  ist,  (so  wie  JXdx  sidi 
nach  Gleichung  1.  berechnet)  die  Grenzen,  nehmen  also  den  entgegengesetzt 
gleichen  Werth  an;  durchläuft  man  den  Perimeter  von  T' in  positiver  Richtung, 
so  hat  man  daher 

4.  f^^äT^JYäy. 
Aus  2.  und  4.  folgt  schliesslich 

5.  /  [t^  -  ^^  dT  =  —    ({Xdx  4-  Vdy) ,       w.  z.  b.  w. 


\ 
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(M.  549.) 


=    ({Xdx 


Ydy) 


Wir  beweisen  nun  den  Satz  für  eine  die  Ebene 
allenthalben  einfach  bedeckende  Fläche  T^  deren  Be- 
grenzung aus  mehreren  getrennten  Curven  besteht. 
Wir  denken  uns  aus  der  einfach  zusammenhängenden 
(wagerecht  schraflfirten)  Fläche  7*1  fehe  einfach  zusammen- 
hängende (senkrecht  schraffirte)  T^  herausgeschnitten. 
Wird  die  übrig  bleibende,  ringförmige  Fläche  mit  T 
bezeichnet,  so  ist 

/(W-fc^-=/(if-i-r)--/(if-i-r)- 

wobei  durch  die  Zeichen 

T      r,      r, 
angedeutet   wird,    dass    die  Integration    über   die  Flächen  T,   T'j,   T^   erstreckt 
werden  soll.     Nun  ist  nach  dem  vorigen  Beweise 

ausgedehnt  über  den  Perimeter  von  T^  in  positiver  Umlaufsrichtung;  und 

ausgedehnt  über  den  Perimeter  von  T^  in  negativer  Umlaufsrichtung  in  Bezug 
auf  7*3,  mithin  in  positiver  in  Bezug  auf  die  Ringfläche  7\,  zu  deren  Begrenzung 
der  Perimeter  von  T^  gehört     Daher  haben  wir  für  T 

wobei  nun  das  Begrenzungsintegral  rechts  über 
die  ganze  Begrenzung  von  T  in  positiver 
Richtung  (in  Richtung  der  Pfeile)  zu  erstrecken  ist. 

Wenn  aus  einer  einfach  zusammenhängenden, 
die  Ebene  allenthalben  einfach  bedeckenden 
Fläche  mehrere  Stücke  herausgeschnitten  werden, 
so  findet  man  in  gleicher  Weise  die  Gültigkeit 
des  Satzes. 

Bei  der  unschraffirten  Fläche 
T  (Fig.  550)  ist  das  Begrenzungs- 
integral über  die  drei  Begrenzungs- 
curven,  bei  jeder  in  der  Pfeil- 
richtung, zu  erstrecken. 

Die  Fläche  T  in  Fig.  551  ist 
aus  einer  zweiblättrigen  Riemann'- 
schen  Fläche  mit  vier  Windungs- 
punkten geschnitten  (§12,  No.27); 
sie  bedeckt  zum  Theil  die  Ebene 
doppelt,  nämlich  innerhalb  des 
Grundrisses  a  ß  7  8 .  Ist  ^4 ^parallel 
der  K-Achse,  so  ist  bei  der  Inte- 
gration nach  y  das  Integral  über 


0 


(M.  550.) 
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die  Strecken  AB,  CD  (im  obern  Blatte),  RF  und  GH  zu  erstrecken;  folglich  ist 


/ 


7-  äy  =  Xb  —  Xa  -4-  Xd  —  Xc  -H  X/,^  —  Xe  -H  Xh  —  Xc ; 


es  gelten  daher  ganz  die  vorigen  Betrachtungen  und  Schlüsse. 

Enthält  T  einen  Windungspunkt  einer  zw^blätterigen  Fläche   und  wird  von 

einer   einzigen  Curve    begrenzt,    so  ist  für  die  Integration   nach  x  entlang  der 

Parallelen  AD  zur  Jf-Achse  das  Integral  im  oberen 
Blatte  über  die  Strecke  CD,  im  untern  über  AB 
zu  erstrecken,  es  ergiebt  sich  mithin 


/^i^-=^--^^ 


^  Yd  —  Vc; 


(M.  552.) 


alles  Uebrige  folgt  dann  wie  vorher. 

Wir  können  nun  den  Satz  mit  Leichtigkeit  auf 
~y  den  Fall  ausdehnen,  dass  X  und  Y  complexe 
Functionen  sind. 

Haben  wir  AT  =  ^ -I- /5 ,     Y=  U-^iV,  soist 

Wenden    wir   den  Satz    auf  die  realen  Functionen   R,  S,  [/,    V  an,   so  er- 
halten wir 

/faf-||)''^=  -Ji^äx^Uäy),  j{^^—'^dT=  -ßsä.  +  m. 
Daher  folgt  schliesslich 

/(^  ~  It)  ''^  =  ~  A^  "^  '^  ^^  -H  (Cr H-  /•  n  dy] ,       w.  z.  b.  w. 

4.    Wir  wenden  den   soeben  bewiesenen  Satz  auf  das   Integral   einer  com- 
plexen  Function  7a  an.     Es  sei 

[70  dz 
über  den  Perimeter  einer  Fläche  T  ausgedehnt,   innerhalb  welcher  ?£»  eine  end- 
liche und  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  ist;  alsdann  ist 

J7vdz  =  j{7vdx  -h  i7vdy)  =  —  /  ( -^  —  /  ^- j  dT, 


Da  nun 


C7V 

Cy 


.d7ü 


so  verschwinden  alle  Elemente  des  Flächenintegrals,  also  auch  das  ihm  gleiche 
Begrenzungsintegral.  Dies  ergiebt  den  Satz:  Das  Integral  Jwdz,  ausgedehnt 
in  positiver  Umlaufsrichtung  über  die  vollständige  Begrenzung  einer 
Fläche,  innerhall)  deren  70  eindeutig  und  endlich  ist,  ist  gleich  Null. 
Enthält  die  Fläche  T  einen  oder  mehrere  Unstetigkeitspunkte,  fiir  welchen 
die  eindeutige  Function  7v  unendlich  wird,  so  kann  man  dieselben  durch  kleine 
geschlossene  Perimeter  aj,  a^,  ...  umgeben,  deren  jeder  nur  einen  Un Stetigkeits- 
punkt enthält.  Lässt  man  die  von  a^,  .  .  begrenzten  Flächentheile  aus  7^  aus- 
treten, so  ist  nun  innerhalb  der  Restfläche  7v  endlich;  mithin  verschwindet 
J7vdz,  wenn  man  es  über  die  Begrenzimg  von  7" und  über  die  Perimeter  a,,  «j  •  • 
ausdehnt,  in  positivem  Umlaufe  in  Bezug  auf  die  Restfläche,  also  die  über 
ttp  a^,  .  .  .  .  ausgedehnten  Integrale  in  negativer  Richtung  bezüglich  der  aus- 
geschlossenen  Flächen.     Hieraus  folgt:     Wird   das  Integral  jwdz  über  den 
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Perimeter  einer  Fläche  T  erstreckt,  welche  Unstetigkeitspunkte  ent- 
hält, so  ist  der  Werth  dieses  Integrals  gleich  der  Summe  von  Inte- 
gralen JwdZt  die  in  positiver  Richtung  um  die  Perimeter  kleiner,  je 
einen  Unstetigkeitspunkt  enthaltender  Flächentheile  erstreckt  sind. 

Dieser  Satz  lehrt  Jwdz  für  den  Fall  zu  finden,  dass  T  Unstetigkeitspunkte 
enthält;  wir  werden  nämlich  jeden  solchen  Punkt  durch  einen  kleinen  Kreis  um- 
geben, wenn  er  kein  Windungspunkt  ist;  ist  er  Windungspunkt  einer  zweiblätterigen 
RiEMANN'schen  Fläche,  so  umgeben  wir  ihn  mit  einer  geschlossenen  Linie,  deren 
(Irundriss  ein  Kreis  ist,  die  also  von  z  beschrieben  wird,  wenn  r  constant  ist 
und  (p  von  0  bis  47:  wächst;  zur  Berechnung  dieser  Integrale  können  wir  r  so 
klein  nehmen  wie  wir  wollen,  und  daher  insbesondere  einen  verschwindend 
kleinen  Werth  von  r  voraussetzen. 

5.  Wir  kehren  nun  zum  Ausgangspunkte  unserer  Untersuchung  zurück,  zu 
der  Frage,  welchen  Einfluss  die  Wahl  des  Integrationsweges  (N.  3)  auf  den  Werth 
des  Integrals  ^ 


f 


7väz 


hat.    Führt  man  die  Variabele  auf  zwei  Wegen  /  und 

/j  von  Zq  nach  0,  die  einen  Theil  einer  RiEMANN'schen 

Fläche  vollständig  begrenzen,  innerhalb  dessen  keine 

Unstetigkeitspunkte  liegen,  so  verschwindet  das  über  — 

die  ganze  Begrenzung  genommene  Integral.  Dasselbe 

zerfallt  in  das   in  der  Richtung  ZqZ  über  /  und  in 

das   in  der  Richtung   zZq  über  /j    genommene.     Deuten   wir  die   Wege   durch 

eingeklammerte  Buchstaben    vor  dem  Integralzeichen  an,  so  ist  also 


(M.553.) 


1. 


(J)Jwdz   4-  {l^)jwdz  =  0  . 


«0 


Da  nun 


so  « 

{li)jwdz  =  —  (J^)  jwdz y  so  folgt  aus  1.: 


«0 


{l)Jwdz  =   {/^)fwdz. 


«0 


«0 


Wenn  zwei  Integrationswege  einen  Theil  T  einer  RiEMANN'schen 
Fläche  vollständig  begrenzen  und  innerhalb  desselben  kein  Unstetig- 
keitspunkt liegt,  so  hat  das  Integral  für  beide  Wege  denselben  Werth. 

Femer  erkennen  wir  sofort:  Wenn  T' einen  oder  mehrere  Unstetigkeits- 
punkte enthält,  so  sind  die  auf  den  Wegen  /  und  /,  gewonnenen 
Integrale  um  gewisse  Constanten  verschieden,  nämlich  um  die  Werthe 
von  Integralen  über  die  Perimeter  hinlänglich  kleiner  Flächen,  welche 
je  einen  Unstetigkeitspunkt  enthalten. 

In  einer  einblätterigen  ununterbrochenen  Fläche  begrenzt  jede  geschlossene 
Curve  einen  Theil  der  Fläche  vollständig;  in  einer  zweiblätterigen  Fläche  lassen 
sich  geschlossene  Linien  ziehen,  die  für  sich  allein  nicht 
die  vollständige  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche 
bilden. 

Hat  die  zweiblätterige  Fläche  zwei  Windungspunkte  a 
und  ^  und  zwischen  ihnen  die  Verwachungslinie,  so  kann 
man  im  oberen  (oder  im  unteren)  Blatte  eine  geschlossene 
Curve  cdf  ziehen,  die  beide  Windungspunkte  einschliesst.  04.5^.\ 
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Diese  Linie  theilt  die  zweiblättrige  Fläche  in  zwei  Theile,  die  beide  unend- 
lich gross  sind;  der  eine  ist  der  ausserhalb  cde  liegende  Theil  des  Blattes,  der 
andere  ist  das  untere  Blatt  vermehrt  um  den  innerhalb  cde  liegenden  Theil  des 
oberen,  der  mit  dem  unteren  entlang  ab  zusammenhängt     Bei  beiden  Theilen 

gehört  zur  vollständigen  Begrenzung  ausser  dt 
noch  eine  die  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
haltende geschlossene  Linie. 

6.  Wenn  der  Integrationsweg  ^qX  sich 
selbst  ein-  oder  mehrmals  schneidet,  so  kann 
man  geeignete  Zerlegungen  vornehmen,  die 
wir  an  einem  Beispiele  (Fig.  555)  zeigen.  Da- 
bei wollen  wir  mit  /(^,  B,  C ,  ,  JV)  das  entlang 
^  einer  vorgeschriebenen  Curve  j4,  B,  C, .  N  \(m 
A  bis  N  erstreckte  Integral  von  wds  verstehen. 

(M.  5!V5.)  Eg  jg^ 

Nun  kann  man  das  erste  und  letzte,  sowie  das  zweite  und  dritte  Integral  zu 
einfachen  Begrenzungsintegralen  zusammenfassen  und  hat 

2.  /(«oTÖeC*)  =  /(^o««)  ^-  /(«P^Ca)   -h  /(PT«ß)  - 

Wenn  nun  der  Weg  s^^dsC'  keinen  Unstetigkeitspunkt  umkreist,  innerhalb 
der  Fläche  aßsC  also  keiner  liegt,  so  sind  die  Begrenzungsintegrale 

3.  /(ap.Ca)=/(ß78ß)  =  0, 
und  es  ist  daher 

/(«oT««C«)  =/(«o««)- 

Wenn  der  Weg  einen  oder  mehrere  Unstetigkeitspunkte  umkreist,  so  sind 
die  Integrale  3.  gleich  Integralen,  die  in  derselben  Umlaufsrichtung  über  die 
Perimeter  von  beliebig  kleinen  je  einen  Unstetigkeitspunkt  einschliessenden 
Flächen  erstreckt  sind. 

Hieraus  erkennt  man:  Wenn  eine  geschlossene  Curve  sich  selbst 
schneidet,  so  ist  das  über  dieselbe  erstreckte  Integral  Jiods  gleich 
Null,  wenn  die  Curve  keinen  Unstetigkeitspunkt  umkreist;  werden 
von  der  Curve  Unstetigkeitspunkte  theils  in  positiver,  theils  in  nega- 
tiver Richtung  umkreist,  so  ist  das  Integral  gleich  der  Summe  von 
Integralen,  jedes  über  den  Perimeter  einer  je  einen  Unstetigkeits- 
punkt enthaltenen  beliebig  kleinen  Fläche  in  demselben  Sinne 
erstreckt,  in  welchem  die  Curve  den  Punkt  umkreist,  mit  der  Anzahl 
der  Umläufe  multiplicirt,  welche  die  Curve  um  den  betreffenden 
Unstetigkeitspunkt  macht. 

7.  Wir  entwickeln  nun  einen  Begriff,  der  fUr  die  weiteren  Untersuchungen 
von  Bedeutung  wird,  nämlich  den  des  einfachen  oder  mehrfachenZusammen- 
hangs  einer  vollständig  begrenzten  Fläche  (wobei  Begrenzungen  durch  einen 
mit  unendlich  grossem  Radius  um  ein  im  Endlichen  liegendes  Centrum  beschriebe- 
nen Kreis  nicht  ausgeschlossen  werden  sollen). 

Unter  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  verstehen  wir  nach 
RiEMANN  eine  Fläche,  die  durch  jeden  Querschnitt,  d.  i.  durch  jede  zwischen  zwei 
Punkten  der  Begrenzung  verlaufende  sich  seiost  nicht  schneidende  Linie  in  zwei 
vollständig  getrennte  Theile  zerlegt  wird.  Einfach  zusammenhängend  ist  z.  B. 
eine  Kreisfläche,  femer  der  Theil  einer  zweiblätterigen  Fläche,  der  durch  eine 
geschlossene  sich  selbst  nicht  schneidende  Curve  vollständig  begrenzt  wird. 
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(M.556.) 


[hängende 
ird  durch 


mit  zwei  Windungs- 
zwei geschlossenen 


In  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  ist  jede  geschlossene 
Linie  die  vollständige  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche.  Denn  ge- 
setzt,  die  geschlossene  Curve  a  zerlege  die  Fläche  T  in  ,__ 

zwei  Theile,  7',  und  T",,  von  deren  keinen  sie  die  voll-  ^    '"-. 

ständige  Begrenzung  bildet,  so  muss  der  eine  T^  noch 

eine  innere  p,    der  andere  T",   noch  eine  äussere  Grenz- 

curve  Y  haben,  die  sich  nicht  treffen.    Zieht  man  nun  von    { j.  [-, 

einem  Punkte  A  auf  ß  nach  einem  Punkte  B  auf  -f  eine        ' 

Linie  auf  der  Fläche,   die  sich  nicht  schneidet,  so  wird 

durch  dieselbe  die  Fläche  nicht  zerstückt,   folglich  ki 

T  nicht  einfacln  zusammenhängend  sein. 

Eine  Fläche  heisst  zweifach  zusammenhängend, 
wenn   sie  durch  einen  einzigen  Querschnitt  in  eine   einfach 
verwandelt  werden  kann,   z.  B.   die  Fläche  T  in  Fig.  556;  denn  sie 
AB  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Zweifach  zusammenhängend  ist  femer  der  Theil  ei 
punkten  a  und  b  versehenen  zwei  blätterigen  Fläche,  der 
Linien  begrenzt  wird,  die  in  den  beiden  Blättern  so 
liegen,  dass  jede  die  Verwachsungslinie  einmal  umkreist 
(Fig.  557);  der  Querschnitt  AB  verwandelt  sie  in  eine 
einfach  zusammenhängende. 

Eine  Fläche  heisst  drei-,  vier-  u.  s.  w.  fach  zusammen- 
hängend, wenn  sie  durch  zwei,  drei  u.  s.  w.  Querschnitte 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden 
kann.  Hierbei  soll  jeder  bereits  hergestellte  Querschnitt 
zur  Begrenzung  der  Fläche  gerechnet,  durch  weitere 
Querschnitte  also  nicht  überschritten  werden. 

Die  Fläche  in  Fig.  55t  ist  dreifach  zusammenhängend; 
denn  zieht  man  im  oberen  Blatte  den  Querschnitt  CD,  und  im  unteren  EF, 
so  erhält  man  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wenn  die  Function  w  für  alle  Punkte  einer  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  Teindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  das  über  irgend 
eine  geschlossene  Curve  der  Fläche  ausgedehnte  Integral /wi/e  gleich 
Null,  und  das  entlang  irgend  einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve 
genommene  Integral 

\wit% 

ist  unabhängig  vom  Integrationswege;  ist  Sg  eine  absolute  Constante,  so 
ist  das  Integral  daher  eindeutig  bestimmt  iiir  jeden  (die  obere  Grenze  bildenden) 
Punkt  z  der  Fläche. 

8.    Wird  der  Integrationsweg  /  des  Integrals 

über  den  Endpunkt  s  hinaus  bis  zu  einem  in  irgend  welcher  Richtung  liegenden 
hinlänglich  nahen  Punkte  2  +  Az  so  verlängert,  dass  die  Zunahme  des  Wegs 
und  die  des  Integrals  mit  As  verschwindet  (also  innerhalb  der  Verlängerung 
kein  Unstetigkeitspunkt  umkreist  oder  getroffen  wird),  so  hat  man 
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fAz)dz  =  /im  [/(2j(«i  —  i?o)  -^  /(«a)(«2  —  «1)  -^  •  •  -*-/W(«  —  ^--01» 


//(«)  rf«  =  /im  [/(«,)(«,  —  «0)  +  /(«s)(«j  —  *i)  +  •  •  -+- /(«)(*  —  *»  -1)] 

£ 

Bildet  man  die  Differenz  beider  Werthe  und  geht  zur  Grenze   für  ein  ver- 
schwindendes Iz  über,  so  erhält  man 


^0  ^0 


-0 

Der  Differentialquotient  des  Integrals  nach  der  oberen  Grenze  ist  somit 
unabhängig  von  der  Richtung,  in  welcher  z  -h  äz  gegen  z  liegt;  wählt  man 
diese  Richtung  einmal  parallel  der  realen  und  dann  parallel  der  imaginären 
Achse,  so  hat  man  nach  1 .,  wenn  man  zur  Abkürzung  das  Integral  mit  w  be- 
zeichnet, 

d7a        .  dw       dw 

also 

dw  .  dw 

dy  dx  ' 

Hieraus  folgt:  Das  Integral  einer  complexen  Function  ist  eine 
complexe  Function  der  oberen  Grenze. 

9.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  werth vollen  Anwendung  der  entwickelten 
allgemeinen  Sätze. 

Es  sei  /  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  7",  und  im  Innern  von  T 
sei  die  Function  /{z)  eindeutig  und  endlich;  ferner  sei  /  ein  im  Innern  dieser 
Fläche  gelegener  Punkt,  der  nicht  zugleich  Windungspunkt  ist.  Alsdann  hat  die 
Function 

z  —  t 
auf  T  nur  den  einen  Unstetigkeitspunkt  /,  in  welchem  sie  unendlich  gross  wrd. 
Das  Integral 


h 


dz  , 


z  —  t 

ausgedehnt  über  die  Begrenzung  von  7",  ist  dann  gleich  dem  Integrale  derselben 
Function,  ausgedehnt  über  die  Begrenzung  einer  beliebig  kleinen  Fläche,  inner- 
halb deren  der  Unstetigkeitspunkt  /  liegt.  Wir  wählen  zu  dieser  kleinen  Fläche 
einen  Kreis  mit  hinlänglich  kleinem  Radius  p  und  dem  Centrum  /,  setzen  für 
Punkte  dieses  Kreises 

z  —  ^  =  p  (^^-^  9  -h  /  sin  9) 
und  gehen  auf  dem   Kreise  von  z  zu   einem  unendlich    nahen   Punkte  z  -^  Ji 
über;  dann  ist 

dz  =  p  ( —  sin  9  4-  /  cos  9)  df^  , 
=  /  p  (cos  94-/  sin  9)  ^  9 , 
=  i(z  —  /)  d^9  . 
Dali  er  ist  für  die  Integvaüow  etvtlau^  des  Kreises 
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jj^fdz   ^ij/{z)d^. 


0 
Nimmt  p  zur  Grenze  Null  ab,  so  nähern  sich  alle  Werthe,  die  f{z)  auf  der 

Kreisperipherie  hat,  dem  Werthe  /(/),  den  die  Function  im  Centrum  hat. 

Daher  ist 

0 
Wir  erhalten  somit:     Wird  das  Integral 

7W 


ß 


dz 


z  —  t 

auf  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  T  ausgedehnt,  inner- 
halb welcher/(;s)  eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  für  jeden  im  Innern 
von  T  gelegenen  Punkt  /,  der  kein  Windungspunkt  ist, 

Hieraus  folgt 

•^  ^  '         2T:tJ  z  —  / 

Der  Werth,  den  eine  Function  für  einen  Punkt  im  Innern  einer 
Fläche  annimmt,  auf  welcher  sie  allenthalben  endlich  und  eindeutig 
ist,  lässt  sich  also  durch  ein  Integral  angeben,  welches  über  die 
Begrenzutig  der  Fläche  erst|;eckt  ist. 

Differenzirt  man  beide  Seiten  von  2.  nach  /  n  mal,  so  erhält  man 

Da  nun  fiir  die  Umgrenzung  von  T  die  Function 

__m_ 

{Z  —  /)«+! 

allenthalben  endlich  ist,  so  folgt:  Ist  eine  Function  innerhalb  einer  Fläche 
T  eindeutig  und  endlich,  so  gilt  dasselbe  auch  von  allen  ihren 
Derivirten. 

An  die  Formel  1.  knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Um  den  Werth 
zu  bestimmen,  den  das  Integral 

//«  dz 
hat,  wenn  man  es  über  den  Perimeter  eines  verschwindend  kleinen 
Kreises  erstreckt,   für  dessen  Centrum  a  die  Function/(5)  unendlich 
wird,  während  das  Produkt  (je:  —  ö)/^  endlich  ist,  setzen  wir 


;>(„..  =/(i=^.. 


und  erhalten  daher  nach  1.,  wenn  a  kein  Windungspunkt  ist, 
4.  Jf{z)  dz  =  "inilim^^^)  {z  —  a)f{z)  . 

10.  Die  Formeln  1.  und  2.  führen  zur  Darstellung  einer  complexen 
Function  in  einer  unendlichen  Reihe  nach  steigenden  oder  fallenden 
Potenzen  der  Variabein;  wir  schicken  dieser  Entwicklung  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Convergenz  unendlicher  Reihen  mit  complexen 
Gliedern  voraus. 

ScHLOUHLai,  HaiKlbucli  Jer  Madieniaiik.     Rd.  II.  i^^ 
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Ersetzen  wir  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

S  =z   Uq    -^   U^    -h   Uf    -^   u^    -^   .   .  , 

durch  Uk  =  rk{casf^k  -t-  isint^k) , 

so  folgt 

^  =  Tj  cos 9i  -f-  rj  r^x ^3  -h  .  .  .  -h  /  (rj  sin^^  -+-  rj  J«f  ^j  -+-•••) • 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich :  Wenn  die  Reihe  der  Moduln  der  Glieder 
einer  unendlichen  Reihe  convergirt,  so  convergirt  auch  die  unend- 
liche Reihe. 

Sind  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  Functionen  von  z,  und 
convergirt  die  Reihe  für  jeden  innerhalb  eines  Gebiets  T  liegenden 
Werth  von  z,  so  convergirt  auch  das  Integral 

7(«o  "*"  *^i  "+"  *^9  "^'  •  •  0  ^* 
wenn  man  es  über  irgend  einen  auf  T  im  Endlichen  liegenden  Weg 

erstreckt.     Denn  da  nach  der  Voraussetzung  fUr  jeden  Punkt  auf  T 

lim  {u„  -f-  Uh+i  -f-  Un+2  -+-...)  =  0 ,       «=00, 

so  ist  auch  für  irgend  zwei  auf  T  liegende  Grenzen  a  und  d 

6 
iimjiun  4-  Un+\  -h  ««-H2  "H  .  .  .)  ^*  =»  0 . 

a 

lst/{z)  der  Grenzwerth  der  Reihe,  so  ist  ersichtlich,  dass 

/(»o  -+-  «1  -h  u^  -\-  .  .  ,)äz  =f/{z)  dz . 

Ist  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  (mit  ganzen  positiven 
Exponenten)  der  Variabein  z  geordnet  und  sind  für  einen  bestimmten 
Werth  der  Variabein,  dessen  Modul  r^  ist,  die  Moduln  aller  Glieder 
der  Reihe  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl,  so  convergirt  die  Reihe 
für  jeden  Werth  von  ä,  dessen  Modul  kleiner  als  Tq  ist*) 

Haben  in  der  gegebenen  Reihe 

1.  Aq  4-  A^z  H-  A^z^  -h  A^z^  -+-... 

die    Coefficienten   die    Moduln    «o'  ^w   ^a»  ^3  •  •  • »    ^^    ^^^^    ^^^    Moduln  der 
Glieder  der  Reihe 

a^,  a^r,  a^r^,  a^r^,  .  .  . 
Die  Reihe  der  Moduln 

2.  a^  -h  a^r  -h  a^r^ 
gewinnt  man  aus  der  Reihe 


3.  1  4- 

in  dem  man  die  Glieder  dieser  Reihe  nach  einander  mit 


•  •  . 


4.  a^,       ^i^Q,       a^r^, 

multiplicirt.     Die  Reihe  3.   convergirt  für  jeden  Werth  r,   der  kleiner  als  r^  ist 

und  hat  die  Summe 

^0 


^0  —   ^ 


Ist  nun  jede   der  Zahlen  4.   kleiner  als  eine  gegebene   Zahl   B,   so  ist  die 

Summe  2.  kleiner  als 


^0 


^ü  —   ^ 


^, 


folglich  ist  2.  convcrgent,  wenn  r  <.  r^  ,  w.  z.  b.  z. 

*)  Vergl.  BRior  et  Bov3^iV3v;v,  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.  ed.  Paris  1875,  P*^*  ' 
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Wenn  r  unbegrenzt  wächst,  so  wachsen  alle  Moduln  ö^,  öjr,  ög^*  •  •  •  • 

Dabei  sind  nun  zwei  Fälle  möglich :  Entweder  es  bleiben  für  alle  endlichen 
Werthe  von  r  alle  diese  Moduln  endlich,  oder  sie  bleiben  bis  zu  einem  end- 
lichen Werthe  r  =  R  endlich,  werden  aber  zum  Theil  für  r  =  ^,  und  somit 
auch  für  r  >  R,  unendlich  gross. 

Im  ersteh  Falle  convergirt  die  Reihe 

Aq  -h  A^z  -h  A^z^  -^  .  .  . 
für  jedes  endliche  z]  im  letzteren  convergirt  sie  für  jedes  2;,  dessen  Modulus 
kleiner  als  R  ist,  also  für  alle  Punkte  der  Ebene,  die  im  Innern  des  mit  dem 
Halbmesser  R  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  liegen,  und  divergirt  für 
alle  auserhalb  des  Kreises  liegende  Punkte,  da  sie  in  denselben  Glieder  mit  unend- 
lichen Moduln  erhält;  für  Punkte  auf  der  Peripherie  des  Kreises  mit  Radius  R, 
den  wir  den  Convergenzkreis  der  Potenzreihe  nennen,  bleibt  die  Con- 
vergenz  noch  unentschieden  und  bedarf  in  jedem  Falle  einer  besonderen  Unter- 
suchung. 

11.  Ist /(je)  endlich  und  eindeutig  innerhalb  eines  Kreises,  der  auf  der 
Variabelnfiäche  um  das  Centrum  a  beschrieben  ist  und  der  keinen  Windungs- 
l)unkt  enthält,  so  ist  für  jeden  Punkt  /  im  Innern  dieses  Kreises 

21:1  J  z  —  / 

wobei  das  Integral  über  den  Perimeter  des  Kreises  auszudehnen  ist.     Für  jeden 

Punkt  z  dieses  Perimeters  ist 

moä  (z  —  ä)  >  mod{t  —  rz), 

daher  hat  man  die  convergente  Reihenentwicklung 

1 1 1_^  1 

z  —  /        z  —  a  —  (/  —  ä)        z  —  a  t  —  a 

z  —  Ä  L         z  —  a       \z  —  a)        \z  —  a)  J 

Setzt  man  dies  in  1.  ein  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder,  was  (nach  10) 
erlaubt  ist,  weil  die  Reihe  für  alle  Punkte  des  Integrationsweges  convergirt,  und 
f(z)  innerhalb  desselben  nicht  unendlich  wird,  so  erhält  man 

2TZiJz-—a  2T.t  J  (z  —  ay  27r/     J  (z  —  ay 

Die  Integrale  in  dieser  Reihenentwicklung  sind  in  No.  9  bestimmt  worden; 
wir  haben  dort  gefunden 


]_c_m 


)   ^^^   /(.)(.) 


2T:iJ  (z  —  «)*+!  1.2-3 

und  erhalten  daher  aus  2. 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  TAVT.OR'schen  Reihe:  die  Entwicklung 
ist  für  alle  Punkte  /  im  Innern  eines  um  a  geschlagenen  Kreises  gültig,  wenn  die 
Function/ innerhalb  dieses  Kreises  endlich  und  eindeutig  ist  und  keinen  Windungs- 
punkt hat. 

Will  man  diesen  Gültigkeitsbereich  so  viel  als  möglich  erweitern,  so  hat 
man  die  Windungspunkte  und  die  Punkte  zu  bestimmen,  in  denen  /(/)  unendlich 
wird.  Der  Kreis  darf  dann  nicht  weiter  als  bis  zu  demjenigen  dieser 
Punkte  ausgedehnt  werden,  der  a  am  nächsten  liegt. 
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Wir  sehen  somit,  dass  die  Convergenzbedingungen  der  TAYLOR*schen  Reihe 
in  viel  einfacherer  Weise  sich  erledigen,  als  früher,  wo  wir  nur  reale  Variabein 
in  Betracht  ziehen  konnten;  die  lästigen  Betrachtungen  über  den  Grenzwerth 
des  Restes  fallen  hier  ganz  weg;  es  bedarf  nur  der  Bestimmung  der  Punkte,  in 
welchen  die  Function  unendlich  gross  wird. 

Lassen  wir  in  3.  den  Punkt  a  mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallen,  so  ent- 
steht die  MACLAURiN'sche  Reihe 

12.  Wir  schliessen  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  Reihenentwicklung 
von  der  Form 

1.  /{z)  =  ^0  -^  ^1  •  7  -»-  ^2  •  ;j  -»-  ^3  •  n  -^  •  •  • 


Z  '      Z*  **      Z' 

Ersetzen  wir  1  :  z  durch  Z,  so  entsteht 


2. 


Daher  ist 


die  Entwicklung  ist  für  alle  Werthe  von  C  gültig,  deren  Modul  kleiner  ist  als 
der  kleinste  Modul  der  C,  ftir  welchen /(l  :  C)  unendlich  wird;  also  gilt  2.  für  alle 
-?,  deren  Modul  grösser  ist  als  der  grösste  Modul  der  z,  welche  /{z)  unendlich 
gross  machen.  Ist  daher  a  der  vom  Nullpunkte  entfernteste  Punkt  der  Variabein- 
ebene, für  welchen  /(«)  unendlich  wird,  so  gilt  die  Reihe  1.  für  alle  Punkte  der 
Ebene,  die  ausserhalb  des  durch  a  um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen. 
13.  Wenn  die  Function  /{z)  innerhalb  und  auf  den  Grenzen  eines  Ringes, 
der  zwischen  zwei  um  den  Punkt  a  mit  den  Radien  r^  und  r^  geschlagenen 
Kreisen  liegt,  eindeutig  und  endlich  ist,  und  die  Variabeinfläche  innerhalb  der 
äusseren  Begrenzung  des  Ringes  keinen  Windungspunkt  hat,  so  ist  das  über  die 
vollständige  Begrenzung  des  Ringes  erstreckte  Integral 

/^  //«  =  2r//(/) , 


f^ 


ItJJ  z  —  t 


also  /(,)=_j^-_^^. 

Das    Begrenzungsintegral    besteht    aus    den    Integralen    entlang    der   beiden 
Kreise;  bezeichnen  wir  dieselben  mit  j  und  /,  so  ist 


•^  ^  ^        ^T.tjz  —  /  2r.tjz  —  / 


1- 

Für  das  erste  haben  wir,   da  alle  Punkte  des  Ringes  im  Innern  des  Kreises 
mit  Radius  r^   liegen,  nach  No.  11 

wobei   die  Integrale  u-„  über  alle  Punkte  des  Kreises  r^  im  positiven  Sinne  zu 
erstrecken  sind.     Für  die  Punkte  des  Kreises  r^^  ist 

mod{z  —  a)  <Z  mod(t  —  a) . 
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Daher  haben  wir  die  convergente  Entwicklung 

J 1 _!__  r         z  —a       fz  —  ay  1 

—  /  ""       (/  —  a)  -  («  —  ö)  "■       /  —  ö  L         /  —  ö  "*"  V  —  öj  "^  •  *  -J  • 


Also  ist 


eo 


3.  jT^t  ^^  =  -  2  ^«  (^  -  a)-'"-^ ,       ««  = /(^  -  &A^)  dz . 

Die  Integrale  Un  sind  über  den  Kreis  mit  Radius  r^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (im  positiven  Sinne  bezüglich  der  Ringfläche)  zu  erstrecken. 
Nimmt  man  sie  ebenso,  wie  die  «_„,  im  Sinne  wachsender  Amplituden,  so  kann 
man  1.,  2.  und  3.  folgendermassen  vereinen 


00 


•^^') = 2^  2""  ^'  ~  ''^~"~' '  ""  ""/^^^^  ^'  ~  "^ ''' ' 


—00 


wobei    alle  Integrale    über  den  Kreis   mit  Radius  r^   erstreckt  werden  können, 
weil  für  keinen  Punkt  der  Ringfläche  eine  der  Functionen 

f{z)  {z  —  ay 
unendlich  gross  ist.  Dies  ergiebt:  Eine  Function  einer  complexen  Variabein, 
die  innerhalb  einer  Ringfläche  mit  dem  Centrum  a  eindeutig  und 
endlich  ist,  kann  für  jeden  im  Innern  des  Ringes  gelegenen  Werth 
der  Variabein  /  in  eine  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von 
(/ — a)  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden. 

14.    Wenn  die  Function  f{z)  für  die  im  Innern  des  Kreises  r^  gelegenen 
Punkte  fiki  a/,   a,,,,  .  .  .  unendlich  gross  wird,  und  zwar  im  Punkte  «r  so  un- 


endlich wie 


d.  h.  so,  dass 


Fr{z) 


(z^OrY' 


00  ,     wenn     m  <.  r  ^ 
lim{z=^)  (z  —  OLrY'A^)  =  {-^riz),      „         m  =  r, 

0 ,         „        m>  r, 

wobei  I^r(z)  eine  im  Punkte  ar  endliche  Function  bezeichnet,  so  zerfallen  die 
Integrale  u^  in  Integrale,  die  über  verschwindend  kleine  Kreise  um  die  Punkte 
«A,  oL/f  a,«,  ...  und  a  erstreckt  sind.     Es  ist  z.  B. 

wobei 

und  das  Integral  über  einen  um  a>t  geschlagenen  unendlich  kleinen  Kreis  zu 
erstrecken  ist.     Für  die  Punkte  dieses  Kreises  kann  man  setzen 


daher  hat  man 


..  .  Fk{z) 

f(z)  =  7 — -— ^^ — TT ,       z  —  ö  =  a>t  —  a\ 


(z  —  aj^y 

Nach  No.  9    ist  unter  der  Voraussetzung,    dass  die  a  nicht  Verzweigungs- 
punkte sind, 

wobei  F^-^{(ik)  den  Werth  bezeichnet,  den 


/c 
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im  Punkte  ^k  hat.    Daher  hat  man  schliesslich 

§  14.    Logarithmus  und  Exponentialfunction,  Arcustangens  und  Tangente. 

1.  Wir  geben  nun  neue  Definitionen  des  Logarithmus,  der  Exponential- 
function, der  cyklometrischen  und  der  goniometrischen  Functionen, 
die  in  gleicher  Weise  für  reale  und  complexe  Variable  gelten. 

Den  Logarithmus  werden  wir  durch  eine  Functionalgleichung  definiren; 
von  dieser  aus  gelangen  wir  dazu,  den  Logarithmus  durch  ein  bestimmtes 
Integral  darzustellen.  Die  Functionen  arctangz,  arcsinz,  arccosz  definiren 
wir  direkt  durch  bestimmte  Integrale.  Die  Exponentialgrösse  und  die  gonio- 
metrischen Functionen  werden  als  Umkehrungen  des  Logarithmus  imd  der 
cyklometrischen  Functionen  definirt. 

2.  Den  Logarithmus  einer  Zahl  z  definiren  wir  als  die  Function 
f{z)^  welche  die  Eigenschaft  hat 

1.  fiz^z^)  =/{z)  4-/(«0. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  folgt  sofort 

f{z  .  z^  .  z^)  =  /(z)  -h  /(«i)  4-  /(«,) , 

2.  f{z  'Z^'Z^,.  s«)  =  f(z)  -h  f{z^  4-  /(«,)  -^-  .  .  -4-  /(«„)  . 
Setzen  wir  hierin  2:  =  ^j=«2...,so  entsteht 

3.  ^     /{%-)  =  mf{z) , 
wobei  m  eine  ganze  positive  reale  Zahl  ist. 

Femer  folgt  aus  I. 

/(^)    =/(«3,)    -/(S,). 

Ersetzen  wir  hier  zz-^^  durch  z,  so  haben  wir  fiir  z  zu  setzen  z  i  z^  und  erhalten 

'A.    Differenziren  wir  die  Gleichung 

/{z  .  t)  =  /(s)  +  /(/) 
nach  /,  so  entsteht 

zf{zt)=/'{t). 

Hierin  setzen  wir  /  =  1   und  erhalten 

2/' (-)  =/'(!)• 
Folglich  ist 

und  daher  weiter 


/(.z) 


=-  rmß . 


Da  f{z)  fiir  2  =  1  verschwindet,  so  sind  die  Grenzen  des  Integrals  1  und  z\ 
wir  haben  also 


/(«)  =/'(!) 


fdz 


Durch  die  Functionalgleichung 

/(z-z,)  =/{z)  +/(«,) 
ist  daher  der  Logarithmus  bis  auf  einen  constanten  Faktor  |i  =  /*  (1)  vollständig 

i 
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bestimmt.  Dieser  Faktor  bleibt  willkürlich;  je  nach  Wahl  desselben  erhält  man 
verschiedene  Logarithmensysteme;  die  Zahl  \l  heisst  der  Modul  des 
Systems.  Als  das  natürliche  Logarithmensystem  bezeichnen  wir  das,  für 
welches /'(l)  =  1  genommen  wird.  Führen  wir  statt  des  allgemeinen  Functions- 
zeichens /(jc)  hierfür  das  besondere  L{x)  ein,  so  ist  also 


L 


w  =fi  ■ 


Werden  die  Logarithmen,  für  welche  /'(l)  einer  gegebenen  Zahl  fx  gleich 
ist,  mit  Zi?^^t.z  bezeichnet,  so  ist 
2.  Log^z  =  fxZ«. 

Hiemach  genügt  es,  ausschliesslich  die  Function  Z(a;)  weiter  zu  untersuchen. 

4.  Die  Function  1  : «  ist  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  der  Variabein- 
ebene und  wird  nur  im  Punkte  «  ==  0  unendlich  gross.  Um  den  Einfluss  zu 
erfahren,  den  der  Integrationsweg  auf  das  Integral 

z 


ß 


z 

1 

hat,  haben  wir  daher  den  Werth  zu  berechnen,  den  das  Integral 


fi 


z 

erhält,  wenn  es  über  den  Perimeter  eines  den  Nullpunkt  umgebenden  Kreises 
erstreckt  wird.     Setzen  wir  in  §  13,  No.  9 

/(z)  =  l:z,      Ä  =  0 , 
so  ergiebt  sich  für  das  gesuchte  Integral  der  Werth 
1.  2it/. 

Hieraus  folgt:  Der  natürliche  Logarithmus  ist  eine  unendlich  viel- 
deutige Function;  die  demselben  Punkte  zugehörigen  Werthe  unter- 
scheiden sich  durch  ganze  Vielfache  von  2it/.  Diese  Grösse  2it/  wird 
als  der  Periodicitätsmodul  des  Logarithmus  bezeichnet. 

Um  den  von  z  abhängigen  Theil  des  Logarithmus  zu  bestimmen,  wählen 
wir  für  das  Integral 

z 

"dz 
z 


n 


einen  Integrationsweg,  durch  den  der  reale  und  der  imaginäre  Theil  der  Function 
gesondert  werden;  wir  integriren,  wenn  «  =  r(r^5(p  4- /««(p)  und  0  <  <p  <  2ic 
zunächst  auf  der  realen  Achse  von  1  bis  r  und  dann  auf  einem  Kreise  um  den 
Nullpunkt  weiter  von  r  bis  zu  z.  Das  erste  Integral  ist,  da  für  diesen  Theil 
des  Integrationsweges  j>  =  0  ist 

2-  /"^«/r. 


1 


wenn  wir  mit  /r  den  realen  Werth  von  Lr  bezeichnen. 
Für  das  zweite,  das  Kreisintegral,  setzen  wir 

z  =  r (cos ff  H-  isintf) ; 
da  für  diesen  Theil  des  Weges  r  constant  ist,  so  ist 

dz  =  r ( —  sin  9  -I-  /  cos  9)  d^  ^^  i*  zdf^  ; 
das  Integral  erstreckt  sich  von  9  =  0  bis  zur  Amplitude  von  z,  daher  ist  dasselbe 
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3. 


InlegnJrechiiitiig. 


Jiäf  =  19 . 


1 


4. 


Aus  1.,  2.,  3.  folgt  schliesslich 

Ls  «=  Lr{cos  9  H-  I  j«i  9)  5=  /r  H-  19  H-  it  •  2«* . 

5.  Der  Logarithmus  ist  eine  unendlich  vieldeutige  Function;  jede  Umkrasong 
des  Nullpunktes  durch  die  Variable  auf  dem  Integrationswege  vermehit  oder 
vermindert  den  natürlichen  Logarithmus  um  Sri,  je  nachdem  die  Umkieisiiiig 
im  positiven  oder  negativen  Smne  erfolgt    Um  die  Function 

w  ^=^  L% 
als  eindeutige  Function  der  Punkte  einer  RiEMANN'schen  Fläche  zu  eiliahen,  hat 
man  für  die  Variable  eine  Windungsfläche  zu  benutzen,  die  ach  um  den  Null- 
punkt windet  und  aus  unzählig  vielen  Blättern  besteht,  die  ausser  im  Windongi- 
punkte  keine  Verwächsung  zeigen;  diese  Variabeinfläche  ist  als  Schrauben- 
flache  mit  unendlic'h  kleiner  Ganghöhe  aufzufassen.  Wir  wollen  auf  jeder 
Windung  eine  Gerade  vom  Nullpunkte  aus  in  der  Richtung  der  realen  Ad« 
ziehen;  der  durch  zwei  solche  auf  einander  folgende  Geraden  begrenzte  Thdi 
der  s- Fläche  heisse  ein  Blatt  derselben.  Für  einen  bestimmten  Punkt  %  der 
Variabeinfläche  nehmen  wir  den  Werth  des  L%  zu 

Lz  ^=i  Ir  '\-  if^  ^  0  <  9  <  2ic 
an;  dann  ist  für  alle  Punkte  desselben  Blattes  der  Logarithmus  durch  diesdbe 
Formel  dargestellt  Dieses  Blatt  heisse  das  Blatt  0,  die  darauf  folgenden  dis 
Blatt  1,  %  3»  die  vorhergehenden  das  Blatt  —  1,  —  2,  —  3,  .  .  .  In  das  Blatt  i 
gelangt  man  vom  Punkte  1  des  Blattes  0  durch  i^malige  Umkreisung  desNiiD> 
Punktes,  wobei  ein  negatives  k  negativen  Drehimgssinn  angiebt;  daher  ist  für 
alle  Punkte  des  Blattes  k 

Lz  ^=  Ir  -^  iff  -h  2ki:i,      0  <  9  <  2i: . 

6.  Wir  construiren  nun  zu  den  Punkten  der  «-Fläche  die  zugehörigen  Punkte 
der  7<:'-Ebene,  und  beginnen  zunächst  mit  den  Punkten  des  Blattes  0. 

Für  den  an  der  Grenze  der  Blätter  0  und  —  1  liegenden  Punkt  1  ist  ur  =  l  =  0; 
durchläuft  z  die  realen  Werthe  von  1  bis  00,  so  durchläuft  tu  die  positive  reale 

V 


X  f^' 


^'vii 


(M.  55a.) 


Achse;  durchläuft  z  die  reale  Strecke  von  1  bis  0,  so  legt  w  die  negative  reale 
Achse  zurück*).    Beschreibt  z  von  dem  realen  positiven  Werthe  r  aus  einen  posi-' 

*)  In  beistehender  Figur  ist  die  w-Flächc  in  ^  des  Maassstabes  ausgeitihrt» 
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tiven  Kreisbogen  9,  so  bleibt  der  reale  Theil  von  Lz  iingeändert  gleich  /r  und 
und  es  tritt  nur  der  imaginäre  Bestandtheil  /<p  hinzu,  w  beschreibt  also  eine 
Normale  ^ur  realen  Achse  bis  zum  Abstände  9  von  derselben.  Allen  Punkten 
eines  in  0  begrenzten  Strahls  in  der  ^-Fläche  entsprechen  also  die  Punkte  einer 
Parallelen  zur  realen  Achse,  die  durch  den  Punkt  /^  geht;  der  negativen  realen 
Achse  der  ar-Fläche  «entspricht  insbesondere  die  durch  tzi  gehende  Parallele  zur 
realen  Achse  der  Ä/-Ebene.  Die  Punkte  der  Geraden,  in  welcher  die  Blätter  0 
und  1  zusammenhängen  (ihr  Grundriss  ist  OXy^ahen  die  Amplitude  ^ir;  dieser 
(Grenzlinie   entspricht  daher  die   durch  2Tzi  gehende  Parallele  zur  realen  Achse. 

Allen  Punkten  des  Blattes  0  der  s-Fläche  entsprechen  daher  die  Punkte  des 
Steifens  AAC/C/  der  w-Kbenc;  und  umgekehrt,  jedem  Punkte  7v  dieses  Streifens 
entspricht  eindeutig  ein  Punkt  des  Blattes  0  der  s-Fläche,  —  der  reale  Theil 
von  ia  ist  nämlich  der  Logarithmus  des  Moduls  von  z,  der  imaginäre  Theil  von 
7i'  ergiebt  sofort  die  Amplitude.  • 

Der  Logarithmus  «/j  eines  Punktes  z^  des  Blattes  1  weicht  vom  Logarith- 
mus des  Punktes  z  im  Blatte  0,  der  mit  ihm  gleichen  Grundriss  hat,  nur  um 
2i:/  ab.  Hieraus  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Punkte  des  Blattes  1  sich  auf 
dem  Streifen  der  7£/-Kbene  abbilden,  dessen  Ränder  parallel  zu  OC/  durch  2t: i 
und  4::/  gehen.  Theilt  man  die  7^'-Ebene  von  der  realen  Achse  aus  in  Streifen 
von  der  Breite  2r,  so  entsprechen  den  aufeinander  folgenden  Blättern 
der  £r-Fläche  der  Reihe  nach  die  Streifen  der  7£/-Ebene.  Durch  diese 
Streifen  wird  die  ganze  7f/-Ebene  erfüllt;  wir  schliesscn  daher:  pede  complexe 
Zahl  ist  der  natürliche  Logarithmus  einer  eindeutig  bestimmten  Zahl. 

7.    Aus  der  Gleichung  . 


z 

gewinnen  wir  mit  Hülfe  des  TAVLOR'schen  Satzes  eine  Potenzreihe  für  Z(l  -h  -?), 
Da  die  Variabeinfläche,  von  deren  Punkten  Z(l  -h  «)  eine  eindeutige  Function 
ist,  im  Punkte  l-|-2  =  ü,  d.  i.  ;8;=  —  1  einen  Windungspunkt  hat,  und  zu- 
gleich in  diesem  und  in  keinem  andern  Punkte,  abgesehen  von  den  Blättern  ±  00 , 
unendlich  gross  wird,  so  gilt  die  Entwicklung  von  Z(l  -H  ä)  nach  der  TAVLOR'schen 
Reihe  fiir  alle  Punkte  im  Innern  des  Kreises  für  welchen  modz  <   1  . 

Wir  haben  nun 
/(0)  =  >^.2t:/,  /'(0)  =  +  1,  /"(0)=-1,  /'"(0)  =  1-2,  /""(0)  =  -1  •  2  •  3  .  .  . 

«2        z^        «* 
und  daher     Z(l  -+-«)  =  >&•  2::/  -H«— "ö"-!--« T"^'*'' 

modz  <   1  . 
Für  die  Punkte  des  Blattes  0  ist  >&  =  0  und  daher 

Z(l-+-2)  =  s  —  -2-f--3--j-h... 

modz  <  1 . 
8.    Die    natürliche  Exponentialfunction.     Als  natürliche  Exponential- 

function  e-  der  Variabein  :;  bezeichnen  wir  die  Grösse,  deren  natürlicher 
Logarithmus  z  ist. 

Es  giebt  nur  eine  Zahl,  deren  natürlicher  Logarithmus  einer  gegebenen  Zahl 
gleich  ist;  die  natürliche  Exponentialfunction  e-  ist  daher  eine  ein- 
deutige Function  von  s.*) 

*)  Man  mUsste  eigentlich  die  natürliche  Exponentialfunction  von  der  vieldeutigen  sten  Potenz 
von  c  durch  ein  besonderes  Symbol  unterscheitlen ;  es  ist  dies  aber  nicht  üblich.  Wo  das  Zeichen 
r-  eine  vieldeutige  Potenz  bedeuten  soll,  muss  dies  besonders  mitgetheilt  werden. 
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Aus  der  Gleichung 

Lia-  b)  =^  La  -^  Lb 
folgt  nach  der  Definition 

a-b  ^  ^/.a-f-/.^) 

Setzen  wir  La  =  z,    Lb  =  z^  ,  so  ist 

und  damit  ergiebt  sich  aus  1. 

Da  z  und  z  -+-  k  -  2rJ  die  Logarithmen  desselben  Logarithmanden  sind, 
so  folgt 

Die  Exponentialfunction  ändert  sich  also  nicht,  wenn  die  Variable 
um  ganze  Vielfache  von  2ir/  zu-  oder  abnimmt.  Sie  ist  daher  ein  perio- 
dische Function  und  hat  die  Periode  27r/.     Nach  1.  und  2.  ist 

^(«  +  *.2icO    =:    ^».^-211«   =    ^. 

Für  «  =  0  folgt  hieraus 

Setzen  wir  ^*  =  w,  so  ist  «  =  Z«;  und  daher 

de*  dw 

dz  "~  dLw' 

dLw         1  1 

Da  nun  —j —  =  —  =  — ,       so  folgt 

dw  w        t^  ° 

dz 

Da  t^  eine  eindeutige  und  für  alle  endlichen  z  endliche  Function  von  i  ist, 
so  kann  e^  nach  dem  TAVLOR'schen  Satze  in  eine  unendliche  Reihe  entx^ickclt 
werden,  die  fiir  alle  endlichen  z  convergirt;  aus  4.  folgt  diese  Reihe  sofort  zu 

z^  z^  z* 


^'  ^'  ~   ^   "^    r    '     1  .  2    •     1  .  2  •  3    '    1  •  2  •  3  •  4 

Wir  sehen  hieraus,  dass  diese  Reihe,  die  in  der  Differentialrechnung  fiir  reale  • 
abgeleitet  wurde,  auch  für  jedes  endliche  complexe  z  gilt. 

Aus  der  Gleichung 

Lr  (cos  <p  -h  /  sin  ^)  =  /r  -h  /^ , 
bei  welcher  rechts  die  Vielfachen  des  Periodicitätsmoduls  2k/  wegbleiben  können, 
wenn   9    nicht  auf  eine  Umdrehung  beschränkt,    die  Vieldeutigkeit  also  in  die 
Amplitude  <p  verlegt  wird,  folgt  sofort 

6.  dir-k-if)  —  r{cosff-hisinf:^). 

Ersetzen  wir  /r  und  9  durch  x  und  y,  so  erhalten  wir 

7.  e(-^  •+- '»  =  e^  (cosy  -f-  isiny)  . 

Setzen  wir  femer  in  7.  r  =  1,  so  folgt  insbesondere 

8.  ^"P  =  cost^  -h  isint^. 

9.    Als  Potenz  ö*  (für  reale  oder  complexe  a  und  z)  definiren  wir  die 
Function 

Ist  a  =  p^'«  und  z  real,  so  ist,  wenn  p*  real  und  positiv  gerechnet  wird, 

a'  =  ei{ip  +  tfi)  =.  p«  (coszoL  -h  isinza) ; 
für   reale  z   führt   die  Definition   somit   auf  den   bereits   bekannten  Begriff  6g 
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Potenz  eines  beliebigen  Dignanden  mit  realem  Exponenten.    lstz  =  x-hiy,  so 
ergiebt  sich 

=  g(^i?-yfO  [cos(xa  -hj'/p)  -H  ism{xa  -l-^/p)]. 
Diese  Function  ist  unendlich  vieldeutig,  weil  a  um  ganze  Vielfache  von 
2  IC  vermehrt  oder  vermindert  werden  kann.    Nur  dann,  wenn  ^'verschwindet  und 
jc  rational  ist,  tritt  eine  auf  eine  endliche  Anzahl  Werthe  beschränkte  Vieldeutig- 
keit ein.  

—   /•    äz 


10.    Die  Function  Arctangz  = 


-  /—ff  _ 

Vi  -^  «*' 

0 


Durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  entsteht 


«  £ 


r  dz     ___  1  /  c  dz         r  dz   \ 

j\^  z^-  2^1  4-  iz  ^ J\    -  iz)' 

0  00 

Ersetzen  wir  im  ersten  Integrale   1  -»-  iz,  im  zweiten  1  —  iz  durch  C,  so 
ergiebt  sich 


C    dr       _    l_{  fdZ_  f^\ 

J\  ^  z^^  2i\J  n    J  n  ) 


0 

Daher  folgt 

1.  Arctangz=^.L\^^. 

*  2/      1  —  tz 

Die  Function  Arctangz  ist  also  unendlich  vieldeutig,  der  Periodicität- 

modul  ist 

S-.  2ic/  =  1:. 
2/ 

Die  Gleichung  1.  ergiebt  nach  der  Fundamentaleigenschaft  des  Logarithmus 

Arctangz  ^  Arctangz,  =  ^"/^  f^TTi  *  1  -  /^| 

1_      1   —  gS;    4-  iX'gH-gi) 

2/      1  —  zz^  —  /(jg-f-Äi) 

1       1   -1-  I  •  7 

1   —  / 


1    —  Z%^ 

Hieraus  folgt 

Z      i       Ä 

2.  Arctangz  -h  Arctangz^  =  Arctang-^ ^. 

1    "*~"   ZZ\ 

Ist  ferner        a;  =  ^  -h  /y  =  r(cos(f  -h  isintfi) ,     so  ist 

1  -f-  / ^  =  1  —  >  -h  /*  I       1  —  / J»  =  1  -h  >  —  I JC . 

Folglich  ist 

Z(l  -+-/«)  =  /yi  4-  r>  —  2^  -h  lör^Awj^^  j-^^ h  itj  •  2iti, 

■                                                       jp 
Z(l  — /^)  =  /yi  4-  r^  4-  2^  -h  iarctangj—^ h  ife,  •  2ici. 

Daher  ist  weiter 
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Die  letzten  beiden  arctang  lassen  sich  nach  2.  vereinigen;  dadurch  entstebt 


1  ^x  1     "i/l 

3.     Arctang  {x  H-  iy)  =  ^  arctang  ^  ^  ^^  '^  '^i^Y  \ 


-^r^-^y  ^,., 


-h  r>  -4-  aj' 

Die  Function  1  :  (1  -^  z^)  wird  unendlich  für  ;?  =  zfc  /*;  die  Reihenent- 
wicklung 

1 

^  =   \   —  z^   -^  z^  —  z^   ^  z^  —  .  ,  . 

gilt  daher  innerhalb  eines  Kreises,  der  mit  Halbmesser  1  um  den  Nullpunkt  be- 
schrieben ist.     Aus  dieser  Reihe  folgt  durch  Integration 

z^         z^        z^ 
Arctang  z  =  z ^  ~^  'K  —  y-H... 

moäz  <  1 
Diese  Reihe  giebt  den  Werth  von  Arctangz  ^  der  mit  z  verschwindet 

11.  Die  Function  tangw  definiren  wir  als  Umkehrung  der  Func- 
tion w  =  arctangz.  Aus  der  Vieldeutigkeit  von  Arctang  z  folgt  sofort:  Die 
Function  tangw  ist  periodisch  und  hat  die  Periode  i:.  Femer  folgt  aus 
No.  10,  2 

1.  tang  (w  +  w,)  =  -/"^^7  ^  ^7^^    . 

*  ^  *^         1  —  tangw  tangw ^ 

Aus  der  Gleichung 

Arctangz  =  ^.L- r-  =  w 

*  2/1  —  tz 

ergiebt  sich  zunächst 

1  —  tz 

folglich  ist 

Ist  nun  w  =  u  -\-  /V,  so  ist 

^r«f==  ^-t-f/«  =  e~^'(cosu  -h  i sin  u)  , 

g-iw^=  gz>-iu  =  c-'icos  u  —  i  sin  u) . 

Setzt  man  dies  in  2.  ein  und  erweitert  mit  —  /,  so  folgt 

,          .  ,         (<r^'  -H  e-'A  sin  u  -h  i(e^  —  e-^)  cos  u 
3.  tangiu  -f-  tv)  =  7 { 77 -f-^ • 

Die  Tangente  wird  Null  für  alle  Werthe  von  u  und  v,  welche  den  Gleichungen 
genügen 

(^  -h  <r-^')  sin  u  =  0  ,       {c^'  —  r-^')  cos  «  =  0  , 
wenn   für  dieselben  nicht  zugleich   der  Nenner  in  tangiu   verschwindet.     Reak 
Lösungen  dieser  Gleichungen,  die  ausschliessHch  in  Betracht  kommen,   sind  nur 

Die  Tangente  wird  unendlich,  sobald  die  realen  u  und  ?;  den  Gleichungen 
genügen 

{e^'  -H  e-'")  cos u  =  0,       (^'  —  ^~") sin u  =  0  , 
ohne  dass  zugleich  der  Zähler  in  2.  verschwindet,  also  fiir 

V  =  0,       //  =  (2>6  -h  1)^71. 
Wir  bemerken  noch,  dass  das  Integral  jeder  rationalen  Function  von  s  durcb 
ein  Aggregat  einer  rationalen  Function  und  der  natürlichen  I-.ogarithmen  linearer 
Functionen,  —  die  Logarithmen  multiplicirt  mit  Coefficienten,  unter  denen  auch 
/  vorkommen  kann  —  ausgedrückt  wird. 
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§  15.    Arcussinus  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus. 

1.   Wir  untersuchen  in  diesem  Abschnitte  Integrale  von  der  Form  , 

//(«,  YR)dz,      R  =^  a  ^  2bz  -\-  cz^ 
'U'enn  /  eine  rationale  Function  von  z  und  y^  ist. 

In  §  4.  ist  gezeigt  worden,  wie  durch  eine  rationale  Substitution  ein  solches 
Integral  in  das  Integral  einer  rationalen  Function  reducirt  werden  kann;  wir 
wollen  indess  von  dieser  Substitution  hier  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  die 
Untersuchung  ohne  Beseitigung  der  Irrationalität  führen.  Jede  rationale  Function 
von  js  und  ^R  kann,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auf  die  Form  gebracht  werden 

9  -+-  tp  yR 

wobei  <p,  tp,  ^j ,  tpj   rationale  ganze  Functionen  von  z  sind.    Aus  1.  gewinnen 
wir   durch  En^'eiterung  mit  <p  —  tp  ^R 

Hiemach  zerfällt  das  vorgelegte  Integral 


dz 
iR 


Das  erste  Integral  ist  frei  von  Irrationalem  und  ist  durch  die  Untersuchungen 
des  vorigen  Abschnitts  erledigt.  Im  zweiten  zerlegen  wir  den  rationalen  Faktor 
in  die  Summe  einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen  Function, 

*'.^  ,         M 

=  A  -f- 


9»  _^2y?         ^-  -^  ^T. 
wo  A,  M,  N  ganze  Functionen  sind,  M  von  niederem  Grade  als  N.     Den  Theil 


reduciren  wir  nach  §  4,  No.  4 ;  den  Bruch  M :  N  zerlegen  wir  in  Partialbrüche 
und  wenden  die  in  §  4,  No.  5  angegebene  Reduction  an.  Dies  zusammen- 
fassend erkennen  wir:     Das  Integral 

1.  jf(z,  YR)dz,      R  =.  a-^lbz  -^  cz^  , 

wobei  /  rational  in  Bezug  auf  z  und  }/^  ist,  zerßlllt  in  eine  rationale  ganze 
Function  von  z^  Logarithmen  algebraischer  Functionen  von  z^  ein  Produkt  einer 
rationalen  ganzen  Function  mit  )/^,  und  in  Integrale  der  Form 

.   dz 
2. 


Wir  zerlegen  den  Radicanden  in  seine  lineare  Factoren 

a  -f-  Ibz  -H  cz^  =  ^(a  —  z){^  —  2:)  =  —  ^(a  —  «)(—  ß  -4-  z), 
ersetzen 


also 


z  =  — -zi —  •  C  H-  — s — 


._^=»_^(i_Q,    _3_H^  =  ?_^(, +  0, 


und  erhalten  hierdurch 


J  »' 


';f-3r.^ 
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IntcgnürechiMum^. 


v^  =  ^-ö-^  •  y=^ .  vTi^ , 


2 


3.   Die    Function   Arcsmz    definiren    wir    durch    das    bc|itimmt€ 
Integral 

M 

Aresin  g  ^=^ 


C     d% 

ms  =  I    . 


Die  Function  1  :yi  — »•  ist  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  einer  zvci- 
blätterigen  RiGMANN'schen  Fläche  (§13,  No.  S6)  welche  die  beiden  Windungspankk 
H-  1  und  —  1  hat  und  deren  beide  Blätter  entlang  der  Geraden  «wischen  des 
Windungspunkten  verwachsen  sind;  in  beiden  Windungspunkten  wird  die  Fondioi 
unendlich. 

Um  zu  erfahren,  welchen  Einfluss  der  Integrationsweg  auf  das  Integnd  ht, 
haben  wir  das  Integral  über  die  geschlossenen  Wege  su  eistrecken,  wdck 
Windungspunkte  einschliessen.  Diese  Wege  lassen  sich  auf  folgende  Alten  ?■ 
Wegen  zurückfuhren:  1.  Wege,  die  einen  einzigen  Windungq;>unkt  lunkiaB 
und  daher  sich  in  beide  Blätter  begeben  müssen,  2.  Wege,  die  beide  Wmim^ 
punkte   umkreisen  und  nur  in  einem  Blatte  verlaufen;  zur  eisten  Art  gieUHi 

r  ^  die  Wege  Fig.  559,  ^nsdX 

zur  andern  C  und  />. 


(M.&S9.) 


4ie  ^ 


Um  die 
integrale  der  ersten  Art  a 
erhalten,  integriren  wir  libcr 
einen  Weg,  der  einen  o» 
Staaten  verschwindend  kldnet 
Abstand  von  +  1  hat  6^ 
zeichnen  wir  mit  r  den  Ab- 
stand des  Punktes  z  von  +  li 
und  mit  f  den  Winkel  da 
realen  Achse  mit  r,  so  ist 
s  =  1  H-  r{c0s^  -^im^) 

=   1  H-  re^, 
daher  ist  zu  untersuchen 

1^ 


0  0 

Nimmt  r  unendlich  ab,  so  bleibt  die  unter  dem  Integralzeichen  steheBdej 
Function,  also  auch  das  Integral  selbst,  endlich;  da  es  mit  einem  verschwindciidei{ 
Faktor  multiplicirt  wird,  so  ist  der  Grenzwerth  Null.     Wir  sehen  daher: 
Das  Integral 

äz 


ausgedehnt  über  eine  geaphlossene  Curve,  die  nur  einen  Windungs*] 
punkt  umkreist,  ist  Null. 
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Anders  verhält  es  sich  mit  den  Wegen  der  zweiten  Art.  Um  über  diese 
zu  urtheilen,  wollen  wir  C  (Fig.  560)  auf  folgenden  Weg  zusammenziehen. 
Wir   gehen   vom  Nullpunkte    aus  entlang  der  y 

realen  Achse  bis  dicht  an  ^-  1,  beschreiben 
dann  um  -h  1  einen  verschwindend  kleinen 
Kreis  bis  dicht  an  die  Verwachsung  (also  ganz 
im  oberen  Blatte)  gehen  dann  entlang  der  realen 
Achse  bis  dicht  an  —  1,  beschreiben  einen 
verschwindend  kleinen  Kreis  um  —  1,  und 
kehren  dann  entlang  der  realen  Achse  zum 
Nullpunkte  zurück.     Die  Kreisintegrale  sind  (M.560.) 

2r  2r 

7^  ^9 


/im  Vr  j  ^^7= 

0 


und 


/im  y ; 

r=0 


re"f 


sie  verschwinden  beide.  Für  die  geradlinigen  Integrale  von  0  bis  1,  von  I  bis  0, 
von  0  bis  —  1  und  von  —  1  bis  0  haben  wir  auf  das  Vorzeichen  zu  achten, 
das  yi  —  z^  auf  diesen  Wegen  hat.  Wir  wollen  annehmen,  im  Nullpunkte  des 
oberen  Blattes  sei  die  Wurzel  =  +  1;  alsdann  ist  sie  auf  dem  ersten  Theile 
des  Weges,  von  0  bis  -f-  1,  positiv;  durch  einmaliges  Umkreisen  eines  Windungs- 
punktes wechselt  die  Wurzel  das  Vorzeichen,  für  den  Weg  von  -f-  1  über  0  bis 
—  1  gilt  also  der  negative  Wurzelwerth;  durch  einmaliges  Umkreisen  des 
Windungspunktes  —  1  tritt  dann  nochmaliger  2^ichenwechsel  ein,  auf  dem 
Wege  von  —  1  bis  0  zurück  gilt  daher  wieder  das  positive  Vorzeichen.  Es 
ist    daher   das    gesuchte  Begrenzungsintegral,    wenn   überall  die  Wurzel  positiv 

gerechnet  wird, 

0 


+1 


- 1 


/ 


=i 


äx 


Vi 


X' 


/dx  i         dx  I       dx 

+1  0  -1 


Ersetzt  man  im   ersten  und  zweiten  Integrale  x  durch  —  x,  so  erhält  man 


Integrirt  man  in  der  gleichen  Richtung  über  den  Weg,  der  im  zweiten  Blatte 
unter  dem  soeben  beschriebenen  liegt,  so  hat  auf  allen  Punkten  dieses  Weges 
die  Wurzel  das  andere  Vorzeichen,  also  ist  dieses  Integral /j  =  —  2r.  Beachten 
wir,  dass  die  soeben  verwendete  Integrationsrichtung  negativ  war,  so  folgt: 


Das  Integral 


/[ dz_ 


Z' 


im  positiven  Sinne  über  eine  geschlossene 


Curve  erstreckt,  die  in  einem  Blatte  liegt  und  beide  Windungspunkte 
einmal  umkreist,  ist  —  2it;  das  obere  Zeichen  gilt  für  das  Blatt,  in 
dessen  Nullpunkte  die  Wurzel  den  Werth  -h  1  hat. 

Hieraus  folgt  weiter:  Die  Function  Arcsinz  ist  unendlich  vieldeutig, 
und  hat  den  realen  Periodicitätsmodul  2i:. 

3.    Um  das  Integral  Aresin  z  auszuführen,  benutzen  wir  die  Differentialformel 

d{z  -h  i/a;>  —  1) dz j_        dz 

z  -H )/««  — 1  ""  y«*  — ~i ""  '  y\  —  z^ ' 
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Aus  dieser  Formel  folgt  durch  Integration  von  0  bis  z  die  Gleichung 

z  -+-  Vz^  —  1 
1.  Aresin  z  •=  L —. 

Durch  diese  Gleichung  hätte  die  Untersuchung  des  Aresin  z  ebenso,  wie  die 
des  Are  tafig  z  direkt  an  den  Logarithmus  angeschlossen  werden  können;  doch 
erschien  es  zweckmässiger,  den  Nachweis  des  Periodicitätsmoduls  durch  Be- 
trachtung des  Integrals  jelz  : "/ 1  —  z^  auf  der  zweiblätterigen  Fläche  zu  ge- 
winnen. Wir  werden  jetzt  von  1.  Gebrauch  machen,  um  in  Aresin  z  das  Reale 
vom  Imaginären  zu  sondern.     Setzen  wir 

iL   —r- =z  u  '\'  tV  ^ 


z-^Yz^-  1 

so    ist  Z -^— : =  V  —  iU  . 

l 

mithin  z  -h  Yz^  —  1  =  ie^'{eosu  —  isinu) 

=   e^'{sinu  4-  ieosu). 
Der  reciproke  Werth  ist 

z  —  ■/«*  —  1  =  e~'^'{sinu  —  ieosu)  . 
Addiren  wir  diese  Gleichungen  und  ersetzen  z  durch  x  -f-  />,  so  ergiebt  sich 
2.  J  (^"  -h  €-''')  sinu  =  X ,       ^(^'  —  e-^)  eosu  =  y  , 

Hieraus  folgt  weiter 

mithin  ist         1  -h  jc«  -+- ^»2  __  ^.^^.  _,_  ^-r^a  _^_  j/>|2;^  ^ 
und  daher  (1  -\-  xY  -\-  y^  =  [^(f  -+-  e-^)  -f-  sinu]^  , 

(1  —  xy  -hy^  =  liie^'  -h  e-^)  —  sinu]^  • 
Hieraus  ergiebt  sich 

\{e''  -h  r--')  -f-  sinu  =  )/(l  -|-  a:)2   -h  v'-J  , 


für  reale  v  und  //  ist 

i(^-'  4-  ^•-•')  >  1 ,       —  1  <  sinu  <  1  ; 
daher  gelten    bei  beiden  Wurzeln   nur  die   positiven  Werthe.     Benutzen   wir  die 
Abkürzungen 

i[)/(r4-  .V)*  +  y^  -  1/(1  -  iy  +'y]  =  T , 

so  ergiebt  sich  aus  .'3. 

4.  ^{e^'  -h  e-^')  =  j, 

5.  sin  u  =  "z . 
Aus  5.  folgt 

G.  7/  =  Are  sin  x. 


Aus  4.  ergiebt  sicli 


( . 


8.  z;   =   /(j  4-  yj2  _  1)  . 

Führen  wir  6.  und  8.  in   1.  ein,  so  erhalten  wir 


Aresin  z  =  Are  sin-:  -f  //(j  4-  Y^^  —  1)  -h  2ki: . 

4.  Wir  haben  noch  zu  entscheiden,  welcher  Werth  von  Aresin -:  und  welches 
Vorzeichen  von  }/j^ —  1  gilt. 

Aus  No.  3,  "2  folgt,  dass  sinu  dasselbe  Vorzeichen  hat,   wie  x. 

Durch  Subtraction  der  in  No.  3  gegebenen  Werthe  für  z  ±  \/^^  -—  1  folgt 
J.  yi  —  2*  =  4  if'  -h  e-'')  eosu  —  \i{c^  —  e-^)  sinu  . 
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Bezeichnet  man  die  Abstände  ^eines  Punktes  P  des  oberen  Blattes  von  den 
Punkten  4-  1  und  —  1  mit  p  und  p^,  sowie  mit  9  den  Winkel,  um  den  p  in 
positiver  Richtung  (entgegengesetzt  den  Uhrzeigern)  gedreht  werden  muss,  um 
mit  der  von  -h  1  nach  —  1  sich  erstreckenden  Geraden  zusammenzufallen,  und 
mit  (pj  den  kleinsten  Winkel,  um  den  pi  zu  drehen  ist,  um  mit  der  von  —  1  nach 
-h  1  sich  erstreckenden  Geraden  zusammenzufallen,  rechnet  cpj  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Drehungsrichtung  negativ  oder  positiv  ist  und  nimmt 
für  den  Nullpunkt  des  obem  Blattes  y  1  —  %^  =  -h  1  (nicht  —  1)  an,  so  ist  für 
jeden  Punkt  des  obem  Blattes,  wie  man  sich  leicht  überzeugt 
2.  -j/l  —  ^2  =  |/ppj  .  \^cos  \  (9  4-  9i)  -+-  isin  i  (<p  -h  9,) , 

wodurch  nun  diese  Wurzel  ohne  jede  Zweideutigkeit  bestimmt  ist.  Vergleicht 
man  dies  mit  1.  und  bemerkt,  dass  \{e^  4-  ^"^)  positiv  ist,  so  erkennt  man,  dass 
cos\(^  -+-  9i)  und  cosu  gleiche  Zeichen  haben. 

Durch  die  beiden  Bemerkungen,  dass  sinu  mit  x  und  cosu  vmX.cos\(^  "^  ?i) 
dem  Vorzeichen  nach  tibereinstimmt,  ist  u  bis  auf  ein  ganzes  Vielfaches  von  2i: 
unzweideutig  bestimmt.  Die  Untersuchung  der  Werthe  von  9  H-  9i  ergiebt  ohne 
Schwierigkeit  folgende  Uebersicht 

Ist     a:  >  0  ,      >'  >  0  ,     so  ist     0  <  «  <  ^r  ; 

a:<ü,      J'<0,      „     „      i:<i^<^7r; 

^<0,      J'>0,      „     „|ir<«<2ir; 

Aus  3.  folgt,  dass  y  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  cosu\  da  nun  nach  No.  3,  7 

i(^'  —  t-^)  ==  yg^  — ~i" ,  _ 

so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  No.  3,  dass  '^a^^  —  1  für  Punkte  des  obem 
Blattes  positiv  zu  nehmen  ist. 

fi^  Bezeichnet  (t)  den  absoluten  Werth  von  t,  so  erhält  man  daher 
^  '       arcsin{x) 


Are  sin  z  = 


IT  —  arcsin(y) 
1:  -h  arcsin{x) 
2  IC  —  arcsin('z) 


-h  i7((j  -h  l/<j2  __'i)  ^  <2kTz. 


Die  vier  Zeilen  gelten  der  Reihe  nach  für  Punkte  der  Quadranten  4-  ^v,  -^  y] 
X,  — y;  — Xf  — y]  — x,  -^-y]  dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Verwachsung 
als  Doppellinie  aufzufassen  ist,  als  Uebergang  von  der  (-f-  K)- Seite  des  oberen 
Blattes  zur  ( —  K)- Seite  des  unteren,  so  wie  als  Uebergang  von  der  (—  K)- Seite 
des  oberen  zur  (-+-  F)- Seite  des  unteren;  für  zwei  Punkte  der  Verwachsung,  die 
geometrisch  identisch  sind,  aber  als  verschiedenen  Uebergängen  angehörig  be- 
trachtet werden,  haben  die  zugehörigen  Functionen  Aresin  z  die  Differenz  it  tt. 

5.  Um  zu  entscheiden,  welche  Werthe  Aresin  z  für  einen  Punkt  des  unteren 
Blattes  hat,  wollen  wir  einen  solchen  Punkt  mit  {z)  bezeichnen,  zum  Unterschiede 
von  dem  im  oberen  Blatte  über  ihm  liegenden  Punkte  z.  Wir  integriren  nun 
auf  irgend  einem  Wege  (Fig.  5G0)  im  oberen  Blatte  von  Ü  bis  z  und  erhalten 

dz  j 

=  Aresini  4-  il{a  -h  y^s^  —  1)  -h  ^kr.» 


1/1  —  « 

Um  nun  das  Integral  von  ü  bis  {z)  zu  erhalten,  benutzen  wir  folgenden 
Integrationsweg:  Wir  gehen  von  0  auf  der  realen  Achse  bis  dicht  vor  -h  1, 
umgehen  dann  in  einem  verschwindenden  Kreise  den  Punkt  -H  1,  kehren  entlang 
der  realen  Achse  bis  zum  Nullpunkte  zurück,  und  verfolgen  dann  weitet  b\%  <^^^ 

ScMLOBmLCM,  Handbucli  der  MathematiJc.    Bd.  11.  i^t^ 
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den  Weg  {a),  der  im  zweiten  BUttte  unter  a  liegt.    Auf  dem  Wege  (0)  find  die 
Elemente  des  Integrals 


VT^ 


den  Elementen  des  über  a  erstreckten  Integrals 


dz 


yi  — 1« 


entgegengesetzt  gleich,  wegen  der  entgegengesetzt  gleichen  Werthe,  welche  "^1— i' 
in  zwei  unter  einander  liegenden  Punkten  hat;  folglich  ist  entlang  a  und  («)  « 


/dz  _  C     dz 


Da  nun  das  Kreisintegral  verschwmdet,  und  jedes  der  beiden  entlang  ds 
realen  Achse  erstreckten  den  Werth  ^ic  hat,  so  folgt 

i«) 
dz 


yrzTj'i 


=  IC  —  Are  sin  z . 


Daher  ist  für  Punkte  des  unteren  Blattes 
12.  Ar€sm{z)  =  ic  —  Arcsimz,  ^ 

wobei  z   den  über  dem  Punkte  (s)  des  unteren  Blattes  liegenden  Punkt  des 
oberen  Blattes  bezeichnet. 

6.  Die  Function  (1  4-  «)'",  in  welcher  unter  m  ein  realer  echter  oder  «n- 
echter  Bruch  verstanden  werden  mag,  hat  einen  Windüngspunkt  in  «  =  —  li 
in  dem  sie  unendlich  wird,  wemi  m  <  0;  sie  kann  daher  für  alle  Werthe,  dercD 
Modul  <  1  ist,  nach  steigenden  Potenzen  von  z  entwickelt  werden.  Die  bino- 
mische Reihe 


1. 


(1  4-  «)-  =   1   H- 


m  mim  —  1)    . 

—  «   -4-    — ^ Z^ 

1      ^       12 


m{m  —  1)  («  —  2) 


12     3 

gilt  daher  für  alle  complexen  «,  deren  Modul  <  1. 

Die  linke  Seite  ist  //i-deutig,  die  rechte  nur  eindeutig.  Die  rechte  Sott 
reducirt  sich  fiir  ^r  =  0  auf  1,  und  ändert  sich  mit  z  stetig.  Constniiren  wir  de 
w-blätterige  RiEMANN'sche  Fläche,  lllr  welche  (1  -H  zy*  eine  eindeutige  Functioo 
des  Ortes  in  der  Fläche  ist,  so  stellt  die  unendliche  Reihe  den  Werth  der 
Function  für  die  Punkte  im  Innern  des  Kreises  auf  der  Fläche  dar,  für  desscB 
Centrum  (1  4-  z)*"  =  1  ist;  die  Functionswerthe  für  die  andern  Blätter  ergeben 
sicli  durch  Multiplication  der  Reihe  mit  den  »iten  Wurzeln  der  Einheit 

Ersetzen  wir  in  1.  «  durch  —  z^  und  nehmen  w  =  —  ^,  so  entsteht 


1 


2. 


VT="«- 


=  1  -  i.«  + 


1 .3 


2.4 

modz  <  1 
Die  Integration  dieser  Reihe  liefert 


.  «*  — 


l-3>5 
2-4.6 


z 


6 


3. 


j        .  z         \ 

Are  stn  z  =i  —  —  ^ 


z' 


1-3 
2.4  ' 
fnodz 


< 


1  '3-5    zj_ 
2.4.6  '  7 


^kn 


'^ 
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Diese   unendliche  Reihe    giebt  die  Werthe  von   Are  sin  z  für  die  Punkte  z 

desselben  Kreises,  für  welche  die  Reihe  2.  die  Werthe  von  1  :  )/l  —  z'^  liefert. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  ^ 

..    .                  g  -f-  y^a  ^  1 
Arcstnz  r=  tL —. » 

z  durch  iz  ersetzen,  so  entsteht 

Are  sin  iz  =  iL  {z  -h  |/ä*  4-  1) ; 
wird  dieselbe  Substitution  in  3.  ausgeführt,  so  ergiebt  sich 


4. 


L{z  4-  |/;8:»  -f-  1)   =    -  -f- 


z 


2 


Z' 

3 
modz 


-h 


2-4 
<  1. 


z 

0 


r> 


1  ■  3  •  5     z2_ 
2.4.0'  7 


i'^lkr. 


7.  Wollen  wir  Are  sin  z  als  eindeutige  Function  des  Ortes  der  für  1  :  j/l  — «* 
construirten  RiEMANN'schen  Fläche  darstellen,  so  muss  die  Fläche,  die  zweifach 
zusammenhängend  ist,  durch  einen  geeigneten  Querschnitt  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  verwandelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  zerschneiden 
wir  die  ;j-Fläche  im  oberen  Blatte  entlang  der  positiven  imaginären  Achse,  und 
"setzen  diesen  Schnitt  über  die  Verwachsung  hinweg  ins  untere  Blatt  fort.  (In  Fig.  561 
ist  der  Schnitt  durch  eine  Doi)pellinie  angedeutet,  durch  welche  die  beiden  Ränder 

V  V 


K{y 


■+r' 


-2JC 


»JC 


u 


(M.  .561.) 

des  Schnittes  dargestellt  werden  sollen).  Den  Nullpunkt,  von  welchem  die 
Integration  ausgeht,  nehmen  wir,  wie  immer,  im  oberen  Blatte,  oberhalb  der 
Verwachsung  und  rechts  vem  Querschnitte  an. 

Wird  femer  angenommen,  dass  Are  sin  z  für  den  Nullpunkt  den  Werth  2^r 
hat,  wo  nun  k  eine  bestimmte  reale  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  für  jeden  Punkt 
der  2-Fläche  die  Function  Are  sin  z  eindeutig  bestimmt,  wenn  wir  festsetzen,  dass 
die  ^-Fläche  durch  die  Ränder  des  Querschnitts  begrenzt  ist,  dass  also  die 
Integrationscurve  den  Querschnitt  nirgends  überschreiten  darf.  Um  von  einem 
Punkte  des  Querschnitts  zu  dem  auf  dem  andern  Rande  gegenüberliegenden 
Punkte  zu  gelangen,  haben  wir  eine  Curve  zu  beschreiben,  die  beide  Wvxvdwxv^- 
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punkte  umkreist;  in  zwei  gegenüberliegenden  Punkten  des  Querschnitts 
hat  also  Arcsing  Werthe,  die  um  2ic  von  einander  verschieden  sind. 
Nehmen  wir  zunächst  k  t=  0  an,  so  en^pricht  dem  Nullpunkte  der  s-Fliche 
der  Nullpunkt  der.  te^-Ebene.  Geht  z  von  0  entlang  der  Verwachsung  bis  I,  so 
durchläuft  w  =  arc  sin  z  die  reale  Achse  von  0  bis  ^  it;  geht  z  (nach  Umgehung 
des  Windepunkts  1  in  einem  verschwindend  kleinen  Kreise)  auf  der  andern  Seite 
der  Verwachsung  bis  —  1,  so  geht  w  von  ^ic  bis  f  ir;  kehrt  z  oberhalb  der  Ver- 
wachsung bis  zu  dem  Punkte  des  Queirschnitts  zurück,  der  O  gegenüberliegt^  so 
geht  w  weiter  bis  zu  2ic.    Geht  z  entlang  des  Querschnitts  von  0  bis  ii^  so  ist 

Dem  positiven  Theile  des.  rechten  *  Querschnittrandes  entspricht  daher  die 
positive  imaginäre  Achse  der  te^-Rbene,  dem  negativen  Theile  die  negative.  Dem 
andern  Rande  des  Querschnitts  entspricht  die  Gerade,  welche  die  ter-Weitiie 
2ic  +  iv  enthält,  also  im  Abstände  2i:  zur  imaginären  Achse  parallel  ist  Der 
ganzen  durch  den  Querschnitt  begrenzten  s-Fläche  entspricht  der  von  der  v-Acfaie 
und  der  Parallelen  1^  =  2ic  begrenzte  Streifen  der  n^Ebene.  Die  obere  Hilfte 
des  Streifens  entspricht  dem  oberen  Blatte,  die  untere  dem  unteren  der  s-Flidi& 

8.  Um  die  Beziehung  der  s-Fläche  und  dieses  Streifens  der  «9-£bene  voll- 
ständig aufzuhellen,  wollen  wir  untersuchen,  welchen  Curven  der  s-Fläche  die 
zu  den  Achsen  parallelen  Geraden  der  te^-Ebene  entsprechen.  « 

Soll  in  le/  =  Arc  smz  =^  u  -\-  iv  der  reale  bez.  der  imaginäre  Theil  constut 
sein,  so  müssen  x,  bez.  9  constante  Werthe  haben.  Gehören  zu  u  ^=^u^  ha, 
V  =  Vq  die  Werthe  x  =  x^,  bez.  a  =  a^,  so  entspricht 


1 


u  =:  Uq  den  Punkten   |/(1  -f-  x)^  -^  y^  —  )/(l  —  x)^  -h^«  =  x, 


0  * 


^»0 


^*  V  =  v^     „         „      „      1/(1  4-  x)^  ^y^  ^  Yll  -  xy  -h^J 

Bezeichnen  wir  in  der  ^-Fläche  die  Windungspunkte  —  1   und  h-  1  mit  / 
und  F^  und  den  Punkt  x,  y  mit  /}  so  ist 

Die  Gleichungen  1.  gehen  somit  über  in 


FF  —  FF^   =  xo  .       FF  -\-  FF^  = 


9 


0 


Hieraus  folgt:  Eine  Parallele  zur  ^Achse  («  =  u^)  entspricht  einem 
Hyperbelaste  der  «-Fläche;  eine  Parallele  zur  6^-Achse  {v  =  v^  ent- 
spricht einer  Ellipse  der  «-Fläche.  Diese  Ellipsen  und  Hyperbeln 
sind  confocal,  ihre  gemeinsamen  Brennpunkte  sind  die  Windungs- 
punkte. Eine  innerhalb  der  obern  (untern)  Streifenhälfte  liegende  Pa- 
rallele zur  6''-Achse  entspricht  einer  Ellipse  im  obern  (untern)  Blatte  der 
«-Fläche.  Die  beiden  Aeste  derselben  Hyperbel  gehören  zwei  entgegen- 
gesetzt gleichen  Werthen  von  x,  mithin  zwei  Normalen  der  C^-Achsc 
zu,  die  gleichweit  von  den  Rändern  des  Streifens  in  der  tc^-Ebene 
abstehen;  zwei  Hyperbeläste,  von  denen  der  eine  aus  der  obern  Hälfte 
des  ersten  Blattes  in  die  untere  des  zweiten  Blattes  sich  fortsetzt, 
während  der  andere  aus  der  untern  Hälfte  des  ersten  Blattes  nach 
der  obern  des  zweiten  geht,  und  mit  dem  ersten  Aste  sich  deckt, 
gehören  zu  zwei  Normalen  zur  6^-Achse,  deren  Abscissen  den  Be- 
dingungen genügen 

arc  sinu  SS  x^,      0  <,u  <,  ^n  . 


i 


"^"'- 


§  15*     Arcussinus  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus.  7^5 

Hieraus  folgt,  dass  die  Abscissen  u^  und  Uq  der  Parallelen  zur  ^Achse,  die 
zwei  sich  deckenden  Hyperbeln  entsprechen,  die  Summe  ir  oder  3?:  haben. 

Hieraus  erkennen  wir:  Jedem  Punkte  des  Streifens  der  w-Ebene 
entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der  ;8;-Fläche. 

Wenn  wir  nun  die  Function  Are  sin  z  im  Nullpunkte  statt  mit  dem  Werthe 
Null  mit  den  Werthen 

...  —  6tc,  —  4:r,  —  2:r,  -h  2ir,  H-  4:r,  -h  6ir  .  .  . 
beginnen,  lassen,  so  ist  ersichtlich,  dass  den  Punkten  der  «-Fläche  immer  andere 
Streifen  der  7£/-Ebene  entsprechen,  alle  normal  zur  CAAchse  und  von  der  Breite 
2r,  so  dass  nun  die  ganze  ^-Ebene  von  solchen  Streifen  bedeckt  wird. 

9.  Das  Additionstheorem  für  den  Arcussinus.  Neben  den  Additions- 
theoremen für  den  Logarithmus  und  Arcustangens 

Lz  -^  LX.^  L{z^, 

Arctangz  -f-  Arctang^  =  Arctang-i ^, 

1  Z\ 

existirt  ein  verwandtes  Theorem  für  den  Arcussinus,  das  für  reale  Werthe  der 

Variabein  bereits  aus  den  Elementen  bekannt  ist.     Die  Aufgabe,  die  Summe 

Are  sin  z  -f-  Are  sin  Z 

als  einen  Arcussinus  einer  Function  von  z  und  C  darzustellen,  kann  geometrisch 

so  gelöst  werden:     Sei 

Are  sin  z  =  u  -k-  iv  ^      Are  sin  J  =  u  H-  /t) , 
so  ist 

Are  sin  z  4-  Are  w«  C  =  «  -f-  u  -f-  i{p  4-  t))  . 

Der  Geraden  der  «/-Ebene,  die  im  Abstände  «  -+-  u  zur  ^Achse  parallel  ist, 
entspricht  ein  Hyperbelast  der  «-Fläche;  der  Geraden,  die  im  Abstände  z/  -h  t) 
der  6^- Achse  parallel  ist,  entspricht  eine  Ellipse  der  «-Fläche;  der  Hyperbelast 
hat  mit  der  Ellipse  auf  der  «-Fläche  nur  einen  wirklichen  Schnittpunkt;  wird 
dieser  mit  Z  bezeichnet,  so  ist 

Are  sin  z  -h  Are  sin  C  =  Are  sin  Z , 
also  ist  Z  die  Lösung  der  Aufgabe. 

Frei  von  geometrischen  Betrachtungen  erreichen  wir  das  Ziel  folgendermassen : 
Wir  bestimmen  zunächst  den  Functionszusammenhang  zwischen  «  und  C,  für 
welchen  die  Gleichung  erfüllt  ist 

1  /    ^i      _^  f    ^a_  ^  ^ 

0  0 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  unendlich  kleine  von  «  und  C  herrührende 
Zunahmen  beider  Integrale  die  Summe  Null  haben  müssen,  dass  also 

äz  da 

Werden  die  Nenner  beseitigt,  so  entsteht 

l/r^~»  äz  -h  /r=^«"»  //C  =  0 . 
Hier  integriren  wir  theilweis  und  erhalten 

3|/rZ-j2  ^  cyT="«a  -f-  fzd  ^ —  -h  -7=^=^  =  ^^^^' 

J    \yY^ri^'2     yi  —  «V 

Das  letzte  Integral  verschwindet  gemäss  der  Gleichung  1.,  daher  ergiebt  sich 
der  gesuchte  Zusammenhang  zu 

3.  «yi  — C»  H-  :i/i  — «»  =  7. 

Um  den  Zusammenhang  der  Constanten  7  imd  e  zu  erkennen,  ver^le\c\ve.xv 
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M 

wir  die  unendlich  kleinen  Aendeningen,  die  7  und  c  erleiden,  wenn  s  uod  C  äch 

um  verschwindende  Beträge  verändern.    Wir  erhalten  aus  1.  und  S. 

dz  dl 

de  =     ,  H .  , 

=  —  («:  —  yi  — «•  •  y  1  —  c»)  </f . 

Nun  ist  . 

1  _  7t  =  1  _  5»  —  c>  +  2»»:«  +  2<;vi  —  5»  •  yi  —  c» , 
=  (i—«»)(i— :»)  +  «*:»  +  a^cyi  -«•  -yi  — c*. 

Daher  folgt 

Für  o;  =>'  =  0  verschwindet  7,  und  e  hat  einen  der  Wertbe  ii •  Sic;  hieraus 
und  aus  4.  folgt 

jyr^ 

0 
Wir  haben  daher  das  Additionstheorem 

oder  kürzer      *  

Arcsinz  -f-  ArcsmZ  =  Arcsm{z']^l  —  C*  -H  C/l  —  **)  • 

10.  Als  den  Sinus  der  complexen  Zahl  7t/ =  » -h />   definiren  wir 
die  Zahl  z^  welche  der  Gleichung  genügt 

Are  sin  z  =  7V  . 

Zu  jedem  Werthe  von  7u  gehört  ein  eindeutig  bestimmtes  s,  die  Function 

sinw  ist  also  eine  eindeutige  Function  der  Variabein  w.    Nimmt  w  alle 

Werthe  an,  die  innerhalb  des  Streifens  zwischen  «  =  0  und  u  =  2k  liegen»  so 

durchläuft  z  =  sinw  alle  möglichen  Werthe;  dabei  nimmt  sin7a  jeden  Wcrth 

zweimal  an,  nämlich  für  7£/ =  « -h /z;  denselben  wie  für  w  =  t: — («-hir), 

es  ist  also 

sinw  =  j/«(ir  —  w)  . 

Für  alle  Zahlen  w,  die  sich  um  gerade  Vielfache  von   2i:  unter- 
scheiden, hat  sin7a  denselben  Werth,  es  ist 

sinw  =  sin{w  -H  2^ir) . 

Der  Sinus  ist  somit  eine  periodische  Function  und  hat  die  reale 
Periode  2tc.     Aus  den  Gleichungen  No.  2,  4  und  5  ergiebt  sich  sofort 

sin  {u  -h  iv)  =  ö ^^^  u  -^  i 5 cos  u  . 

11.  Die  Function  Are  cos  z  definiren  wir  durch  die  Gleichung 

1.  Are  eosz  =i  ^  —  Are  sin  z  . 

Die  Function   Are  cos  z   ist   daher   unendHch  vieldeutig  und  hat  denselben 

Periodicitätsmodul  2r,  wie  Are  sinw.    Drückt  man  in  dem  Additionstheorem 
Are sin{z  j/l  —  J^  _|_  r  -j/j  —  ^a)  —  ^^^ ^/^i  ^  g-.  ^^^ ^^^ j  ^ 

;  durch    «)/i  —  C^  _j_  j-j/i  —  0»  =  Äj  und  ä  aus,  so  entsteht 

2.  -<4rf  «Vi  ä^  —  Are  sin  z  =  ^r/:  sin(z^  "/l  —  «*  —  «  ^1  ^ —  s^*)  . 
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Schreibt  man  für  1. 

Are  cos  z  =  Are  sin  l  —  Are  sin  z, 
und  benutzt  2.  indem  man  z^  durch  1  ersetzt,  so  folgt 

3.  Are  eos  z  =  Are  sin  yi  —  z^  . 

Welclien  Werth  der  Quadratwurzel  man  hierin  zu  nehmen  hat,  ist  ebenso- 
wenig unbestimmt,  wie  bei  den  Quadratwurzeln  im  Additionstheorem. 

Ist  Are  eos  z  =  7a,  so  gehört  zu  jedem  w  ein  eindeutig  bestimmtes  z.     Wir 

definiren  die  Function  z  =  eosw  als  die  Zahl,  welche  der  Gleichung 

genügt 

Are  eos  z  =  a/ ; 

es  ist  mithin  eos  7a  eine  eindeutige  Function  von  «/.     Aus  der  Vieldeutigkeit  von 

Are  eos  z    folgt:     Die    Function   eosTa   ist   periodisch    und    hat    die   reale 

Periode  Sr.     Aus  3.  folgt 

4.  eos7a  =  |/l  — sin^TV, 
Schreibt  man  für  1. 

Are  sin  z  =  ^ir  —  Are  eos  z  ^ 

und  setzt  Are  eos  z  =  «/,  so  folgt  z  =:  ^/«(^t:  —  tv)  ,    oder 

5.  eosTif  =  j/«(^:r  —  a/)  . 

Durch  5.  ist  vollständig  bestimmt,  welcher  Werth  der  Quadratwurzel  in  4. 
zu  nehmen  ist.     Ferner  folgt  aus  5.  und  No.  7 

6.  eos  {u  4-  iv)  =  ö ^^^^  —  ^ 9 ^^^^  ' 

Setzt  man  im 

Aresin  z  4-  Are  sin  C  =  Are  sin  (z  }/l  —  C^  H-  C|/l  —  «*) ,      . 

y^rr  j/«  z  =  TV ,      Are  sin  J  =  w  , 
so  folgt 

7.  sin{^  4-  nj)  =  sinTv  eos\o  -h  eosTV  sinxo , 
und  hieraus,  wenn  man  7e/  durch  ^ir  —  7e/  «ersetzt, 

8.  eos {7a — üj)  =  eos 7a  eos \ß  4-  sintasinXü. 
12.    Ist   7V  =  Are  sin  z,    so  ist 

y  1  —  g» 
mithin  elz  =  yi  —  z^  äta , 

d.  i.  dsin7a  =  r^^w  d^a/ . 

Hieraus  folgt,  dass  die  für  reale  7V  bewiesenen  Differentialquotienten  des 
Sinus  und  Cosinus  auch  für  complexe  7a  unverändert  gelten.  Da  nun  sin7V  und 
eos  7a  für  alle  endlichen  7^^  =  «  4-  iv  endlich  bleiben,  so  folgt,  dass  die  Tavlor- 
schen  Reihen 


a/'  7£/^ 


stn7ü  =  a/  —  :; — -^ — 7i  4- 


1-2-3    •     1 . 2-3-4. 5 


■      • 


I 


7V^  a/*  7V^ 

eos7v  =  1   —  j— ^  4-  1  .2.3.4  —  1.2.3.4.5.6  "^  •  •  •  • 
für  alle  endlichen  Werthe  von  a/  gültig  sind. 

§  16.    Definition  des  elliptischen  Integrals,  Reduction  auf  die  Normal- 
formen; Vieldeutigkeit  elliptischer  Integrale. 

1.    Unter  einem  elliptischen  Integrale  versteht  man  jedes  Integral  von  der 
Form 

f/{z,  Yaz^  4-  ^z^  4-  ez^  -h  dz  -h  e)  dz, 
wobei  /  eine  rationale  Function  von  z  und  der  Quadratwurzel  bezeicVvTveX,  \xtää.\ 
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der  Voraussetzung,  dass  sich  das  Integral  nicht  infolge  besonderer  Werthe  der 
Coefficienten  a  .  ,  e  oder  besonderer  Art  der  Function  /  durch  algebraische 
oder  cyklometrische  Functionen  oder  Logarithmen  ausdrücken  lässt. 

2.    Wir  b^eschäftigen  uns  zunächst  damit,  die  irrationale  Grösse 

^az^  -\-  bz^  4-  cz^  -+■  äz  -h  e 
durch  eine  rationale  Substitution  zu  transformiren.     Zu  diesem  Zwecke 
zerlegen  wir  den  Radicanden  in  seine  linearen  Faktoren;  es  sei 

az*  -h  .  .  -I-  e  =  dr  (ä  -—  a)  (^  —  ß)  («  —  7)  (j?  —  ö) . 
Hierauf  setzen  wir 

worin  [/  und  V  Polynome  einer  neuen  Variabein  I  bezeichnen  mögen,  und  zwar 
beide  vom  Grade  /,  oder  [/  vom  Grade  /,    V  vom  Grade  /  —  1.      Hierdurch 

erhalten  wir 

Soll  nun  der  transformirte  Ausdruck  nicht  wesentlich  complicirter  erscheinen 
als  der  ursprüngliche,  so  muss  die  rechts  stehende  Wurzel  in  das  Produkt  einer 
rationalen  Function  mit  einer  Wurzel  aus  einem  Polynom  vierten  Grades  zer- 
fallen; es  müssen  daher  in  der  Function 

(6^—  ^v)  {U  —  ^V){U  —  'iV){U  —  ^V) 
alle  linearen  Faktoren  doppelt  vorkommen,  ausgenommen  vier,  welche  dann  den 
Radicanden  zusammensetzen. 

Zwei  der  vier  Functionen 

^_aF,  U  —  ^V,  [/  —  fV,  er  --  dV 
können  nicht  einen  gemeinsamen  linearen  Faktor  haben;  denn  derselbe  würde 
dann  auch  gemeinsamer  Faktor  von  U  und  F  sein,  während  doch  als  selbst>'er- 
stündlich  vorauszusetzen  ist,  dass  1/  und  V  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben. 
Die  noch  unbestimmten  Functionen  6^  und  Fsind  daher  so  zu  wählen, 
dass  ausser  vier  einfachen  linearen  P'aktoren  jede  der  Functionen 
U  iV,  U—^V,  U — 7  F,  U — <5Fnur  lineare  Faktoren  doppelt 
e  n  t  liii  1 1. 

3.    Ks    ist  bemerkenswerth ,   dass   durch  jede   solche   Substitution  das 

einfachste  elliptische  Differential,  als  welches 

dz 


zu  bezeichnen  ist  in 


also  in  ein  Differential  von  derselben  Form,  transformirt  wird. 
Ist  niimlich  in  Folge  der  Substitution 

2\{ 

so  ist 

i/z  1 


y{z  --  1)  {z  -  [^)  \z  -  "i)^^-"^)  M^a,'^^   -+- 

Jeden  linearen  Faktor,  der  in  U  —  tV  doppelt  vorkommt,  enthält  M  ein- 
fach; es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  jeder  solche  Faktor  auch  in 
VW  —  UV  aufgellt.  Hierzu  bemerken  wir  zunächst,  dass,  wenn  die  ganze 
I^'unction  ^(;)  den  linearen  Faktor  m^  -h  //  doppelt  enthält,  wenn  also 


"^^ 
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für  den  DifFerentialquotienten  nach  {  sich  ergiebt 

9'  =  {ml  -f-  «)2  '^'  -h  2m  {ml  -}-«)•  4* 
=  {ml  H-  n)  [{ml  -f-  «)  +'  4-  2m^] . 
Wir  sehen  daher:    Jeder  lineare  Faktor,  der  in  9  doppelt  vorkommt, 
theilt  auch  <p'. 
Da  nun 

und  da  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  jeder  Doppelfaktor  von  17  —  a  F 
auch  ein  Faktor  von  d{U —  iV)x  dl  ist,  so  folgt,  dass  jeder  Doppelfaktor  von 
U  —  a  Fauch  Faktor  der  Function   VIT  —  UV  ist. 

Die  Function  M  ist  vom  Grade  1p  —  2.    Sind  U  und  V  beide  vom  Grade  /, 
etwa 

U  ^  mlP  -^  m^lP-i  4-  m^l^-i  H-  .  .  . 
V^  nlP  4-  «iC/-i  4-  «2:^^2  4-   .  .  . 
so  ist 

VU  —  C/'r  =  («C/  H-  «iC>»-l  H-  .  .)  •  [pml^-^  4-  (/>  —  l)/«iC^-2  -h  .  .) 

—  (w!:/-h#«iC/-i4-..). [/«cz-i  4-  (/>  —  1) « 1  i;^-2  4-..) 

=  (/W«i    --  «»li)C^/-2  4- 

Ist   F  vom  Grade  /  —  1 ,  etwa 

r=  «cz-i  4-  «ii:>*-2  4-  . . . 

so  ist 

vu'  —  UV  =  («c>-i-h«i:/-2  4-.  .)[/^c^-^-hC^— i)>wii;>-2-H ..] 

=  w«:v-2  -H 

In  beiden  Fällen  hat  also  VU  —  UV  den  Grad  2/  —  2.    Da  nun  M  und 

F6^'  —  UV^  gleichen  Grades  sind,  und  jeder  Faktor  von  J/auch  in  VU  —  UV 

enthalten  ist,  so  folgt,  dass  der  Quotient 

Vir  —  [JV^ 

M 
eine  reine  Zahl  ist*). 

4.   Jede  lineare  Substitution 

'  -    1    +  vC 

genügt   den    angegebenen  Bedingungen   in    einfachster  Weise;    denn  in  diesem 

Falle  ist 

^  ==  X  4-  jiC,       F=  1  -h  vC, 
also  sind  U  —  a  K  .  .  .  sämmtlich  linear.    Man  kann  daher  über  die  unbestimm- 
ten Zahlen  X,  jjl,  v  so  verfügen,  dass  der  Radicand  des  transformirten  DifTerentials 

a^l^   -h  ^iC»  4-  ^iJ  4-  //i;  4-  ^1 
eine  möglichst  einfache  Gestalt  erhält,  nämlich  so,  dass 

«iC*   -¥  d,l''   -r  .  .  4-  ^i   =  ^(1  -C«)(l  -^K«), 
worin  k  noch  unbestimmt  ist. 

Alsdann  hat  a^l*  4-  .  .  die  linearen  Faktoren 

:  —   1,     C  4-   1,     J  —  J»      ^  ~^   k' 
Den  Werthen  von  z^,  für  welche 


*)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticanun,  Regiomonti  1829.  %  V  V 
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verschwindet,  entsprechen  die  Werthe  von  I,  für  welche  der  transfomnirte  Radi- 
cand  verschwindet.  Nehmen  wir  an,  dass  den  Werthen  ä;  =  a,  ß,  7,  ö  der  Reihe 
nach  die  Werthe  J=h-1,  —1,  -+■  l  :k,  —  l  :  k  entsprechen  sollen,  so  haben 
wir  zur  Bestimmung  der  Substitutionscoefficienten  X,  jx,  v  und  der  Zahl  k  folgende 
Gleichungen,  die  sich  durch  Einsetzung  der  entsprechenden  Werthe  von  z  und 
C  in  die  Substitutionsgleichung  1.  ergeben, 

X  -4-  w.  X>& 


2.  a  =  z ,  4.  7=2.  » 

X  fJL  X^  —    jx 

3.  3  =  1 1  5.  0  =   —7 . 

Durch   Subtraction  der  Gleichungen  2.   und  4.,  sowie  der   Gleichungen  3. 
und  4.  erhalten  wir  leicht 
6.           .  -  7  =  (Xv-^)(1    -k)^  ^  __  ^  ^  (Xv  -  ^)  (H-  ^) 


7. 


(1   -+-   v)  (^  -h   v)  '  ''  «   -     (1    _  v)  (>fe  -4-   v)  • 

Hieraus  folgt  durch  Division 

a  —  7         1  —  V     1  —  k 


ß  —  7         iH-v     l-h^' 
Vertauschen  wir  \l  und  v  mit  —  jjl  und  —  v,  so  gehen  a  —  7  und  ß  —  7  in 
ß  —  ö  und  OL  —  ö  über,   wie  man  aus  den  Gleichungen  "2.  bis  5'.   erkennt;   da- 
her ist 

a  —  ö        1  —  V     l  -h  k 


8. 


9. 


ß  —  §         1  -h  V  *  1  —  /t' 
Aus  7.  und  8.  folgt  zur  Bestimmung  von  k 


/i  —  ky     a 


-  7      a  —  ö 

Die    beiden  Werthe  von  >^,    die  sich  hieraus  ergeben,    sind   reciprok;  w 
können   daher  immer  J^  so  wählen,   dass  der  Modul  von  k  ein  echter  Bruch  ist. 
Sind  insbesondere  a,  [H,  7,  0  sämmtlich  real,   und  setzt  man  a  >>  ß  >  7  >  0 
voraus,  so  ist  J^  real. 

Haben  wir  uns  entschieden,  welche  Wurzel  der  Gleichung  9.  für  /t  genommen 
werden  soll,  so  tolgt  der  zugehörige  Werth  von  v  eindeutig  aus  der  Gleichung  7. 
Für  X  und  jjl  ergeben  2.  und  3. 

X  -h  fJL  =  a(l  -h  v), 
X  -  ,x  =  ß(l-v); 
also  folgt 

10.  X  =  ,^[(a  +  p)4-v(a-ß)], 

I^  =   H(«-P)-^v(a4-ß)]. 
Führen    wir   die   berechneten  Werthe  in  die  Substitutionsgleichung  ein,   so 
erhalten  wir 


2        "       2  i  -h  <' 

Um  die  Grösse  A  zu  bestimmen,  bilden  wir 

X-Hfi.;;  X  —  a-l-(fJL  —  av)C 

und  ebenso    z  —  ß,  z  —  7,  z  —  ö. 

Ans  den  Gleichungen  2.  bis  o.  folgt  sofort 

|jL  —  av  =  a  —  X,         [jL  —  7v  =  /6(7  —  X), 
a  —  ßv   =    X  —  ß,         |x  —  ov  =  ^'(X  —  ö). 
Mit  Hülfe  dieser  >NeTW\e  ei^<^Vi<iw  s\c\\ 
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Hieraus  folgt  weiter  die  Transformation 

(^  -  a)  (^  -  ?)  {z  ~  ^)  (;.  -  6)  = 

(X  -  a)  (X  -  ?)  (X  -  ^)  (X  ~  6)  .  ^ y^.r^,      ^  • 

Aus  10.  folgt 

14.  X  -  a  =  i  (a  -  ß)  (v  ~  1),         X  -ß  =  i  (a  -  ß)(v  -+-  1)  . 
Aus  4.  und  5.  erhalten  wir 

und  hieraus  weiter 

15.  X-T=^2(T-6)(j-l).         X-5  =  i(T-8)(j  +  l). 

Somit  ist 

1«.     (X  -  a)  (X  -  ß)  (X  _  ^)  (X  -  8)  =  1  (a  -  ß)^  (y  -  8)»  (l  -  v»)  (»  -  J^)- 

Daher  ergiebt  sich  schliesslich 

Vi^a.)  {z  -  ß)  (z  -  7)~(^^8) 

''■  =  1  (« -  ß)  (7  -  3)  j/(i  -  V»)  (i  -  ^)  •  (i-:^,^,  •  1/(1  - :») (1  -  *'C')- 

Durch  Differentiation  der  Formeln  12.  erhalten  wir  zunächst 

dz=     (X _ ß) . ^^— —l^ rfC ,     dz=      (^ - ^) •  (TT^ ''^ • 

Durch  Multiplication  dieser  Formeln  ergiebt  sich  in  Rücksicht  auf  16. 

1-).  dz  =  l  j/>i(a  -  ß)(7  -  S)(l  -  V*)  (l  -  f)  •  (1  +  vO«  • 

Für   das    einfachste    elliptische  Differential  haben  wir  somit  die 
Transformation 

oo  '^^ _2V^        _  äz 

ya{z-a){z-^){z--(){z-5)       ]/a  (a  -  ß)  {^  -  8)    l/(l  -  J»)  (1  -  -4»C»)  ' 
.3.    Ist  ö  unendlich  gross,  so  verschwindet  in 

az*   4-  dz^  '\-  cz^  -{-  dz  -{-  e 
der  Coefficicnt  a  und  das  Polynom  reducirt  sich  somit  auf  ein  Polynom  dritten 
Grades 

bz^  -^  cz^  -\-  dz  -^  e  ^  b{z  —«)(«  —  ß)  («  —  7) . 
Aus  No.  4,  9  folgt  für  ö  =  cx> 

Ferner  folgt  aus  No.  4,  5 

In  Rücksicht  auf  2.  haben  wir  an  Stelle  von  No.  4,  13 

3.         (.  -  a)(^  -  ß)(^  -  ^)  =  (X  ^  ci)(X  -  ß)  (X  -  7)  •  ^ (TT^Ö^-^^' 

und  anstatt  No.  4,  18 
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Ersetzen  wir  in  No.  4,  20  das  Produkt  aB  durch  (—  d)  und  gehen  zur  Grenze 
für  d  s  oo  über,  so  erhalten  wir 

Die  Resultate  der  beiden  Nummern  4.  und  5.  können  wir  in  dem  Satze 
aussprechen:  Die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynome  vierten  oder 
dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  Variable  m  kann  man  durch  eine 
lineare  Substitution  in  einen  Ausdruck  von  der  Form  transformiren 

worin   der   Modulus   von   k  kleiner  als  1    ist,    und  Jü  eine  Function 
zweiten  Grades  von  C  bezeichnet. 


6.  Für  die  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  in  Geometrie  und  Mechanik 
ist  insbesondere  der  Fall  von  Interesse,  dass  das  Poljmom  az^  -+-  ds^  -+-..  +  * 
nur  reale  Coeffidenten  hat  und  der  Variabein  m  nur  solche  realen  Werthe  bei- 
gelegt werden,  für  welche  die  Wurzel  aus  diesem  Polynom  reale  Werthe  erhilt 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  sich  jederzeit  reale  Substitutionen 
angeben  lassen,  durch  welche 

f/(z,  Yas^  H-  . . .)  äz 
durch  algebraische  Functionen,  I^ogarithmen,  cyklometrische  Functionen  und  ein 
Integral  von  der  Form  ausgedrückt  werden  kann 


I 


'^h 


l/(i  -  a»)  (i  -  >i  V) 

wobei  F{i)  eine  rationale  Function  bezeichnet  und  k  und  3  reale  echte  Brüche  sind. 
Diese  Transformation  lässt  sich  allerdings  nicht  immer  durch  eine  rationale 
Substitution  erreichen,  wir  müssen  uns  vielmehr  dazu  bequemen,  irrationale, 
von  sehr  einfacher  Art,  zu  verwenden. 

Wir  wenden  zunächst  die  lineare  Substitution  an 

um  dadurch  die  Transformation  zu  erhalten 

Entsprechen  den  Wurzeln  a,  ß,  7,   ö  der  Reihe  nach  die  Wurzeln  /,    — /, 
g,    —  ^,  so  erhalten  wir  aus  1.  die  vier  Gleichungen 

Durch  Subtraction  ergiebt  sich 

Wechseln  wir  hier  der  Reihe  nach  das  Vorzeichen  von  /,  von  g;  von/  und  ^, 
so  erhalten  wir 


'■    ■  -^ 
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6.  p_8  =  -('-'^)^^-^) 


5.  OL  —  ö  = 


7. 


Aus  4.,  5.,  6.  folgt  weiter 

«-T  _  _  (l-/)(l-y)        «-  8  _  _  (l-/)(l+y) 

ß-8  0+/)(l+^)'       ß-Y  (l+/)(l-f)' 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Multiplication  und  Division 


^-  \^i  4_  ^;  -  a  _  §  ß  -  ö  • 

Sind  a,  ß,  7,  6  real  und  a>ß>7>6,  so  folgen  aus  8.  und  9.  reale 
Werthe  für/  und  ^.  Sind  a  und  ß  real,  7  und  §  conjugirt  complex,  so  sind  auch 
a  —  7  und  a  —  6,  sowie  ß  —  7  und  ß  —  8  conjugirt  complex,  mithin  die  rechte 
Seite  in  Gleichung  8.  real  und  positiv,  folglich  /  real.  Ist  7  =  7^  h-  7^/, 
6  =  7i  —  73/,  so  ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite  von  9. 

a  — 7i  -h  72^'  P  — Ti  -^-Ta'" 
Hierin  sind  Zähler  und  Nenner  conjugirt  complex;  der  Quotient  der  Quadrat- 
wurzeln ist  mithin  ebenfalls  der  Quotient  zweier  conjugirt  Complexen,  also  erhält 
man  aus  9.  ein  Resultat  von  der  Form 

1  —  ^         .    P  —  ^^       9  —  ^*        ,        (j  -h  0/ 
,    .       =  ±  ^—j .  = •     oder ~ , 

woraus  sofort  hervorgeht 

9  P 

10  q^=  —i    oder    —  — /', 

P  ^ 

also  ist  q  rein  imaginär. 

Sind  a  und  ß,  sowie  7  und  6  conjugirt  complex, 

a  =  (Xj  -f-  Qig^'        r  ^  ^1  —  ^2^1 


so  ist 


11. 


(^  —Py  _,  (°^i  —  Ti)  -^-(°^2  —  T2)^'  .  («1  —  7i)  -H  (^2  -^  T2)  ^ 
\\  -^  p)        (a,  —  7i)  —  («2  -+-  T2)  ^  *  («1  -  Ti)  —  («2  —  Ta) ''  ' 

Vi  -h^;       (a^  —  7i; 


,)  4-  (aj  -h  72)  /      (aj  —  7i)  —  (a^  —  7^)  /  ' 
Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seiten  sind  bei  beiden  Gleichungen  conjugirt 
complex,  daher  folgen  aus  beiden  rein  imaginäre  Werthe  für  p  und  q. 

Setzen  wir  ^a  =  ^^  ,       q^  =:  ^2  , 

so  liaben  wir 

wenn         a,  ß,  7,  8  real  sind 
12.       „     nur  OL  und  ß       „       „ 

,,  a  lind  ß,  sowie  7  und  6  conjugirt  complex 

Ist  6  unendlich  gross,  reducirt  sich  also  }/7?  auf 

y^(«-a)(s-ß)(«-7), 
so  folgt  aus  8.  und  9. 

Daher  ist 


*i  >o, 

^i  >o, 

*,  >o, 

b^  <  0, 

*,  <o, 

*,  <  0. 
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Ersetzt  man  hier  /*  durch  ^3,  so  erhält  man  wie  bei  einem  endlichen  Werthc 
von  ö  für  die  transformirte  Wurzel 

wobei    ^j  =  1 ,     ^j  =  ^*     ist. 

Führt  man  die  lineare  Substitution  in 

/(«,  y^) dz,       ^  =  ö«*  4-  ^«5  -h  .  .  . 
aus,  so  erhält  man 

wobei/j  eine  rationale  Function  von  C  und  R<^  ^  a^  {b^  —  t^)  {b^  —  C*)  bezeichnet. 
Diese  Function  lässt  sich  immer  auf  die  Form  bringen 

?i  -^  +1  y  ^1 

worin  <p,  ^,  <pi,  ^j    ganze  rationale  Functionen  von  C  sind.     Macht  man  rechts 
den  Nenner  rational,  so  entsteht 

wo  nun  Z,  O,  *'  ganze  Functionen  von  C  sind.     Daher  ist  schliesslich 

jf{z,  YR)dz  =Jj  äZ  =Jj  YRldX.  . 

Das  erste  Integral  rechts  enthält  ein  rationales  Differential  und  führt  daher 
auf  algebraische  Functionen  und  Logarithmen.     Im  zweiten  schreiben  wir 

worin  ^-'j  =  W  •  Ji^  ist. 

7.    Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  der  Transformation  des  Ausdrucks 

ä: 

A.  Ist  dTj  >  0,  /^j  >  ^2  >  ^f  so  hat  die  Wurzel 

v^-^i  -  c»)  {ii  -  >:') 

reale  Werthe,  sobald  b^  >>  Z^  oder  ^j  <  C^-     Im  ersten  Unterfalle  setzen  wir 

und  erhalten 

>/^  =  V^iK  ■  l/(l-j»)(l->i»3«). 

^c  ^_L_  ^a 

1/^       >/«,^  "/(l- 3»)  (1-/6»  3»)' 
Im  zweiten  Unterfalle  nehmen  wir 

woraus  folgt 

1 


rfC  1  äi 


B.    Ist  öj  >  0,    ^1  >  0,    ^2  *^  ^»  ^^  muss  C^  >  ^i   sein;  wir  setzen 
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0 


c  = 


-  y  b^  -  \ ' 


und  haben 

Yr[  =  Va,  b,  {b,  -  b,) .  y^y^  •  iA(i  -  a*)  (1  -  t'i^) . 

ä:  ^ L____  ^ 

/"^     !/«,(*, -^)  ■  1^(1  -  «»)  (1  -  *»a»)  ■ 

C.    Ist  öj   >  0,    ^1  <  ^2  <  ö»    sö  kann  C  alle  realen  Werthe  annelimen. 
t)ie  Substitution 


■.~v=x.y^.  *.|/5^ 


liefert 


d':  1  dl 


^R,  V^a.b^     |/(i_j»)(i_^2j»)- 

D.    Ist  a^  <  0,  ^1  >  ^2  >  0,  so  muss  J^  zwischen  b^  und  ^2  Hegen.    Durch 


ergiebt  sich 


=i/^ 


'/c  1  ^a 


K.    Ist  a^  <  0,    ^1  >  0,  ^2  <  0,   so  muss  C*  <  ^^  sein;  wir  substituiren 


C-VT^..     *-l/^. 


und  erhalten 


/>!  —  *j 


tAä,  =  y-  «,  *,  {b,  -  b,) .  -F=l==  •  V{1  -  a«)  (1  -  i*i') . 

yi  —  a 
dz  1  rfa 


i/ip,         y-  a,  (b,  -  ^2)  y(i-a»)(i-/iV)' 

Im  Falle  ^i  <  0,  ^,  <  ^2  <  ^  ^st  die  Wurzel  für  jedes  reale  C  imaginär. 
Fülirt  man  die  Substitution  A  aus,  so  gelangt  man  zu  denselben  Formeln  wie 
bei  A,  und  erhält  für  k  ebenfalls  einen  realen,  echten  Bruch. 

8.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Integrale  No.  6,  15  zurück.  Sondern  wir 
in  4*j  und  Z  die  Glieder  geraden  Grades  in  Bezug  auf  C  von  den  Gliedern  un- 
geraden Grades,  so  erhalten  wir 

^\  ^  M^  -h  \M^ 
L    "   L^  -\'  CZ2 
worin  J/j,  M.^^  Zj,  Zg  nur  Glieder  mit  geraden  Exponenten  enthalten. 

Durch  Erweiterung  mit  Zj  —  JZ^  beseitigen  wir  die  ungeraden  Potenzen 
des  Nenners;  es  entsteht 

L    "       Z^a— C^Zj»        "^        L^—l^L^       • 

Daher  haben  wir 


73^  IntegimlrednHiiig. 


1. 


Im  ersten  Integrale  rechts  setzen  wir  C^  «=  '  und  erhalten  dadurch  ein  Integral 


/" 


worin  11  eine  rationale  Function  von  )  ist  Dieses  Integral  ist  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  worden.  Im  letzten  Integrale  von  1.  führen  wir  eine  der  Sub- 
stitutionen No.  7,  Af  Bf  C,  D,  £  aus;  da  dieselben  alle  unter  der  Form  ent- 
halten sind 

so  geht  die  Function  von  C»  die  nur  gerade  Potenzen  enthftlt,  in  eine  eben^che 
Function  von  ^  über.    Wir  behalten  daher  ein  Integral  übrig 


I: 


^»>^(l -»»)(! -*»«•)' 
worin  N  und  N^  nur  gerade  Potenzen  von  j  enthalten. 

Zerlegen  wir  iV :  ^^  in  eine  ganze  Function  und  in  Partialbrüche»  und  b^ 

trachten  bei  dieser  Zerlegung  g*  als  Variable,  so  sehen  wir,  dass  das  Integral  2. 

in  Integrale  von  der  Form  zerfällt 


/, 


äi 


(l+Xj«)'.i/(l-s«)(l-*»j«) 
Die  letzten  beiden  Arten  können  noch  weiter  reducirt  werden. 
9.    Betreffs  des  an  zweiter  Stelle  aufgeftihrtcn  Integrals  wollen   wir  zeigen, 
wie  jedes  Integral 

äz 


ß 


auf  einen  algebraischen  Theil  und  auf  die  Integrale 

/z^äz  r  dz 

-,/(l  _  z^)  {\^~k^)  ""    J  i7(l  —  «»)  (1  -^»7«) 
reducirt  werden  kann,  indem  wir  nachweisen,  dass  sich  die  unbekannten  Zahlen 
B^,  B^,  B^  .  ,  ,  Bn-h  Q  D  gemäss  der  Gleichung  bestimmen  lassen 

dz 


/< 


y(l  -  ;g>)  (1  -,  jl  ;g») 

=    {B^  «2«-3  -^  ^,«21.-5  H-  .  .  H-  Bn^\Z)  "/ (1  —  ««)  (1  —  k^  Z^) 

^  C         ^^dz  ^  r  dz 

J  y'(i--5>)(l  -  k^z^)  J  >/(l  —  ««)  (1  —  k^s^) 

Durch  Differentiation  und  nachfolgende  Multiplication  mit  "^(1 — s*)(l— it*«*) 
folgt  aus  dieser  Gleichung 

A^  ^2«  ^  A^z^-^  H-  ^3s2«-4  -H  .  .  .  ^  A^z^ 
=  {B^z^^-^  -h  i5,^2«-5  -H  .  .  4-  Ä-i«)  [2^*«3  —  (>t*  -h  1)«] 
4-  [(2/1  —  3)  j9i«2i.-4  ^  (2w  —  5)^8fl;2«-6  4-  .  .  -h  Ä-i]  •  [^***  —  (ifc« -h  l)««-4-l] 

-4-  C«2  4-  Z> . 
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I 

Vergleicht  man  beiderseits  die  gleich  hohen  Potenzen  von  ä,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  von  B^^  B^t  B^,  .  .  .  B„-i,  C,  D  die  linearen  Gleichungen 
Ay^   =  (2«  —\)k^'B^, 

A^  =  (2«  —  i)k^'B^  —  (2«  —  2)  {k^  4-  1)  -^1  , 
^3  =  (2«  —  S)k'^'B^  —  l^n  —  4)  {k^  4-  1)  -^2  -f-  (2«  —  3)  ^^  , 
A^  =  (2«  —  7)  k^  '  B^  —  (2«  —  6)  {k^  -f-  1)  -^3  4-  (2«  —  b)B^, 
A,  =  (2«-9)^2.^.   „  (2«  -  8)  (>^2  4-  1)  ^4  -^  (2«-7)^3, 

^„_i=  3>&»  .  Ä-i  —  4  .  (>^»  H-  1)  Ä-2  4-  5  .  Bn-z, 
An     =  2  .  (>^2  4-  1)  Bn-i  4-  3  •  ^«-2  4-  C, 

0       =  Ä-i  4-  2>. 
Aus  den  ersten  n  Gleichungen  ergeben  sich  die  n  Unbekannten  B^,  B^t    .  . 
B„-i,  C\  aus  der  letzten  folgt  Z>  =  —  Ä-i- 
Statt  des  Integrales 

z^  dz 


betrachten  wir  das  folgende 


J^       1—  Z»         ^         J|/("l   _22)(l__^8^2)  Jy(l_;j2)(l_^2^2)' 


10.    Das  Integral 

dz 


(1  4-  Xä»)"  )/(1  —  ;j;2)  (1  —  k^i^) 

lässt  sich  ebenfalls  reduciren;  man  kann  die  Coefficienten  A^^  A^, . . ,  B^^  B^,  C 
immer  so  bestimmen,  dass 

J  (1  4-  \z^T  Yä  (1  -h  Xs2)*-^  ^    *  ^  «IV 

Vi + ^2  ^^)  '^^  ^  r    dz 


Yä  J  {{  4-xs»)-|/7e' 

Durch  Differentiation  erhält  man 
___J ^  r2^^.3  _  (^.  ^  1),     2(;.  -  1)X.  >  yjTi  .^  ^  ^ 

(1  4-  X^J»)"  V^_    L(l  4-  Xi^»)"-^  .  y^  (14-  Xz^T       J  ^ 

4 7  M,  4-  BA.z^  4-  .  .)  H ,— 1 7=- . 

Beseitigt  man  die  Nenner,  so  entsteht 
1  =  (-  2k^l  {n  —  2)2'  4-  [2>^a  4-  X(>^»  4-  1)(2«  —  3)]  z^  —[k^  4-  1  —  2X(«  —  1)]^) 

'{A^Z  -i-  A^z^  -h  .  .  -h  ^,-i«2«-3) 
4-[>&2Xa;64-(>^^— X>^2— X)ä4  4-(X— >^«^l)«24-l][^i4-3^,«»4-..4-(2«~3)^„_l*2«-^^ 

4-  (^1  4-  ^2-8^«)  (1  4-  \z^y  4-  C(l  4-  X«»)"-! . 

Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  2«  4-  2;  sie  enthält  nur  Glieder  gerader 
Potenz,  die  Zahl  derselben  ist  also  «  4-  2 ;  ebenso  gross  ist  die  Zahl  der  Coeffi- 
cienten A^f  A^f  .  .  A,i-i,  B^f  B^y  C.  Man  kann  dieselben  so  wählen,  dass  die 
letzte  Gleichung  identisch  erflillt  ist  und  hat  zu  ihrer  Bestimmung  «4-2  lineare 
Gleichungen,  deren  Auflösung  bei  gegebenen  Werthen  von  k^  X,  n  ohne  Schwierig- 
keit erfolgt. 

11.  Hiemach  sind  alle  elliptischen  Integrale  auf  drei  Normalintegrale 
zurückgeführt,  nämlich  auf 

ScHLosMiLCM,  Handbuch  der  Mathematik.    VA.  IL  ^ 
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IiitcgnlnKSiuiiiiig« 


dt  /(1—i»  ««)</< 

Sie  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
Variable  9  ersetzt  gemäss 

%  SB  sin^i 
denn  dann  ist 


d% 


[1  -H  Xs»)  YR  ' 
wenn  man  s   durch   eine  neue 


d% 


>/r: 

und  die  drei  Integrale  gehen  über  in 


^9, 


und  die  drei  integrale  genen  ttD( 


jm*9 


1/9, 


i^^-^ 


d^ 


Die  Grösse  "j/l  — i«jw»«9  wird  gewöhnlich  mit  ^(9)  oder,  wenn  es  der 
Unterscheidung  wegen  nöthig  ist,  mit  A(i&,  9)  bezeichnet 

Werden  ^e  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  s,  bez.  9  genommen,  so 
bezeichnet  man  sie  nach  Leg£NDRE*)  als  die  elliptischen  Integrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung;  k  heisst  derModulus,  die  obere  Grenze  9  die  Am- 
plitude, X  der  Parameter;  man  benutzt  die  Functionszeichen 

9  f  f 


12.  Wir  transformiren  nun  das  Integral  erster  Art  durch  eine  Substitutioo 
zweiten  Grades;  es  wird  dadurch  ein  Integral  erster  Art  mit  anderm  Modul  mid 
anderer  Amplitude  hervorgehen.  An  diese  Transformation  anknapfend,  weidoi 
wir  später  brauchbare  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  elliptischer  Int^ 
grale  finden.     Damit  durch  die  Substitution 

z  =  C/iV, 
wo  C/  und  F  quadratische  Functionen  der  neuen  Variabein  C  sind,  die  Trans- 
formation erzielt  werde 

dz  Ad: 


l/(l-C«)(l-X«C>)' 


1/(1   —  if>)(l  —  >&2  5») 

ist  nach  den  Entwicklungen  in  No.  3  nöthig  und  ausreichend,  dass  von  den  vier 
quadratischen  Faktoren  des  Produkts 

(K—  U){y-^  ü){V^kU){V-\-kU) 
zwei  die  zweiten  Potenzen  linearer  Functionen  in  C  sind,  während  die  anden 
beiden  die  vier  Faktoren  liefern 

(1 -0(14- 0(1 -xo(n-xc). 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  nur  folgende  Fälle  wesentlich  von  einander 
verschieden  sind: 

xo» 
xo. 


1. 


Fh-    6^=     (1 

v—ku=^  b{y 

V-^kU  =  r(l 


0(1 
0(1 

«0' 


2. 


;j. 


V—  ku  =  ^(1  -h//iO^ 


4. 


v^ku^    (i4.Q(n.xo, 
v-^  u  ^  b{\  4-«o^ 
v-\-kU  =  c{\  -f-  «0»; 

V^    U^  a(l  — C>), 

v^ku  ^  1  —  X«:«, 
v-\-kU  =  r(i  -t-  «0». 


*)  Lkgenukk,  'riaitc  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1825. 
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Aus  den  Beziehungen  zwischen  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  folgen 
Beziehungen  zwischen  den  Grössen  k^  X,  0,  b^  c.  Wir  beschränken  uns  hier 
darauf,  die  aus  1.  hervorgehenden  Transformationsformeln  aufzustellen. 

13.   Den  Werthen 

<.  —  1,  A'     X'  X' 

entsprechen  V=  ü ,    —  U,     U  ^     —  U  ^ 

wie  die  ersten  beiden  Gleichungen  lehren.    Wir  bilden 

V—kU  b{y  -f-  ^0» 

V^U    -  (l-f-C)(l-+-XO 
und   ersetzen   rechts  C  der  Reihe   nach    durch    1  und  1  :  X,    links    V  durch   U\ 
dadurch  entsteht 

\-k        ,    (1  +  tn)^  \^k  ^\^V 

2      ~  ^'2(1  -+-X)  '  2      "■  ^*    2(1  -+-X)     • 

Hieraus  ergiebt  sich  für  m  und  X  die  Gleichung 

x(i  4- y)  =  (1  -+-^)^ 

aus  welcher  folgt 

m  =  yr. 

Ersetzen  wir  in  gleicher  Weise  in  dem  Quotienten 

V^  kU  c{y  -f-  «0^ 

V-^  U  ^  (i4-0(i-+-^0' 

rechts  C  durch  1  und  1 :  X,  links  V  durch  U^  so  erhalten  wir 

n  =  yT. 

Da  m  und  n  nicht  gleich  sein  können,  so  wählen  wir 

m  =^  —  yT,      n  ===  "j/x", 
wobei  von   nun   an  die  Wurzel  positiv  gerechnet  wird.     Aus  den  Gleichungen 
No.  12,  1  folgt  weiter,  wenn  für  m  und  n  die  gefundenen  Werthe  benutzt  werden, 

V—kU  _  h^  (\  —  yT«  cV 

Ersetzen  wir  hier  rechts  C  der  Reihe  nach  durch  1  und  —  1,  links  V  durch 
U  und  —  C/,  so  entstehen  die  Gleichungen 

1  -  k 


1  -hk 
1  -h  k 


b  (i±VW 


Hieraus  folgt  durch  Multiplication 

b^ 


^=1- 


Da  in  den  vorigen  Gleichungen  beiderseits  positive  Werthe  stehen,  so  haben 
wir  ^  =  ^  zu  nehmen.     Hiernach  ergiebt  sich  weiter 

i-vT_,/r^=i. 


-V\ 


l  +  yT        Y   1+*' 
daher  ist  

y\-\-  k  -t-yi  —  *■ 

Macht  man  den  Nenner  rational,  so  folgt 
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Dividirt  man  in   1.   links  Zähler  und  Nenner  durch  z,   so  erhält  man  die 
Substitutionsgleichung  ,_     ^  ^ 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  mit  Berücksichtigung  von  2. 


4. 


y{\  -  «*) (1  -  ku^)  y(\  - :«)  (I  —  x> :») 

Der  Grenze  a  =  0  entspricht  J  =  0;  es  ist  daher 

/• rf» r dl 

0  0 

Diese  Transformation   ist   deswegen    besonders  verwendbar,    weil   auch  im 
transformirten  Integrale  die  untere  Grenze  Null  ist. 


14.    Um  die  zweideutige  irrationale  Grösse 


yR  =.  -|/(l  .^  z^)  {\  —  k^  z^) 
als  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  darzustellen,  haben  wir 
eine  zweiblätterige  RiEMANN'sche  Fläche  zu  construiren,  die  vier  Windungs- 
punkte hat:  2  =  —  \  :  k,  —  1,  -+-  1,  +  1  :  >^;  entlang  der  Strecken  von —  1  li 
bis  —  1  und  von  -h  1  bis  -h  \  :  k  mögen  die  beiden  Blätter  verwachsen  sein. 
Jeder  Weg,  der,  auf  das  obere  Blatt  projicirt,  eine  ungerade  Anzahl  von  Windungs- 
punkten eine  ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  fiihrt  aus  einem  Blatte  ins  andere; 
wird  hingegen  eine  ungerade  Anzahl  von  Windungspunkten  eine  gerade  Anzahl 
Male  oder  eine  gerade  Anzahl  von  Windungspunkten  umkreist,  so  liegen  Anfang 

Y  und   Ende  des   W^eges   in  dem- 

selben Blatte, 
j  Wir   nehmen    an,    dass  im 

Nullpunkte    des   oberen  Blattes 


/ 


r^=:..- 


V 


._/-^        ^ y'R   den  Werth    -+-  1    hat;   für 


0  --^  /    L      ^^den  des  unteren  Blattes  ist  als- 


dann     "j/^  =  —   1.       Auf   der 

realen  Achse  des  oberen  Blattes 

nimmt  Y^  von  2r  =  0  bis  «  =  -r  1 

die  Werthe  von  -f-  l  bis  0,  von 

^^*-  •'^-•^  5  =  0  bis  2  =  —  1  ebenfalls  die 

\Verthc  von   -h  1    bis  0,   und   in   den  entsprechenden  Punkten  der  realen  Achse 

des  unteren  Blattes  die  entgegengesetzt  gleichen  Werthe  an. 

15.  Wir  untersuchen  nun  die  Werthe,  um  welche  das  Integral  erster  und 
das  zweiter  Art  sich  ändern,  wenn  z  einen  Theil  eines  verschwindend  kleinen 
Kreisbogens  beschreibt,  der  einen  Windungspunkt  zum  Centrum  hat. 

Ist  z  auf  einem  Kreise  gelegen,  der  a  zum  Centrum  und  p  zum  Radius  hat,  so  ist 

wobei  9  den  Winkel   bezeichnet,   um  den   p  gedreht  werden  muss,    um  aus  der 
Richtnny^  der  positiven  realen  Achse  in  die  Richtung  az  überzugehen. 
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Aus  1.  ergiebt  sich 

2.  dz  =  i^e'^d^. 
Ferner  ist 

3.  y(a  —  z){p—  z){c  —  z){d  —  z)  =  / i/p e''^ {d  —  a—p ^r"p)(r — tf  —  p ^r'9)(</—  a—p ^'»)  . 

Daher  ist 

.  dz  yp'e'^d^ 

yia  —  z)  {b  ^  z){c  —  z){d  —  z)        yjb  —  0  —  p^r'?)  {c  —  a  —  p^'V)(^—  a  —  p^'9) 

5.  }/{a  —  z){b  —  z) {c  —  z){d  —  z)dz  =  —  p\e'-i^ |/(^  —  «  —  p^r'?)  .  ,  .  d^  , 

Wird  p  verschwindend  klein,  so  ist 

/im  yjb  —  rz  —  p^"?)  .  .  .  =  -/(^  —  ö)  (^  —  d){d—ä) 

Setzen  wir  ^,  by  c^  d  als  endliche,  von  einander  verschiedene  Zahlen  voraus,  so 
ist  dieser  Grenzwerth  weder  unendlich  gross,  noch  verschwindend  klein.  Integrirt 
man  die  Differentiale  4.  und  5.  unter  der  Voraussetzung  eines  verschwindend 
kleinen  p  zwischen  den  Grenzen  <po  und  <pi,  so  erhält  man 

im  V  9  '  -T'  1  ^i''^9 ,     bez.     —  lim  "j/p^  •  A  •  le^'^d^  . 

Hierin  sind  die  Integrale  endlich,  die  Faktoren  1  :  A  und  A  nicht  unendlich, 
während  die  Grenzwerthe  von  "j/p  und  |/p^  verschwinden.  Dies  ergiebt:  Werden 
die  Integrale 


6.  //"/// 


/^)  "nd/^(T)''T 


Über  Wege  erstreckt,  die  einem  einzigen  Windungspunkte  sich  un- 
endlich nahe  anschmiegen,  so  haben  beide  den  Werth  Null. 

16.    Geht  z  auf  der  realen  Achse  im  oberen  Blatte  von  0  bis  -h  1,  so  erhält 

F{k,  (p)  den  Werth 

1 

ydx 
y(i  ^x^)(\-^k^x^)' 
0 

wobei  durch  die  Variable  x  der  geradlinige  Weg  angedeutet  ist.  Das  Differential 
wird  an  der  oberen  Grenze  für  .r  =  1  unendlich  gross;  man  überzeugt  sicli  aber 
leicht,  dass  trotzdem  das  Integral  einen  endlichen  Werth  hat. 

Denn  der  Faktor  1  :  )/l  —  k^x^  hat  innerhalb  der  Integralgrenzen  fiir  a*  =  1 
seinen  grössten  Werth  1  :  )/l  —  k'\  daher  ist 


r dx      1      r   dx         . ^i_ 

J  VÖ^x^MX  — T«:^)  ^  -yTTirkij  1/1  —x^  '     •  '•  <  y^  — 


Das  Integral  1.  hat  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  eine  ähnliche 
Bedeutung  wie  bei  den  cyklometrischen  Integralen  die  Zahl  .J:r;  es  wird  mit  AT 
bezeichnet,  so  dass  man  also  hat 

dx 


0 

Umgeht  man  den  Windungspunkt  -f-  1  in  einem  verschwindend  kleinen 
Kreise,  so  ist  der  auf  diesen  Weg  entfallende  Zuwachs  des  Integrals  F  gleich 
Null.  Geht  man  alsdann  im  unteren  Blatte  entlang  der  realen  Achse  bis  zum 
unteren  Nullpunkte  zurück,  so  haben  |/^,  sowie  dz  dabei  entgegengesetzt  gleiche 
W'erthe   wie  in  den  darüber  liegenden  Punkten  des  oberen  Blattes  bei  der  Inte- 
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gration  von  0  bis  1.     Wird  daher  das  Integral  F  im  oberen  Blatte  entlang  der 

realen  Achse  von  0  bis  -f-  I  und  dann  weiter  im  unteren  von  -+-  1  bis  O  erstreckt, 

so  hat  es  den  Werth  2  AT.     In  Punkten,  die  in  demselben  Blatte  auf  der  realen 

Achse  zwischen  -+-  1  und  —  1  gleich  weit  vom  Nullpunkte  entfernt  sind,  haben 

dz  und  ^ R  dieselben  Werthe,  wenn  ein  geschlossener  Weg  zurückgelegt  wird, 

der  -h  1  und  —  1  in  unendlich  kleinen  Kreisen  umgeht.     Daher  ist 

+1 

dx  2  AT  im    oberen  Blatte  , 


k 


-1/(1  jc*)(l k^x*^\       —  2Af'  im  unteren  Blatte, 

und  das  Integral  über  den  ganzen  beschriebenen  Weg  ist  ^K,     Wir  schliessen 
daher:     Wird  das  Integral 

dz 


-k 


•/(r=^«'>)  (1  —  k^z^) 

über  einen  Weg  (I,  Fig.  563)  erstreckt,  der  nur   die  beiden  Windungs- 
punkte —  1  und  -f-  1  einfach  umkreist,  so  hat  es  den  Werth  AlK. 

lieber  den  geschlossenen  Weg  II  erstreckt,  hat  daher  ^den  Werth  SÄ'u.  s.  v. 

17.    Befindet  sich  i 

auf  der  realen  Achse  im 

M  oberen    Blatte    in   dem 

X  unendlich  nahe  vor  -h  1 

—   --^^ ^\\  liegenden  Punkte  1  —  p, 

^ >   \  \      so   ist,    weim   im  Radi- 

'      '    /    '     ^K       ^  canden   Glieder  zweiten 
/'  Grades    in    p    vemach- 

.^/ -  -      1         — —      ..''  lässigt  werden,   und  die 

I  Wurzel  positiv  gerechnet 

'  \vird, 

(^•^•>  V^  =  >/2p(l-iJ»}. 

Geht  z  in  einem  verschwindend  kleinen  Halbkreise  in  der  Richtung  der  ab- 
nehmenden Winkel  um  den  Punkt  -h  1  bis  wieder  auf  die  reale  Achse,  so  durch- 
läuft es  die  Werthe  1  -h  p^*'^  von  <p  =  -  bis  <p  =  0;  ^ R  erlangt  den  Endweith 
/)/2p(l  —  k^)  ^  ist  also  verschwindend  klein  positiv  imaginär.  Geht  nun  s  auf 
der  realen  Achse  weiter  bis  zu  dem  unendlich  nalie  vor  1  :  k  liegenden  Punkte 
\\k  —  p,  so  ist  am  Ende  dieses  Weges 


v'^='y(j-i-i)2>tp. 


Wird  z  weiter  auf  einem  verschwindenden  Kreise  um  den  Punkt  1  :  k  geftihrt 
so  durchläuft  es  die  Werthe 

-T  -h  p^'<?  von  ^  =  t:  bis  9  =  —  t:  , 
und  am  Ende  ist 


>/Ä  =  -/'|/(^-l).2*p. 


Auf  dem  weiteren  Wege  im  oberen  Blatte  entlang  der  realen  Achse  bis  2" 
dem  dicht  vor  -h  1  liegenden  Punkte  1  -h  p^-'"  nimmt  |/j^  anfangs  zu  und  dann 
wieder  ab  und  ist  schliesslich 

1/^"  =  —  /  1/2  p(l  —  k^) . 

Durchläuft  dann  z  m  der  Richtung  abnehmender  Winkel  einen  verschwindend 
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kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  4-  1,  so  erlangt  ^ R  wieder  seinen  Ausgangs- 
werth  Y 

YR  =^  y2p(l  —  k^). 
Dieser  Weg   ist   in  Fig.  564  »- 

durch    I    veranschaulicht.      Das     — ^ — 
Integral  F  über  diesen  Weg  er-        ^^k  "^ 

streckt   besteht   aus    den  beiden 
Integralen  über  die  verschwindend  CM.  564 ) 

kleinen  Kreise  und  aus  zwei  geradlinigen  Integralen.  Die  ersten  beiden  sind 
bekanntlich  Null.  Der  geradlinige  Theil  entlang  des  oberen  Randes  der  realen 
Achse  liefert 

k 


— e-^^-^ 


'/Ä 


1^  r dx 

'  J  V(xi  -  1)  (1  - 


y(x»  —  1)  (1  —  **»*") 

Substituirt  man  hier 

>t'»  =  1  —  *«  ,      x  = 


so  erhält  man  leicht 


i. 

i 


1  f_        dx  ^  _   r 


yi  -  i'n' ' 


di 


>/(.r>  -  1)  (1  -  i^x»)  J  y{l-V){l-i'*V) 

1  0 

Das  letztere  Integral,  eine  zweite  charakteristische  Constante  in  der  Theorie 

der  elliptischen  Integrale  erster  Art,  wird  mit  AT'  bezeichnet,  es  ist  also 

1 

K'  ^  f  '^^ 

J  y{i—xi){i  —  k"x') ' 

0 

Geht  z  auf  dem  unteren  Rande  der  realen  Achse  von  1  :  >&  bis  1,  so  haben 
dz  und  YR  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  in  den  am  andern  Rande  der  realen 
Achse  gegenüberliegenden  Punkten ;  daher  hat  das  Integral  von  1  :  ^  bis  1  den- 
selben Werth,  wie  entlang  des  oberen  Randes  von  1  bis  1 :  Jk.  Das  ganze  in  der 
angegebenen  Richtung  über  den  Weg  Fig.  564,  I  erstreckte  Integral  F  hat  also 

den  Betrag 

—  2/A:''. 

Wir  überzeugen  uns  leicht,  dass  das  Integral  entlang  des  Weges,  der  im 
unteren  Blatte  unter  dem  soeben  beschriebenen  liegt,  den  entgegengesetzt 
gleichen  Weg  hat. 

In  den  Punkten  der  realen  Achse,  die  unendlich  nahe  bei  —  1  in  der 
Richtung  nach  —  1  :  >&  zu  auf  dem  oberen  bez.  unteren  Rande  der  realen  Achse 
liegen,   hat  YR  die  Werthe*) 

YR  =  /  y2p(l  —  k^) ,     bez.  =  —  /•  1/2 p(l  —  k*) 
für  die  Punkte  der  realen  Achse,   die  unmittelbar  vor  —  lik,  nach  —  1   zu, 
auf  dem  oberen  bez.  unteren  Rande  liegen,  ist 

l/iP  =  iV^h[^-l)  bez.  -  il/iip^^ -ij. 

Das  entlang  des  oberen  Randes  der  realen  Achse  von  —  1  bis  —  l  :k 
erstreckte  Integral  F  hat  somit  den  Werth 


*)  wenn  im  Radicanden  Glieder  zweiten  Grades  in  p  vernachlässigt  werden. 


'  J  Yix»  -  1 


Ersetzt  man  hier  x  durch  —  x,90  erkennt  man,  dass  dieser  Weith  gloch  iK'  nt 
Geht  s  auf  dem  tmtem  Rande  der  realen  Achse  von  —  X'.k  bis  —  1,  w 
haben  da  und  YR  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  in  den  am  obem  Rande  g^en- 
überliegenden  Punkten;  also  ist  auch  das  Integral  F  Über  diesen  Weg  entrwU 
gleich  iK'.  Verbindet  man  diese  beiden  Integrationsstrecken  durch  venchwindeade 
Kreise  um  die  Punkte  —  1  und  —  X'.k,  so  ist  füi  diese  Integrattonswege  ^  =  0, 
mithin  ist  das  Integral  Über  den  Weg  II  (Fig.  564)  gleich 

2/JC', 
das  über  den  im  zweiten  Blatte  darunter  liegenden  Weg  ist  daher  —  ^iK". 

18.   Wir   erkennen   leicht,    dass  jeder  Weg,   der  vom  Nullpunkte  auf  da 
RiEMANN'schen  FUche  bis  zu  einem  gegebenen  Endpunkte  irgendwie  fiihi^  uf 


&, 

\r 

i'iir\ 

.7",\ 

r^ 

1  6, 1    I 

einen  Weg  reduciit  wer- 
den kann,  der  keinen 
AusnahmepunktumkrdS 
und  auf  Wege  von  der 
Art  a,  b,  c,  d,  f ,  /  im 
positiven  oder  negativen 
Sinne  durchlaufen,  und 
auf  einmalige  oder  zwei- 
malige Umkreisungen 
der  einzelnen  Windungs- 
punkte.  Hieraus  foigi: 
DasIntegralersterAn 


/^ 


ds 


-  i»i') 


^^  y(i  -**) ei- 
lst unendlich  viel- 
deutig und  hat  zwei 
Periodicitätsrooduln, 
nämlich  den  realen 
AK  und  den  imagi- 
nären 3»Jr'. 
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Um  das  elliptische  Integral  erster  Art  als  eindeutige  Function  des  Ortes  der 
RiEMANN'schen  Fläche  darzustellen,  haben  wir  zwei  Querschnitte  Q^  und  Q^  zu 
ziehen,   die  wir  so  anordnen,  wie  in  vorstehender  Figur. 

Um  von  einem  Punkte  am  rechten  Ufer  von  Qi  zu  dem  am  linken  gegen- 
überliegenden zu  kommen,  haben  wir  einen  Weg  wie  a  oder  d  zurückzulegen; 
daher  ist  für  jeden  Punkt  des  linken  Ufers  F  um  AK  grösser  als  für  den  gegen- 
überliegenden des  rechten  Ufers.  Von  einem  Punkte  des  innern  Ufers  von  Q^ 
gelangt  man  zu  einem  Punkte  des  äussern  Ufers  auf  einem  Wege  c  oder  ä\ 
mithin  ist  F  für  einen  Punkt  des  innern  Ufers  um  2iK'  kleiner,  als  für  den  am 
andern  Ufer  gegenüberliegenden  Punkt. 

Für  jeden  Punkt  der  Fläche  ist  das  Integral  eindeutig  bestimmt,  sobald  es  in 
einem  Punkte  einen  gegebenen  (nicht  willkürlichen)  Werth  hat,  sobald  z.  B.  festge- 
stellt ist,  dass  es  im  obern  Blatte  im  Nullpunkte  rechts  vom  Querschnitte  den  Werth 

baben  soll,  wo  m  und  n  gegebene  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

19.  Im  Anschlüsse  an  No.  15,  16  und  17  ergeben  sich  die  Periodicitäts- 
moduln  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Art. 

Wird  das  Integral  lyRdz,     R=        — 2~  '"^    obern  Blatte    entlang  der 

realen  Achse  von  0  bis  -h  1  erstreckt,  so  hat  es  den  Werth 


IV 


1  —  k-^x^  ^ 

ax , 


1  —x^ 
0 
die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Dies  ist  eine  charakteristische   Constante  Air  die  Integrale  zweiter  Art;   sie 

wird  mit  jE  bezeichnet,  so  dass  also 


•fV^: 


^  =  / 1/ inüf!  rf* . 


0 
Geht  z  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  dann  um  den  Punkt  -+-  1  bis  ins 

untere  Blatt,  so  ist  für  diesen  Theil  des  Weges  das  Integral /)//? </«  =  0. 

In  den  Punkten  der  realen  Achse  des  untern  Blattes  haben  ^Ä  und  dz  ent- 
gegengesetzt gleiclie  Werthe  wie  in  den  darüber  liegenden  Punkten  des  obern, 

also  ist  für  diesen  Weg  im  untern  Blatte 

0 

dz  =  Jt , 


iiR 


In  Punkten  der  realen  Achse,  die  in  demselben  Blatte  und  gleichweit  vom 
Nullpunkte  gelegen  sind,  hat  ^R  denselben  Werth.  Integrirt  man  daher  im 
untern  Blatte  in  der  bisherigen  Richtung  weiter  bis  zum  Punkte  —  1,  umgeht 
denselben  in  einem  verschwindenden  Kreise,  der  ins  obere  Blatt  fiihrt,  und  kehrt 
hier  entlang  der  realen  Achse  zum  Nullpunkte  zurück,  so  hat  für  den  ganzen 
in  der  angegebenen  Richtung  beschriebenen  Weg  das  Integral  zweiter 
Art  den  Werth  4is. 

Wird  das  Integral  zweiter  Art  über  den  Weg  I  in  Fig.  504  erstreckt,   so  ist 

es  doi)pelt  so  gross  wie  das  im  obern  Blatte  genommene  Integral 

1 
k 


!v^' 


Wir  substituiren 

1 


,  Rdx. 
1 


X 


=  -.Vi-i'H 


3 
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den  Grenzen  x  ==  l   und  x  =^  l:  k   entsprechen  dann  die  Grenzen  \=  1  und 
5  =  0.    Ferner  findet  man 

1  _  *»  =  -1  (>J»  _  IH-  Jk'H^)  =  _  ^  (1  _  ?»),      1  _  i'x^  =  jfn* , 


dx  =  — 


k-    yi  —  >t'»5»  ■ 


Hieraus  folgt 


k 


J  y  i-x^    '^    7 y(i_5»)(i->i'« 


««) 


J  V    1  _  {»   ''<  -  V  1/(1  -  6»)  (1  —  *'»E») ' 


1/(1  _  I«)  (1  _  Ä'»|>) 

0  0 

Das  erste  Integral  rechts  bezeichnen  wir  mit  £\  es  ist  also 


^-/v^S?-- 


Daher  ist 


1 
/fr 


/i^ 


nf^  rf*  =  i{E'  -  IC). 


Das  Integral  zweiter  Art,  erstreckt  über  den  Weg  I  oder  II  Fig.  564, 
hat  somit  den  Betrag  /  •  2(-5'  —  K*).  Wir  schliessen  daher:  Das  elliptische 
Integral  zweiter  Art  ist  unendlich  vieldeutig;  es  hat  den  realen 
Periodicitätsmodul  4jE  und  den  imaginären  /•2(-^'  —  AT'). 

Führen  wir  die  RiEMANN'sche  Fläche  durch  dieselben  Querschnitte,  wie  bei 
Integralen  erster  Art,  auf  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zurück,  so  ist 
das  Integral  zweiter  Art  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  der  Fläche.  Für 
einen  Punkt  auf  dem  rechten  Ufer  von  Q^  ist  das  Integral  um  4E  kleiner  als 
flir  den  gegenüberliegenden  Punkt  des  linken  Ufers;  und  für  einen  Punkt  des 
innern  Ufers  von  Q^  ist  es  um  t '  2{£'  —  AT')  grösser  als  für  den  gegenüber- 
liegenden Punkt  des  äussern  Ufers. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  sich  jedes  Integral  zweiter  Art  durch  ein 
Multiplum  eines  Integrals  erster  Art  mit  derselben  obem  Grenze,  vermehrt  um 
eine  periodische  transcendente  Function  dieses  Integrals  ausdrücken  lässt;  das 
Integral  dritter  Art  wird  in  ähnlicher  Weise  dargestellt  werden. 

Aus  diesen  Darstellungen  —  bis  zu  denen  wir  uns  vorwiegend  mit  den 
Integralen  erster  Art  beschäftigen  werden  —  folgen  dann  ohne  Weiteres  die 
Periodicitätsmoduln  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Art. 

§  17.    Das  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale.    Numerische 
Berechnung  von  Integralen  erster  und  zweiter  Art. 

1.  Euler  hat  zuerst  nachgewiesen,  welche  von  Differentialen  freie  Bedingungs- 
gleichung zwischen  z  und  t  bestehen  muss,  wenn  die  elliptischen  Integrale  erster  Art 


J  V^z*  4-  Bz^  -h  Cz^  -i-  £>z  -h  £  ""  J\ 


ä: 


yAz*  4-  Bz^  -h  Cz^  4-  £>z  -h  £         J  l/^C*  -\-  ^C'  -f-  CC»  -i-  Z):  4-  ^ 

0  0 
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eine   gegebene   Summe  G   haben   sollen.     Insofern    man    die    2^hl   G   als    ein 
elliptisches  Integral 

dl 


Jväf 


0 


ansehen  kann,  lehrt  die  Entdeckung  Euler's,  die  Summe  zweier  elliptischen 
Integrale  erster  Art  mit  gleichem  Modul  in  eins  zu  verwandeln.  Angewendet 
auf  Normalintegrale  erster  Art  lautet  dieser  Additionssatz:     Es  ist 

f  ^  * 

/äz  r  dz  r  dz 

0  0  0 

wenn 

_  g  y I  —  ;^) (1  —  >^»;«)  -f-  c y(i  —  z^)  (i  —  ^^^ z^) 

^ ""  1  —  >&»«2C« 

Beweis.  Wir  setzen  zunächst  i  als  constant  voraus;  zwischen  unendlich 
kleinen  Aenderungen  der  Veränderlichen  z  und  C  besteht  dann  die  Differential- 
gleichung 

aus  welcher  wir  die  folgende  ableiten 

,  y(i  -  c^)  (1  ^  >fe^"c^  ,   ^  ViT^z^)  (1  -  >fe^^») 

I  — >&2j8«:»  "*"       i~>t«*»:«      ^j^  — u. 

Beide  Glieder  links  integriren  wir  theilweis;  das  erste  Glied  ergiebt 

V(l-;»)(l-^»;-»)       r  Pd^  r 

wobei  abkürzungsweise  gesetzt  worden  ist 

Vertauscht  man  in  4.  a:  mit  t,  so  erhält  man  das  Ergebniss  der  theil weisen 
Integration  des  zweiten  Theils  der  linken  Seite  in  3.;  dabei  ändern  F  und  Q 
ihre  Werthe  nicht;  daher  folgt  aus  3.  schliesslich 

z  y(i  -  ;«)  (1  -  k^^^)  4-  ;i/ö  -  z^)  (1  —  k^z^) 

1  -.^t»««;;« 


5. 


/*    r  dz  dl  -\ 

Ly(i  -  z^)  (1  -=7>^)  '^y(i-:«)(i->&^c>)J 

wobei  r  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Zufolge  der 
Differentialgleichung  2.  verschwinden  die  Integrale  in  5.  und  es  ergiebt  sich  daher 
die  Gleichung 

^  z y(i  - c^) (1  - kK^)  4- cy(i - s»)(i  - kü^)  _ 

Setzt  man  in  1.  t  =  0,  so  ergiebt  sich  «  =  3;  führt  man  dieselbe  Substitution 
in  f).  aus,  so  folgt  z  =  c\  daher  ist   r  =  3,    w.  z.  b.  w. 

Substituirt  man  z  =  sin^^  Z-=sin^,  3  =  sino,  so  nimmt  das  Additionstheorem 
die  Gestalt  an:     Es  ist 

<p  '4«  9 

7  r  <^y    .  f  ^y  _  /*  <^y 

j  A(?)  V  A(?)  ~J  H9) ' 

000 

wenn 
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sin  r^cos^^  (^)  4-  sin  ^  cos  9  d  (9) 


5/«j   = 


1  —  k^sin^^sin^^ 
Für  C  =  5  ergiebt  sich  insbesondere:     Es  ist 

r dz 1  r dz 

0  0 

wenn 

__  2zy{l—z'^){\'-'k^ 
S  —  1  ^k^z* 

Hat  in  der  durch  die  beiden  angegebenen  Querschnitte  auf  einfachen 
Zusammenhang  reducirten  RiEMANN'schen  Fläche  das  Integral  erster  Art  fiir  den 
Nullpunkt  des  obern  Blattes  den  Werth  Null,  so  ist 


0  0 

Ersetzt  man  in  7.  ^  durch  —  t|;,  so  folgt  daher:     Es  ist 

9  'I  9 

Jh?)  jH<?)~Jm' 

000 
wenn 

sin  ^cos^^  (^)  —  sin  ^^cost^^  (9) 

1  — k^sin^ffsin^^ 

2.    Von  der  Gleichung  ausgehend 

sin  rfcos^l  (<|/)  H-  sin  ^cosf^^  (9) 

1  —  k^  sin^  9  sin^  ^ 

kann  man  cos  9  und  A(j)  als  rationale  Functionen  von  sinr^,   cos^,  ^(?)»  ^'•^ 

r£7jtj>,  A(i|/)  erhalten.    Wir  wählen  zu  dieser  Ableitung  folgenden  Weg*):    Aus  der 

Gleichung 

1.  sini  =  s in  OL  cos ^  -f-  cosasin^ 
folgt  bekanntlich 

2.  cosa  =  ±1  (cosncos^  —  sinasin^). 
Das  Vorzeichen  in  2.  wird  bestimmt,   indem  man  angiebt,   ob  dem  VVerthe 

3  =  0,  fiir  welchen  sin  7  =  sina,  der  Werth  cos9  =  -+■  cosa^  oder  cos^  =  —  <vii 
entsprechen  soll;  entscheiden  wir  uns  tür  das  erstere,  so  gilt  in  2.  das  obere 
Vorzeichen.     Femer  bemerken  wir,  dass  mit   1.  und  2.  die  Gleichungen  gelten 

3.  cos^  =  cos  a  cos  OL  -h  sin  7  sin  ol, 

4.  cos  OL  =  cos  7  cos  ^  -f-  sin  7  sin  ^. 
Hieraus    können    wir    neue    Formeln    ableiten,    indem    wir    sina    und   sin} 

durch   ganz   willkürlich  gewählte   Werthe   ersetzen;   für  cosol  und  cos^  haben  wir 

dann  Werthe  zu  nehmen,  welche  den  Bedingungen  genügen 

sin^oL  -h  cos^ol  =   1,       sin^^i  -+-  cos^^  =   1  . 

Wir  ersetzen 

COSfp  ,  cos^ 

sinn   durch  — -,      sin?^  durch -. 

n  '  // 

woboi  //  =  yi  —  k^sin^'^sin^^  y 

und  haben  somit  zu  ersetzen 

,    i/         cos^'^  ,    sinrp\(^) 

durch    1/  1 ^  =  db  — ^— ^^ , 

^  «2  n 


cos  OL 


*)  Vergl.  ScHELLBAcn,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunctionen. 
Berlin  1864,  pag.  109. 
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cos^  durch  rh  JLJilZ  . 

Wir  wählen  in  den  letzten  beiden  Substitutionen  die  oberen  Vorzeichen  und 
erhalten  aus  1.  und  2. 

cos  <p  sin  ^  A  (9)  H-  cos  ^  sin  9  A  (i|;) 


1  —  k^  sin^  9  sin^  ^ 

sin  9  sin  i|;  A  (9)  A  {^)  —  cos  9  cos  ^ 


5.  ji«a  = 

6.  COSfS  =  L_  ,         r«    •  «       •  o  I • 

1  —  k^  stn^  f^  stn^  ^ 

Aus  der  Gleichung  5  folgen  also  6.,  sowie  die  durch  die  gleichen  Sub- 
stitutionen aus  3.  und  4.  hervorgehenden  Gleichungen. 

Sollen  j,  9,  ^  die  im  Additionstheorem  auftretenden  Grössen  sein,  so  ent- 
spricht dem  Werthe  t|;  =  0  der  Werth  5  =  9;  daher  haben  wir  in  G.  das  untere 
Zeichen  zu  wählen  und  erhalten  somit 

cos  ^cos^  —  sin  9  sin  i|;  A  (9)  A  (^) 

7 .  cos  9  5=  z 70 — ^~~Ä .  «  , . 

1  —  k^stn^^sm^^ 

Aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  erhalten  wir 

8.  cos^  =  sin^sina^{^)  -+-  cos ^ cos a, 

9.  cosr^  =  sin^  sina  A((ff)  -f-  cos^cosi. 

Aus  allen  diesen  Gleichungen  gehen  neue  Gleichungen  hervor,  wenn  d,  9,  ^ 
der  Reihe  nach  durch  9,  d,  —  ^  ersetzt  werden.     Hierdurch  entsteht  aus  9. 

10.  cosij  =  —  sin^sin^A{a)  •+-  cos^  cos^ . 
Berechnen  wir  hieraus  A(<j)  und  benutzen  dabei  7.,   so  erhalten  wir 

.        A(9)  A(i|/)  —  k^  sin^  cosr^  sin ^  cos^ 

Aus  5.  und  7.  folgt  noch  die  für  die  numerische  Berechnung  von  <j  brauch 
bare  Gleichung 

^  1  —  tang^tangr^^{f^)\{^)' 

Hiernach  ist   tanga  =  tang{^  -h  v),    wenn 

tang[L  =  \{f^)tang^f      tang^  =  A (i|/) /flf«tf  9  . 
3.    Es  liegt  nahe  zu   fragen,    ob  unter  der  Voraussetzung,  dass  9,  i|;  und  or 
durch   die    in    No.    1.   und    2.    entwickelten  Gleichungen   verbunden    sind,    das 
Normalintegral  zweiter  Art 

0 

mit  der  Summe 

E^i)  4-  E(^^)  =  /A(9)^9  ^  /A(9)^/9 

0  0 

in  einfacher  Weise  zusammenhängt.     Wir  setzen*) 

1.  ^(9)  ^  ^W  ^  ^^ 

und  nehmen  7  als  gegeben,  9  und  '^  dagegen  als  veränderlich  an.    Durch  Differen- 
tiation folgt  aus  1. 

2.  ^(?)^?  +  ^W^^  =  ^/5. 

Fügt  man  hierzu  die  unter  der  fXir  tj  gemachten  Annahme  geltende  von 
No.   1,  2  nicht  verschiedene  Gleichung 

3.  ^(+)^9  H-  -^(?)^+  =  0, 
so  erhält  man 

4.  [A(9)  4-  A(+)]  (dv^  4-  ^tl*)  =  ^5. 


♦)  ScHLüMiLCH,  Compentlium  d.  höh.  Analysis,  2.  Band,  2.  Aufl.  pag.  333.  Braunschweig  1874. 
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Setzt  man  den  Werth  fllr  costs  aus  No.  2,  10  in  8.  und  9.   ein,    so  erhält 
man  leicht 


r 

Hf)- 

T T  — \'/ 

sintj 

T 

T 

ö. 

H^)- 

sin 

4*  C0S^l^(j3)  -h  cos^ 
sina 

sin^ 

Hieraus 

folgt 

6. 

Ai<f)± 

H^) 

A(ct)  ±  1 

et*itr 

sm(^ 

±4'). 

wobei  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  gelten. 

Setzt  man  diesen  Werth  fllr  1{^)  -\-  Ä(<|<)  in  4.  ein,  so  entsteht 

sin<3  ^^       ^^ 

und  hieraus  durch  Integration  und  in  Rücksicht  auf  1. 

£i<f)  +  £{^)  =  ^^i^  [C  -  cos(,^  H-  4.)]  . 
Für  ^  =  0  wird  9  =  (i;  wählt  man  £(^)  =  0,  so  ist 

^  ^  strifs       ^  ^ 

Durch  Subtracdon  von  der  vorhergehenden  Gleichung  ergiebt  sich 

A((j)  -h  1 
^(9)  -+-  E(^^)  T—  E{d)  =  -. {cosa  —  cosf^cos^  h-  stnfi^sinf)  . 

^  www  y0 

Nach  No.  2,  10.  ist 

cosa  —  cos^cos^  =  —  sm(f  sin^  A(<j) , 


und  daher 


£{fp)  4-  £(^)  —  £(<3)  =  — ^:^-  •  sin<f  sin^  . 


Ersetzt  man  hier  A^(<j)  durch  1  —  k^sin^fs,  so  folgt  schliesslich 
7.  jE(<P)  -h  ^('J')  =  ^(<y)  4-  k^sin^sinffsm^ , 

Dieser  Satz  wird  als  das  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale 
zweiter  Art  bezeichnet. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  man  t  so  bestimmen  kann,  dass  der  Gleichung 

genügt  wird 

£{<f)  -+-  £i<^)  =  £(,); 

dann    würde    aber   sinx  sich  nicht,    wie  sinfs,    rational  durch   sin^,  ^os'^^  1[^\ 

sln^,  cos^f  A(i|/)  ausdrücken  lassen. 

4.    Aehnlich  wie  bei  Integralen  zweiter  Art  verfahren  wir  bei  den  Integralen 

dritter  Art 


"oC'».  ^>  9)  =J(i  +  Ä««%)A(<p)  • 


Wir  setzen 

1.  n„(7)H-no(4,)  =  5 

und  nehmen  wieder  <j  als  gegeben,  <p  und  ^  als  veränderlich  an. 
Durch  Differentiation  folgt  aus  1. 


(I  -f-  //ji«2<p)A(9)        (A4-  Asm^)A{f\f) 
Da  nun 

SO  folgt 


§17*    Das  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale.    Numerische  Berechnung  etc.      751 


3. 


^•^  ""  V^  4-  hsin^ff        1  H-  hsin^^J 


""  (1  H-  Asin^  9)  (1  4-  Asin^ ^)     A(<p)  * 
Aus  No.  3,  7  folgt  durch  Differentiation 

A(9)  ^9  -f-  A(i|;)  d^  =  >t* smad(sin^  sin^) . 
Führt  man  hier  A(4f)  aus  2.  ein,  so  entsteht 

dfa 

{sin^^  —  sin^^)  -r(\  =  sinad(sin^sin^)  . 

Dies  in  3.  eingesetzt,  ergiebt 

dS  =  71 ,    •  o   \  /< ,    .  o  t^d(sinosin^) , 

(1  H-  hstn^f^)  (1  -H  hsm^^)    ^      ^       ^^ 

Setzen  wir 

so  wird 

hsino 

Um  /  durch  ^  auszudrücken,  gehen  wir  von  der  Gleichung  aus 

cos  9  =  cos(f  cos^  —  sin^  sin^  A(<j) 
und  erhalten 

[cos<3  4-  ^ A(<j)]*  =  r^?j* 9 r^?j^ 4*  =  (1  —  f/«?9)(l  —  jm*4/) 

=  1-/4-^^. 
Daher  ist 

/  =  1  4.  ^>  —  [^i?j<j  4-  ^  A((j)]« 

=  sin^a  —  2  cosaA{a)  •  ^  4-  ^*  jm*<j  •  ^*  . 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

A=^  1  -i-  Äsi'n^<j,      B  =  Äcosal{9),       C  =^  hk^sin^a -^  h^  , 
so  wird 

hsin^  dq 

"^^  "  ^  — 2^^4-C^»' 
Daher  ist  schliesslich 


=  hsini  j- 


Const, 


A  —  ^Bq  4-  C^» 

Die  Integrationsconstante  wird  bestimmt,  indem  wir  4*  =  0  setzen;   alsdann 
wird  ^  =  0,  9  =  <J,  5  =  nQ(^,  ^,  <j),  und  es  ist  daher 

folglich 


5  =  n,(.)4-^»>.a/^_gg 


0 

Wird  dies  in  1.  eingeführt,  so  entsteht  schliesslich 

dq 


IIoC?)  -H  no(+)  =  OoW  4-  hsinaj-^^-:^ 


2Bq  4-  Q> ' 
0 
Sind  also  die  Winkel  9,  ^,  9  durch  die  vom  Parameter  unabhängige 

Gleichung  verbunden 

X/V19  cos^  A^/  4-  i/Vf 4^  ^^^9  ^(?) 

1  —  ^*  «>i*9  sin^^         * 

so  wird  durch  das  Integral  W^ifit  i,  a)  die  Summe  ^^{hf  k,  9)4-  nQ(^,  k^  % 
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bis  auf  ein  Glied  dargestellt,  welches  das  Integral  einer  sm^^  c 
und  li{p)  rational  enthaltenden  algebraischen  Function  ist 

Dies  ist  das  Additiontheorem  für  Legendre*s  Normalintegr 
dritter  Art  

5.    Setzen  wir  in  §  16  No.  12  und  13  s  =  sint^,  C  =^  ^^^i  so  entsteht 

1.  F{k,  9)  =  (14-X)/?'(X.  ♦), 

,        \—V  (14-X)jw»4i 

wenn  ^  =  m^'  «'»?  =  \-^\sin^r 

^^^?  -  T"4-  Xx/««+  '       ^^^'  ^)  -  1  -h  Xj/ii«+  • 
Das  Integral  FQ^  <|i)  transformiren  wir  weiter  nach  No.  1,  8.     Ersetzen 
dort  %  durch  x/ff<|i,  3  durch  sinv^^,  k  durch  X,  so  erhalten  wir 

2.  /^(X,+)  =  i^(X,9i) 

wenn  xmqp.  =  — z rj — ^^Tj — * 

^»  1  —  X'xm*<|» 

Aus  1.  folgt 

cosf^  sin  9        (1  4-  X)f^j<|»j/Vf<{»A(X,  <}») 

d(i^,  9)    ""  1  —  x«««*+        • 

Daher  ist 

Hieraus  findet  sich  leicht 

*•       '*"»»  =  — spr^ —  •    ^(^  »»^  =  — MkTi) — • 

Setzt  man  in  4.  cos^f^  =  ^(l  -4-  ^^f  2^) ,      «Vi*^  =  ^(1  —  cos^^f) , 

so  erhält  man 

^  1  —  >&'  -h  (1  -i-  >&')  r^x29        \  -h  k'     X  4-  r£?j29 

,^,^^  =        uw¥)        =  "~2"  •  Tc;^;-^  • 

Aus  8.  und  5.  folgt  nun 

sin29 

und  hieraus 

7.  sin{2<f  —  9i)  =  Xi/'/i^i  . 

Diese  Gleichung  ist  brauchbar  zur  Berechnung  von  9,  wenn  ^j  gegeben  i 
Will  man  9^  aus  9  finden,  so  kann  man  statt  3.  oder  4.  bequemere  Forme 
haben,  indem  man  aus  3.  und  4.  durch  Division  bildet 

mit  H'llfe  dieses  Werthes  erhält  man  leicht 

8.  A7«^(9i  —  9)=  ^*  tang^  . 
Aus  1.  2.  und  8.  hat  man  daher  die  Transformation 

1  —  k' 
wenn  X  =  ]-::j:-;j-r .     ^««^(?i  —  ?)  =  ^'  ^''''^?  • 

Um  die  reciproke  Transformation  zu  erhalten,  berechnen  wir  k^  aus 

X  =  (1  -/'')(!  +k'), 
und  erhalten 

10  /''  —  ^  ~~  ^        h  -=  1   I  —  k'^  =  ~^^- 
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und  vertauschen  in  1.,  2.,  7.  und  10.  die  Bezeichnungen  9,  (p^,  k^  X  der  Reihe 
nach  mit  ^j,  9,  X,  k.    Dadurch  erhalten  wir 

2VT 

wenn  X  =      ^  , ,     j/«(2<Pi  —  ^)  =  >t  j/«9 . 

Beide  Transformationen,  9.  und  11.,  sind  für  die  numerische  Berechnung  von 
Integralen  erster  Art  sehr  gut  zu  gebrauchen*). 

6.  Bezüglich  der  letzten  Transformation  bemerken  wir  zunächst,  dass 
(1  -f-  ^) :  2  <  1,  also  X  >  yTund  um  so  mehr  also,  da  k  echt  gebrochen  ist, 

\>  k\ 
femer  sieht  man  sofort,  dass 

9,  <  9. 

Durch  diese  Transformation  wird  also  der  Modul  vergrössert  und  die  Am- 
plitude verkleinert.  Wenden  wir  diese  Transformation  wiederholt  an,  berechnen 
also  eine  Reihe  X,  X^i  X,  .  .  .  von  Moduln 

.     ^Vk  ^y\  2t/x;  •       __2y^ 

und  die  zugehörigen  Amplituden  aus 

J/«(29i  —  9)  =  ksin^  f     sin(2(^^  —  9i)  =  XsitK^^  ,     sin(2(^^  —  92)  =  X2j/«9^, 

....  sin(2f^„  —  9«-i)  =  X«-i««9«-i, 
so  fragt  es  sich,  gegen  welche  Grenze  diese  zunehmenden  Moduln  und  die  ab- 
nehmenden Amplituden  convergiren,  wenn  n  unendlich  wächst.     Aus 


X«  = 


Da  nun  "/X^-i  >  X«-i  >  Jk,  so  folgt 

Wendet  man  dies  wiederholt  an,  so  erhält  man 

••■•'  •    ~ *- < (1  +  >j)8--i • 

Hieraus  folgt,    dass  sich   1  —  X«  der  Grenze  Null  nähert,    und  zwar  sehr 
rasch,  wenn  k  nicht  zu  klein  ist;  also  ist  ^ 

/im\n  ==  1  • 
Der  Grenzwerth    von  9«   ergiebt   sich   durch   wiederholte  Anwendung   der 
Gleichung 

««(29«  —  9ä-i)  =  X«-i  j/«9«_i 
im   Verlaufe   der  Rechnung   von   selbst;    wird   derselbe   mit  O   bezeichnet,    so 
kommt  man  schliesslich  auf  das  Integral 


*)  Die  erstere  heisst  nach  ihrem  Erfinder  LANDEN'sche  Substitution.     Philosophical  Trans- 
actions  1775. 

ScKLOBMELCH,  Htiüftnch  6m  M»thmutik,    Bd.  U.  ij^ 
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^0'  *)  =/i^  =  ''-^  (I  -^  i) 


0 

und  hat  daher 


(222  2  \  f^        ^\ 

TTk  •  m  •  m;  •  rrr;  •  •  •  J  ^  ^^  ^  2  -^  i  J  • 

Da  2  :  (1  4-  X«)  =  X«-|.i :  y^,  so  kann  man  hierfür  auch  setzen 

7.   Die  Transformation  No.  5,  9  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn  si 

auf  das  Integral  angewendet  wird 

9 


0 

Alsdann  ist 


/a«^(9i  —  <p)  =  -  /ö«^<p  . 


Da  nun 

91 


0  0 

so  ergiebt  sich  aus  No.  5,  9  die  Transformation 

r ii ^  r ^ 

0  0 

a  -{-  b  j —  b 

wobei  «1  =  — 2~'     ^i  =  \^^y     ^<*^i{^\  —  ?)  =  -^^«^?- 

Wendet  man  diese  Transformation  wiederholt  an,  so  hat  man  die  Grosser 
zu  berechnen 

öj  =  ^  (ö  -h  ^)   ,      ^^  =  ^ab)         tang{r^^  —  <p)  =  ~  /afa^^p ; 

/ b. 

ÖS  =  i(fl,  -h  ^a) ,     ^3  =  y^T^  ;      /i3r«^(93  —  92)  =  -^  /ö«^9»  *» 

«4  =  i(«3  -»-  ^3) »  ^4  =  Vm^  ;    ^^«<^  (?4  —  Ts)  =  /  ^^«^98 ; 

U.    S.    W.  U.    S.    W. 

Bekanntlich  ist 

a^  —  b„  <  i(ö«-i  —  ^«-1); 
daher  hat  man 

«1  —  ^1  <  i(ö  —  ^), 

a^  —-  b^  <  ^(«1  —  ^i)  <  i(ö  —  ^) 

^3  —  ^8  <  i(«2  —  ^2)  <  i(«  —  ^) 


ön  —  ^«  <  ö  (««-1  —  ^«-1)  <^(^  —  ^)' 
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Wächst  n  unendlich,  so  ist  daher 

/im  {an  —  ^«)  =  0 . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  an  und  bn  sich  einer  gemeinsamen  Grenze  ^ 
nähern;  diese  wird  nach  Gauss*)  als  das  arithmetisch-geometrische  Mittel 
von  a  und  b  bezeichnet. 

Wenn  ar  von  br  innerhalb  der  angenommenen  Genauigkeitsgrenzen  nicht 
mehr  von  einander  (und  von  c)  zu  unterscheiden  sind,  so  hat  ^r  eine  bestimmte, 
durch  die  Rechnung  sich  ergebende  Grenze  O  erreicht,  und  es  ist 

9 


( 

0 


ya^cos^ff  4-  b^  sin^  9         2' 

8.  Auch  durch  das  Additionstheorem  allein,  ohne  Combination  mit  einer 
quadratischen  Transformation,  kann  man  ein  Normalintegral  erster  Art,  und  auf 
demselben  Wege  eins  zweiter  Art  berechnen.    Ist 

1  ci^^  —  2imyir^JyiA(<pJ 

1 .  stn  ©  =  — 7« — r-T , 

^  1  —  k^  sm*  9i 

so  ist  bekanntlich 

2.  Hk,  y)  =  2F{k,  <pO 

und  nach  dem  Additionstheorem  für  Integrale  zweiter  Art 

3.  £(k,  9)  =  2  £(Jk,  9)  —  k^  sin^sin^f^^  . 

Statt   der  Gleichung   1.    kann  zur  Bestimmung  des  Winkels  9^   durch  den 

Winkel  9  passender  die  Gleichung  benutzt  werden,  die  aus  No.  2,  10  folgt,  wenn 

darin  9 ^  für  9,  und  ^  und  9  für  <j  gesetzt  wird: 

cos^  =  cos^^^  —  w«^9i  A(9) , 
woraus  sofort  folgt 


/«(Pi  =  l/j 


stnr    —  ■'  ^ 


Berechnet  man  einen  Htilfswinkel  7  durch  die  Gleichung 

stw^  =  ksififf  t 
so  ist  A(9)  =  r^^Y,  und 

f/«9^  =  sin\ff  :  ri?j^7 . 

Berechnet  man  nun  eine  Reihe  von  Winkeln  nach  den  Formeln 

««9j  ==  sin\^    :  cos\-\,     siff^^  =  ksin^^ ; 

fi«9j  =  sin\f^^  :  ^^j|^7i ,    ««72  =  ksin^^^  ; 

j/«9^  =  «>f^93  :  ^^^^78 ,    «'«74  =  ksifif^^  ; 


so  ist  F{k,  9)  =  2»-  7^(>&,  <pr) 

^(>^,9)  =  2''^(>^,9.) 
—  {sin^sin^-i^^  4-  2««9i  sin^-^^  -+-  2^  ««92  i/«* 73  -I-  .  .  -I-  2''"!  ««9^—1x1«*  7,.). 
Setzt  man  die  Berechnung  so  weit  fort,  bis  höhere,  als  die  fünfte  Potenz 
von  9  vernachlässigt  werden  können,  so  hat  man  zu  setzen,  wenn  vorübergehend 
9r  durch  9  ersetzt  wird: 

4  =  a......,H->.^(,-e)V-(,_.^)', 


.(,,  =  ,  _*^(,_^y_-(,_L-)v 


*)  Gauss,  Sämmtliche  Werke,  herausgcg.  von  der  KönigL  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  Bd.  3,  pag.  361.    1866. 


so  erhält  man 
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Daher  ist 

£(^,  ^.)  =  ,p,  _ -^^  V  4- ^^^^j=^ -6.' . 

Für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  k  können  diese  Werthe  selbst  als  erste 
Annäherungen  für  F{kf  9)  und  E{kf  9)  benutzt  werden,  indem  man  Y"  durch  9 
ersetzt. 

Führt  man  diese  Rechnungen  mit  fünfstelligen  Logarithmen  für  die  Zahlen- 
werthe  durch 

k  =  0,93270,      9  =  80°0',00, 

9    =  80°   0',0  7    =  67°44',0 

9^  =  Ö0°43',G  7i  =  46°40',4 

9j  =  27°48',5  72  =  26°    0',1 

9,  =  14°16',7  73  =  13°24',0 

9^  =     7°  11, 3  74  =     6°  45  ,2 

95  =     3°  36  ,0  logsini^  =  0,77094  —  2  . 
Bezeichnet  man,  wie  in  den  Formeln,  mit  9  wieder  den  Arcus,  so  ist 

95  =  0,062831 , 
daher  ist  95^  <  0,0000001;  in  den  Formeln  für  F{^r)  und  E{f^)  genügen  somit 
die  ersten  beiden  Glieder.     Man  erhält 

^(?:,)  =  0.0628675, 
E{^^)  =  0.062794:,. 
Aus  dem  ersten  dieser  Werthe  folgt 

F{k,  9)  =  32  •  F{k,  95)  =  2.01176 . 
Um  E(kf  9)  zu  finden,  berechnet  man  noch  folgende  Glieder,  die  sich  leicht 
ergeben,  da  man  die  nöthigen  Logarithmen  schon  bei  der  Hand  hat, 

sin^   sin^^^  =  0.521163 
2j/>/9i  J///272  =  0.29757i 

4i/;z92  J/>^*78  =  0. 10023o 
8  j;«  9  3  j/// 274  =  0.02728i 

16^/>/94  j///2  7r.  =  0.006972 

Summe  =  0.95322 

Subtrahirt  man  dies  von 

32^(/?',  95)  =  2.0094, 
so  erhält  man 

^(>C',  9)  =  1,0562. 

Das  Beispiel   zeigt,  dass  man  nach  dieser  Methode  selbst   bei   ungünstigen 

Voraussetzungen,   nämlich  bei   grossen   Werthen  von  ^  und   9,    rasch   zum  Ziele 

kommt. 


9.    Das  geradlinige  Integral 


j 


dz 


l/(l    —  ä2JÖ    —  "/'»iS) 
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wird  rein  imaginär,  wenn  die  obere  Grenze  z  rein  imaginär'  ist;  in  jedem  andern 
Falle  ist  es  real  oder  complex.     Ersetzt  man  z  durch  iy\  so  entsteht 

iy  y 

dy 


J  wn-zi)n-iizi)    'J  wn 


l/(l  -  2«)  (1  -  k^z^)       J  >/(!  +y'){l  ■+■  iv) 

0  0 

Führt  man  hier  y  =  tangr^  ein,  so  erhält  man 

9  9 


I\ 


0  0 

und  hat  daher  schliesslich 

'> 

dz 

>/(l  -  z^)  (1  —  k'^z^)  ^    '  ^^ ' 

0 
wobei  /angr^  =  y  . 

Hierdurch  ist  die  Berechnung  eines  rein  imaginären  elliptischen  Integrals 
erster  Art  auf  die  eines  realen  Integrals  mit  complementärem  Modul  reducirt. 

10.  Mit  Hülfe  des  Additionstheorems  lässt  sich  jedes  elliptische  Integral 
erster  Art,  dessen  obere  Grenze  complex  ist,  in  die  Summe  eines 
realen  und  eines  rein  imaginären  Integrals  zerlegen.    Aus  der  Gleichung 

a-^id  X  iy 

C  dz  C  dz  r  dz 

J  y^r-^^jir^^^)   j  i/^T— 28)(i^^w  ^J  1/(1—  22)(iZr^M) 

folgt  nach  dem  Additionssatze 

^  ^  . .  _  .V|/(I4-J^)(1+>^V)  -h  yy(i^x^){\^ri^)^/ 

Durch  Vergleichung  des  Realen  und  Imaginären  ergeben  sich  hieraus  die 
beiden  Gleichungen 

xYjl  ^  yi)  (nr'f^y^)  __  yY{y^~^)(\  —  k^x^)  _ 

oder  die  rationalen 

2.  x^\\  4-  (k^  -H  1)^2  -H  k^y<\  =02(1-1-  k^x^y^)^ , 

3.  y^\\  —  \k>  -h  \)x^  4-  k^x^\  =  b^\\  -h  k'^x^y^Y  . 
Durch  Addition  folgt,  wenn  0*  -t-  ^^  =  r*  gesetzt  wird, 

^2  -f- j'«  -h  >t2:c2>^2(y  4-  a:2)  =  ^2(1  4-  k^x'^y^Y  , 
und  hieraus  nach  Division  durch  1  4-  k^x'^y'^ 

4.  a:>  -t-j'»  =  <:»(!  4-  /^«JC^*)  • 
Dieser  Gleichung  entnehmen  wir 

und  erhalten  hieraus  durch  Addition  von  x'^ 

Aus  3.  und  4.  folgt 

_yi[l  _  (>i»  +  i)x9  +  iix*)  =  ^  (*«  +y')^  . 

Führt  man  hier  die  in  5.  und  6.  berechneten  Werthe  ein,  so  entsteht 

(^2  —  ^3)(i  —  ^2)(1  ^  k^x^){\  —  c^  k^ x^)  =^  d^  {l  —k^x^y. 
Hieraus  erhält  man  schliesslich 
a«  —  (1  4-  r>)  (1  4-  k^c^)x^  -+-  (1  -h  2>&2r8  4-  c^k*^  4-  >&«  4-  c^k^  4-  2d^k^)x^ 
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Dividirt  man  durch  x*   und  fasst  die  Glieder  folgendermaassen  zusammen 


8.  >t»^*-hzs-  =  ^ 


wobei  A=^l  ■+-  2c^k^  -h  ^*>t*  -h  k^  -h  c^k^  -f-  2^»>&»  ,      und  setzt 

so  erhält  man  für  /  die  quadratische  Gleichung 

a»/2  —  (1  -h  c^)  (1  -h  >t2^>)  /  -f-  ^  —  2k^a^  =  0  . 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  /,  hierauf  x^  aus  8.  und   schliesslich  y^ 
aus  5. 

Ebenso   wie   die  Gleichung  7.    für  x^ ,    erhält  man  eine   Gleichung  achten 
Grades  zur  direkten  Bestimmung  von  y^. 

Beispiel.  k  =  0,6,      a  =  1,623,       d  =  0,6114. 

Die  quadratische  Gleichung  für  /  ist 

/«  —  2.  1,5844-/  -i-  6,3306  =  0; 
die  Wurzeln  sind  /^  =  1,9132,     /j  =  1,2556. 

Die  Wurzel  /^   führt  auf  Werthe  von  x,  die  grösser  als   1   und   daher  un- 
brauchbar sind,  da  das  entlang  der  realen  Achse  erstreckte  Integral  nur  für  jf  <  1 

real  ist.     Aus  /j  folgt 

X  =  0,7665,      y  =  2,580. 

Daher  hat  man  die  Zerlegung 

l,638+<*a6114  0>7665  /•2,580 

/  äz  :  yZ  =  fäz  :  Y^  -h  fäz  :  Y^, 

y^=  y(l  —  z^)  (1  —  0,36  •  5») . 

In  Rücksicht  auf  No.  9  erhält  man  hieraus 
1,623-4-/ •o^iu 

dz\i/R  =  ^(0,6;  50°2',0)  4-  /^(0,8;  68°48',8). 


/ 


11.  Denkt  man  sich  in  7.  x  gegeben,  dagegen  a  und  b  veränderlich,  so  ist 
7.  die  Gleichung  der  Curve,  auf  welcher  sich  der  veränderliche  Punkt  a  -h  ih 
der  Variabelnfläche  bewegen  muss,  wenn  der  reale  Theil  der  Function 

a->rib 

dz 


J  Vö^ 


0 


y(i  —  z^){i  —  jk^z^) 

den  durch  x  gegebenen  Betrag  haben  soll;  diese  Curve  entspricht  daher  einer 
Parallelen  zur  imaginären  Achse  der  Functionsebene.  Wie  man  sieht, 
ist  diese  Curve  vom  vierten  Grade  und  symmetrisch  gegen  die  reale  und  gegen 
die  imaginäre  Achse.  Die  Gleichung  achten  Grades  iny  ist  ebenso  wie  Gleichung  7. 
vierten  Grades  in  a  und  b  und  stellt,  wenn  a  und  d  veränderlich  sind,  y  gegeben 
ist,  die  Curve  dar,  die  einer  Parallelen  zur  realen  Achse  der  Functions- 
ebene entspricht;  sie  ist  ebenfalls  symmetrisch  gegen  die  reale  und  die 
imaginäre  Achse. 

§  18.    Die  elliptischen  Functionen.    Entwicklung  derselben  in  Potenzreihen 

und  in  periodische  Reihen. 

1.    In  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  stellt  man  dem  Integrale 

r    dz 

I       , ■-   =  7ü 

J    ]/\   -   Z^ 

0 

die  Umkehrung  gegenüber 
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sinw  =  Zf 
und  neben  diese  Function  treten  noch  eine  Reihe  algebraisch  mit  ihr  zusammen- 
hängende, cosWf  tangw,  cotw^  secw,  cosecw\  es  zeigt  sich,  dass  diese  einfach 
periodischen  Functionen  für  die  Theorie  sowol,  wie  für  die  Verwendung  von 
grösserer  Bedeutung  sind,  als  die  unendlich  vieldeutigen  algebraischen  Integrale, 
deren  Umkehrungen  sie  sind.  Von  dem  dort  befolgten  Gedankengange  angeleitet, 
betrachten  wir  die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals 

1  /  dz 

1.  \  = «/. 

J  y(i  —  z^)  (1  —  k^z^) 

Ausgehend  von  der  goniometrischen  Form 

J  yi  —  Jk^sin^ff 

0: 

die  mit  der  algebraischen  durch  die  Gleichung  z  ^=  sin  ff  zusammenhängt,  führte 

Jacobi*)  für  9,  als  Function  von  w  betrachtet,  das  Zeichen  ein 

ff  =  amw  (=^  Amplitude  von  w) . 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  für  die  Umkehrung  von  1.  die  Functionsbezeichnung 

z  =  sin  am  w  (Sinus  amplitudinis  uf) . 
Hieraus  folgt 

yi  —  z^  =  cosamw . 
Neben  diesen  beiden  Functionen  ist  noch  y\  —  k^z^  von  besonderer  Wich- 
tigkeit; sie  wird  nach  Jacobi  mit 

^amw  (Delta  amplitudinisie^) 
bezeichnet;  sinamw,  cosamw,  ^amw  nennt  man  elliptische  Functionen  im 
Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen. 
Aus  2.  folgt    dff  =  ^{ff)dw\    daher  ist 

damw         . 

=  damw. 


dw 
Hieraus  ergiebt  sich  femer 

dsin  am  w        dsin  amw    damw 

dw  damw         dw 


cos  amwiiamw , 


d cos  amw       dcosamw    damw  . 

3.  — -3 =  -^ •  —7 —  =  —  smamwEiamw , 

dw  damw         dw 

ddamw         dtiamw     damw  .^   . 

— j =   —3 •  — 1 —  =  —  k^stnamw  cosamw . 

dw  damw        dw 

Ueber  die  Vorzeichen  verfügen  wir  so,  dass  dem  Werthc  z  =  sin  amw  ^=  0 
die  Werthe  cos  amw  =  £iamw  =  -+-  1  (nicht  —  1)  entsprechen. 

2.  Bezeichnet  w  den  Werth,  den  das  elliptische  Integral  erster  Art  für  die 
Punkte  der  mit  den  nöthigen  Querschnitten  versehenen  Variabeinfläche  hat,  in 
welcher  w  mit  z  zugleich  verschwindet,  so  ist 

z  =  sinamw. 

Der  allgemeine  Werth  des  Integrals  ist  w  -h  m  >  AK  -h  n  *  2K' i ,    es  ist 

daher  auch 

z  =  sin am{^  -^  m*  AK -h  n  •  2K*i)  . 

Daher  haben  wir 

sin  am(w  "h  m*  AK  -h  «  •  2  AT'  /)  =  sin  am  w , 

Hieraus    ergiebt   sich    die   Haupteigenschaft    des   Amplitudensinus, 

*)  Jacobi,  Fundamcnta  nova  etc.,  pag.  30. 
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durch  welche  er  sich  von  allen  bisher  untersuchten  Functionen  wesentUdi  unter- 
scheidet: Die  Function  sin  am  w  ist  doppelt  periodisch;  sie  hat  die  reale 
Periode  4^"  und  die  rein  imaginäre  2Ar'/. 

3.   Wir  stellen  hier  einige  Werthe  zusammen,  welche  die   drei   elliptischen 
Hauptfunctionen  fUr  besondere  Werthe  der  Variabein  w  haben.     Zunächst  ist 

sinamO  =  0 ,        cosamO  =  l ,  A öw 0  =   1  , 

sinamK^=  1,        cosamK=^  0,  ^amK^=  k\ 

sinam'lK^  0,     cosamIK  =  —  1,    ^am2K=  1. 

Aus 

1 
k 

dx 
K-\-i 


0 

folgt  weiter 


>/(l  -  x^)  (1  —  k^x^) 


1  k' 

sin  am  (A^-f-  iK')  =  j ,       cos  am  (AT-H  iK')  =  ^*  j ,       liam{K-^  iK')  =  0. 

Aus  §  17,  No.  9  folgt 

J  Y^         J  yi  —  k'^sin^^' 

0  0 

Für  9  ==  ^i:  ergiebt  dies 

sin  am  (iK')  =  <»  ,       cos  am  (ilC*)  =  <»  ,      ^am  iJC  =  oo  . 
Femer  ist 

sin  am  ( —  w)  =  —  sin  am  w , 
cos  am  { — w)  =        cos  am  w^ 
^am( — w)  =  ^amw. 

4.    Aus  dem  Additionstheorem  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen 

,      ,        .  sin  am  w  cos  amw*  A  am  lu,  it  sin  am  w^  cos  am  w  Äamw 

s/H  am  hv  ^wA  = tö — ^-ö ^-ö . 

^  *'  1  — k^  stn^  amw  stn^  amw^ 

,      ,        .  cos  am  7v  cos  am  w .  z^  sin  am  7U  sin  am  w .  \  am  w  ^  cun  u\ 

1.   cos  am  {7t'  ±:  70.)  =5= —    ,.>    .—. r-, , 

^  *^  1  — k^  stn*  am7v stn^  amwy 

.        ,      ,        .  ^  am7v  \am7v y  zr:  k^  sin  am7v  cos amTv  sin  amw^  cos  amu\ 

lam{w±L7v.)  = \ ,0    •  8 ^"ä ^• 

^  *^  1  —  k^  stn^  am  7v  stn^  am  w^ 

Wendet  man  die  Additionsformeln  auf  das  complexe  Argument  u  •+■  iv  an, 
so  erhält  man  die  Hauptfunctionen  Rlr  ein  complexes  Argument  in  ihre  realen 
und  imaginären  Bestandtheile  zerlegt.     Aus  §  17,  No.  9  ergiebt  sich 

sin  am  (iv)  =  itang  am  (v^  k') . 

Mithin  ist 

,.  X  1  A        ,.  V  ^am(v,  k') 

cos  am  (t  v)  = 7 77^  ,       A  am  (tv)  =  7 tr  . 

^    ^        cos  am{Vf  k)  ^    ^         cos  am  {v,  k) 

Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man 

sin  am  {u  -H  iv)  = 

sin  am  u  A  am  (v,  k')  4-  /  cos  amu^am  u  sin  am  (v ,  k')  cos  am  {v ,  k^) 

cos^  am  (Vf  k')  -+-  k^  sin^  am  u  sin^  am  {v,  k*)  ' 

cos  am  {u  4-  /z;)  = 

cos  am  u  cos  am  (z;,  k^)  —  /  sin  am  u  A  am  u  sin  am  (Vj  k')  A  am  {v,  >t') 

cos^  am  {Vf  k^  -+-  k^  sin^  am  u  sin^  am  (v,  k')  * 

^am{u  -\-  iv)  = 

A  am  u  A  am  (v,  k')  —  ik^  sin  am  u  cos  am  u  sin  am  (v,  k*) 

cos^  am  {v,  k')  -h  k^  sin^  am  u  sin^  am  (v,  k*) 
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Unter    Berücksichtigung    der     in    No.  3    gegebenen    Werthe    ergeben    die 

Additionssätze 

^      ,    „  ,        cos  am  w 

sin  am  (w  ±:  /C)  =  ±:       -r , 

^  ^  aamw 


6. 


stn  am  w 
cos  amOiv  d:  AT)  =  =F  k;  -r 

k 

lamOu/dzIC)  =  -r 

^  ^  lamw 


sowie 


sin  am{w  :h  2K)  =  —  sin  am  w , 
7.  cos  am  {w  ±  2  AT)  =  —  cos  am  w^ 

A  am  (70  dz  ^K)  =  lamw , 

Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgt,  dass  die  Function  \amw  die 
reale  Periode  2K  hat. 

Aus  der  zweiten  ergiebt  sich 

cos  am  (w  ±  4Ä')  =  cos  am  «/; 
die  Function  cosamw  hat  daher  die  reale  Periode  4A'. 

Um   sin  am  (7ü  dz  i K^) ^  cos  am  {w  dz  i K') ^  lam{7v  dz  iK')  zu   erhalten,  be- 
merken wir  zunächst,  dass 

sinamw  ^  ^  ^  |/        1  ^       sin  am  w  ^  ^  .]/        1  ^o 

cosamw  '  '^  sin^amw  *      iamw  'Y  sin^amw 

Substituiren  wir  hier  w  =  /A",  so  wird  sin  am  70  =  00  und  es  folgt 

sin  am  iK^  sin  am  iK'  1 

cos  am  iK^  '        \  am  iK'  k  ' 

Dividirt    man    nun  in   den  Additionsgleichungen  Zähler  und  Nenner  durch 
sin^  am  vf  und  setzt  dann  7v^  =  iK\  so  erhält  man 

sin  am  (w  -h  iK')  =  ^-—. , 

^  ^  ksin  am  7v 


8.  cos  am  {70  -H  iK')  = 


i\  am  7u 
k  sin  am  7V  * 
cos  am  TV 


Sin  am  7v 


A  am  {w  -H  /  A^')  =  —  / 

Durch  >viederholte  Anwendung  entsteht 

sin  am  {w  -f-  /  •  2  A"')  =         sin  am  7V . 
9.  cos  am  (w  -H  /  •  2Ä''')  =  —  cos  am  w , 

A  am  (7£f  -f-  /  •  2  A'')  =  —     A  am  7u  . 
Aus  den  Gleichungen  9.  und  7.  folgt 

cos  am{7v  -h  2K  -{-  i '  2K')  =  cos  am  tv  . 
und  aus  der  letzten  in  9. 

A  am  (7ü  -i-  /  •  4  K')  =  lamTV  , 
In  Verbindung  mit  dem  im  Anschluss  an  die  Gleichungen  7.  haben  wir  so- 
mit: die  Function  cosamTv  hat  die  reale  Periode  AK  und  die  complexe 
2Ar -h  /  •  2A"';    die  Function  ^amTv   hat   die  reale  Periode  2A'  und  die 
imaginäre  /4Ar' . 

5.  Um  uns  diese  Ergebnisse  anschaulich  zu  machen,  zeichnen  wir  auf  der 
7f/-Ebene  zunächst  die  Linien,  fUr  welche  eine  elliptische  Function  dieselben 
Werthe  hat,  wie  für  die  Punkte  der  realen  und  der  imaginären  Achse;  die 
Punkte,  für  welche  die  Function  verschwindet,  unendlich  gross  oder  gleich  der 
positiven  oder  negativen  Einheit  wird,  sind  der  Reihe  nach  durch  kleine  Kreise« 
Sternchen,  einfache  und  doppelte  verticale  Striche  ausgezeichnet 
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Der  Amplitudensinus*)  hat  die  reale  Periode  iÄ' und  hat  daher  für  die 

Punkte  der  imi- 


f 


-^ 


i 


t 


! 


— ^ X 7<- ^ >^ >^ X ^- 


^ginä 
dies 


-X ^ :^- ^ ^ ^ ^ )f )f 


1 


4-^i— I- 


i 


^-<y—f 


4-<>— H 


+-^ 


-H ¥r X H ^ ^ ^ ^ 


-t 


^ — cy-f 


r 


4-^;) — h 


t 


+ 


t 


+ 


■«-<> 


ginären  Achse 
dieselben  Wer- 
the,  wie  für  Pi- 
rallele  zur  im&- 
ginären  Achse, 
die  dnrch  dk 
Punkte 

•  •  •  "~-   oA| 

—  4 AT,  0,  4ir, 
o./l^    12  A  .  «  • 

gehen;  wegen 
der  imaginären 
Periode  i-^JC 
hat  sin  am  w  ii 
den  Punkten 
(M.  567.)  der  realenAchsc 

dieselben  Werthe,  wie  in  den  Parallelen  zu  dieser  Achse  durch  die  Punkte 

...  — /GA^',  — /.4A",  —i'2K',  0,  i'2K',  i  -  ^K\  /.eAT',  .... 
Durch  beide  Schaaren  von  Parallelen  wird  die  ganze  «/-Ebene  in  congrucnte 
Rechtecke  getheilt,  welche  die  Länge  4A"  und  die  Breite  2A"  haben.  Duni- 
läuft  w  das  ganze  Gebiet  des  Rechtecks,  das  die  Ecken  hat:  0,  ^K,  AK-^i^lK, 
2A",  so  nimmt  sin  am  w  alle  möglichen  realen  und  complexen  Werthe  an.  Denkt 
man  sich  jeden  Punkt  dieses  Rechtecks  mit  dem  zugehörigen  Werthe  von  sinamw 
belegt,  so  erhält  man  die  Werthe,  die  sinamw  fiir  die  Punkte  irgendeines 
andern  der  Rechtecke  annimmt,  indem  man  das  erste  Rechteck  parallel  ver- 
schiebt, bis  es  mit  dem  andern  zur  Deckung  kommt. 

G.  Die  Punkte,  in  denen  der  Amplitudencosinus  infolge  der  complexen 
Periode  2A'-f-/-2A''  denselben  Wcrth  hat  \vie  im  Nullpunkte,  liegen  auf  der 
Geraden  OA,   die  den  Nullpunkt  mit  dem  Punkte  2Ä'-i-  /  •  2A"    verbindet,  und 

zwar  liegen  sie 
hier  zu  beiden 
Seiten  von  0 
um  Vielfache 
der  Strecke  OA 
entfernt.  Die 
Punkte,  in  de- 
nen cos  am  w  in- 
folge der  com- 
plexen Periode 

denselben 

Werth  hat,  wie 

:...^..,/...^.-y...^.../....^..  V  ^..  /  .^^..  V;..^..._./ .^...      in  B,  liegen  auf 

y  /  /        /  /         /  /  der     durch    B 

-1 — Q    }(    O   /  Q   S    o—^^—O—^'—O—r— 0—^—0 — I-       gehenden Paral- 

(M..m)  1^1^*^    2"    ^-< 

und  sind  von  B  um  Vielfache  von  OA  getrennt. 

♦)  In  Fig.  567    ersetze    man  die    einfachen  Vcrticalstriche   durch   doppelte    und  umgckehit 


/ 


■o--\^o-^^;^o-\-o-~y- 


—  5^. 


j^..    /...^.      r:..^.     -l..!^  ..yL  ..^_./...A(.-  -^  .--...,/ 

/ 


/ 


o  -K-o— f— o 


■I— 0—1^-0 


-^-/-K  -/-^■ 


/ 


^ih 


/  / 


u 


+ 


/\ 
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Die  Punkte,  in  denen  cos  am  w  infolge  der  realen  Periode  4  A"  dieselben  Werthe 
ha^  wie  in  den  Punkten  dieser  Parallelen,  sind  auf  Parallelen  zu  OA  enthalten, 
die  von  B  in  der  Richtung  der  realen  Achse  um  Vielfache  von  A.K  abstehen, 
und  zwar  liegen  die  Punkte  dieser  Parallelen,  die  einem  bestimmten  Punkte  B 
entsprechen,  auf  der  durch  B  gehenden  Parallelen  zur  realen  Achse. 

Zerlegt  man  die  tc-Ebene  durch  Parallele  zu  OA,  welche  die  Punkte  ent- 
halten 

....  —  8^",      —  A.K,      0,      AK,      %K. , 

sowie  durch  Parallelen  zur  realen  Achse,  welche  die  Punkte  enthalten 
....  —  i-AK\    —ilK',    0,    i-liK',    i-AK',...., 
so   zerfällt   sie   in   congruente  Parallelogramme;    eins  derselben  hat  die  Ecken 
0,  4A-,  löK+i-'iK-,  2X+i-2A". 

Durchläuft  tt-  dieses  Parallelogramm,  so  nimmt  cos  am  w  alle  möglichen 
realen  und  complexen  Werthe  an.  Denken  wir  uns  wieder  jeden  Punkt  dieses 
Parallelogramms  mit  dem  zugehörigen  Werthe  von  ct>s  am  w  behaftet,  so  erhalten 
wir  die  Werthe,  welche  den  in  einem  andern  Parallelogramme  enthaltenen 
KJ-Werthen  zugehören,  indem  wir  das  erstere  mit  dem  letzteren  durch  Parallel- 
verschiebung zur  Deckung  bringen. 

7.  Die  Function  ^amw  hat  die  reale  Periode  SA"  und  die  imaginäre 
*  -  4/C';   daher   ziehen   wir   in   der  ic-Ebene 

Parallele  zur  realen  Achse  durch  die  Punkte 
...  — »■■8A",  —i-AK\  0,  /-iA",  i-iJC,... 
sowie  Parallele  zur  imaginären  Achse  durch 
die  Punkte 

. . .  —  4A-,  —  2A,  0,  SA",  4 A,  . . . 

Durchläuft  w  das  Rechteck,  das  die 
Ecken  hat  0,  2A',  2^4-«-4A',  /■4A',  so 
nimmt  \amw  alle  möglichen  Werthe  an. 
Denken  wir  uns  auch  diesmal  die  Punkte  ~ 
dieses  Rechtecks  mit  den  zugehörigen  Func- 
tionswerthen  behaftet,  so  erhalten  wir  die 
Functions  werthe  für  die  Punkte  eines  andern  .. 
der  Rechtecke,  indem  wir  das  erstere  parallel 
verschieben,  bis  es  mit  dem  letzteren  zu- 
sammen^lt. 

8.  Setzt     man     im     Additionstheoreme 
Wi  =  w,  so  folgen  die  Formeln 

2  sin  am  w  cos  am  w  1  am  w 


■5r  p 


■>r 


J^i 


4. 


9  "<'-  0 


*  0 


+   *   ■ 


-I- 


A-Sr 


Tt   9 


sinam^w  = 


\am'iw  ^- 


-  k*  sin*  am  w 

V  —  sin^amw^'amu 


-  2sin'ai 


1   - 


1 


.  i'si 


-  k^sin^  amwcos^amw      1  — li^sin'^Oi 


1-  *»«« 


—  k^ sin*  amw  1  — k^sin*amif 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  tir  ^  ^A,  so  erhält  man 

1  —  2««VmiA  +  i^sin*amiK  =  0. 
In   Rücksicht  darauf,   dass  sinam^K  positiv  und  kleiner  als  1   ist, 
hieraus  die  Werthe 


l 


Vr- 


2     Y  \^k' 


\am  „ 


=  >/*-. 
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Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 
2    ~'VI' 


stn  ami 


cos  am  t  vr 


4'-/^ 


-h>& 


2 


dam  i  ^-  =  1/1  -H  ^ . 


Mit  Hülfe  der  Additionsformeln  findet  sich  dann  noch 


sin  am 


V2         ;     1/1  -  >&' 


cos  am 


T  ' 


sin  am 


Art«  [^  ±  /Ä")  = 


(f^'-^')  =  ^'|/S' 


'V*' ; 


Ä'zb 


i/;/  am 


=F  ' 


r- 


1  d:/ 


AT  it  iK' 


A  ^//// 


A^  ±  /Ä' 


rt?^  rtw 


-  =  ^.'j/iq./f,. 


=  (Ih::0^,. 


2  •  r   '  "^  '  >t 

Für  den  drittletzten  Werth  erhält  man  nämlich  zunächst 

l-hk-h 


r- 


i' 


Ut'  _  .,  /l_+  k_ 

k''  ~  y  T 


VT 


-h  ^  -h  i  yl  —  J^ 


Die  Quadratwurzel  aus  der  zweiten  Potenz  hiervon  liefert  das  Mitgethcilte; 
bei  der  vorletzten  Formel  ist  ]//  =  ±  (1  4-  /')  :  2  verwendet  worden,  unter  Rück- 
sicht auf  die  Vorzeichen  der  Functionen;   die  Wurzeln  sind  positiv  zu  nehmen. 

9.  Die  Functionen  sinamw^  cos amWy  ^amw  sind  eindeutige  Func- 
tionen von  7t''. 

Nehmen  wir  an,  sin  atnw  sei  eine  mehrdeutige  Function  von  w  und  dem 
Werthe  w^  entsi)rechen  sinamw^  "=^0  ""^  sinamw^  =^0»  bewegt  sich  c  auf 
der  durch  Quersclinitte  auf  einfachen  Zusammenhang  gebrachten  RiEMANx'schen 
Variabeinfläche  von  ^^  nach  Sj,,  so  beschreibt  w  eine  Curve,  die  in  w^  anfängt 
und    auch   da   endigt,    da  w  eine   eindeutige   Function  der   Punkte   der  einfach 

zusammenhängenden  ir-Fläche  L>t 
Der  Weg  Co  ^0  sei  so  gewählt,  das« 
der  zugehörige  Weg  von  iv  keiDCn 
Windungspunkt  enthält.  Geht  a- 
über  B  nach  A  und  hierauf  den- 
jf  selben  Weg  zurück,  so  geht  ein 
Werth  der  Variabein  z  von  Co  t>is 
zu  einem  ^  entsprechenden  Punkte 
Wir  wollen  nun  den  Weg  /  =  ÄB'ii!^ 


\ 


0 


ß 


Y 


Os 


(M.  570.) 

a  und  dann  denselben  Weg  zurück  nach  I^, . 
stetig  so  verändern,  dass  er  in  den  Weg  AC7Uq  übergeht.  So  lange  bei  dieser 
Veränderungen  der  Weg  nicht  einem  Punkte  unendlich  nahe  kommt,  für  welchen 
dz  :  d7ü  unendlich  gross  ist,  so  lange  gehört  zu  jeder  unendlich  kleinen  Ver- 
rückung eines  Punktes  der  Curve  /  auch  eine  unendlich  kleine  Verrückung  des  zuge- 
liörigen  Punktes  der  Z-Häche,  so  lange  ist  also  auch  die  Deformation  des  Weges 
<^Co  stetig  und  Cq  der  Endpunkt.  Da  nun  der  Weg  al^  nicht  durch  stetige 
Aenderungen  in  den  ACwq  entsprechenden  Weg  az^  übergeführt  werden  kann, 
so  folgt,  dass,  wenn  anders  die  Annahme  der  Vieldeutigkeit  von  sin  am  w 
zutreffen  soll,  die  Curve  it'^CAB  €\x\^tv  ^>\t^\.  ^vcv^^^v^'tÄ^xv  txvuss^  für  welchen 
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dz 


unendlich  gross  wird.     Dies  tritt  nur  ein,  wenn  «  =  00,  und  hierfür  ist 

Es  müsste  also,    wenn  w  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt,    der  einen 

dieser  Punkte  umgiebt,  z  von  einem  Anfangswerthe  Co  zu  einem   andern  End- 

werthe  Zq  gelangen.    Wir  können  uns  dabei  darauf  beschränken,  w  einen  unendlich 

kleinen  Kreis  beschreiben  zu  lassen,  der  einen  dieser  Punkte  einschliesst.    Nun  ist 

stnamiiK'  4-  S/ziÄ'-l-  i2nK'  -h  p^'V)  =  dt  sinam{iK'  -i-  pr'<p) 

kstn  am^e'f 
wächst  9  von  0  bis  27c,  so  beschreibt  w  =  p^'?  einen  unendlich  kleinen  Kreis 
um  den  Nullpunkt;  dieser  schliesst  keinen  Punkt  ein,  für  welchen  äz  :  äw  =  00, 
also  erlangt  sin  am  ^'"^  am  Ende  desselben  Wegs  denselben  Werth,  wie  am  An- 
fange; mithin  gilt  das  gleiche  auch  fiir  sin  am  w^  wenn  7V  einen  der  Punkte 
iK'  -\- 2mK -^  i^nK^  umkreist.  Hieraus  folgt,  dass  bei  jedem  geschlossenen 
Wege  von  w  auch  z  =  sin  amw  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt;  folglich 
kann  sin  amw  nicht  eine  mehrdeutige  Function  von  w  sein. 

Da  z  =  sin  amw  eine  eindeutige  Function  von  w  ist,  und  cos  amw  •=■  }/l  —  «* 
und  drz///«' =  yT — k'^z^  eindeutige  Functionen  von  «,  d.  i.  der  Punkte  der 
RiEMANN'schen  Variabeinfläche  sind,  so  folgt,  dass  auch  cos  amw  und  ^amw  €\xi' 
deutige  Functionen  von  w  sind. 

10.  Die  elliptischen  Functionen  sinamw^  cos  amw ^  ^amw  sind  eindeutig  und 
endlich  innerhalb  des  mit  dem  Halbmesser  K'  beschriebenen  Kreises;  folglich 
lassen  sie  sich  in  Potenzreihen  entwickeln,  die   für  modw  <  Ä"'  convergiren. 

Da  sin  amw  mit  w  das  Zeichen  wechselt,  cos  amw  und  \amw  aber  nicht, 
so  folgt,  dass  die  Reihe  für  sin  amw  nur  ungerade,  die  beiden  andern  Reihen 
nur  gerade  Potenzen  von  w  enthalten;  wir  haben  daher  Reihen  von  der  Form 

sin  amw  =  a^w  -i-  a^w^  -i-  a^w^  H-  .  .  . 

cos  am7a  =     1     -f-  ^j  ^*  ■+"  ^4  ^'*   "•"  •  •  • 
/^amw=     1     H-  ^2  a/^  H-  r^  «/*  -h  .  .  .  . 
Zur  Bestimmung  der  a,  d,  c  bedienen  wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten 

Coefficienten.     Nach  No.  1,  3  ist 

äs  in  amw  . 

— =  cos  amtif  Liiamw . 

dw 

Differenziren  wir  nochmals,  und  benutzen  die  Formeln  für  den  Differential- 
quotienten von  cos  amw  und  ^amw,  so  erhalten  wir 

d^sinamio  ,.         ,«v    .  ^ ,«    .  o 

-z — j —  =  —  (1  -k-k^)stnamw  -f-  2k^stn^amw, 

Setzen  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Potenzreihe  für  sin  amw 
ein  und  vergleichen  die  gleich  hohen  Potenzen  von  a/,  so  erhalten  wir  für  die 
Coefücienten  öj,  Ö3,  Ö5,  .  .  .  die  Gleichungen 

3  .  2  .  ö,  =  —  (1  4-  >t2)  ^j  , 

5  .  4  .  rtJ^  =  —  (1  -h  >63)  ^3  -h  "ik^a^  , 

7  .  6  .  Ö7  =  --  (1  4-  >t2)  Ö5  -4-  ^k^a^a^  , 

9.  8-09  =  —  (1  -h>^2)ö7   H-  ^k^{a^a^  -h^i^Ta«), 
11  .10-tfii=  —  (1  -i-  k^)a^  -h  "Ik^i^^a^a^  -i-  a^  4-  ^a^a^a^), 
13-12.013=  ~  (1  -+-  >^*)«ii-H  2^»(3öi2ö9  -h  Za^a^  -h  60^03^7  -f-  Za^a^. 
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Den  ersten  Coefficienten  a^  erhalten  wir,  indem  wir  die  Reihe  für  sin  m 

differenziren  und  davon  Gebrauch  machen,  dass 

(äsin  amw\ 
dw     Jn^^o""  ^'  . 

hieraus  ergiebt  sich 

«1  =  1 . 

Berechnen  wir  nun  aus  dem  gegebenen  Systeme  die  übrigen  Coefficiente 

so  erhalten  wir 

1  -h  >t«       ,         1  -h  14it»  -+-  k^ 

stn  amw  =  a/  --  -i — -zt—t:  •  w^  H ; — ^ — 5 — 'a — T"  "  ^ 

1  .  2  •  3  1  -.2  •  3  •  4  •  5 

1  -f-  V6bk^  -¥  Ubk^  4-  k^       ^         1  -h  1228>fe^  -1-  5478^^*  -8-  1228>&g  -h  >^^   ^ 

1 -2. 3-4. 5. 6-7        *^    ■*■  I.2.3.4.5-6-7 -8.9  ''' 

1  -4-  nomk^  -+-  165826>&*  -h  165826>^«  -f-  11069 >t«  4-  ^t*» 

1  .2. 3. 4-5. 6-7. 8. 9-10-  11  xcr       -i-  .  .  . 

modw  <  A''. 

11.    Wir  bilden  in  gleicher  Weise 

d*^  cos  ÜMW 

-7— 2 —  =  —  (1  —  ^k^^  cos  amw  —  ^k^ cos^  amw , 

und  setzen  auf  beiden  Seiten  die  Potenzreihe  für  cos  amw  ein;  dadurch  gelang) 

wir  zu  den  Gleichungen 
2 .  1  .  ^,  =  —  1  , 

4  .  3  .  ^4  =  —  (1  -h  4>t2)  b^  , 

6.  5-^6  =  —  (1  -f-4>t»)^4  —  Q^k^b^  , 

8.  7.^8  =  —  (1  -¥^k^)b^  —  ^k^{bi  4-6^2^4), 
10.  9.^10=  —  (1  -H4>^«)^a  —  ^k^{b^b^  -1-2^2^6  -*-^4*)» 
12.11./^ia=  —  (1  -h4>t8)^io—  G^^n^aV  -^  ^a^^s  +  S^^^g  "^  2^4 ^J, 

Hieraus  findet  sich 

cos  amw  =1  —  :j — s'^     H-  t~s — 0 — 7  •  «'^ 

1-2  1  •  2  •  o  •  4 

1  -h  44>^»  4-  Uk^       ,         1  -h  408>&2  4-  912>^*  4-  64>&« 

1.2.3-4-5.G  ^         1.2-3. 4. 5. 6-7. 8 

1  4-  3688/?'2  -f.  30768/?'*  4-  15808.^«  4-  256/^8 


7€^ 


10 


1.2. 3. 4. 5. 6. 7-8.  9 -10 
fftodw  <,  K\ 

12.    Für  die  Function  ^amw  ergiebt  sich 

d^  ^amw       ,^        ,„,  ^  ^  ^^ 

— -j~T^ —  =  (2  —  >^^)  AöW7£/  —  l^^amw  y 

woraus  die  Gleichungen  folgen 
2  .  1  .  rj  =  —  >^3 

4  .  3  .  ^4   =  —  (4  4-  >^5i)  ^^ 

6  .  5  .  ^6  =  —  (4  4-  >^2)  ^4  —  6r,2 

8  .  7  .  ^8  =  —  (4  4-  >^»)  ^6  —  2  (r,3  4-  6^2^4) 
10-9.^,0=  —  (4-^>^^)^8  -  6(^33^4  -+-2r2^6  4-0 
12.11.^1,=  —  (44->t2)rio—  ^(S^c^  -^  c^c^  4-  2^3^«  -h  2^4 r^) 

Diese  ergeben 

a  «/««/  =1  —  - — ^  .  7ü^  4-  ,   \.    ö — 7  •  «'* 

1.2  1  •  2  •  o  •  4 

>^2(16  4.  44>^2  4.  ^4)  ^2(64  _^  9i2;^2  4-  408>&*  4-  k^\ 

1.2.3.4.5.6  ^  1.2.3.4.5.6-7.8  ®^ 

modii»  <.  K'  , 


•     •    « 
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Die  Reihen  für  die  Produkte  je  zweier  der  Functionen  sinamw,  cosatnw, 

imtv  erhalten  wir,  indem  wir  die  soeben  entwickelten  Reihen  nach  w  differen- 

en;  es  entsteht: 

cosatnw  •  ^amw 


1  -2 


w 


2 


1  -h  Uk^  -h  k*' 


w 


=  w  — 


1  -4-4>fe^ 
1.2-3 


1    2.3-4 
sin  amw  -  A  amw 

H-44>J« -4-  16>J* 


4  


=  «/  — 


k^ 


1-2-3 


■         1-2-3-4.0 
sin  amw  .  cos  amw 

16  -f-  Uk^  -h  k^ 

W^  H ; — ^^ — 7^ — ] — T- 

4  -  0 


w 


5  


7V 


5  


1-2-3 
modw  <  AT' . 

1.3.  Wir  werden  nun  die  elliptischen  Functionen  in  FouRiER*sche 
eihen  entwickeln;  vorher  wollen  wir  die  FouRiER'schen  Reihen  auf  complexe 
xriable  ausdehnen*). 

Die  Function  /{z)  sei  periodisch  und  habe  die  reale  oder  complexe  Periode  co; 
i  sei  femer  endlich  und  eindeutig  inner- 
tlb  eines  unendlichen  Streifens  A^  A^ 
Q  B^^  dessen  Ränder  mit  der  vom  Null- 
mkte  nach  dem  Punkte  cd  gezogenen 
eraden  parallel  sind.  Nach  der  Voraus- 
tzAing  zerfällt  dieser  Streifen  in  con- 
uente  Rechtecke,  deren  in  der  Richtung 
IS  Streifens  gemessene  Länge  A^  A^ 
ner  Aenderung  des  z  um  den  Periodi- 
tätsmodul  (D  zugehört,  so  dass  für  homo- 
ge  Punkte  dieser  Rechtecke /(;?)  den- 
Iben  Werth  hat. 

Wir    führen    eine    neue   Variable  / 
irch  die  Gleichung  ein 


id  setzen  t  =  re'^\  dann  ist 


2ic<. 

<?«»'  =  / 


(M.  571.) 


m 


Bewegt  sich  z  auf  einer  Parallelen  zu  A^  A^ ,  so  durchläuft  es  die  Werthe 
4-  ww,  wobei  m  real  ist.     Gehören  r^  und  ftj  zu  z  -h  mw,  so  ist 

/CO  CO 

Durch  Subtraction  von  2.  und  Division  durch  co  ergiebt  sich 

=  -2i'T  +  ^(»»-»)- 

Da  m  real  ist,  so  folgt  hieraus  r^  =  r;  femer  folgt  für  »1  =  1  der  Werth 
^  =  ft  -+-  27:;  beschreibt  also  z  eine  Parallele  zur  Streifenrichtung,  so  bewegt 
ch  /  auf  einem  Kreise,  schreitet  z  um  o>  fort,  so  durchläuft  /  einen  vollen  Kreis. 

Hieraus  folgt,  dass  den  Normalen  zur  Streifenrichtung  in  der  s-Ebene 
rahlen  durch  den  Nullpunkt  in  der  /-Ebene  entsprechen. 

•)  Briot   et  BouQUET,   Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.   ^.     Paris    187  ^    "^^'Sk-  '^^'^' 
3NIGSBERGER,  Vorlesungen  tiber  die  Theorie  der  ElUpt.  Fund.,  lje\^vü(^  \%1V    '^"*ä^»  v^jö» 
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Gehören  nun  zu  AqA^  und  ß^  B^  die  Werthe  r  ^=  r^  und  r  =^  r^^  so  ent- 
spricht dem  Rechtecke  A^A^ß^B^  der  zwischen  den  mit  den  Radien  r^  und 
rj  beschriebenen  Kreisen  enthaltene  Ring.  Da  nach  der  Voraussetzung  /{z) 
innerhalb  dieses  Rechtecks  eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  die  Function 

die  aus  /{z)  durch  Ersetzung  von  z  durch  /  hervorgeht,  eindeutig  und  endlich 
für  den  zwischen  r  =^  r^  und  r  =^  r^  enthaltenen  Kreisring.  Daher  kann  diese 
Function  (§  13,  No.  13)  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwickelt  werden 


-f-oo 


2  "'■'"  • 


-oo 


4. 


Wenn  man  /  wieder  durch  z  ersetzt,  so  hat  man  daher 

X~l  2« Hg  ^ 


-oo 


gültig  zunächst  ftir  das  Rechteck  AqA^B^  Bf^\  da  aber  ftlr  zwei  Werthe  s  und 

«  -f-  CO  sowohl  f{z)  als  r  «»  '  denselben  Werth  haben,  so  folgt,  dass  die  Reihen- 
entwicklung  flir  den  ganzen  zwischen  den  Geraden  A^  A^  und  B^  B^  enthaltenen 
Streifen  gültig  ist. 

Für  die  Coefficienten  hat  man 


"'"  "  ^tjJ' 


f.t-n-\dt 

erstreckt  über  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser  zwischen  r^  und  r^   Hegt;  fuhrt 
man  z  ein,  so  entsteht 

5.  ''«  =  ;;i  //W^     "^  ' dz, 

erstreckt  über  A^A^ ,   oder  eine  innerhalb  des  Streifens  liegende   parallele  und 
gleiche  Strecke. 

Ersetzt    man    in    4.    und    5.    die    Exponentialgrössen    durch    goniometrische 
Functionen,  so  erhält  man  die  FouRiER'sche  Reihe  in  der  Form 


oo 


2 


/{z)  =  rtTo  -h  /    >    {a„  —  a-n)  '  sin 


2nr.z 


u> 


i 

c«o 


2 


■+■    y  A^n  -h  a-„) .  cos 


2m:z 


U) 


die  mit  der  §  11,  No.  12  mitgetheilten  übereinstimmt. 

14.    Ist/(s)  =  sin  am z*),  so  schlagen  wir  zur  Ermittelung  des  Integrals 

4Ä' 


n 


B 


n. 


J)i 


^«  =  Ä/- 


~  t 


H{       r 


/ 


?  )H.       ü[  6D)n 


>  • 


2? 


■"A 


(M.  572.) 


Az)e     2A'^5 


folgenden  Weg  ein. 

Hat  das  Rechteck  O ABC  der  Reihe 
nach  die  Eckpunkte  2  =  0,  4Ä'^,  4Ä'-h2Ä''/r 
2  A''/,  und  umgehen  wir  die  beiden  Punkte 
D  und  £  des  Perimeters,  für  welche  z  =  iK' 
und  4/^4-  iK'  ist,  für  welche  also  sinams 


*)  Den  bisher  aus  leicht  erkennbaren  Gründen  festgehaltenen  Gebrauch,  die  Variable  in  den 
elliptischen  Functionen  mit  w  lu  \iei«;\^^iieii,  ^Oatw  'wx  w>\tw  «ä^. 
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unendlich  gross  wird,  durch  verschwindend  kleine  Halbkreise,  und  schliessen  den 
Punkt  2Ä'4-  2Ä"/,  in  welchem  sinamz  ebenfalls  unendlich  ist,  durch  einen  ver- 

schwindend   kleinen   Kreis  N^N^JL,   aus,   so  ist  für  die  Function  /{z)e     '2K'  dz 

In  correspondirenden  Punkten  von  OC  und  AB  haben  sinamz  und  r~iA'' 
denselben  Werth,  dz  aber  entgegengesetzt  gleiche  Werthe,  mithin  verschwindet 
die  Summe  der  auf  diese  Strecken  bezüi^lichen  Intci^rale.  In  correspondirenden 
Punkten   der  Seiten  OA  und  BC  hat  sinamz  gleiche  VV^erthe,   zur  Kxponcntial- 

grosse  tritt  aber  der  Faktor  ^"  a*  . 
Wir  setzen 

e     A'  =^, 
und  haben  daher 

JOA  +  jBC  =  {\-g-'')JOA. 

Statt  des  Integrals  /^2  ^0  ^1  können  wir /Z> 3/^3  Z>j  setzen,  da  in  correspon- 
direnden Punkten  beider  Halbkreise  die  zu  integrirende  Function  gleiche  Werthe 
hat.  Für  die  Kreisintegrale  über  Z>,  2?^ 7^3  und  H^H^H^  setzen  wir  der  Reihe 
nach,  indem  wir  den  Radius  mit  r  bezeichen, 

2  =  2Ä'  H-  K'i  -+-  rci^  ,       bez.  =  4Ä'  -f-  K' i  4-  re^-^  , 
bezeichnen  die  verschwindende  Grösse  r<"?  mit  p  und  beachten,  dass 

sin  ami^K  -h  A''/  4-  p)  =  —  r . » 

^  ^'  kstnam^ 

sin  amiAK  4-  Ä''/  4-  p)=        ,— = . 

^  ^'  kstnam^ 

Somit  erhalten  wir 

2- 

0 

Wir  gehen  nun  zur  Grenze  für  ein  verschwindendes  p  über;  da 

0  «üP. 

////;  -- —  =  1  ,      Urne    ik"  =  1  , 
sm  am  p 

so  folgt 

Hieraus  erhalten  wir 

_     ^        fn^  ^  '    ^^       c~"^'  —  1         y'q"     ___  .    t:       cosnr.j—  1  j/^" 

'^"  ^  ~4K   J  ^^  ■"  '  2A' '  /'  *  1  —  ^«  ■"  '  2Ä' '      ~  Ä  '  r^q- 

Daher  ist 

a»  4-  a-„  =  0, 

.     2::         -j/^+i 
ao„  —  a-2„  =  0 ,      a2„+\  —  «-2«- 1  =  —  /  •  ^^  •  ^--    ^>—^i  • 

Dies  ergiebt  nun  die  gesuchte  F'.ntwicklung 

sin  amz  = 

2r  /   Yi        .    -KZ  yi/^  .    'd-KZ  y^^        .   bT.z  \ 

>üfVr=:i?-'''''2Ä''^-  r-7^*''^2Ä'  ^  \~~g^ '''' yk -^  '  '  ] 

15.    Zur  Ermittlung  des  geradlinigen  lntegra\es 

ScuLommuCM,  Uaoäbuch  der  Al.iclicni.itik.     IUI.  U.  V) 
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J 


COS amz  '  e  T^'  äz 


0 

bilden  wir  ein  Parallelogramm  OABC,  für  dessen  Ecken  z  =  0,  AÜT,  6-Ä'-+-  äiT/, 

a  2K'{'2lCi  und   schliessen  die 

7^     beiden  Punkte  2Ar-+-  Ä^i  und 


/ 


AiK'\'K*i  im  Inneren  dieses 
Parallelogramms,  für  welche 
cos  amz  unendlich  wird,  durch 
gleiche  verschwindende  Kreise 
aus.  Das  Integral  erstreckt 
über  den  Perimeter  des  Paralldo- 
O  A  gramms   ist  gleich   der  Summe 

(M.578.)  der  beiden   Kreisintegrale.    In 

correspondirenden  Punkten  der  Seiten  Aß  und  OC  haben  cos  amz  und  die 
Exponentialgrosse  gleiche,  dz  entgegengesetzt  gleiche  Werthe;  also  verschwindet 
die  Summe  der  über  Aß  und  CO  erstreckten  Integrale. 

In  correspondirenden  Punkten  von  OA  und  ßC  hat  cos  am  z  gleiche  Wcrtbe 
und  zur  Exponentialgrosse  tritt  der  Faktor 

Die  beiden  Integrale  geben  daher  vereint 

[1  -  (- 1)-]  -fOA . 

In  den  Kreisintegralen  setzen  wir 

;j  =  2Ä'-h  A"/-hp,      bez.  =  4yr-H  A^'/-*-p, 

9  =  '"'P, 
und  beachten,  dass 

COS am(2K  -{-  K  i  -\-  o)  -  e    ^  ^'  =  t-c        -  g    ^  -  t- ^ ^—  •  e    2A'  , 

^  "^^  ^  k  sin  am  p 

cosamiXK  -\-  K'i  -h  p)  •  ^^    2A'^*''^^  'i-p;  _    _   ;  .  ^  7  .        r_  ^  ^    ^a'  . 

^  ^  ^         k  sin  am  p 

Die  Summe  der  beiden  Kreisintegrale  ist  daher 

2k 


-;  (1  —  if-«^0 4^-^  .  /  ^ ^  '  e   2/c'd9] 

>?  ^  ^  ^         J  smamp  ^ ' 


0 
der  (xrenzwerth  derselben  fiir  ein  verschwindendes  p  ist 


Daher  ergiebt  sich 


n 


— n 


2J^K^'  /1_(—^) 

Ist  ;/  gerade,  so  ist  a„  =^  0]  für  ungerade  «  hat  man 


2n-\-l 

r  f—ä— 

^2«-i-i  = 


mithin  ist 


2it-hl 


^  2  TT  ^—J 

«2«-l-l  —  «-2«-l  =  y>  ,         (^2n-i-l  ■+•  «-2«-l  = 


Dies  ergiebt  schliesslicli  die  Entwicklung 


i 
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COS  am  z  = 


kK 


Hl 


VJ  1ZZ 

-cos 


V? 


cos 


^r.z 


V'^ 


bizz 


— ir  cos 


•  •        *     I      * 


g        2Ä'  '   1  4-  q'^         2^-    '     1  H-  ^•'         2Ä' 
16.    Um  lamz   in  eine  FouRiER'sche  Reihe  zu  entwickeln,  haben  wir  das 
geradlinige  Integral  auszuwerthen  ^ 

2A' 


/ 


MTU 


^amze    k  *  dz  , 


B 


/ 


/ 


Wir  integriren  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Function  auf  dem  Perimeter  OABC^  in  dessen  Ecken 
«  =  0,  2Ä',  2Ä'  4-  4Ä"/,  4 AT'/,  und  schliessen  die 
Punkte  K'i,  ZK'i,  ^K  ^  KU,  ^K-^^K'i,  in  welche 
^am7V  unendlich  gross  wird,  durch  kleine  Halbkreise 
aus.  Die  Integrale  über  AB  und  CO  haben  wieder  die 
Summe  Null.  In  correspondirenden  Punkten  von  OA 
und  CD  hat  lamz  gleiche  Werthe,  die  Exponentialgrösse 
nimmt  den  Faktor  an 

e  K    =z  q 
die  beiden  Integrale  geben  daher  zusammen 

{\-q-*')-JOA. 

Die   vier  Halbkreisintegrale  kann    man    durch    zwei  Kreisintegrale    um  /Ä"' 
und  S/A''  ersetzen;  wir  substituiren  in  denselben 

z  =  /Ä"  -+-  p,       bez.  =  S/A^'  4-  p,       p  =^  r^'T , 
und  bemerken,  dass 

•P) 


0 


(M.  574.) 


A  am  {iK' 
lam{^'iK' 


-.  'ig(/ A-'-4-o)  .  cos  am  p      _« 


K 


p) . ,-  f  f»-*''-*-^) 


X///  ^/^/  p 

.  COS  am  o      _8„     _?EP , 

/  -; '  q         'CK 


sm  am  p 
Für  die  beiden  Kreisintegrale  ergiebt  sich,  wenn  man  p  unendlich  klein  nimmt, 

Daher  ist 


T. 


an  = 


q—n  —  q—^ 
1  ~  Q-^ 


K 


qn 


2nf 


da 


a-„  =  a 


n  1 


so  ist 


*H 


a^n  = 


an  —  «-«  =  0 , 
2ir  q„ 

AT  '  1  -+-  f 


2» 


1  -hq 


TZ 


Dies  liefert  schliesslich 


t: 


2 


^( ? 

r  \l  ^  q^^ 


L^amz  = 


,% 


TZZ 

COS  -^   -h    Y— ^ T 

Ä  1  H-  ^* 


2ir^ 


r<?j 


1  4-^' 


r^^ 


AT 


.  I  • 


2A'  ■  A'  VI  4-  ^'''  ^'"'  AT  •  14-  ^*  ^^^  K 
Diese  FouRiER'schen  Reihen  für  sin  am  z,  cos  am  z  und  lamz  gelten  fiir  alle 
Werthe  von  z,  welche  innerhalb  des  Streifens  liegen,  der  sich  parallel  der  realen 
Achse  erstreckt  und  dessen  Ränder  durch  die  Punkte  db  iK'  gehen.  Jenseit 
dieses  Streifens  wiederholen  sich  die  Werthe  der  elliptischen  Functionen,  gemäss 
ihrer  complexen  Periode,  und  zwar  bei  cos  amz  und  iiamz  mit  Vorzeichenwechsel; 
die  FouRiER'schen  Reihen  sind  aber  nur  einfach  periodisch  und  setzen  sich  jenseit 
des  Streifens  mit  andern  Wertben  fort,  als  die  Functionen,  mit  denen  sie  für 
Punkte  im  Innern  des  Streifens  übereinstimmen. 


V^^ 
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17.  Aus  den  in  No.  14,  15  und  Ifi  entwickelten  Reihen  lassen  sich  durd 
Dift'erentiation ,  Integration  und  geeignete  Substitutionen  eine  crrosse  Anzahl 
brauchbarer  Reihen  ableiten.     Wir  beschränken  uns  hier  auf  wenige  Beispiele. 

Hrsct/t  man  in  den  drei  Reihen  z  durch  A'  —  z  ^  so  entsteht 

cos  am  z 


1. 


"ii:     /    Vi/  -z  yq'^  3-£r  \  ü'  ö-z  \ 

X'A     \1  —  ^        2A         1  -h  ^3         2A         \  —  q'^         '2A  ) 


sin  am  z 


•2-    /    yq  T.z  yq^        .    3t:;>  yq'         .    .>-«;  \ 

6/(''A  V*  -»-  ^  2A        1  4-  ^^        2A  1  4-  q'  '2A  ) 


3. 


1 


sni  am 


1  am  z 

Ty.  2-    /       q  T.z  q^  ^2t.z  q^  '^tzz  \ 

Ü'K  ~  k'K  \\  4-  q'  ^""^  K    "    r~+  q'  ^''^'K    '^    r4-~7^  ^^^  ~K     ~        7 
Aus  den  'rransforniationsformeln  i}  17,  No.  5. 

(1  4-  k')  cos^  sinrD  1  —  (1  4-  ^')  sin^fD 

4.        ,„;^^  == A(^y  ~  '    '■'''^' =     "Top) • 

^(^.^=  ■—  -T^^) ' 

erhält  man  sofort,  indem  man  /(z^,  %)  =  w  setzt, 

1  —  X'']         (1  4-  X'"i  <*<?J  am  w  sin  am  7ü 

(l4-X')7i',      -—,4^         -        -      -      

^  1  4-  /  •  I  -A  am  w  ' 

I  1    —  /'' I  1    -  (1  -^  k^^  sin^  amiv 

lO<iam\\\      ;-    k)-u\      ,  /r^~  -  -    - , 

I  ^  1    -i-  /•  I  ^  am  w 

I  )a  nun  nacli  4.  che  Wertlie  'f  =  \t.  und  cpj  =  r  einander  entsprechen,  so  i>: 

Das  (A)nii)lement  zu      -       ,,  ist   ,"  -     ,,.      Aus    S  17,  No.  5,    11    erhält    nun 
'  1  4-  /•  1  4-  A- 

leicht 

Krsetzt  man  also 

1  —  /•' 
/'  (hnch   -    -  ,,    und  7i'  durcli  (1  4- /'')«'*' , 
1    h  /• 

M)  Nerwandelt  sicli 

K    in    i(i  H-  /C.')A'.         A"    in    (l4-X'')A'', 

q    in    ^/'^ 

( 1  4-  /'' )  s'm  am  iv  cos  am  ic 
sin  am  ic    \\\     ^  -       .--       -  -     —      -  , 

^  atn  w 

1  —  (1  4-  /'")  sifi'^  am  7i» 


[so 
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Durch  diese  Substitution  erhält  man  aus  der  Reihe  ftir  sin  am  s^): 

sin  am  z  cos  am  z 


\  am  z 


•   §  11).    Die  Thetafiinctionen, 

1.    Die  FoiRiKu'schen  Reihen  fiir  die  elHptischen  Functionen  legen  die  Frage 
nalK%  nh  es  nichi  niöi^hrh  sein  wird,  die  Coefticienten  a„  einer  Reihe 


»^c  2«::?; 


1.  Si^z)  =:.2^a„  € 


t»> 


so  /u  bestimmen,   dass  durcii  diesellje  eine  Function,  welche  ausser  der  Periode 
o)  noch  eine  zweite  Periode  |a  hat,  tür  alle  Werthe  der  Variabein  dargo>tellt  wird. 
Ersetzt  man  z  durch  z  -h  »jl,  so  erhält  man 


C f  f 

II» 


S{z-\-^  —  ^Ä«  '  e      '''       •  e 


— 00 


2lA£/ 


2//r.L  . 
-  /;     — / 

Ol 


Setzt  man  abkfirzungsweise  c  ">    =  </,       so  wird 

.S"  (0  -h  pi)  =  2  ^'v  ^/      ^ 

Soll  nun  für  alle  Werthe  von  z  die  Gleichung  bestehen 
•2.  S{z  H-|i)  =  S[z), 

.so  folgt  ^  =  1,  mithin  »x  =  ///(i>,  wo  ///  eine  ganze  Zahl  ist.  Durch  die 
Cilcichuii^  '2.  konmit  man  alsu  liber  die  Periode  <o  nitht  hinaus,  und  erkennt, 
dass  durch  eine  Foi.kiKk'scie  Reihe  eine  doppelt  periodische  Function  nicht  dar- 
rtest eilt  werden  kann. 

Man  kann  nun  versuchen,  eine  Reib.e  zu  erholten,  die  dem  Charakter  der 
doppelten  Veriodicität  moi^lich.st  nahe  kommt,  in  dem  Sinne,  dass  beim  Ueber- 
gange  von  z  auf  z  -f  jj.  die  Reihe  einen  einfachen,  von  der  R^ihensumme  nicht 
unmittelbar  abhäntMgen  Faktor  annimmt;  wenn  es  dann  gelät^ge,  eine  zweite, 
ähnliche  Reihe  zu  construiren,  die  bei  demselben  Wachsthum  von  z  auf  ;:  -h  jx 
denselben  Faktor  annimmt,  wie  die  erste,  so  würde  dann  der  Quotient  beider 
Reihen  sich  nicht  verändern,  wenn  z  durch  z  -\-  ^  ersetzt  wird.  Wir  gelangen 
so  zu  dem  (iedanken,  eine  doppelt  periodische  Function  rlurch  den 
()i!(>tiente n  zweier  Reihen  darzustellen. 

Die  Forderung:,  dass  bei  der  Substitution  von  s  4-  jx  für  z  die  Reihe  1.  sich 
bis  auf  einen  einfach  angebbaren  Faktor  reproducirt,  lässt  sich  erfüllen,  wenn 
wir  die  Coefficienten  a  der  Bedingung  unterwerfen 


anq    "   =   7  •  '^n-\ 


\v()l)ei  V  eine  noch  unbestimmte  Constante  ist.    Denn  unter  dieser  Bedingung  ist 


2;:^ 


Syz  -H  |i)  =  '{'  e     "^   •  ^(z) . 
Wir    dürfen    einen   Coefficienten    beliebig   wählen;    es   sei    a^-=\\    alsdann 
t'olgt  aus  3. 

^1  =  VI  ^     ^'2  =  v-'/^     ''3  =  tVS  •  •  •  • 

a„  =  -{"q     2      . 

*)  Weitere  Entwicklungen  dieser  Art  und  einen  Uebcrgang  von   Foi'RiKR'^chen   Reihen  auf 
unendliche  Produkte  siehe  S<:HLOEMlLcn,  Compendium  Bd.  2.  A.bscVm.  VAVv^V.  "?mwm\. 
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Um  zunächst  die  einfachsten  Bildungen  zu  erhalten,  nehmen  wir 

dann  wird 

an  -=  (=t  1)«^2  , 
und  wir  erhalten  so  zwei  Formen  für  S,  nämlich 

4.  g(_  ir/^f^-'--^«)  und  Ij/^c'^-'-^ 


— oo  — oo 


Um  ähnlich  gebaute   Reihen  zu   erhalten,  die  beim  Uebergange  von  z  \ 
z  -h  \i.  um  einfache  Faktoren  wachsen,  betrachten  wir 

5.  S^{z)  =  2j^«^ 


'  «  -  CO 

— oo 


Setzt  man  hier  z  -^  [i  fxir  z,  so  entsteht 

^  _2h+1  (2«-H)na^. 

^1  (S  -+-  fi.)  =  2j  ^«  ^         *^     •  ^  "* 

— oc 

Bestimmt  man  die  d  durch  die  Bedingung 

_2«-»-l 

6.  Ifn^       *^    =  7i  •  ^«-1» 

so  wird 

5,  (^  -f-  fi)  =  7i  •  ^     «»    •  5i(;?)  . 
Aus  6.  folgt 

woraus  sich  ergiebt 

Wir  nehmen 

und  erhalten 

/;„   =  (±  1)%/K"H)\ 
Für  die  Reihe  S^   erhalten  wir  somit  die  beiden  Formen 


-CO  — oo 


Wir  sind  hierdurch  auf  die  Untersuchung  der  vier  Reilien  4.  und  7.  gefi 
worden.  Wir  ersetzen  in  denselben  r^z :  (o  durch  z  und  i\LTz  i  m  durch  - 
ferner  fligen  wir  zur  letzten  Reihe  den  Faktor  /. 

Die  vier  Reihen,  welche  wir  so  erhalten,  führen  nach  Jacobi  den  Nan 
Thetafunctionen  und  werden  durch  die  Functionszeichen 

»(2,  p),     \)^{Z,^),      »%(^,  p),     »3(^»P) 

bezeichnet,  so  dass 

{>i(ä)  =  il{—  l)"^-(«+A)-p-'C2«+l)^^ 

Wird  unter  e-^'  ein  realer  positiver  echter  Bruch  verstanden,  so  haben  di 
Reihen  für  jedes  endliche  z  endliche  Werthe  und  werden  nur  mit  z  zugh 
unendlich  gross. 

Wir  werden  nun  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Thetafunctionen  < 
wickeln;  am  Schluss  dieser  Untersuchung  werden  wir  den  Zusammenhang  die 
Functionen  mit  den  e\\\pU^e\\eTv  Y\xyvc\\ow^xv  ^xV^wuen, 
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2.    Rechnet  man  je  zwei  Glieder  der  Thetafunctionen  zusammen,  die  zu  ent- 
gegengesetzt gleichen  n  gehören,  so  erhält  man  die  Reihen  in  folgender  Gestalt 
d  (^)  =  1  —  2^P  cosis  -h  2r-4p  cosAiZ  —  1e-^9  cosßz  H-  .  . , 


»,«  =  21 


5. 


e-9  sin  z  —  2  Y?^  sin  3  «  -+•  2  Ye-^  sin  5  z  —  .  .  . , 
e-?  cosz  -h2  Ye-'^p  cosSz  -h  2  Ye-^^?  cos  b  z  -{-..,  , 
b^{z)  =  1  -h  2e-9cos2z  -h  2c-^9cos4tz  —  2e-9p cos 6 z  -h  .  .  . 
Hieraus  erkennt  man  die  Beziehungen 

e  (z)  =  es(i«-^),    »2W  =  öi(i«-^), 

Bezeichnet  m  eine  ganze  Zahl,  so  ist 

0  (a:  -h  »iir)  =  b(z),  »,(«  -h  mTz)  =  (—  l)'«ea(;?), 

»1  {z  -h  mn)  =  (-l)-ft,  (z) ,        »3(^  -h  ;wir)  =  b,{z)  . 

Ersetzen  wir  in  No.  1,  8  die  Variable  durch  «  -+-  ^/p,  so  folgt 

Ersetzen  wir  hier  wieder  z  durch  5  h-  -J-zp,  so  entsteht 

d  (j8r  -h  /  p)  =  —  ^P-2«  d  (ä)  , 
ft^  (ä  -h  ip)  =  —  e9-2z,  0,  (s) , 

Ö8(5-hip)=  ^P-2''»3(«). 

Wenn  man  diese  Substitution  mehrmals  wiederholt,  und  dann  noch  z  —  i^m^p 

für  z  setzt,  so  erhält  man  für  jede  ganze  Zahl  m^ 

d  (5  -h  Wi  .  /p)  =  (—  i)«,^'«?P-2/«,«  e(«), 
Öi(ä  -+-  Wj  .  /p)  =  (—  l)'«i/r'*?P-2«««,*öi(;?), 

^^'  da(Ä  -+-/«,  •  ip)  =  ^'«rP-2''»',*aj(;?), 

Aus  3.  und  6.  folgt  noch 

ip)  =  (—  l)*«!      <f«?P-2/«',«e  («), 

XV  I    />)  =  (— l)"'-^'«i^«?P-'''*i'f^i(Ä), 

'^   '     '  /p)  =  (—  l)*»       ^«?P-2/>»,*e3(-?), 

ip)  =  e'^i^-^'^i^b^lz). 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  sofort,   dass  der  Quotient  je  zweier 
Thetafunctionen    doppelt    periodisch    ist;    die    Perioden    sind    von    der    Form 
m  'TZ  -h  « •  /p,  wobei  m  und  n  gleich  0,  1  oder  2  sind. 
3.    Die  Multiplication  der  beiden  Functionen 

ö,(«)  =  s^-^'P-'-a«,       03(0  =  2<?-'«'P-'-2«^ 
ergiebt  die  Doppelsumme 

»sW-^sCC)  =  22<?-^*'-^-'>P-'-^'"-*-"*''>. 
Für  den  Exponenten  von  e  kann  man  schreiben 

—  2p[i(«  -h  m)^  -h  i(«  —  »1)»]  —  2/[i(«  4-  »i)(«  -+-  0  -H  K«  —  '«)(*  —  0]- 
Die  Zahlen   n  -h  ni   und   «  —  m    sind   gleichzeitig  gerade  oder  ungerade; 
bezeichnen  a  und  d  ganze  Zahlen,  so  ist  also 

n  -i-  m  =  2a  f  und  zugleich  «  —  m  =  2^, 

oder  «-h»»  =  2ö-+-l,    „  „        «  —  /«  =  2^-Hl. 

Durchlaufen  a  und  ^  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen,  so  erhalten 
n  -i-  m  und  n  —  m  alle  möglichen  Werthe. 


» 

(s  -h  mTz  -h  »ij 

», 

(«  -h  mn  -{-  m^ 

»5 

i(«  -h  mt:  H-  /«j 

», 

,(ä  -h  mn  -h  »ij 
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Ersetzt  man  ///  und  //  diirch  a  und  ^,  so  erhält  man 

Hieraus  fol^t 

1.   \\,,{z) .  JK^c)  -  }).,(^  4- :,  -ip) .  t>,vi  - :,  2p)  -4-  »5(0  -f- :,  2p)  -  »^(^  -  :,  2p). 

Ersetzt   man   hier  z  durch    ir  —  s,    11  durch   ^it  —  C,   und   beachtet   No.  2, 
2.  und  :i,  so  erhält  man 

o.       U(^^  •  '>(?  =  ^^U-    ^-  -  --^P^  •  '>a(-  -  -  '^P)   -  ^2(«  -^  -  2p)  .  »j(i?  -  ;:,  2p). 
Aus  No.  2,  4  ergiebt  sich  leicht 

Krsel/t  man  hier  p  durch  2p,  so  entsteht 

n.^ [z  —  />,  2p)  =  ri?+'- .  \^^{2,  2p) . 

Ebenso  erhält  man 

^^{z  —  />,  2p)  =  ^4'P-^'^ .  »3 (s,  2p). 
Wenn  man  nun  in  1.  z  durdi  z  —  ij/p,  I  durch  I  —  ^/p  ersetzt,  und  No.  2,6 
beachtet,  so  folgt 
:i     WAz)  .  n^C)  =  .%(x;  -h  ;,  2p)  U3(:;  -  :,  2p)  H-  J^jCs  -h  ;,  2p)  a,(2  -  ;,  2p). 

Werden  hier  z  und  ;  durch  \t.  —  z  und  ^r  —  I  ersetzt,  so  ergiebt  sich  noch 
4.     \)^  [^z^  .  \),  C)  =  -  a,  (s  -f-  :,  2p)  .  U3  {z  -  :,  2p)  -h  »8  CS  4-  ;,  2p)  . ».  (^  —  -  2p''- 
Aus  diesen  Cileichungen  erhält  man  leicht  die  folgenden 

W  {zY  =  03^0,  2  p) .  J>3(2s,  2  p)  -  J^3(0,  2  p)  .  .%(25,  2  p), 

Hj  (s)'-^  =  »2(0,  2p) .  \h,{2z,  2p)  -  dj(0,  2p) .  »,(2^,  2p) , 

'''  '%(^)^  =  ^3(0»  2p) .  I>2(2s,  2p^  -h  f>2(0,  2p)  .  f),(22,  2p), 

a.^(c^2  =  \\^{{\  2p) .  f>,(2c,  2p)  4-  f>2(0,  2p) .  f^.,,(2s,  2p) . 

Hieraus  erecben  sicli  die  (lleichun'.^en 

W  [ZV'   -+-   \\.,{z)'-   --         2^^,  (^0,  2p)  »H.^(2:i,  2p), 
})  (^v.   _  ^^.  ,-.)•-'  _.  _  :;}K,iO,  2p^  \)^^'lz.  2p), 
n,(c-'     i-   f},!^'^    --         2}K,^0.  2p>H,(25,  2p), 
t>^(:V-'   —  \)^,,zy   -r-.   -   inK^lO,  2p^  .^,>(22,  2p^. 
Wenn    ni;in    ;uis   den    beiden    letzten  (lleichuniren    »Kj(2c:,  2p'    und  i>2v2i^,  2p 
entnimmt,  und  in  tlie  erste  und  letzte  Cileiclumg  f).  einsetzt,  so  erhält   man 
_        i>H,^0,  2r/.  .  }),(0.  -Jo  .^  ^  }K,,().  2p^'.'  -  n,(0,  2p^^  . 

'•  }^,(0,  2p^2   ^   }!.,;(),  o,,vi  •  '"^-'      -   ''i^-'      ^   }>.^(0,   Op)if  4-  UoiO,  2p)2      '*2l^-' 

'  '  •^•>i^^  2p^'^     f    \),,y}\  2pVi  •  '^■»^''^     -  }f.^^;o,  .2^,)2   -^  }K,iO,  2p:^2  *  'UK-  ^    ^  '»2V-  -• 
Setzen    wir   r    ''    —   )/</ ,  so  ist 

fl,((),  2  p)  -^  2  \'ii  4-  2  !;/'••  4-  2  j/V^  '   •  •  •  » 
}l,(l),  l>r/,   =    1    4-   2./  4-   2^/4    -h   2</-^    4-   .   .   .   , 
beirle    (iiössen    sind    daher    ])ositiv.      Aus    der   Un/j^leichunc:   {ii  —  <^)-    >  0   folgt 
ii'  4-  /'^  >  ^iib,  setzt   man  also 

21^,(0,  2p)_f>,(0,  2p)     _ 
}K,{0,  2 0^2  4-  ^3(0,  ^l^X^ 
so  ist   X*  ein  positiver  e<'hter  Bruch;  man  erhält  leicht 

f^,.0,  2p^2   _   f^^^o,  2p)^'   _     ,-    _^  ,2_  .' 
II.'O.  2p^2    ^   0,;(),  2p)-    ""   ^  /;:     —  a:  , 

wobei  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist.     Dmch   Einführung  dieser  Zeichen  wird 
aus  7.  und  «S, 
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9.  Ji^'W  (s)2    =        »1(3)2    ^   >t'02(s)2  , 

10.  k  .  f>3(Ä)2  =  X-'ft,  {z)^  4-      »2(3)2  . 

Wir  setzen   bierin   z  =  0  und   beachten,   dass   »i(())  =  0;   dadurch   erlialten 
wir  für  ^  und  /•'  die  einfacheren  Ausdrücke 


11. 


_   P2(0)|2 


/•'  = 


■»(())]  2 

•^>3(0).. 


4.    In  No.  .'),  4  ersetzen  wir  s  durcli  s  4-  4^/,  ![  durcli  1/,  p  durch  Jp;  dadurch 
entsteht 

»3(3  +  / .  •  »4 (2)  -  Dj («  +  /)•  »,  (a)  =  f>,  is  +  i/.  ip)  •  »,  (i/,  ip) . 
Hieraus  fol  rt 


1 
7 


5>2(^  -h  /)        l>.(s) 


_  ^yß)]  __  _  i>,  (-  -+-  iA  +p)  j>i(i/,  ip^ 


Aus  dieser  Gleichung  gelangen  wir  zur  Kenntniss  des  Differentialqiiotienten 
von   1^2(2)  :  »)3(^\   indem   wir  zur  Grenze   für  ein   verschwindendes  /  übcpxehen. 
Setzen  wir 

so  ergiebt  sich 

*>2(-) 

1.  •%(2)__     M^,  ip) 

Um    rc' hls    die   Function   »^  (3,  ip)    zu   beseitigen,    beachten    wir,    dass  aus 

No.  2,  3   folgt,   wenn   wir  z  durch    .^t:  —  5,    J  durch  0  und  p  durch  Jp  ersetzen, 

!>i(s,  .Jp)»,(0,ip)  =  2i).^2)iK-';:. 
Setzen  wir 

2. 

so  crhahen  wir 


2  a 


^^2(0>ip) 


-A  -=  ?» 


»o(s) 


^>3W  _     _   .      ^  V-^)  *H3) 

./:;      —        '        »3(3)2     • 
Wir  substiluiren  hier  kz  —  z  für  z  und  erhalten  so 

4.  "  » (s)  _       »^(>)  i>,  (5) 

.'».  Die  soeben  fiewonnenen  Differentialformcln  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Quotienten  zweier  Tlietafunctionen  mit  bestimmten  Integralen  in  Bezieliung  zu 
brinjjcn.    Wir  definircn  drei  neue  Functionen  /(3\  j,''{z),  /'(•?)  durcli  die  CJleichungen 

Zufolge  No.  .'I,  10  bestehen  zwischen  diesen  Functionen  die  beiden  (ileichungen 

1.  Az)^  -h  >(''-^(2)2  =  /•, 

2.  >6'/(3)2   ^  A«;2  =  k'/i{zy^. 
Ferner  ist 


3. 


>^  = 


^(0)' 


//(0)2  ' 

Die  Gleiclumgen   1.  und  2.  ergeben 


4. 


^(^)*=Mi-r/H' 


o. 


//(«)«  =^,[1  -  i-Az)^]  . 
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Die  Gleichung  No.  4,  4  ergiebt  nun 

also  ist 

df{z) 


z  = 


'''Sw- 


'^'ji/ri--l/w][.-vwi 


Wir   ersetzen    hier,    um   mit    frliheren  Bezeichnungen  in  bessere   Ueben 
Stimmung  zu  kommen,  -—p^fiz)  durch  I  und  z  durch  w\  alsdann  ist 

k'  C  dl  ^     ^ 

w  =^  -K  \     ,  —  -h  Const 

ßj  y(i  -!;»)(i->t«H 

Da  ^j  (ä)  verschwindet,  wenn  ^  =  0  ist,   also  C  =  0  und  7c/  =  0  zusamn 
gehören,  so  folgt 

0 

Die  Constante  3  :  k*  lässt  sich  durch  das  geradlinige  Integral 

dl 


h 


=  K 


i/(i-{:»)(i-/s«c») 

0 

ausdrücken ;  denn  dem  Werthe  C  =  1  entspricht  f[z)  =  j/T,  also  bestimmt  si 
das  zugehörige  z  aus 

ÖW~^        »,(0)- 

Dieser  Gleichung  wird  durch  z  =  ^k  genügt,  wie  man  sofort  erkennt,  we 
man  in  No.  2,  2  z  durch  Null  ersetzt. 

Der  Differentialquotient  dl :  dz  ist  für  ein  hinlänglich  kleines  z  positiv;  d 
selbe  gilt  für  Og  W^Ca)  •  ^i^)^  ^^^^  ^  <  i^;  folglich  ist  ß  >  0  (No.  4,  4).  Dai 
l  =/(js)  von  0  bis  1  wächst,  hat  man  daher  für  z  von  ä  =  0  an  zunehmen 
Werthe  zu  setzen,  bis  man  an  einen  Werth  von  z  kommt,  der  C  =  1  entspric 
Man  hat  daher  von  den  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  8.  (vergl.  No.  2, 
die  Wurzel  z  =  ^r.  zu  nehmen.     Folglich  ist 


10. 


Wird  7.  durch  9.  dividirt,  so  entsteht  schliesslich 

2K  r  dl 


iK  ^  _  r 


0 


>/(i-!:»)(i->t2c«) 


Dem  Werthe  ^  =  \  :  k  entspricht 

/(.)  =  ;^,     Oder     -^)-%;(öy 
Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  No.  2,  4  folgt  für  2  =  0 

»o(o)~»,a/p)' 

und  aus  No.  2,  2  für  s  =  ^/p  folgt  weiter 

»s(-J'p)  ~  »air-i/p)- 

Daher  ist  z  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 
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»I«     »i(i«-i'p) 


Dieser  Glei('hung  genügen  die  Werthe 

z  =  ^Tz  —  ^/p  -h  2«ir  -h  »»  •  /p ; 
folglich  ist 


i 
k 


^  *•  —  (Jr  —  i/p  -h  2«::  -+-  »i .  /p)  =  I     , 


Nimmt  m'an  rechts  das  geradlinige  Integral,  so  hat  man  bekanntlich 


1 


f. 


=  K+  iK' . 


y(i-c»)(i  --6*c«) 

0 

Man  hat  daher  «  =  0,  und,  wenn  p  positiv  vorausgesetzt  wird,  w  =  1 
zu  nehmen.     Hieraus  folgt 

—  (^iTH-i/p)  =  AT-h  /A^', 

also  ist 

AT' 
p  =  ir.^. 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  No.  2,  7  folgt,  dass 

sich  nicht  ändert,  wenn  w  um  2 wir  -h  m^  •  /p  zunimmt,  wobei  m  und  Wj  beliebige 
ganze  Zahlen  sind;  in  Rücksicht  auf  den  soeben  gefundenen  Werth  von  p  wächst 
dabei 

—  •  w    um     m  •  AK  -\-  w,  •  2iIC\ 

In  gleicher  Weise  vieldeutig  ist  bei  gegebenem  C  bekanntlich  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  10.;  diese  Gleichung  ist  daher  umfassend  gültig,  sie  enthält 
links  und  rechts  Grössen,  die  dieselben  beiden  Periodicitätsmoduln  haben.  Aus 
10.  folgt  nun 

Z  =  —j=  '  f{w)  =  stn  am  —  w , 
l/k    ^   ^  ^ 

also  ist 

2Ar  1       »,(aO 

stn  am  —  %v  =  —7=  •  -^/—^  . 

Ersetzt  man  hier  w  durch  'rw  :  2Kf  so  ergiebt  sich 


12.  sin  am  W  —    ,— 


■  ».(ig 

2a;; 


Aus  den  Gleichungen  4.  und  5.  folgt 

1  —    sin^  am  =  -rgywy  , 

1  — k^sin^am =  k*  h{^y  ^ 

TZ 

also,  wenn  man  auch  hier  w  durch  7t «/:  2 AT  ersetzt 


1 3.  cos  am  w 


.-  », 


Q 


780  Intogralrochmini^. 

1 4.  A ,//;/ «'  =    \/Jt:'  ■       )'-   i  . 

Setzt  man  die  Reihen  selbst  ein  und  bezeichnet  wieder 

c   ''  =  r     A"     mit  (/ , 
so  erhalt  man 

15.  sh/  am  lo  = 

4/         .    T,7u  ./        .    .*i-w  4/0-    .    '>^^^' 

^  1    —  '!(/  l'OS     ,.     -h  'i*/-*  r<'^      ^,-    —  'i^/^  r7'5     -r^-    -i-    . 

IR.  ((7^»  (7///  7V  = 

37:74:'        _  4  /-^.  57r7i' 


l/ 


IX' 


^;,      2  y<J  cos  ^y^.  4-  2  ]/./••  r^3'    .j^.    -+-  2  1/(72  ^"  .  ^oS   -^ ^ 

k  T.W  ,  1t.7V  ^     ,^  OK«/ 

1    —  2^  r<;j     .;,-   -h  2«/*  r^'X       v^ 2r/*  COS  —^ h 

A  am  w  = 

-71'  2-74:'  ,  ()~7t' 

'        2yv  '  A  ^  A 


7:7i'  ^         27:71'  ^        r)7:7<:' 

1  —  Zi]  cos    r-,    -y-  2^/*  ft?.^     -.     —  2//'*  cos    -:,     -h 
A  A  A 


<).  Nach  der  HetrachtmiLT  von  algebraischen  Integralen,  welche  eine  Irra- 
tionalität zweiten  (rrades  entlialten  nnd  einfach  ])eriodische  Functionen  zu  Tm- 
keiininiien  haben,  wendeten  wir  nns  zn  algebr.iisclien  Integralen  mit  Irrationalitäter 
dritten  oder  \ierten  (ir.ides,  eikainiien  zwei  versrhicdone  reriodicitatsmoduln 
und  w  luden  dun  h  die  rmkeluung  zunächst  der  einfachsten  Integrale  dieser  Ar: 
aui   die  do])|>elt  periodischen   l'unctioiic!^   geführt. 

Man  kann  auch  K\^\y  umm.-krlirton  Weu  einsclilai-en.  \'un  der  Kxisten/  ein- 
r.K  li  pcriodisc^lier  h'uni  rionen  nusLchend.  kann  man  iraixen,  ob  es  auch  dopi-el' 
])eriodische  Functionen  giebt.  Mnn  wird  versuchen,  solch.e  FunctioncTi  durch 
Reihen  darzustellen,    deren  (ihedor  selbst   einfach  periodisch   sind. 

Hierdurch  wird  man  auf  die  betra(  htun;.'en  creführt,  die  wir  in  N<.).  1  an^e- 
stellt  haben,  gelangt  so  zur  Au'stelluug  de.  ThetiHunctionen,  bildet  die  di>ii{)cit 
periodischen  l'ur.ctionen  y\2  .  .Vi-^  .  '^\^''  ^•'"^^^  findet  dann,  dass  diese  Tlie'.a- 
(]uotienton  Lmkehrungen  bc^linunter  Integrale  sind.  .Auf  diesem  Wecre  gelang 
mau  sehr  rasch  ui\d  o!:ne  sch.w  =eri::e  lietrachtuniren  zur  Renntniss  einer  Fiiilc 
von  BeziehungeJi  über  die  d<)pj)elt  pcriodis(^hen  1^'unctionen:  die  Hauptschwicrie- 
keit,  (hr  in  der  l 'ntersucium _'  der  Integrale  C()m])le\er  irrationaler  Functionen 
liegt,  erscheint  erst  am  Schlüsse.  1  )ieser  (ledankengang  war  vorzuziehen,  so 
lange  die  Theorie  der  Integrale  complexer  l'unctionen  noch  nicht  den  gegen- 
wärtigen  (irnd   von   Fviden/  erreicht   luitte. 

7.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  das  Additionstheorem  elliptischer 
Functionen  mit   Hülfe  der  T'n  et  a  lunctionen  gefunden  wird*). 

Aus  den  (ileichimgen  Xo.  .'{,  l.  bis  l.  erhalten  wir,  indem  wir  s,  *  und  \t 
durch   \^^z  -4-;^),    \{z  ~  T  und   J  fv  ersetzen, 

*y   .SeuKi.LUAcn,    Die   Lehre   v(m  den  eil.   Integralen   und    riietafunctionen,   §   24,   u.  f. 


i». 

2  n  {z 

10. 

20,  (. 

11. 

2H.,{^ 

12. 

'2\}]{z 
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1 .  » [}  (5  +  :) ,  ••  pi .  ft  f  1  (2  -  n ,  '.  p|  =  n,  (2)  f>,  (0  -  ■  »..  (s)  K  (0 , 

2.  f»,  :.v(s  +  •:) ,  i?i  • »,  ;i(c  --  ;) ,  ipj  =  »^(s)  d^^:)  -  \).,{z)  »,0 , 
.'!.  !►,  i.v(s  +  :\  j  p:  •  iK.  \ih  -  0  -  i  p^  =  »3  W  h  (0  +  »2  (2)  'h  (0 . 
■••       i>3li'=  +  v'.  -Vf'i •  »:rU5 -  ?.  ip]  =  »s(«) »3©  -H  »ä('^  f>i(:)- 

Die  Sul)stitution  >z  —  s  und  },t.  —  '  fiir  z  und  '^  liefert  hieraus 

ö.  »., [.j (s  -(- ;) ,'}, p! .  ft  (•,(3  '-:),  i p]  =  ft  (z)  »r;)  -  o, (s>  !>, o , 
(■>.  n, [i (=  +  :) ,  jp-;  •  H,  i-i(=  -  :) ,  1  p]  ==  }>,  ^z)  i)(0  -  » («^  rt, 0 , 
7.       i>, [A (>  -^ :; ,  \ p",  •  i>a  i(a  -  :) ,  i PI  =  f>,  w  >'K0  +  i> («)  »1 0 , 

.s.  i)  [{ iß  -h  :) ,  v  pi  •  i>, !  j  (i  -  :) ,  ip]  =  i>  ^;i;;  JHO  -+-  ft,  (2)  i>,  (c) . 

l'"erner  erhält  mn.n  Icicl.t  durch  Addition  und  Subtrnction  aus  den  (Jleichunfjen  5. 
und  S.,  4.  und  1.,  indem  man  nachher  s,  J  und  p  durch  «  +  !J,  ;  —  ;  und  '2o 
erset/.t 

:,  2p)-  ii{z-  :,  2p)  =  fK2)«3(:^  +  ft3(«)>K:)- 
:,  2  p)  •»,(«-:.  2  p)  =  « («)  Hs  c)  -  »,  (s)  »o , 

:,  2p>-fV5(a-:,  2p)  =  ft,(a)»,(0—    ft(2)(Ki), 

: .  2p')  •  }>3  (s  -  : ,  2p)  =  »3 (=)  «3 (;)  -h  » (s)  t>(,n . 

l)urcli  Specialisirun}^  leiten  wir  hieraus  einige  brauchbare  Formeln  ab.    Setzen 
wir  in  !>.  l  =  0,  so  entsteht 
l;i.  »{3}  »,(»  -=  11(0,  2p)  ft(2a,  2p)  , 

Aus  (i.  erhalten  wir,  wenn  '^  =  0,  23  für  z,  2p  für  p  gesetzt  wird, 
14.  »,  (z)  IKj  is)  ---  »(<>.  2p)  »,  (22,  2p) . 

Setzen  wir  in  C.  und  3.  l  ■=  z,  sc>  fol};t 

l.->.  fK=)i>,(s)  =  i!>2(Ü,  .k')!>,(5,ip), 

1  <>.  »,,  (=)  !>3  ':=!^  =  1  *>2  (0 .  ip")  *>ii  (« .  ip) . 

von    denen    wir   1').  bereits   in  No.  4.   abgeleitet    unfi    benutzt  haben.     Au.s  den 

(lleicluinfren  .').  und  .s.  ft)lgt  durch  Multi[>li<ation 

}r^.(.  ^  -^^  Lp- .  j>[i  r^  _  :),  i p| .  \i^i^(z  -i-  ;•,  ;p) .  \), [}^{z  -  :),  ^p] 

Krsetzt  man  in  LS.  z  diircli  .]j(c  4-  C)  und  dann  durch  ^{z  —  J),  sowie  p 
durch  .Vp  und  führt  die  Resultate  in  die  soeben  gewonnene  (ileiduini»:  ein,  so 
erhält  man 

In  (i.  und  7.  setzen  wir  z  -h  ^  und  ä  —  I  für  «  und  I,  und  erhalten 

i.s.  ^, (0,  -ip.)  n,(:,  .ip)  =  n, (^  4- :)  Hz  -:)-h  ^z  4- :)  n,{z  - :) , 
vx        \\,{z,  io)  f^-c,  ^p)  =  w, (z  -h :)  \uz  - ;:)  _  f)(5  4- :)  n,(z -  0 . 

Aus  1.').  und  1().  ziehen  wir 

\\),  (0,  ip)2  .  H,  (c,  ip)  JK,  C.  ip)  =  JK^)  »>,  (^)  HoC)  J>,P . 
Da  nun  pus   \(\.  folgt,  wenn  man  z  durch   0  ersetzt 

SO  ^Q\\t  LS.  über  in 

20.  2 \\(z)  n^  i,z)  n,  c)  w^  ( :')  =  \K (0)  ?>, (0) ;»,  {z  4- :)  f^(s  —  0  4-  »^k^  -^  0  ^1  (-  —  Ol- 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  aus   |{). 

21.  2^2  {z)  j>3  (^)  u(:)  J>,  (0  =  •>2  00  ''>H  vo)  ;^^  (^  H- :)  i>(2  - :)  -  Hz  4- :)  f>i(c  -  o]. 

Wir  erhalten  aus  20.  zunächst 

H(o)2  ^^(0)  //(o)  \}{z  4- :)  tK^  - :)  [A^  -H  0  H-/(^  - :)] 

Hezeichnen  wir  die  rechte  Seite  von   17.  durch  2T,  so  folgt 
22.  ^(0)  // (0)  -T-Mz  +  D-^-  f{z  -  ;.)]  =  /(«) ^Q  >4 1.:)  • 
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Ebenso  ergiebt  sich  aus  21. 
23.  ^(0)  m  T{f{z  -f.  0  -f{z  -  Q]  =mg{z)  h{z) . 

Hieraus  folgt  schliesslich  durch  Addition   und  Subtraction,    und   indem  h 
für  T  wieder  seinen  Werth  substituiren 

Beachten  wir,  dass 

und  substituiren 

2a:z 


/(z)  =  y^.  sin  am  -^-  ,     g{z)  =y-,' 


,,    cos  am  


h(z)  =  -7=  ü  tf/« , 

so    erkennen    wir,    dass  24.  das  Additionstheorem  für  den   Amplituden 
sinus  enthält. 

8.    Die  Additionstheoreme  für  cosamw  und  \amw  ergeben  sich  in  ähnliche 
Weise. 

Ersetzen  wir  in  No.  7.,   9.  und  10.  z  und  ;  durch  «  -H  C  und  z  —  ^  so  ei 
giebt  sich 

2d(25,2p).d  (2(;,  2p)  =  »(5-hO»3(5~0-H»,(«-+-C)»(«  -Q, 
2», (2«,  2p)  .  »1(25;,  2p)  =  d(5  -h  0  »3(s  -  ;)  -  »3(5  -^  r)  ö(«  -  C). 
Aus  No.  7.  13.  folgt 

e(0,  2p)«  .  0(20,  2p)  »(2C,  2p)  =  dW  »3(5)  »(C)  daC) . 
Femer  folgt  für  a;  =  0 

»(0,2p)«=iX0)»3(0). 
Dies  ergiebt 

1.    2»W  »3 iz)  &(0  &3 (C)  =  &(0)  »3  CO)  [»c^  ^  0  f>3 (^  -  0  ^  '^3  (^  -^-  ü  »(^^  -  V 

Aus  14.  ergiebt  sich 

8(0,  2p)»  »,(2^,  2p)  ft,  (2:,  2p)  =  »,  W  &,W  »lO  »jO  , 
und  hieraus  folgt  weiter 

2.  2 »,  («) », (2) »,  (0  »,  c)  =  m  »3  (0)  [»(2  +  0  ft,  (« -  y  -  «,  (*  H-  y »(« - :; 

Aus  1.  und  2.  erhalten  wir 

2»(«)>  »(0»  •  h{t)  >4(0 
=  &*(0)  /4(0)  •  »(«  +  C)  »(»  -  0  {h(z  -  :)  -H  /4(«  -h  0] 
2»«>»(C)V«^W/(0>''(C) 

=  »(o)>  >4(o)  ■  »(ä  +  0  d(«  -  0  [h{z  —  :)-  h{z  H- :)] . 

In  Rücksicht  auf  No.  7,  17.  folgt  hieraus 

h{Q)T{h{z  -  C)  +  h{z  +  0]  =  //(»)  AC) , 

>4(o)7'[>4(«  -  0  -  h{z  +  0]  =/w^w/(:)^(;) . 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Function  \  am7v . 
Aus  No.  7,  9.  und  11.  folgt  durch  Multiplication 

4ft(z  +  C,  2p)  »2(2  +  :,  2p)  »(«  -  :,  2p)  »j(»  -  C,  2p)  = 

»W  »,  W  [»3(0»  -  »«)*]  +  »(0  »3«  [»3«*  -  »W*] . 

Setzen  wir  in  No.  7,   11.  -?  =  t,  so  entsteht 
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Benutzen  wir  dies  und  No.  7,  1 3.,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  schliesslich  2  p , 
2z,  2C  mit  p,  «  -h  C,  z  —  C  vertauschen, 

2ÖW  Ö2W  HZ)  h(Z)  =  »CO)  »2(0)  [»(^  H-  0  »aC«-  0  -H  »»(^  +  0  »(^  -  0] . 
Auf  gleiche  Weise  gelangen  wir  von  No.  7,  10.  und  12.  zu 

2 ftj  (») »,  (»)  ft,  0  »,  C)  =  »(0)  »a  (0)  [»(,  +  0  d,  (,  -  0  -  ft, («  +  0  »(«  -  01 . 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir  in  Rücksicht  auf  No.  7,  17 
^(0)  T[ir(z  -Q+^(z  +  Q]  =  ^w^cc) , 

^(0)  T [g(z  -  :)  -  Hz  +  0]  =/(«)  /4(5)/(C)  /4(0  • 
Hieraus  folgt  schliesslich  das  Additionstheorem  für  die  Function  cos  atniv  in 
der  Form 

§  20.    Entwicklung  der   elliptischen  Functionen  in  unendliche  Produkte. 

1.  Eine  Function  9(2^)  sei  eindeutig  und  stetig  für  alle  Punkte  im  Innern 
einer  Curve  c  mit  Ausschluss  der  Punkte  a^,  a^,  ,  ,  ,  ak,  in  welcher  9  unend- 
lich sei. 

Wir  schliessen  die  Punkte  a^,  .  .  a/t  durch  verschwindend  kleine  Kreise 
aus;  alsdann  bilden  c  und  diese  Kreise  zusammen  die  vollständige  Begrenzung 
einer  Fläche,  innerhalb  deren  <p  eindeutig  und  endlich  ist.  Daher  ist  für  jeden 
Punkt  z  im  Innern  dieser  Fläche 

wobei  durch 

Integrale  über  ^,  bez   über  die  Kreise  um  a^,  a^,  ,  .  ak  angedeutet  sind,  alle  in 
positivem  Sinne  rücksichtlich  der  von  ihnen  umschlossenen  Flächen. 

Es  sei  /{z)  eine  Function,  die  für  alle  Punkte  innerhalb  einer  Curve  c  ein- 
deutig und  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  mit  Ausnahme  der  Punkte 

in  denen  sie  Null,  und  der  Punkte 

ßi  »  ßa »  ßs  •  •  •  P' » 
in  denen  sie  unendlich  gross  sei.    Alsdann  wird  /'(«) './(«)  =  dlf{z)  :  dz  unend- 
lich gross  in  den  Punkten  a  und  ß;  ersetzt  man  daher  in  1.  9(«)  durch  f(z)  './{z), 
so  hat  man 

(0  '  («/«)  '  (ß«) 

Bekanntlich  ist  (§  13,  13) 

(«)  («)  («) 

Wir  wollen  nun  die  Voraussetzung  machen,  dass  {z  —  a^^)  \f{z)  für  «  =  «^ 
endlich  und  von  Null  verschieden  sei;  da 
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z  —  OL  z  —  a 


so  ist 


Nun  ist 


/ 


/im  /W    =/'{ol). 


(3)  ^')  . 

geben   wir  zur  (Irenze  fiir  einen  verschwindend  kleinen  Kreis  über,    so  wird  mr   ( 
den    Perimeter    desselben    (/ — -ä)  :/(/)   constant  gleicb    ]:/'(«);    ferner  ist  Iw- 
kanntlicb 

•^^^^    /// =-2::/ /'(«), 


folfijlicb  ist 

3/  /^J§./<--2./. 


./ 


In  dem  Integrale 


i?. 


substituiren  wir  /  =  a  -4-  pd"r ;  hierdurch  entsteht 

Das  hier  vorkommende  Integral  enthält  die  Elemente  des  Integrals  3.  mfl 
einer  endlichen  (Grösse  multiplicirt,  ist  also  mit  :}.  zugleich  endlich;  lässt  man 
nun  o  \crscliwinden,  so  folgt,  dass 

für  jedes  i)ositive  /. 
l'erner  ist 

./  -j\t^  t  -  z '"  -  -  c  -  x)  />7) ''  -  [s  -  ?y^  J  7(7)  ^'  -  •^' ''' 


(j)  0)  (3) 


(3) 
Wir  machen  nun  die  zw  eite  \'()raussctzung,  dass  /{z)  •  (z  —  3x-)  fiir  z  =  [J;  \^ 

jedem    Werthe    von    /•    eine    endliche    und    von    Null    verschiedene    Cirösse  sei. 

Substituiren  wir 

.  .   _     1 

■^  .^^^^' 

so  ist  also  (:;  ~  '"ivK.W^i  liir  z  ^=  S/.  endlich  und  von  Null  verschieden;  da  nun 

so  ist 
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(?)  (ß) 

Aus  2.  bis  7.  folgt  schliesslich 

f{z)  1      /•/'(/)       dt  \  '         \  1 


/W         2ir/  J  /W      /  —  2         ^  —  a,   ^  z  —  ttjj  ^  •  •  ^  2  —  a^ 

1 ^ 1^_ 

2  —  ßi        ^  —  ßa        '  '        ^  —  ß/ ' 
Durch  Integration  folgt  hieraus 


//(^)  =  j 


6^//^  -h  /C 


(^-?i)(^-ß2)--(^-M' 


oder 

8.  /{z)==C.J'""     (^-«,)(*-«,)...(^-«*) 


wobei  zur  Abkürzung 


(«  -  Pi)  (^  -  ß»)  •  •  •  («  -  M ' 


/•7__L  /ZIW  _^ 


z 

(c) 

gesetzt  worden  ist. 

Wenn  nun  die  Anzahl  der  Punkte  a  und  ß  unendlich  gross  ist  und  keine 
endliche  Curve  alle  diese  Punkte  einschliesst,  so  kann  man  die  Curve  c  nach 
einem  bestimmten,  willkürlich  gewählten  Gesetze  unendlich  erweitem;  von  diesem 
(iesetze  wird  dann  im  Allgemeinen  der  Grenzwerth  abhängen,  gegen  den  das 
Integral  j  Udz  convergirt;  gleichzeitig  hängt  von  diesem  Gesetze  auch  die  An- 
ordnung ab,  nach  welcher  neue  Faktorengruppen  in  den  Zähler  und  Nenner  des 
Produktes  8.  eintreten.  Wir  erkennen  so  die  Möglichkeit,  dass  je  nach  der  Wahl 
dieses  Gesetzes  verschiedene  Entwicklungen  derselben  Function  in  Form  eines 
unendlichen  Produktes  erhalten  werden  können,  indem  dabei  die  Art  und  Weise, 
nach  welcher  die  Anzahl  der  Faktoren  des  Nenners  zugleich  mit  denen  des 
Zählers  unendlich  wächst,  verschieden  ist. 

Die  Constante  C  kann  aus  Formel  8.  eliminirt  werden  mit  Hülfe  des  Werthes, 
den  die  Function  /{z)  für  irgend  einen  bestimmten  Werth  der  Variabein  z  =  Zq 
annimmt.     Man  erhält 

z 

„    /r,^_^r,  ^  (^  -ai)(^  -«»)•■(»  -«*)   K-?i)(go-ßa)--(^o-ß/)    J^''" 

'^^^"■^^  "'■K-«,)K-«,)--(-"o--«4"(^  -ß,)(«  -?«)••(«  -W     "     • 

2.    Wir  wenden  diese  Entwicklung  zunäclist  auf  die  Function /(«)  =  sinz  an. 

Der  Sinus  von  z  wird  nur  flir  ein  unendlich  grosses  imaginäres  z  unendlich, 

und  verschwindet  flir 

z  ==  mi:  f 

wobei  ;//  alle  realen  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat. 

Wir  wählen  zur  Curve  c  ein  Rechteck,  dessen  Länge  der  realen  Achse 
parallel  ist,  und  das  symmetrisch  zu  den  Achsen  liegt;  die  beiden  zur  realen 
Achse  normalen  Seiten  legen  wir  durch  Punkte,  in  denen  sinz  nicht  verschwindet. 

Die  Seiten  des  Rechtecks  nehmen  wir  unendlich  fern  an. 

Für  das  Integral  U  haben  wir 


^    .    rr       Ccost       dt 
J  stnt    t  —  z 


(0 
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Für  alle  Punkte  auf  dem  Perimeter  des  Rechtecks  ist  /  unendlich  gross; 
daher  kann  in  dem  Integrale 

'—'(-7) 

durch  /  ersetzt  werden.  In  je  zwei  Punkten  des  Perimeters,  die  auf  einer  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  liegen,  haben  /,  sint,  dt  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe,  cost  denselben  Werth,  mithin 

cost    dt 

sini'  T 
entgegengesetzt  gleiche  Werthe;  folglich  zerstören  sich  je  zwei  zu  Gegenpunkten 
gehörige  Elemente  des  Integrales  U  und  es  ist  somit 

£/'=  0. 

Wir  erhalten  daher,  indem  wir  die  zu  entgegengesetzten  m  gehörigen  Faktoren 

vereinigen 

sing   _   z_    (s»   -ic«)(<»  —  4it»)(<»  —  9ic«)..  , 

smzo  ■"  «0  *  W  -  «•)  W  -  ^1^')  («o^  -  9tc^)  •  •  • ' 
Setzen  wir  Sq  "^  ^  ^^'^  machen  von  dem  Grenzwerthe  Gebrauch 


•=0 


1, 

\   *    / 

«=0 

so  erhalten  wir 

1.  .m,-,.  (1  _^)  ^1  _  J^J  (,  _iLJ  .  .  . . 

gdltig  für  jedes  endliche  z.    Diese  Gleichung  können  wir  durch  folgende  ersetiai: 

1 

eo 

wobei   das  Zeichen  J  I   bedeutet,  dass  alle  Faktoren  der  Form 

fiir  ji.  =  1  bis  ji.  =  00  zu  multipliciren  sind. 
Wird  unter 


-m 


das  Produkt  aller  Faktoren  /(m)  /(—  m)  für  alle  Werthe  m=  l  bis  «  =  00  ver- 
standen, so  ist 

a  —  s 

i Lv " '« + «/ ^ i L  «-i-«  ^ 4  L~r 

— m  — m  — m         *■ 

Also  folgt 

f  U  V         fn-haj  smai: 

3.    Die  Function  sin  am  g  wird  Null  für 

«  =  2»!  •  AT  4-  2«  •  K*i, 
und  wird  unendlich  gross  für 

z  =  2mÄ'4-(2«-+-  1)-Ä"i, 
daher  ist  die  Function 
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^K     f=0,  wenn  j?  =  wir -h  «« , 

IC       \=<x>,     „      ;8;  =  wir -h(« -h  i)T, 


wobei 


stn  am 

it^' 

T    =    /  • 


Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  die  in  No.  1  angewandte  Verwandlung 

gilt,  sind  hier  erfüllt;  denn  es  ist 

z  ^    ,.  z  —  m-R  —  ni  TT 

hm TT^fF-  =  ±  Itm 


,^    .         ^Kz  .         2Ar,  ^        2Ä" 

j/Ä  öw j/«  am  —  iz  —  mt:  —  ffz) 

IT  IC     ^  ' 


,.    stn  am  z 

hm =  1 . 


da  bekanntlich 

»=o       z 
Ferner  ist 

Hm  {z  —  iK^^  sin  amz  =^  lim  C  sin  am  (C  -+-  iJC) 

=  lim  —  .  -: =  -  . 

C=o  ^     stnamQ        k 
Da  nun 

so  folgt  zunächst,  dass- 

,  -    ■       •  2äÄ  IT 

hm  \z  —  -TZ  \  stn  am 


imlz  —  -r^  J  sif 


IC  2kÄ:' 

Da  ferner 

2Kz  2K 

sin  am =  ih  sin  —  [z  —  mi:  —  («  H-  1)t1  , 

IC  IC    "^  \  a/  j » 

so  folgt 

lim{z  —  p) .  sinam i  =  ih  -^, 

s=p  IC  2  ^  A 

wobei  wi:  4-  («  -h  ^)t  durch  ß  bezeichnet  worden  ist. 

Als  Curve  c  wählen  wir  ein  Rechteck  mit  unendlich  fernen  Seiten,  das  zu 

den  Achsen  symmetrisch  liegt,    und  dessen  Umfang  keinen  Punkt  enthält,    in 

2/C 

welchem  sin  am  —  z  verschwindet  oder  unendlich  gross  ist     Alsdann  ist 


1: 


m  n 


2Ar  —m  —n jr. 

Sin  am  —  «  =  62?«  — z •  Ji , 


IT  *« 


'J^^^C^  -  wie  ^  [« -hi]  t) 


—m       —«—1 

wobei  E  die  als  Faktor  auftretende  Exponentialgrösse  bezeichnet.  Hierbei  ist 
noch  zu  bemerken,  dass  im  Zähler  m  und  n  nicht  gleichzeitig  Nnll  sein  dürfen; 
der  hierzugehörige  Faktor  z  ist  vorausgeschickt  worden.     Femer  soll  mit 


7» 

TT 


-«-1 

das  Produkt  bezeichnet  werden,  das  entsteht,  wenn  man  jedem  Faktor  mit  dem 

l)ositiven  Werthe  «den  Faktor  zuordnet,  in  welchem  n  durch  — n  —  1  ersetzt  ist. 

Setzen  wir,  um  C  zu  entfernen,  <?  =  0 ,  so  erhalten  wir 


^,TUTCO-;^) 


1 .  Sin  am  —  z  =  —  z  •  -^^^^sSs-? t^ r  •  -c  • 

1: 


V»' 
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Wir  haben  nun  über  den  Werth  des  in  £  vorkommenden  Integrals  zu  ent- 
scheiden 

2  AT/ 


_i_  p^  <^-ir     dt  . 

/  stnaM 


dasselbe  erledigt  sich  ebenso,  wie  das  entsprechende  Integral  bei  der  Entwicklung 
von  sins. 

Für  jedes  endliche  z  kann  1 :  (/  —  s)  in  allen  Punkten  des  unendlich  fernen 

Rechtecks    c  durch   1 :  /  ersetzt  werden.     In  Gegenpunkten  des   Rechtecks  hat 

2  JCt                                           2  AT/ 
cos  am denselben  Werth,  sin  am ,  /  und  dt  haben  entgegengesetzt  gleiche 

IT  TC 

Werthe ;  es  zerstören  sich  mithin  die  zu  je  zwei  Gegenpunkten  gehörigen  Elemente 
des  Integrals  £/,  und  daher  ist  £/^  =  0  und  ^  =  1. 
Hieraus  folgt 


rt                                  2-^          2ä          ^f^     —n 
2.  sm  am  —  z  «=  —  z  • 

TC  IT  *•  * 


TITO  -  ^^) 


TiTlv^  ~  *.«+(«-H)x) 


—m      —«—1 

wobei  m  und  n  alle  ganzen  2^1en  von  0  bis  eo  anzunehmen  haben,  mit  der 
Beschränkung,  dass  im  Zähler  m  und  n  nicht  zugleich  Null  sein  dürfen.  Vor- 
läufig ist  dabei  noch  die  aus  der  Herleitung  fliessende  Bedingung  zu  beachten, 
dass  man,  im  Zähler  und  Nenner  immer  bis  zu  denselben  Werthen  von  m  und  n 
zu  gehen  hat 

4.  Wir  werden  nun  nachweisen,  dass  die  unendlichen  Produkte  im  Zähler 
und  im  Nenner  einzeln  convergent  sind;  damit  wird  dann  die  soeben  hervor- 
gehobene Beschränkung  gegenstandslos,  denn  der  Grenzwerth  des  Quotienten 
der  unendlichen  Produkte  ist  dann  unabhängig  davon,  wie  man  im  Zähler  und 
Nenner  m  und  ;/  unendlich  wachsen  lässt,  und  ist  einfach  gleich  dem  Quotienten 
aus  dem  Grenz  werthe  des  Zählers  uud  dem  Grenzwerthe  des  Nenners.    Wir  setzen 


m  H 


"■  7r7r('-;j^^.)=»-«' 


TT 

— w         — ti 
fft  » 


TTTTO-sinrFT«;)-»« 


— /«       — « 


und  untersuchen  diese  beiden  Functionen.  Bilden  wir  in  6j  (z)  das  Produkt 
aller  Faktoren,  fiir  die  n  einen  gegebenen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  s>o 
erhalten  wir  nach  No.  2,  3 


ßM 


die  Faktoren,  für  welche  «  =  0  ist,  geben 


ftt 


IZi'  -  ^.)  -  "r  ■■ 


— w 

daher  ist 


n 

2Ä'  ^^^sin  [n  x—  s) 


— •» 
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Nach  der  gleicbmässig  für  reale  und  complexe  Bogen  gültigen  Gleichung 

sin  OL  sin  ?  =  ^  [cos  (a  —  ß)  —  cos  (a  —  ß)] 
ist  sin  (« T  —  z)  •  sin ( —  « t  —  z)  =  ^ (cos 2nz  —  cos2z)  , 

Benutzt  man 

cos^n-:  =  ^  (^2/'«  »^_  e-^m-) , 

Jl«  n^  '  Sin{ —  «  t)    =   ^  (1 —  ^2/«':)2  ^-2ifn  ^ 

und  setzt  ^'^  =  ^,  so  erhält  man 


00 


^iW  =  —  «««•' J  I    - 


a  /-\  _  -  —  «.-^  -      I  I     ^  "■  2  ^2«  r£?j  2  Ä  -f-  ^« 


1 

__  2^    .        (1  —  2^g  cos2z  -h  y^)(l  —  2^^  cos2z  -f-  ^»)(1  —  2 $^6  cos2z  h-  yt  ^). . . 

Da  /T  =  —  tcAT'  :  A',  so  ist 

^  =  e     A- 
ein  realer  echter  Bruch,  folglich  der  Nenner 

(1— ^2)«(1— ^*)Mi  — ^*'')^  •  •  •  • 
convergent. 

Das  unendliche  Produkt  im  Zähler  ist  von  der  Form 

(i-hifi)(i  -^-«5)(l-^■^3)  .  .  .  .; 

dasselbe  convergirt  bekanntlich,  wenn  die  Reihe 

(5«     "T"    *0       i~   Z o    "T"     •     •     .     • 

convergirt,  und  diese  convergirt  mit  der  Reihe 

modz^  H-  modz^  -H  modz^  4-  .  .  . 
Es  kommt  daher  in  unserm  Falle  auf  die  Reihe  der  Moduln  an 

niod{^'^—2q'^*'cos2z)  =  q"^»  mod  {<jf^'*^  2  cos  2  z) . 
Der  Quotient  zweier  benachbarten  Glieder  der  Reihe  dieser  Moduln  ist 

a'^"'^^— 2  cos  2  z 

q^  •  mod 5 -^ ^r- . 

y  qin  ^^cos2z 

Wächst  n  unbegrenzt,  so  nähert  sich  diese  Zahl  dem  Grenzwerthe  q^\  da 
nun  ^2  <^  1,  so  folgt,  dass  die  Reihe  der  Moduln  und  mithin  auch  das  unend- 
liche Produkt  im  Zähler  convergirt. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  B^  (z)  dir  jedes  endliche  z  convergirt 
In  dem   unendlichen  Produkte  9(s)  nehmen  wir  ebenfalls  alle  Faktoren  zu- 
sammen, die  zu  einem  gegebenen  n  gehören;  das  Produkt  derselben  ist 


9H 


I  ^[         wt: -h  («4-i)Tj  sin(n-^\^x 


— m 

Daher  ist 


H 


sin  [(«  -+-  i)  X  —  z\ 


sin  («  4-  ^)  T 
—«-1 

Das  Produkt  zweier  zusammengehörigen  Faktoren  ist 

sin  [(«  -h  -J-)  T  —  z\  sin  [(—  n  —  -J)  x  —  z\ 
sin  («  -h  i)  T  sin  ( —  n  —  •^)  t 
Dieselben  goniometrischen  Formeln,  die  bei  der  Reduction  von  6i(ä)  ange- 
wandt worden  sind,  liefern  jetzt 

1  _-  2  ^2«-i-i  cos2z  -^^  ^«-»-2 
(l-^2«+i)2  • 
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Folglich  ist  • 

.  (1  —  lg  cos  2s  4-  q^){\  —  2^>  cos  U  4-  ^•)(1  —  2f  ^  cm  2s  +  f*»)  ,  ,  . 

^W  ^  (l-^)«(l_^i)l(l-^»)« • 

Die  Convergenz  des  Nenners  erhellt  ohne  Weiteres;  die  des  ZiUeis  hangt 
von  der  Convergenz  der  Modul-Reihe  ab,  deren  allgemeines  Glied  ist 

^»••-Hijw</(^+i  —  2  ^Äf  2f) . 
Der  Quotient  zweier  benachbarter  Glieder 

.^*'^— 2^<>x2« 
?  ^^^«-+i-2^w2s 
bat  den  Grenzwerth  q^,  folglich  convergirt  6|(s). 

Wir  haben  somit  schliesslich  die  Ütr  jedes  endUcbe  s  gä9t%e  läitvUing 

%  stn  am  -^ —  s 

IC 

2K    .       (1  ■>-  2^»  w2<  -h  ^^)(1  --  2g^cos%$  H-  f  ^)(1  —  2f •/^«ras  ^  ^it) , . . 
=    Tc    *'*''(l--2^  ^^^2«4-f«)(I--2^»f^x2«4-f«)(l  — 2j^»r#r2jf-|-^»«)... 

5.   Zwischen  den  beiden  Functionen  6(s)  und  Bi(m)  findet  ein  lanfiMber  Zu- 
sammenhang statt,  den  wir  zunächst  aufdecken  wollen«    Es  ist 

— *•    — «—i 
Wir  wollen  die  Combination  jmt  ■■  0,  n  »  0  ausschliessen;  dem  zugehört 
Faktor  2s :  t  müssen  wir  dann  voranstellen  und  hshen  alsdann 

—  m         —H—l 

Da  nun 
so  ist 

m  n  m  n 

—m       — n--\  —m       — «— 1 

In  dem  für  ein  gegebenes  von  Null  verschiedenes  m  gebildeten  Produkte 


I  U  \  ^^  "*"  '^ V 


-n-\ 

hat  «  die  Werthe  anzunehmen 

Ol  2         3       .  .  . 

—  1»  —2'  —3'  —4'  .  .  . 

während  für  das  Produkt 


{ 


I  ^\         mi:  -I-  n'z) 


— H 

die  Werthe  für  n  sind 

"1         2  3 


V 


—  V  —V  —V   ,  ,  , 
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Hieraus  folgt 

TOl-—^—\=T^(l-—^—\.  '''"(i     '  \ 


3. 


—H — 1  — H 

M  n 


—  H — 1  — « 

Ist  /«  =  0,    so  ändern  sich  die  Werthsysteme  für  n  nur  insofern,    als  die 

Werthe  0  in  beiden  wegfallen;  die  Gleichungen  3.  gelten  also  auch  für  diesen 
Fall.     Aus  3.  folgt  weiter 

m            n  m  n                                                             m 

PH                   fl  9H  H                                                                                          fH 

— m      —«—1  — tn  —H                                                       — m 

Nach  No.  2,  3  ist 


m 


TTf  1  -  -^—)  = 

I    ^\  »ITC  fl'Zj 


sin  («  4-  «t)        ^'(«•+-'«)  —  ^-i(*-»-«T) 


sm  WZ  e""  —  ^-'«f 


Da  iz  eine  negative  Zahl,  nämlich  —  izIC* :  K,  ist,  so  folgt 


m 


lim 

— m 

ebenso  ist 

m 


TTfi ^— )  =  .— , 

I  ^  \         mtz  —  ffz) 


»=00 

— m 


Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

Ersetzt  man  hier  z  durch  {z  —  J^  x) ,  so  erhält  man 

Die  Function  8i(«)  geht  also  bis  auf  einen  bestimmten  Faktor  in  %{z)  über, 
wenn  man  z  durch  {z  —  ^  t)  ersetzt 

Ersetzt  man  z  durch  —  z  und  beachtet,  dass 

e(-*)  =  %{z),    e,(-«)  =  -  e,(«), 

so  entsteht  aus  5.  und  6. 

Ersetzt  man  in  6.  z  durch  ^  H-  t  und  benutzt  8.,  so  entsteht 
9.  e(«  -h  t)  =  —  ^-'('»-K)  e(*) . 

6.    Die  Function  %{z)  ist  periodisch  und  hat  die  Petvodfc  t.^  ^\fc  SsX  Skctsrss. 


I 
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endlich  fUr  jedes  endliche  s;  hieraus  folgt,  dass  sich  B(<)  in  eme^otnuER^sche 
Reihe  entwickeln  lässt,  die  fUr  jedes  endliche  s  gilt,  und  die  Form  hat 

9(.)-2-<- ■<■■•'. 

Ebenso,  wie  die  Entwicklung  einer  Function  nach  steigenden  und  faUenciai 
Potenzen  der  Variabein  nur  in  einer  Weise  inCglich  ist,  kann  auch  die  djmn 
engstens  zusammenhängende  Entwicklung  in  einer  Fourier' sehen  Reihe  nur  in 
einer  Weise  existiren.  Wenn  daher  Ewei  Entwicklungen  derselben  FuDclion 
vorliegen 

so  folgt 

A»  =  A 

flJi  jeden  Werth  von  «. 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  und  der  Functionalgleicttiing  No.  5.  9  sind  wir 
im  Stande,  die  CoefBdenten  A^  tu  bestimmen,  bis  auf  einen  constanten  altes 
gemeinsamen  Faktor.    Ersetzen  wir  in  der  Gleichung 

die  Variable  e  durch  a  -i-  t,  so  entsteht  > 

e(«  +  t)  =  lA,e-^  ■  «-'S*, 
aus  No.  5,  9  folgt  femer 

e(«  +  T)  =  2(— .4,)-«-rt.<(— 11.».. 
Vergleichen  wir  in  diesen  beiden  Entwicklungen  die  Cuefficienten  r"**,  ao  folgt 

oder  AnC-'*''^  =  —  A^+i  ■e-(f+^*-^; 

dies  ergiebt  . 

wobei  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet 

Wir  haben  somit  den  Satz:  Jede  eindeutige  Function,  die  die  reale 
Periode  i;  hat,  der  Fiinctionalgleichung  genügt 

/(.  +  T)    =    -    <«>«)/(.), 

und  für  jedes  endliche  a  endlich  ist,  giebt  die  FoURiER'sche  Entwicklung 


^S- 1)-'-'-*+'- 


wo  alles  bis  auf,^  völlig  bestimmt  ist;  jede  solche  Function  ist  daher  von 
e(E)  nur  durch  einen  Constanten  Faktor  verschieden. 

7.    Setzen  wir    —  /t  ^  p ,    also    -  =  ip ,    und  vertauschen  wir  «  mit  —  i, 
so  erhalten  wir  sofort  die  Beziehung 

1.  »(.)  =  A  ■»(,). 

diese  Gleichung  lehrt,  die  fundamentale  Thetafunction  S(s)  in  ein  unend- 
liches Produkt  zii  verwandeln;  die  Verwandlung  ist  bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor A  geleistet,  der  noch  bestimmt  werden  muss.  Setzen  wir  «  t=  0,  so 
entsteht 

6(0)  =  A  .  Ö(0) . 
Da  nun  8(0)  =  1,  so  folgt 

2.  6(.)  =  glj.ft(.). 

Nach  No.  5,  5  ist 

.--U  +  i't) 

da  nun  bekanntlich 
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SO  folgt 

Setzen  wir  .'n  dem  Quotienten 


I  W    J   L  \  mt:  -^  nz) 


2  =  0,  so  erhalten  wir 

4.  Ä.««(')-2^         ^ 


»iW       «     »,'(0)- 

Da  nun  nach  3.  das  Verhältniss  %i{z):  ^i(z)  constant  ist,  so  folgt  schliesslich 

Hierdurch  ist  die  Function  B,  (ä)  durch  das  unendliche  Produkt  öj  («) 
ausgedrückt. 

Wir   wollen    noch    zeiren,    wie  ft(0)  durch  ein  unendliches  Produkt  ausge- 
drückt werden  kann.     Nach  2.  ist 
(1  —  2^cos2z  -f-  (/^)(1  —2q'^cos2z  4-  ^^)(l  —2^^cos2z-h^^^)  .  .  . l_ 

(1   _  ^)2  (1   —^3)2(1  _  ^:.)»   ...  —  0(0)  *H«)  • 

Wir  setzen 

6.  -^)-(^-  9)'  (1  -  ?')'  (1  -  ^')'  •  •  •  =  ^(^). 
und  haben  somit 

(1  —  2^ cos  2z  -+-  ^^)(1  —  2^3  ^^j2js:  -h  ^^)  .  .  . 
=  ^(^)  (1  —  2^  ^^J  2«  4-  2^*  cos  Az  —  2q^  cos  6a:  4-  .  .  .) . 
Ersetzen  wir  hier  z  durch  .^t:,  so  entsteht 

7.  iP(4r)  =  — L-  (1+  qy  (I  +  ^3)j  (j  ^  g,y  .  .  . 
Aus  (i.  und  7.  folgt  durch  Multiplication 

Setzen  wir  in  6.  g^  statt  ^,  also  2  p  statt  p,  so  erhalten  wir 

^(?')  =  »(äVp)  (^  -  ^*)'  ('  -  ^*)*  (^  -  i'»")»  •  •  • 

Nun  ist  nach  §  19,  No.  7,   13  für  2  =  0 

ö(0,  2 p)>  =  »(0)0,(0), 
mithin 

10.  i^{,^y  =  ^^^  (1  -  ,^y  (i  -  ^«)^  (i  -  ^-)* . . . 


0. 


Durch  Division  folgt  aus  8.  und  10. 

mi_v i 

U(?»)J  ~  (1  -  ?»)»  (1  -  9'y  (1  -  yio)»  •  •  • . 

^(y) 1 

^(^»)  ~  (1  - 7») (1  - ^«)(i  - 7'")  •  •  •* 

Hierfür  schreiben  wir 
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II        ^M^     _    (i-g*)(i-g^)(i-?")(i-^')  ■  ■  ■ 
'    ■«(?•)      (1 -?'){i-v')(i-i'*U»-'/'')(i-?"')- • -' 

Ersetzen  wir  hier  der  Reihe  nach  ^  durch  g',  ^,  q*,  q^*,  ...  mnltipl 
alle  Resultate  und  bemerken,  dass  nach  6. 

limR^q')  =  1, 
un0  dass 

^(1  _,i.i-)(i  _,j.r)(,  _^i-)(l  _^r) ,, 

K)  erhalten  wir  aus  11. 

'*■  '(»'  -  (1  -  ?>)(1  -^)(.\-  ?•)(!  -?'•)...■ 

Hieraus  eigiebt  sich  nach  6. 
13.      8(0)  =  (1  _  y)  (1  _  ^t)  (i  _  y») .  . . .  (1  _  ^)  (1  _  ^>)  (I  -  ^») . . . . 

Benutzt  man  die  Identität 

1 

~Ci-?)(i-?')(i-f')---' 

so  kann  man  statt  13.  auch  schreiben 

8.   Vergleichen  wir  <fie  beiden  Entwicklungen 
,  .         2Ä-  1       »i(«) 

^-  ^'^'^^'  =  Y=k-'Wy 

%K         9,(«)  ^    .         V  VT     ,    „ 

und  sm  am  —  t  =  -4y4 ,         d.  i,  nach  No.  7,  2.  und  .i 

It  B  (S) 

_2Ä-    '  fr(0)     ftjW 
-   «    ■&,'(0)"  »(«)' 
so  folgt  die  Gleichung 

die  auch  aus  1.  fiir  «  =  0  hervorgeht. 

Aus  No,  7,  3  und  5  folgt 

SJS-       1  .     ,    MzJjp) 

"*■  .:    ■97(0)=""^'         »(0)         ■ 

Der  besondere  Werth  6,  ( —  ^  »>)    ergiebt  sich  aus  9i(e)  wie  folgt.    1 

.«(- '»  -*(,¥+ ,=f^)  =  i  (f "'+  ?) . 

folglich  ist 

(1  —  2?3-fw22  +?*")=   1  ~  q^--^  —  ?'"+'  +  ?*■ 
=  (l_^3-i)(I_^a.+t). 

Hieraus  ergiebt  sich  (No.  4,  1) 

'•?*e,^-2^j  =  -^.^^..(i-?) (i_,.).(i_,.).(i_,.jr 

A-    O-g)'   (1  -?■)■(!  -?')'... 

".V7<i-?')'(i -?')'(! -?•)'■■■■ 

Daher  ist  nach  3. 
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2A'    ^ K    (1  —qY    (1  —q^y{\  —  q^Y  -  ^  • 

r:  '  ö'(0)  -  r.yq  (1  ~  ^^)'^'(1  -  ^*)^(1  -»^  •  •  • ' 
und  nach  2. 

*•  r       ^  »^  ^  '  (1  —  ./)2    (1  -  ^3)3(1  -  Py  .  .  ".  • 

Dies  fiihren  wir  in  No.  4,  2  ein  und  erhalten 

2Ä'  2  t/7  (1  —  2^2^c7j22  H- ^*)(l  —  2^*r^7j22-f- //f*)  .  .  . 

0.      Sin  am  —  z  -=  — ;=--  •  sinz  •  ,- ^^ 7: öm ^^ — ü TU ex • 

^  yk  (i  —  2^  r^522   ^-  <;^*)(1  —  2^'*r^522  4-  ^*^)  .  .  . 

9.    Um  auch  für  die  Functionen 

cos  am  —  z     und     a  am  —  z 

TT  :: 

unendliche  Prodikte  zu  erhalten,  ersetzen  wir  zunächst  in  No.  7,  5  die  Variable  z 
durch  ^n  —  z.     Hierdurch  erhalten  wir,  wenn  wir  No.  8,  2  berücksichtigen 

*  \2         ;        \}{{))yk      ^2         /        B(0)-)/>6    ^^' 
in  Verbindung  mit  No.  7,  2 

1 


ew=^ÄW, 


2« 


3.    cos  am 


und  cos  am  —  z  =  1/    /  •    a/  s 

liefert  1. 

^^X  <7W  2r   =  V  AT    •  777-r 

1:  ^  fi{z) 

IKyk'         ^   {\'^1q^cos1z^q^\\-\^1q^cos1z-^q^\.   (1  — ^/)2   (1— ^-Q'-^Cl— ^'Q^. 
—       t:  "     •  ^^«^^ •  (1  __2^  r^j224-^2)(l— 2^V^j22-h/7ö).. '  ( 1  -1]^^  — ^*^^(T— 7') ""  * 
Benutzt  man  No.  8,  4,  so  erhält  man  einfacher 

?^._9l^'    V,    ..c,    (1  +  Iq^coslz  +  ./■'XL  +  IqUoslz  +  ./")  .  ■ 
„  2-^  f^  >i'»'^"  ^"^'^ '  (1  _  2(7  >w2«  +  i^2)(i  _  2ys<:w22  +  5^«)  • . ' 
Wir  ersetzen  femer  in  No.  7,  2  «  durch  J 1:  —  s  und  erhalten 

In  Verbindung  mit  No.  7,  2  und 

V        2ir  /-,     »aW 

TT  "^  ö  (^) 

liefert  dies 

r.  ^  H(«) 

_    y-,     (1  -h  2qcos2z  -h  y'-^)(l  -h  2y3r^^2;g  -h  </<^)(l  -h  2q^cos2z  -h  q^^).  .  . 
—  y>t   .  ^--_  2^cos2z  -h  ^2)  (1  __  2q'^cos2z  -h  ^«)  (l  —  2q'Uos2z  -hq^~^77.  ' 

Die  Gleichungen  2.  und  3.  ergeben  für  ä  =  0 


5. 


(1_^)J  (1  _  ^3)2(1  _^:.): 


(1  H-  i')»  (1  +  g^y  (1  +  f  5)»  .  .  .  • 
Aus  4.  und  5.  folgt 

2Ky'i'      ■  (1  —  ^a)«(l  —  ^♦)i'(l  —  ^«)»  .  .  . 


Y. 


jc       ~  (H-y»)'(l  +?*)»(! +^«)»---' 


»* 
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SA-       (1  +  ^)«(1  -  y«)»(l+y«)«(l  — y*)*.. 


8. 


Aus  7.  und  5.  folgt  durch  MultipUcatkm 

2Kk'       (1  -  y)» (1  -  g»)»(I  -  y»)» (1  -  f*)« 

«      ~  (l  -+-  y)»(l  -+-  f*)»(I  +  f*)*(l  -H  y*)* 
Vergleicht  man  dies  «ait  No.  7,  14,  so  erhält  man 


•   • 


*>- 


=  |/?^*' 


9.  »(0)        ,      ^ 

Die  Nullwerthe  von  ftj  und  ft,  können  durch  die  Coastanten  des  ellipd 
Integrals  ausgedrückt  werden,  indem  man  9.  mit  den  beiden  Gleichungen  veri 

»»(0)   ^. __m 

(0)'      •'*  ~  »,(0)' 
Aus  der  letzteren  folgt  zunächst  

10.  »,(0) = y^, 

und  hieraus  weiter 


y^='^ 


11.  »,(0) 


ym 


10.  Die  Thetafunctionen  geben  brauchbare  Mittel  zur  numerischen  Bered 
elliptischer  Functionen. 

Zu  einem  gegebenen  Modul  k  hat  man  zunächst  die  Zahl  ^  zu  beiec 
Dazu  geht  man  am  zweckmässigsten  von  der  Formel  aus 

^      "*  »$(0)  ""  1  -+-  2i^  -h  2^  -h  2^»  -h  2^1« • 

Hieraus  folgt 


2     i^yj'        1  -+-  2^^*  -+-  2^16  -+-  2^3«  -h  .  .  • 

Bezeichnet  man  die  bekannte  linke  Seite  mit  X  und  führt  die  Division  n 
aus,  so  entsteht 
1.  X  =  ^  —  2^»  4-  5^9  ~  10^1»  -+-  18^1^  —  32^>i  -+-... 

Setzen  wir  ^  =  ö|  X  -h  Ö3  X*  -+-  Ö3  X*  -h  .  .  .  in  diese  Gleichung  ein,  sc 

stimmen  sich  a^,  Ö3,  ^3  .  .  .  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  vc 

Zunächst  erkennen  wir  leicht,  dass  mehrere  der  a  verschwinden.     Da  ^^  m 

beginnt,  so  folgt 

^2  =  ^3  =  ^4  =  ö» 
also  ist  ^  von  der  Form 

^  =  öjX  H-  flgX^  -h  ögX*  -h  .... 

Dann  enthält  aber  ^*  nur  die  Potenzen  X'*,  X^,  .  .  .  . ,   und   ^'   beginn) 

X*,  folglich  ist 

^6  =  ^7  =  ^8  =  ö. 

Nun  enthält  g    die  Potenzen     X,  X*,  X^,  .  .  .  . , 

//*  X5      X9      >13 

y  „  „  A    ,     A    ,     A  •     •     •  I 

z;»  X9     XI 5 

y  ,,  ,,  A    ,    A  •    .    .  , 

folglich  ist  öjQ  =  öji  =  öjj  =  0 . 

Hieraus  geht  hervor,  dass  in  (/^,  q^  und  ^^  *  hinter  X'  *  sofort  X^^  folgt,  al 


•)  Wttteic  verwandte  Yoimön  s.  'iK.cow.,  Y>axAassv«Ä».  \än^  -^^wi^,  >kV>^ V 
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Dies  bedingt  wieder,   dass  in  q^^  q^,  q"^^,  q^"^   nach  X^^  sofort  X^^  kommt, 
ist  daher 

ithin  ist  q  von  der  Form 

^  =  flX  -+-  ^X5  -h  ^X»   4-  //X13  -f.  ^Xi7   4-/X21   4.  .  .  . 
Anstatt  dies  in  1.  einzuführen,  ist  es  zweckmässiger,  für  X  aus  1.  den  Werth 
2.  einzusetzen.     Man  bildet  zu  diesem  Zwecke 

X5    =  ^5  _  10^»  H-  65^13  _  330^17  4_  1420^21  _  . 

X17  =  4.         ^17  _  34^21   ^_ 

X21  =  4-           ^»1   _  . 
Lcl  erhält  die  Gleichungen 

fl=l,         —  2-4-^  =  0,  5—   10/^  4-^  =  0, 

--   10  -f-  65^  —  18r  4-  //  =  0 ,  18  —  330<^  4-  189r  —  20^  4-  ^^  =  0 , 

—  32  4-  1420^  —  800^  4-  65^  —  34 r  4-  /  =  0 . 
Diese  Gleichungen  ergeben 

^  =  2,     r  =  15,     //  =  150,     ^  =  1707,    /=  57470, 
50  ist 

^  =  X  4-  2X5  4-  15X9  4-  150X^3  4.  1707X17  4.  57470X^1    -4.  .  .  . 

Für  eine  Genauigkeit  bis  zur  fünften  Decimalstelle  gentigen  die  ersten  beiden 
lieder  dieser  Gleichung,  sobald 

15X9  <  0,00001 ,     also     X  <  0,2 . 
Hieraus  ergiebt  sich 

/-        3  _ 

yT'  >  y  ,       >^  <  0,983  . 

Die  ersten  drei  Glieder  genügen  bei  einer  Genauigkeit  bis  zur  sechsten 
teile,  wenn 

1 50X1  a  <  A  ^      also     X  <  0,28  , 
lU" 

V^'>y-,      >&<  0,992, 

nd  bei  einer  Genauigkeit  bis  zur  fiinften  Stelle,  wenn 

k  <  0,9995. 

Aus  q  findet  man  K  (wenn  man  nicht  vorzieht,  K  aus  k  nach  den  früher 
litgetheilten  Methoden  direkt  zu  berechnen)  aus  der  ausserordentlich  rasch  con- 
ergirenden  Entwicklung  No.  9,  9 


V 


2AJ&' 

=  1  —  2$^  4-  2^*  —  2^9  4-  2^^«  —  2^«5  4- 


Da  q  selbst  fiir  grosse  k  stark  von  1  abweicht,  so  genügen  in  den  meisten 
allen  die  ersten  drei  Glieder.  Schliesslich  findet  msin  sinapiw,  cosamw,  ^amw 
US  den  ebenfalls  sehr  rasch  convergirenden  Thetaquotienten  §  19,  No.  5,  15,  IG 
nd   17. 

Man    kann   diese  Gleichungen  auch  dazu   verwenden,   w  zu  finden,    wenn 
n  am  w^  cos  am  w  oder  \amw  gegeben  sind,  also  dazu,  ein  elliptisches  Integral 
rster  Art  aus  dem  Modul  und  der  Amplitude  zu  berechnen.    Wir  bediwÄTv  >\xä 
azu  am  zweckmässigsten  der  Gleichung 


I  n  Etgr^ilrec  linuDg. 


Ad/M  7('  =  yi'  ■ 

1  -  ^qcos^-^  +  iq*  ''«  -J^  -   -  ■ 

Setzen  wir  it«':Ä"=»,  s. 
1      ^amw-yi' 

3   folgt 

c<w2p-l-y»c«6»  +  ?»*  ^flj  lOff -t- . . 

2?      ÄÄBtt-H-T/*' 

1  +  2^*f«w4»  + Sy'^fwSi»  +  . . 

Die  linke  Seite  ist  bekannt;  wir  bezeichnen  sie  mit  S  utid  eriialten 
f«2fi  =  5(1  +  iq^coslv  +  2f^*et»Sv  +  .  .  .) 

In  den  meisten  Fällen  ist  f  so  klein,  dass  2f*  vemacblässigt  weiden  b 
alsdann  hat  man  einlach 
6.  f«2p  =  « . 

Ist  dieser  Weith  nicht  hinlänglich  genau,  so  benutzt  man  ihn  als  etste 
näherung  und  berechnet  einen  genaueren  Werth  c'  nach 

ecsiv'  =  8(1  +  2f*eosiv  ■+■  if^'eosiv  -t-  .  .  .) 
—  (f*«j6»  +  ^**eoslOv  +  -..). 

Wenn  6  nicht  sehr  klein  ist,  so  .stimmt  dm  Vorzeichen  von  cosio  —  i 
dem  von  i6^*effs4v  überein.  Ist  nun  iSf*  rffs4D  positiv,  so  ist  der  xu 
folgende  Weith  von  eesZtr  zu  klein,  der  aus  7.  rblgende  Wenh  grösser,  aber  in 
noch  zu  klein;  ist  dagegen  a^£0s4B  negativ,  so  ergiebc  sich  eosiv  au;  i 
gross;  die  aus  7.  folgende  zweite  Annäherung  ist  zwar  kleiner,  aber  immer  i 
zu  gross;  denn  So  ist  spitz  und4f  ist  nach  der  Vornussetzung  stumpf.  In  l« 
Fällen  erhält  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  dei-  Gleichung  7-  eine  R 
von  Werthen  v',  v",  v"',  ...  die  sich  dem  richtigen  Wcrthe  immer  mehr  niV 
In  sehr  vielen  Fällen  wird  »'  bereits  genau  genug  sein. 

§  21.   Die  elliptischen  Integrale  zvreiter  und  dritter  Art. 
1.    Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  §  17,  No.  8,  9 


Jl/t^^'  ""^/^ 


1  +).«») /(l  —  «*}(1  —*»*>) 


werden  nachjACom*)  als  elliptische  Functionen  betrachtet,  indem  n 
neue  Variable  w  durch  die  Gleichung  einfiihrt 


w,  also     H'  =  I  — 


Durch  diese  Subsritution  ergiebt  sich 


//[^^«=> 


Jacobi  bezeichnet  das  letztere  Integral,  zwischen  den  Grenzen  0  und  ri- 
nommen,  als  Integral  zweiter  Art;  wir  schreiben  dafür  6(w)  und  haben  dahe 

Ersetzt  man  \amw  durch  sinamw,  so  folgt 


•>  Jacobi,  Fundamenta  tiova.,  %  O- 


§21.     Die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art.  799 


w 


6(«/)  =r  w  — jk^  sin^amw  dw . 


In  dem  Integrale  dritter  Art  setzen  wir 

X  =  —  k^  sin^aniT. 
und  machen  wieder  die  Substitution  1.;  dadurch  entsteht 

d7i' 


J(l  +X««»9)A^      j\- 


k^  sin^  am a  sin ^  amw  ' 

Wird  das   letztere  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  7a  genommen,   so 
erhält  man  sofort 

/dw                  Ck^  sin'^amoLStn^amwdw 

1 — k^sin^amtksin^am^ü  j  \  — k^  sin^atnasin^amw 

0  0 

Wir  werden  nun  zeigen,    wie  die  beiden   Integrale,    um  die  es  sich   noch 

handelt,  nämlich 

w  w 

w  dw 


r  -    .  -  _  .    r         k^sm^amw 

\k^stn*amwdw     und    I— 7^    .  ^   

j  J  1  — k^stn^amti 


stn*amw 
0  0 

auf  Thetafunctionen  reducirt  werden  können. 

2.    Vorher  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  diese  beiden  Integrale  vom 
Integrationswege  abhängen. 

Die  Function  sin  amw  wird  unendlich  in  den  Punkten  7v  =  '2mK-{-  (2«  -h  1)Ä''  •  /, 
wobei  m  und  n  ganze  Zahlen  sind;  wir  haben  daher  nach  §  13,  13,  3 

sin^  am  [2mK  -f-  (2«  H-  ])X'  -  i  -+-  w] 
für  die  Umgebung  des  Punktes  2/«Ar-H  (2«  -+-  1)Ä''  •  /  in  eine  Reihe  nacli  auf- 
und  absteigenden  Potenzen  von  id  zu  entwickeln  und  den  Coefficienten  von  1  :  U) 
zu  beachten.     Da  nun  bekanntlich 

sin^  am  [^mK  -f-  (2«  -^  \)K'i  -t-  tri  =  tö-t^ 

^  ^  ^  '       >e*  sm^  amxo 

m 

und  diese  Function  für  entgegengesetzt  gleiche  U)  gleiche  Zeichen  hat,   so  folgt, 

dass   in   der  verlangten  Entwicklung  nur  gerade   Potenzen  von  w   vorkommen; 

folglich  ist  der  Coefficient  von  U)— 1  gleich  Null.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

Das    Int  e  gr  ai\  fsin^  amw  dw  über  eine  kleine  Curve  erstreckt,   die 

einen  Ausnahmepunkt  einfach  umkreist,  verschwindet;  das  Integral 

ist  daher  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  der  Variabeinebene. 

Die  Function 

sin^amw 


1  —  k'^  sin^  amoLsin^  amw 
wird  nur  in  den  Punkten  unendlich  gross,  für  welche 

1  —  k^  sin^  amoL  sin^  amw  =  0 , 

also  sin  amw  =  ib  -^—. . 

kstnamtx 

Hieraus  folgen  für  w  die  Auflösungen 

«/=  ihaH-  2wAr4-(2/i  -h  l)Ar'/. 
Setzen  wir  nun 

«/  =  ih  a  4-  2»iA:-h  (2«  -h  l)Ar'/ 4-  tt), 
so  erhalten  wir 

sin^  amw  1  1 


1  —  k^sin^  am  ctsin^  am  w       k^     sin^  am  (\o  ±:  o)  —  sin^  amnS 


8oo  Integnürechnuiig. 

Ist  Q}  SO  klein,  dass  höhere  Potenzen  von  tu  gegen  die  erste  zu  ver 
lässigen  sind,  so  ist  nach  dem  Additionstheoreme 

sin  am{XD  dz  a)  ss  dz  sin  ama  +  cos  amaHama  •  to  . 

Folglich  ist,  über  eine  verschwindend  kleine  den  Punkt 

db  a  -H  2«Ä' -h  (2«  -h  1)A^/ 
einmal  umkreisende  Curve  ausgedehnt, 

/[ sin^amw 1 /V» 
1 — k^  sin* am  üL  sin^ am  w                   2k*sinam%€osama^amaJ\o 


IT/ 


k*  sin  am%cosamfiAam  %' 
Hieraus  ergiebt  sich:    Das  Integral 


/1 


sin^  amw 

dw 


1  —  k*  s  in*  am  a  sin*  amw 
ist  unendlich  vieldei^tig  und  hat  den  Periodicitätsmodul 

k*  sin  amacosamaä^ama ' 
8.   Nach  §  19,  No.  17,-17  ist 

TC  IC 

Ersetzt  man  hier  C  und  z  durch  r-»a  und  ö~>p^'  ^^  erhält  man 
»(0)*  ■  —- 7 A—^, r» =  1  —  *»  sm'ama  sin^amw . 

» (5) » (5) 

Wir  nehmen   beiderseits   die  T.ogarithmen    und   differenziren  dann  nacl 
dadurch  entsteht 

k'^^sin  am  a  cos  am  alama  sin  ^  am  w 
1  —  k*  sin^amoLsin^amw 

^-  ^«^2Ä'        1     ^«*^      2Ar  1     ^«*^    ~2Ä^~ 


jrca  2           7t(tt/-ha)           2            t.{w  —  ft) 

2A'  2A'                              "2A' 

Da  nun 

r(tt/-l-a)  r(«/-4-a)                      ::(«'—«)         ^^  i:(w  —  g) 


dtL  dw         '  d(k  dw         ' 

so  erhalten  wir  aus  1.,  wenn  wir  mit  dw  multipliciren  und  zwischen  den  Gren 

0  und  w  integriren, 

«» 

_  *>&^ sin  am  a  cos  ama^  am  ti sin^  am  w  dw 
2. 


/' 


2  —  k^sin^  am  a  sin  *  am  w 

^«ft  2^^  1  ^     2Ar 


^.ita  2       7:(«/-ha) 
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Der  Periodicitätsmodul  des  links  stehenden  Integrals  ist  irr,  ihn  besonders 
hinziizuftigen  ist  wegen  des  rechts  stehenden  Logarithmus  nicht  nöthig.  Das 
links  stehende  Integral  bezeichnet  Jacobi  als  Normalintegral  dritter  Art 
n(«',  K,  a),  wofür  auch  !!(«',  a)  geschrieben  wird,  wenn  über  den  Modulus  k  kein 
Zweifel  sein  kann. 

Wenn  wir  in  2.  rechts  und  links  durch  a  dividiren  und  dann  zur  Grenze 
für  a  i=  0  übergehen,  so  erhalten  wir 

n   A^ 

.,0.0.  ^*     ^"(0)  ^''^2K 

3.  l  k^sm^atnw  dw  =  7-770  -tttt^t  «/  — ; 

4a2     D(0)  tzw 


0 
denn  es  ist,  wenn  -a:  2A'  =  ß  gesetzt  wird, 


2K 


Z)„» 


2Ar        2^^ 


Es  ist  daher 


T.W 


g  (a/)  =  1 A^  amwdw  =1—2^ 


4.  tS  W  =  I  ii»  a»/a'rfa'  =  "  "  IIP  "  ¥((0  J  "^  ■*"        ^w 

0 

Das  zweite  Glied  reclits  bezeichnet  man  nach  Jacobi  mit  Z(«/),  so  dass  also 

7,  ^       ^"'    äZ 

Ziw)  ^  . 

*2T 

4.  Wir    entwickeln    nun   einige  Eigenschaften  der  Function  Z.     Wenn  man 

die  angedeutete  Differentiation  ausfuhrt,  so  erhält  man  zunächst 

^      .    r.w         ,    ,    .     2ira/         ^    _    .    3ica/ 
2^51«  -^  —  Aiq^stu  —j^ h  ßq^Sin  —j^  —  ... 

Ziw)  = 7i ;; . 

1  —  ^qcos-rr  -I-  2g* cos— j^ 2^^^^5-^-l-  .  .  . 

Hieraus  folgt 
Z(—  «/)  =  —  Z(a/),       Z(0)  =  0,       Z(///AO  =  0,       Z{w  -h^JT)  =  Z{w), 
Da  femer  bekanntlich 

0 2X  (^  -^  2/ A")  =  -  e^l<'-K  ö  —  , 
so  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Logarithmen  nimmt  und  differenzirt, 

Z(a/  H-  2 /AT')  =  Z(a/)  —  /  ^  • 
Ersetzt  man  hier  w  durch  —  t«/,  so  erhält  man 

Z(a/  —  2 /AT')  =  Z^w)  4-  / 1. . 

5.  Geht ;?  auf  der  zweiblätterigen  RiEMANN'schen  Fläche  für  "/(l  —  z^){y—k'^z^) 
geradlinig  von  0  bis  1 ,  so  durchläuft  w  die  reale  Achse  von  0  bis  Ä",  geht  z  im 
untern  Blatte  geradlinig  zurück  bis  0,  so  geht  w  auf  der  realen  Achse  weiter  bis 
2A'.     Für  diesen  Weg  ist  unzweideutig 

ScHUMMOXHt  Htutdboeb  der  MathematUc.    Bd.  II.  S\ 


8o2  Integnlxecliiiimg. 


0  0 

Das  links  stehende  LEGENDRE'sche  Integral  zweiter  Art  erlangt  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  den  Werth  2E. 
Da  nun  Z(2ir)  =  0  ist,  so  folgt 

folglich  ist 

»»      d"(0)       Jg 
*        4Ar»  '  »(0)   ~  iT' 
und  daher 

Rückt  iK  auf  der  realen  Achse  von  0  bis  vor  1,  umgeht  den  Punkt  1  in 
negativer  Drehrichtung  in  einem  verschwindend  kleinen  Halbkreise^  geht  dinn 
(auf  demselben  Rande  der  realen  Achse  wie  von  0  bis  1)  geradlinig  weiter  bis 
vor  1  :  k,  umkreist  diesen  Punkt  in  negativer  Drehrichtung  und  kehrt  hiennf 
(jenseits  der  von  1  bis  l:k  liegenden  Verwachsung)  geradlinig  bis  zu  1  zuifld, 
so  durchläuft  w  geradlinig  die  reale  Achse  von  0  bis  K,  und  dann  dne  Nor- 
male zur  realen  bis  zum  Funkte  iT  —  S/JT* .    Es  ist  daher  für  diese  Wege 


1 


0  ] 

da  Z{/C—  2iK')  =  Z{jq  "^  ^*  J  =  '  J  • 

Das  zweite  Integral  links  ist  bekanntlich  (§  16,  No.  19) 

Daher  folgt 

£  -4-  2i(£'—A")  =  -^(TT— 2/Ar')  -h  i  ~. 

Dies    reducirt    sich    auf  die    von   Legendre    auf  anderm   Wege   gefundene 
Beziehung  zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  AT,  ÜT',  £,  £* 

K£'  -4-  K'£  —  KK'  =  I . 

Die  Gleichung  z  =  sin  am  w  hat,   wenn  z  einen  Punkt  der  zweiblattengen 
RiKMANN'scheh  Fläche  bezeichnet,  für  w  die  Wurzeln 

w  -h  4wAr  -+-  i'2nJC', 
wenn  unter  la  irgend  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  verstanden  wird.    Die  rechte 
Seite  in  1.  nimmt  hierfür  die  unendlich  vielen  Werthe  an 

^  («/  -h  4mK-h  i  •  ^nlC)  -h  Z{w)  —  '*  ^  . 
Setzt  man  hier  nach  der  LEGENDRE*schen  Gleichung 


7t         .  ...         .  ^AT 
so  erhält  man 

K 


^  =  2£'  -^  2^-^  —  2Ar', 


£ 

-^w  -V  Z(w^  -V  ^.mE  —  nliiß'-^K'). 
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803 


Daher  ist  die  rechte  Seite  von  1.  in  derselben  Weise  unendlich  vieldeutig, 
wie  das  Integral 


z 


—  >^»22 


jr-f^ 


Z' 


dz . 


Die  Gleichung 


2. 


z 

I   y    ^ g    dz  =  j^w  -\-  Z{w) ,       z  =  sin  am  w  . 


ist  daher  erschöpfend,  beide  Seiten  stellen  dieselbe  Gruppe  von  doppelt  unend- 
lich vielen  Werthen  dar  mit  den  Periodicitätsmoduln  ^E  und  2i{E'  —  K^) . 

6.  Um  fllr  ®(a/)  und  Z(w)  eine  FouRiER'sche  Entwicklung  zu  erhalten, 
suchen  wir  eine  solche  zunächst  für  die  Function  sin^am  w .  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  das  geradlinige  Integral  zu  ermitteln 

2A' 


/" 


WKIV 


stn^amw  e 


K 


dw  ^ 


da  sin^  amw  die  reale  Periode  2  AT  hat.     Wir  integriren  die  Function 


HKtV 


sin^am  w  *  e  a' 
entlang  des  Perimeters  eines  Rechtecks,  dessen  Ecken  O ABC  der  Reihe  nach 
w  =  0,  1K,  1K  -^  2iK\  liK'  sind  und  umgehen  dabei 
die  Ausnahmepunkte  iK'  und  2Ar  -+-  iK^  durch  ver- 
schwindende Halbkreise.  In  gleich  weit  von  der  realen 
Achse  entfernten  Punkten  von  OC  und  AB  hat  die  zu 
integrirende  Function  denselben  Werth,  die  auf  diese  Strecken 
bezüglichen  Theile  des  Integrals  verschwinden  daher.  In 
gleichweit  von  der  imaginären  Achse  entfernten  Punkten 
von  OA  und  CB  hat  sin  am  w  denselben  Werth;  fUr  die 
Punkte  CB  tritt  aber  infolge  der  Exponentialgrösse  der 
Faktor  hinzu 

2«iiA" 


\ 


-2h 


(M.  :ii:u) 


e  K  =^ 
es  ist  somit 

^{OÄ)  +  /(^O  =  (1  -  q-'"')j{pÄ) . 

Statt  der  beiden  Halbkreise  um  iK'  und  2 -AT  4-  iK'  kann  ein  Kreis  um  iK 

gesetzt  werden.     Für  dieses  Kreisintegral  /  setzen  wir 

w  =  iK'  -h  C,      C  =  r^'?, 
und  haben 

2ir 


•^"JkUin^ 


n       — 


aml^ 


*  g      '  e     fc  »  il^ .  d<^  » 


Wird  die  Exponentialgrösse  durch  eine  Potenzreihe  ersetzt,  so  ergiebt  sich 

2it  2ic 

""•>^=  ¥Y^  [V««»«///;^^  ^  Y  j sin^ amZ  "^"^ 


2k 


„2^2    /-       C2  -j 

^'2K^Jsin^amJ:^'^'^'-'-'\; 


8o4  IntegnJrechnwng. 

Das  erste  Integral  rechts  stimmt  bis  auf  einen  constanten  Faktor  mit  dem 
Kreisintegrale  fUr  die  Function  sin^amw  überein,  von  dem  wir  bewiesen  haben, 
dass  es  verschwindet;  das  dritte  und  alle  folgenden  verschwinden»  wenn  wir  zur 
Grenze  für  C  ="  0  übergehen,  da  die  zu  integrirende  Function  verschwindet;  das 
zweite  liefert  bei  diesem  Grenzübergange  einen  nicht  verschwindenden  endlicboi 
Werth,  und  wir  erhalten 

Daher  ergiebt  sich  schliesslich 

2 


1 


/• 


««•  amwe     a'  '  dw  =  — 


a»  = 


IT*  nf* 


Hieraus  folgt 


an  —  a-n  =  0  ,        ÜH  -k-  a-n  = 


k^K^     1  —  ^  • 

Für  «  =  0  ergiebt  sich 

ÄQ  =  5^  Isin^amwäw  *==  öTt"^  \{\  —  ^^amw)  dw  =     ,^^    . 

0  0 

Wir  haben  somit 
,     .  ,  K—E     «    it»     /    ^  t:w       2^«        2itw       3^*        ^w      \ 


Da  nun 


@(7f/)  =  JA*  am  wdw  =  «/  —  k^  A^^*  ^'^^  w^w , 

0  0 

so  ergiebt  sich 

Hieraus  folgt  noch 
o      7/    N        27:/      ^         .    TT«'  ^2  2t:w  ^'        .    ^t.7V  \ 

7.    Nach  No.  3  2,  ist 

it(«/  —  a) 


1. 


^      2^^ 
11(«/,  ^,  a)  =  Z(a)  •  tt'  -h  ^l — 7 V . 

Vertauscht  man  Parameter  und  Amplitude,  so  entsteht 

n(a,  k,  w)  =  Z(a/)  .  a  -h  i/ — 7 — ; -. . 

2Ar 

Durch  Subtraction  ergiebt  sich  hieraus  in  Rücksicht  darauf,  dass  Ä(s  —  ^ 
=  f)(i  —  ä)  die  Beziehung 
2.  ri(tt/,  >t,  a)  —  n(a,  k,  w)  =  wZ(a)  —  aZ(7^/)  . 

Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  ein  Integral  dritter  Art  durch  ein 
anderes  ausdrücken  kann,  in  welchem  der  Modul  gegen  die  Amplitude 
vertauscht  ist. 
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Ist  w  =  Ky  SO  wird  das  Integral  dritter  Art  als  vollständig  bezeichnet.    Nach 

2.  ist 

W(K,  k,  a)  =  n(a,  k,K)^  KZ{fi)  —  aZ(Ar) . 
Da  nun 

n(a,  >&,^  =  0,       Z(A0  =  O, 

so  folgt  die  zur  Berechnung  eines  vollständigen  elliptischen  Integrals  dritter  Art 

brauchbare  Gleichung 

3.  ll(Ar,  >&,  a)  =  ArZ(a), 
die  auch  sofort  aus  1.  gewonnen  werden  kann. 

8.  Das  LEGENDRE'sche  Integral  dritter  Art  ist  mit  dem  jACOBi'schen  durch 
die  Gleichung  verbunden 

4* 

I  C         dz  fang  am  g 

0 

sin  am  w  =  z  ,      sin^  ama  =  —  7-^  . 

Ist  X  negativ  und  —  X  >-  k^,  so  ist  —  X  :  k^  ein  unechter  Bruch,  mithin  a 
complex;  ist  X  positiv,  so  ist  sin  am  a  und  daher  auch  1  rein  imaginär.  In  beiden 
Fällen  ist,  wie  überhaupt  bei  realem  X,  das  LEGENDRE'sche  Integral  Wq  real  mit 
7t%  während  in  1.  rechts  ein  nicht  realer  Parameter  a  vorkommt. 

Wir  wollen  zeigen,  wie  man  die.  imaginäre  Form  in  diesen  Fällen  vermeiden 
kann.     Wir  untersuchen  zunächst  das  besondere  Integral 


k. 


dz 


(1  —  z^)y{\  -^  z^){\-'k^z'^y 
0 

hier  ist  X  =  —  1  ,  also 

sinama  =  j  ,       a  =  AT -^  iJC^ . 


Nun  ist 

A 


^^{w^K^iK') 


n(a/,  k.K-i-  iK')  =  wZ(K  -f-  iK')  -4-  ^i 

b^{w-^K-hiK') 

Damit  w  den  Werth  K  -h  /AT'  annehme,  hat  z  von  0  bis  1  zu  gehen,  den 
Punkt  1  in  einem  verschwindenden  Halbkreise  in  der  Richtung  der  abnehmenden 
\Vinkel  zu  umgehen  und  dann  geradlinig  die  Strecke  bis  \  \  k  zurückzulegen. 
Daher  ist 

Z(K  -h  iK')  =  /a«  am  wdw  —  ^{K-^  iK') 
=  ^  --  i{E'  ^K')  —  E  —  i 


K 


=_,(^.^^_^.). 


Ferner  ist  bekanntlich 

= =  ^  A'  .  =  ^  A-  . 

^~(w^K-^iK')        d^^CAr-h/A-'-f-w)  ^  —  i^w  +  K) 

Mithin  ist 


866  Int^talrediiiunig. 

^  »  - 

n(a»,  k,K+  iJC)  ==  ^/|  —  E'K—  EJC  ■¥  KJp\  =  0 . 
Da  nun  auch  ^am{K  +  ilC)  a  0,  so  nimmt  das  Glied 

die  Form  0:0  an.    Um  den  Grenzwerth  des  Ausdrucks  zu  bestimmen,  ha 
wir  den  Quotienten  von 

5 imd    — TT- — 

00.  va 

ftlr  den  Werth  a  =  iT  h-  $K'  zu  ermitteln. 

Aus  n(w,  k,  a)  =  n(a,  k,  w)  H-  wZ(a)  —  oiZ(w) 

folgt 

1.       —  i  = \ li-^-f J-i 4r  wZQiS  —  Z(«er) . 


a 


.  Da    ^  Z(a)  =  I  bk^amwdw  —  ]p«i^ 

0 

E 

so  ist  ^'(«)  =*  A*a»»a  —  ■«; . 

^    Macht  man  hiervon  in  1.  Gebrauch  und  setzt 

smama^s-T,     also     C4fsama  ^= -j- 9      ^UMaasO, 
so  entsteht 


Femer  ist 


=  —  k^  sinantd  cosamd  . 


Für  a  =  AT  H-  /AT'  ergiebt  dies  ( —  ik').     Da  nun 

tangam(K  -h  /AT')  =  ^ , 
so  folgt  schliesslich 

/dz  1 

0 

ein  Resultat,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  durch  Differentiation  leicht  überze 
9.    Auf  dieses  Integral  lassen  sich  die  Functionen  Z{w)  und  6(«/)  im  F 
eines  rein  imaginären  Arguments  reduciren;  denn  es  ist 

Z{iv)  =  (§,{iv)  ^  '  *  ;^  ^ » 
»> 

e(/e;)  =^  f  y    .  2    //je ,     wobei    y  =  /ö«^  tf»i(t^,  >^')  . 

0 
Ersetzt  man  liier  z  durch  iy,  so  entsteht 


e(^'^)  =  ^*/  K%'J^f  <y- 


Die  Substitution  y  =  tong^,  iXso  ^  =  amV^,  )^^,  ^€ü<. 
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9 


{iv)  =  i  iyi  —  k'^sin^  9 


0 

9 

-V(l-i/««9)A(9,>&') 

'*   J  A(9,  ^')  +  '^  j  (1  -  «■«« 


(if^ 


0  0 

^     Daher  folgt  schliesslich  in  Rücksicht  auf  No.  8,  2 

>&* 

K—E  k^ 

Z(iv)  =  / ^r^; —  ^  ~^  ^'J^  ^^^^^  am{v,  k')  ^am{v,  k')  —  (&(v,  k')] . 

10.    Ist  X  negativ  und  —  X  >  1,  so  folgt,  wenn  —  X  =  fi^  gesetzt  wird,  aus 

smamoL  =  -7  , 

AT 

dass  a  von  der  Form  AT  ■+-  iK^  -H  ß  ist.     Da  nun 

sin  am(K  -f-  iK^  4-  B)  =  1— : tt? ^  =  t n  » 

^  ^'^       ksm  am  {K  -h  ß)        kcos  am^ ' 

so  dient  zur  Bestimmung  von  ß  die  Gleichung 

Aamß  =  ^cosam^  t 
aus  welcher  hervorgeht 

1.  5/««/«ß=  ^^jirzr;p5 

nach  der  Voraussetzung  über  fi  ist  der  Radicand  ein  positiver  echter  Bnich. 
Man  hat  nun 

Ö2^(a/-+-Ar-h/Ar'-hß) 

n(w,  k,K-^  iK'  -h  ß)  =  wZ{K^  iK'  4-  ß)  -f-^/— ^ . 

»g^C^'-AT-i^'-ß) 

Aus  den  Gleichungen  §  19,  No.  2,  7  folgt 
Also  ist 

Hieraus  folgt 
Femer  ist 


!angam{K-^  iJC  +  p)  _ 
Somit  haben  wir  schliesslich 


wubei  also 

|L  >  1,    s  =  linamw, 

t1.    Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Legeni: 
den  Fnll  eines  positiven  X.     Setzen  wir  jetzt  t. 

siMoma  ^  t  •  -    : 
setzt  tnaii  i  =^  cß,  so  folgt  zur  Bestimmung  da^  realen  VVerthi 

Wir  lialicn  nun  zunächst 


hen  Integrale  dritter  An 


h 


jt 


'')y(i^»')(f  "-*''') 


Nach  §  18,  No.  4  ist 
ianx  a. 


(f.  *') 


n(a.,i,,J). 


n(K',  a;  . 


2A- 


<■?) 


SA- 


(■"  -  '» 


2.  ft(a  =  2(—  l)-r- 'p+2", 

so  ist  ftgip'  real,  und  man  kann  daher  für  die  rechte  Seite  der  vorlei 
Gleichung  m  :  i  setzen,  wobei  m  real  ist.  Das  eUiiitische  Integral  {\{u;  k,  i'i 
für  ein  reales  w  rein  imaginär;  ersetzt  man  es  durch  iV,  so  entsteht  aus  1. 
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J{y-\-ttnv)    ^ 


h 


^-i(r-+-f*nv)  __ 


t: 


Durch  Addii'on  und  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 


3. 


cos{y-h  niw)  = 


»2^(0;  +/?)+»  2^  (a/ - /p) 


4. 


sin{V  +  mw)  =  --. .    ■ = — 

]/o  2~v  (7«.  +  /•?)  •  ft  2-J  («'  -  '■?) 


Jede  dieser  Gleichungen   ist  dazu  geschickt,    V  zu  finden;    es  erübrigt  nur 
noch,  Zähler  und  Nenner  in  3.  und  4.  in  handlicher  Form  darzustellen. 
Für  den  Nenner  hat  man  nach  §  19,  No.   17 


Daher  ist 


(t)»2j(7</-/]5)=(»[-J..ft.^, /-y  (1 ->6»««»ö/«2 


w 


K 


,  sin*  am 


2A7" 


»(0) 


5.  I)2^(7y4-/ß)»2^(w— /?)  = 

1:3 
hierbei  hat  man  für  ft  öTv  '  *^'^  stark  convergente  Reihe 


1  -h  k^  tang'  am{^y  k')sin^ am  ^  j^U  ' 


6. 


•       •       • 


Ferner  ist 


0 


"^  ,  .«^  V^    ,  v,i    >,«i  «'^W'     /     Ulli  .'iJEl\ 

—  (o;  ^  /ß)  =  1  -H   2j  (—  1)    ^       ^^^  -^V^^e       K) 


I 


(—    1)'V      5///    -^i^  A'    —  .r      A-  j, 


1 

00 


nr.w  i  IJI6 


^  27^  («/  -  /?)  =  I  4-  2j(-  1)"  /'    ^^5  -^  V^  A-    -f.  ^      k) 


1 

00 


AT 

mzwi  ?f5A 


-^  '2j(""   ^)    ^     ^/«  -;^l^  A-    —  ^      A'  j  . 


Daher  ist 


Durch  die  Gleichungen  3  bis  7  ist  Fbesümmt. 


8io 


Integralrechniuig. 


12.  Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  erledigen,  dass  X  negativ  ist  und— 1 
zwischen  k^  und  1  liegt;  unter  dieser  Voraussetzung  ist  a  von  der  Form  iT+Zp 
und  p  bestimmt  sich,  wenn  —  X  durch  |t«  ersetzt  wird,  aus 

cos  am  /ß        1  {1 

woraus  folgt 

sinam(Sk,  J^)  =  '^'^  ^         . 


Nun  ist 

M 


1. 


r äz^ 

7  (1  —  |i»««)y(i  —  5»)(i  — i»««) "" 


tangam{K  -f-  iß) 


)(1— i»««) 
i\a/yi(ip) 


tafig am(K -\- i^)  „ ,  „ 


2. 


_  A  ^am(%J^ 

k'^tangamii^)  ~"  >^'»  '  smam(fi,  Ji^)cosam(^t)' 


n(w,  it,  JT  -f-  iß) «  wZ(ArH-  Iß)  -h  i/ 


*2]f(«'-^^-^'W 


3. 


Zur  weiteren  Reduction  bemerken  wir  zunächst,  dass 

Z(Ar-t..p)=-j — =.  Y -g — 


femer,  dass 


»^(w  +  K+i?)  =  »,  ^^(a;  -I-  /ji), 


t: 


TC 


ft  2^(a;  -  AT  -  /ß)  =  »,  ^^C«;  -  /ß)  . 

Der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  in  Gleichung  1.  ist  für  «*  <  1  real, 
folglich  ist  \]{w,  kf  K  -h  /ß)  rein  imaginär;  ersetzen  wir  es  zur  Abkürzung  durch 
I  V,  sowie  Z(Ä'  -H  /ß)  durch  /// :  /,  worin  nun  m  eine  reale  bekannte  Zahl  ist,  die 
sich  aus  3.  bestimmt,  so  haben  wir  für  Kdie  Gleichung 


J{y-\-tmv) 


»3  äZ  (^^  "^  'P) 

»s  2^  (»^  -  '■?) 


i 


woraus  weiter  folgt 


cos{V-\-  nnv)  ?= 


»sgJC«'-^  'ß)  -^  ^sgiCw  — /ß) 


4. 


sin{V-h  mw)  = 


2  V^*^>  äi  ('^  +  'P>  *»  2^  ("*  -  'W 

*»  2^  ("^  "^  'P^  -  *>  äi  ^"^  ~  *"?) 


ir 


2*7  »3  2Z  ('"  -^  'P)  *»  2^  ("*  -  'P> 
Ersetzt  man  in  %  \%,  'So.  '2Ö,  VI  *  ^>»dB.  \t.  -v  « ,  w»  «cbUt  man 
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8ii 


ft(o)-^ 


cos^  amz 


h;(£^^W  •  »3  (^  +  0  »3  («  -  0  =  1  -  -J"»  -^j^  •  sin' am: . 


Die  Substitution    z  = 


i:7£/ 


9  Ä" '      '  ^^  ¥^  ^    liefert  hieraus 


t: 


t: 


Femer  ist 


^3  2/^^2^^ 


ö(0) 


tang^  am{^ 


.  -J')]  • 


»3  2J  («'  +  '■  p) 


ew 


=  1  -t- 


2'/"' 


«7r7£/  /  'i^  _!LÜ? 


r^5 


A' 


(< 


A'    -f-    ^ 


^ )  =  ^'2 


„2    .    nr.w  (  ^  _1£P\ 


^3  2Z  ^^  ^  'ß) 


00 


=  1  + 


2^"' 


5       mzw  i  *JJ^ 
cos 


00 


K 


,3        nizw  (  ^         _!!1IE? 


6. 


Hieraus  folgt 


Durch  die  Gleichungen  1.  bis  6.  wird  das  Problem  vollständig  gelöst*). 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  den  Leser  tiefer  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  einzufiihren  und  verweisen  hierfür  auf  die  citirten  Werke;  in  dem 
zuletzt  angeführten  findet  man  ausführliche  Nachweise  über  die  reichhaltige 
Literatur  dieses  wichtigen  Abschnitts  der  Analysis. 


§  22.    Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale. 
1.    Rectification   der  Lemniscate.     Die  Gleichung  der  Lemniscate  in 


4-  X 

1    \.:ll        ^V   \ 


Polarcoordinaten  ist 

wenn  mit  ci>  der  Winkel  des  Radius  vector  r  mit  der 
Achse  der  Lemniscate  bezeichnet  wird. 

Die  Construction  der  Curve  erfolgt  in  einfachster 
Weise,  indem  man  um  O  mit  OA  =  a  einen  Kreis 
beschreibt,  denselben  mit  einem  Radius  vector  in 
Af  schneidet,  MN  =  AM  macht,  und  mit  NQ  -L  OA 
durchschneidet;  alsdann  ist  OJ^  =  acos2ii},  mithin 
OQ  =  aycos2(a]  macht  man  daher  OjP  =  OQ,  so 
ist  jP  ein  Punkt  der  Lemniscate. 

Wir  bezeichnen  den  V/inkel  ACQ  als  Amplitude  <p  des  Lemniscatenpunkts  P; 
für  diesen  Winkel  ist 


AQ     y^ 


a 


=  >/2 


•  sm  (i> . 


*> 


Vergl.   Enneper,    Elliptische   Functionen.     Theorie  und  Geschichte.     Halle  1876,  §  34, 


Die  verschiedenen  Formen  der  elliptischen  Integrale  3.  Gattuoi^. 


Der  von  A  bis  P  reichende  Lemniscatenbogen  hat  die  Länge 


•  i<i««T 


und  der  Letnniscatenquadrant  S 
S  = 


Vi 


Vi 


'\i'Vil' 


Soll  die  Summe  zweier  Lemniscatenbogen  j^  und  J,  einem  dritten  Lemnis- 
catenbogen s  gleich  sein,  so  müssen  die  Amplituden  f,,  f„  f  durch  eine  der 
äquivalenten  (tleichungen  verbunden  sein,  welche  das  Additionsthearem  enthatto. 
2.   Wir  wollen  bei  dieser  Gelegjcnheit  zeigen,  wie  das  Additionstheoteni 
durch  eine  geometrische  Construction  erledigt  werden  kann. 

Man  zeichne  zwei  Kreise,  einen  mit  Ccn- 

tnim  A  und  Radius  R,  den  andern  im  Innen 

des  ersteren  mit  Radius  r\   der  Abstaud  AS 

der  Centra  sei  h.    Im  grfissercn  Kreise  ziehe 

man   zwei  Sehnen  BD   und   MF,   die  den 

\  kleineren  beruhten. 

^  Sind  «,§,7  die  Winkel  Z)^C, -ß-^C, /■-<£■ 

i  \\nliAH±.GB,  ia\>^tta»ABG  -BM  HG-\-SB, 

I  d.i.    r«=Äf«{t  — P)  +  *»*(t-I-P), 

=  (X+X)  cas9  ecs-{  ~\-  {It—k)sm%M^. 
Femer  folgt  aus  CS/ 
\.  r  =  (Jl-h  h)cos*, 

daher  ist 

(M.  .'.TT.)  2.        C0S1  =  eos^  (osi  +   „       ,  ««p  ««7 . 

Man  kann  min  h  immer  so  bestimmen,  cUiss  fUr  einen  gegebenen  Modul  it<  1 

es  folgt  nämlicli  hieraus 

4.  „_j,.i-vjESMi. 

I  +  yi  —  k^sin^o. 

Man  sieht,  dass  dieser  Werth  von  h  kleiner  als  R  ist,  und  dass  nach  3. 
B  —  /;  grösser  ist  als  {B  +  h)y\  —  sin^t,  also  grösser  als  r;  es  wird  also 
immer  mit  willkürlich  ge\x'ahlten  ^  imd'a  und  aus  4.  und  I.  bestimmten  Aundr 
die  Figur  mit  der  vorausgesetzten  Anordnung  der  Kreise  erhalten.  Führt  man 
nun  3.  in  2.  ein,  so  erhält  man 

rersi  =  cos^trost  +  ««{)  «»7Ä(o)  , 

Dies  ist  aber  bekanntlich  die  Bedingung,  unter  welcher 
1.  ^(.,  4)  +  F(},  i)  -  ^(,,  *) . 

Kin<l  nun  i,  >,  3  gegeben,  7  gesucht,  so  wähle  man  B  beliebig,  construire 
dann  A  und  r  nach  4.  und  2.,  mache  KAC=  2(1,  und  üiebe  von  B  die  Gerade 
EB  so,  dass  sie  den  kleinen  Kreis  berührt;  alsdann  ist  7  =  \BAC. 

Die  zweite  von  E  an  den  kleinen  Kreis  gelegte  Tangente  £B^  bestimmt 
einen  Winliel  7  ^  ^CAB^,  der  die  Aufgabe  löst 

ftpL,K^-  Fl^.Ki=  Ft:i,.fe\. 
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Zieht  man  von  F  aus  eine  Tangente  /"'  an  den  kleinen  Kreis, ,  von  F'  aus 
eine  Tan{,'ente  F'  F"  u.  s.  w.  und  bezeichnet  die  Winkel,  die  AF',  AF"  AF'"  u.  s.  w. 
mit  AC  bilden,  mit  -27,,  2vs,  S,,,  u.  s.  w.,  so  hat  man 

'/'•(a)  -H  /•(?)    =  F{i) , 
F{<x)  +  /•(-/)    =  /'(■,',). 
^(»)  +  ^(7i)=  ^(7s). 


Hieraus  folgt  durch  Addition 
oder,  wenn  ß  =  0,  also  E^  C  ist, 

Hierd\irch  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Durch  Constructionen  von  geraden 
Linien  und  Kreisbogen  die  Amplitude  eines  Lemniscatenbogens  zu 
erhalten,  der  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  zu  gegebenen 
Amplituden  gehörigen  Lemniscatenbo^^ijcn  ist;  oder  der  gleich  einem 
ganzzahligen  Vielfacheu  des  zu  einer  gegebenen  Amplitude  ge- 
hörigen Lemniscatenbogens  ist. 

3.  Die  Aufgabe,  einem  (in  A  anfangenden)  Lemniscatenbogen  in  eine 
Anzahl    gleicher    Theile    zu    theilen,    ist   der   geometrische  Ausdruck    der 

arithmetischen  Aufgabe,  sin  am  —  7V  durch  «,   k  und   elliptische  Functionen   von 

71'  auszudrücken.  Zur  Lösung  dieses  Problems  wird  man  zunächst  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Gleichungen  für  s/'/iam  {w -\- w^),  cos  am  (7i' -h  70^), 
Jl  am  {tu  -+-  w/j)  die  Functionen  sin  am  n  tv,  cos  am  n  7v,  oder  ^am  nw  durch  «/ 
ausdrücken;  man  erhält  so  eine  Gleichung,  welche  elliptische  Functionen  von 
7ü  mit  einer  von  n  w  algebraisch  verknüpft.  Ersetzt  man  nun  hierin  n  w  durch 
7u,  also  w  durch  w  \n^  so  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  eine 
Function  von  7u :  n  durch  7ü  ausgedrückt. 

Diese  aufzulösende  Gleichung  ist  bereits  für  den  «  =  2  vom  8.  Grade. 
Wir  müssen  hier  darauf  verzichten,  die  allgemeine  Gleichung  des  Divisions- 
problems aufzustellen,  und  ihre  algebraische  Lösbarkeit  nachzuweisen*), 
und  geben  nur  die  Lösung  für  den  einfachsten  Fall. 

Setzt  man  in 

cos*^  am  TV  —  sin'^  am  7^»  A^  am  7V 

cosam7.w  = iöt^i , 

1  —  k^  sin*  am  tu 

7v  für  ^7v  und  z  für  sinam\w^  so  erhält  man  ftir  z  die  Gleichung 

1.  (1  —  k'^  z*)  cos'^  am  7V  =  1  —  'W^  -+-  k^  z^ , 

aus  welcher  folgt 

g  ^  —  ^  1 /l  -H  l/l  —  k^sin^amw 

^  r     1  -h  |/l  —  sin^amw 
Die  vier  Auflösungen  der  Gleichung  1.  sind 


w 
sin  am  ^  ,     sin  am 


r 2'  -H  2 Ä'V     sin  am  (~  -h  / Ä" ]  ,     sin  am (^^  -+-  2 A' 4-  / Ä' '\  . 

Ausdrücke,  welche  ausser  rationalen  Grössen  nur  Quadratwurzeln  enthalten, 
lassen  sich  bekanntlich  mit  Lineal  und  Zirkel  construiren.  Ohne  auf  die  Einzel- 
heiten einer  solchen  Construction  weiter  einzugehen,  können  wir  daher  den  Satz 


•)  Vergl.  KüNiGSBERC.ER,  VorL  über  die  Theorie  d.  eil.  Kunct.  2  Bd.  ^«j^.  a.\o. 
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aussprechen:    Ein  Lemniscatenbogen  kann  durch  Lineal  und  Zirkel  in 
2"  gleiche  Theile  getheilt  werden. 

4.  Rectification  der  Ellipse.  Werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Ellipsenpunktes  mit  Hülfe  eines  Winkels  ^  durch  die  Gleichungen  ausge- 
drückt 

X  t=s  asin^f     y  =»  bcos^^ 

so  ist  ein  vom  Endpunkte  der  kleinen  Achse  an  gerechneter  Bogen  der  Ellipse 

9 


=  i  ya*C0s^^  H-  i^sin^^äf  . 


Bezeichnet  man  die  numerische  Excentricität  |/a'  —  ^*  :  a  mit  ä,  so  erhAlt  man 

s  s=s  aE(fff  k). 
Alle  auf  Integrale  zweiter  Art  bezüglichen  Sätze  finden  also  ihre  geometrische 
Deutung  als  Sätze  über  Ellipsenbogen.    Das  Additionstheorem 

£(ff)  -4-  £(^)  —  JS(flr)  =  k^ smvsm^sin^ 
lehrt:    Zu   zwei   gegebenen  Ellipsenbogen  s  und  ^|    lässt  sich  immer 
ein  dritter  s^  construiren,  so  dass  das  Trinom 


X  -H  X|   —  ^t 

geometrisch  construirt  werden  kann. 

Nimmt  man  insbesondere  or  =  ^ic,  so  ist  s^  ein  Ellipsenquadrant  und  daher 
X|  —  5}  ein  Ellipsenbogen  s\  der  vom  Endpunkte  der  grossen  Achse  ausgerechnet 
wird.    In  diesem  Falle  hat  man 

s  —  j'  =  1 — stn^sim^ 

^       1  —  k^sm^^ 

Man  erhält  so  den  Satz:  Zu  jedem  in  einem  Scheitel  beginnenden 
Theile  eines  Ellipsenquadranten  lässt  sich  ein  im  andern  Scheitel 
beginnender  Theil  construiren,  so  dass  der  Unterschied  beider  Theile 
construirbar  ist. 

5.  Rectification  der  Hyperbel.  Für  die  Coordinaten  eines  Hyperbel- 
j)unktes,  bezogen  auf  die  Symmetrieachsen,  hat  man 

X  =  a  cosec^f      y  =  d  cotff, 
und  daher  fiir  den  vom  Scheitel  anfangenden  Bogen 

¥ 

Durch  theilweise  Integration  erhält  man 

Ferner  ist 
Daher  hat  man 

Setzt  man  nun  in  1. 

k  =  a\c  t 
so  erhält  man  durch  % 


§  22.     Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale.  815 

Der  Abstand  des  Nullpunktes  von  der  Hyperbelnormalen  im  Bogenendpunkte 
ist,  wie  man  leicht  erhält 

daher  ist 

s  —  /A2<p  =  ck'^  [Ä'—  /^(9,  k)]  —  c  [E—  ^(9,  k)] . 
Geht  man  hier  zur  Grenze  9  =  0  über,  so  ergiebt  sich  links  der  Unter- 
schied   eines    Hyperbelquadranten    und    der    Asymptote,    beide    vom 
Nullpunkte  aus  gezählt;  rechts  ergiebt  sich 

6.  Complanation  von  Oberflächentheilen  der  centrischen  Flächen 
zweiten  Grades.  Die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades, 
bezogen  auf  die  Hauptachsen,  ist 

Ax^  -h  By^  4-  C^2  =  1 , 
woraus  folgt 


=r 


—  Ax^  —  By' 
C 


dz  Ax  dz  By 


^x  yäj  —  Ax^  —  By^) '      ^y  >/C(I  —  Ax^'  —  By^) ' 

Bezeichnet  o)  den  Winkel  der  Flächennormalen  mit  der  JfK- Ebene,  so  ist 
die  Oberfläche 

1.  S  -=  \    \  — — dxdy,       sinm  = 

J  J  sm  -        -^ 


Setzt  man  für  t—  und  0—  die  obigen  Werthe  em,  so  erhält  man 


ex  dy 

__  1  /  C(l  —  Ax^  —  B^ 

""    r    /?—  A(C—. 


^'  strn^  -    ^   c^A{C—A)x^^B(C—By^)' 

Behält  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  bei,  so  führt  bereits  die  erste 

Integration  auf  elliptische  Integrale,  deren  Modul  die  zweite  Variable  enthält; 

dadurch  ergeben  sich  Schwierigkeiten,  die  man  zu  vermeiden  suchen  muss,  indem 

man  geeignete  neue  Coordinaten  einführt. 

Als  solche  empfehlen  sich  der  Winkel  a>  und  der  Winkel  9,  den  die  Projec- 

tion   der  Normalen    auf  die  -YK- Ebene    mit   der  Jf- Achse    bildet.     Die  neuen 

Variabein  sind  mit  den  bisherigen  durch  die  Gleichungen  verbunden 
.  ,  C(l  -  Axi  -  By^)  By 

Der  letzten  Gleichung  wird  identisch  genügt,  wenn  man  setzt 
3.  X  =  BRcosr^^      y  =  AJRsin(^\ 

führt  man  diese  Werthe  in  die  erste  ein,  so  folgt 

C  COS^  O) 

4  /^»  __  . 

AB    BCcos^  (ocos^^  -h  A Ccos^  iosin^^  ■+■  ABsin^  oi ' 

Die  Einführung  der  neuen  Variabein  ergiebt  nun  zunächst 

J  J  siniü  \dia     ^9         ^9     dm)     ^ 
Für  die  in  Klammem  stellende  Determinante  findet  matv 
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dx    dy        dx    dy 

=  ^^  [^«  ^"^^  \ i^  ""^  "^  ^'■"^ V  -  ä «  ""'  vg>  '"*»  ~  üfxz-TJJ 


Daher  ist  schliesslich 

C0Sm  dm  df^ 


ö.        5  =   ih  ABC 


■fli 


Zur  Orientirung  über  das  Vorzeichen  in  Verbindung  mit  der  Anordnung  der 
Grenzen  dient  hier  folgende  Bemerkung.  Die  Fläche  S  ist  stets  positiv;  wird 
nun  für  co  immer  ein  spitzer  Winkel,  und  die  unteren  Grenzen  kleiner  als  die 
oberen  genommen,  so  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen,  je  nachdem 
ABC  positiv  oder  negativ  ist 

Die  relativ  einfachsten  Resultate  wird  man  bei  der  Wahl  bestimmter 
Variabein  immer  erhalten,  wenn  man  die  Grenzen  constant  nimmt  In  imserm 
Falle  würde  das  die  geometrische  Bedeutung  haben,  dass  wir  das  StQck  der 
Fläche  bestimmen,  welches  von  zwei  Curven  begrenzt  ist,  längs  deren  jeder  die 
Normalen  gleiche  Neigung  gegen  die  A'K- Ebene  haben,  und  von  zwei  anderen, 
mit  diesen  in  der  Begrenzung  abwechselnden  Curven,  längs  deren  jeder  die 
Normalen  einer  bestimmten  Verdcalebene  parallel  sind. 

Die  Punkte,  deren  Normalen  die  gemeinsame  Neigung  «o  gegen  die  XY- 
Ebene  haben,  haben  als  Horizontalprojection  die  Curve 

.  dl^Ax^^By^) 

studio  = 


C—  A{C—A)x^  —  BiC—  B)y^  ' 
oder,  besser  geordnet 

A{Atang^  co  -f-  C)    ^        B(B tätigt  *"  "t  ^    a  _ 
'  C  ^   "•  C  ^    ^  ^* 

Es  ist  bemerkenswerth,   dass  diese  Curve  auch  der  Durchschnitt  der  Fläche 

Ax^  -t-  By^  4-  C«>  =  1 
mit  dem  Kegel  zweiten  Grades  ist 

Ä^x'^  -h  B^y^  —  {Ccot^yz^^  =  0. 

Lässt  man  co  von  Null  bis  ^-  wachsen,  so  zieht  sich  der  Kegel,  der  anfangs 
mit  der  ATK-Ebene  zusammenfallt,  enger  und  enger  zusammen  und  fällt  schlie2>s- 
lich  mit  der  Z-Achse  zusammen;  dabei  bedeckt  sich  die  Fläche  zweiten  Grades 
mit  Zonen  voa  verscwindender  Breite;  an  den  beiden  Rändern  jeder  solchen 
Zone  haben  die  Normalen  unendlich  wenig  verschiedene,  längs  desselben  Randes 
constante  Neigung. 

Der  Inhalt  einer  solchen  Zone  wird  gefunden,  wenn  man  in  5.  die  auf  c 
bezügliche  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  2i:  ausfuhrt;  um  die  Zone 
^  zu  erhalten,  an  deren  Rändern  die  Normalen  die  Neigungen  coq  und  w,  haben, 
hat  man  alsdann  die  auf  co  bezügliche  Integration  von  coq  bis  cu,  zu  erstrecken; 
es  ist  also 

cos  CO  diu  dt^ 


S  =  ±  ABC 


{BCcos^  CD  cos'^  ^  -h  CA  cos^  cd  sin^  9  H-  AB  sin^  »)«  * 

u>0  ^ 
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Um  die  erste  Integration  auszufiihren,  ersetzen  wir 

sm^ta    durch    sin^ia  {cos^  ^ -{- sin^  ^) 
und  setzen  zur  Abkürzung 

m  =  B{Ccos^  o)  -h  Asin^  (o) ,       n  ■=  A{Ccos^  o)  -+-  Bsin^  w) ; 
dadurch  geht  das  Integral  über  in 

u)]  2n 

^9 


I   ^^5  (1)  ^  CO    1 


Substituirt  man  hier  /ö«^9  =  /,  so  erhält  man 

2:r  CO 

r  d^ Al  -4-  /»)  ^/  _  w  4-  /i 

0  0 

mithin 

Ol, 

5  =  d:  t:ABC  •  /  (  —  H —  |  •     ,        •  cosin  äto  . 


a»o 


Dieses  Integral  wird  leicht  auf  elliptische  reducirt.  Ohne  die  Allgemeinheit" 
der  Untersuchung  zu  beschränken,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  A  und  B  gleiche 
Zeichen  haben,  dass  bei  dem  Hyperboloiden  A  dem  absoluten  Werthe  nach 
grösser  als  B  ist  und  im  Falle  des  Ellipsoids  A  <,  B  <,  C  ist.     Setzen  wir 

so  sind  a  und  ß  jederzeit  real  und  a  >  p.    Mit  Einführung  dieser  Werthe  erhalten 

wir  nun 

m  =  BC{1  —  a2«Vf»(ü),       n  =  AC{1  —  p>j/«>o)) , 

Ol, 

cosiü  diu 


5  = 


1—,  f( d ^ l ] 


CyAB    J  V  —  ^^sin'^m       1  —  ^'^sm^i3}J  ^/(i  __  a^j/wa^ü)  (1  —  rhm^iü) 

tt>0 

Hierin  setzen  wir 


und  fiihren  eine  neue  Variable  durch  die  Gleichung  ein 

1 

hierdurch  entsteht 


sin  (0  =  —  sm  ©  ; 


olC}/AbJ  V  —  '^^*«*?        1  —  k^sin^^)     yi  _  >t>f//|2  9  * 
Wird  die  Zone  von  der  X  K- Ebene  an  gerechnet,  so  ist  ^^  =0,  und  daher 


0 
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Diese  Gleichung  enthält  das  bemerkenswerthe  Resultat:  Jede  Zone  einer 
centralen  Fläche  zweiten  Grades,  längs  deren  Rändern  die  Normalen 
ihre  Neigung  gegen  eine  Symmetrieebene  der  Fläche  nicht  ändern, 
lässt  sich  durch  elliptische  Integrale  ausdrücken.*) 

Die  halbe  Fläche  des  Ellipsoids  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
wenn  man  j/«a>  =  1,  also 

stn^  =  a  ==  ^  1  —  ^ 

setzt;  das  Verhältniss  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  zu  einem  Hauptschnitte 
desselben  wird  daher,  abgesehen  von  einem  in  Bezug  auf  die  Achsen  algebraischen 
Theile,  durch  unvollständige  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art  berechnet 
Führt  man  den  Werth  ftir  (p  in  die  Gleichung  für  S  ein,  so  erhält  man  fiir 
die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids 

•)  Diesen  Satz  hat  Schlokhmilch  gegeben;  weitere  Folgerungen  hierzu  sowie  weitere  Ad- 
Wendungen  der  elliptischen  Integrale  auf  die  Complanation  von  Flächen  siehe  Coropendinm 
der  höhern  Analysis,  2.  Aufl.     IL  Bd.     pag.  346  u.  f. 


III.  Theil.     Differentialgleichungen. 

j^  28.    Allgemeine  Sätze  über  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit 

zv^ei  Veränderlichen. 

1.  Unter  einer  Differentialgleichung  wird  eine  Gleichung  verstanden,  in 
welcher  Differentialquotienten  abhängiger  Variabein  in  Bezug  auf  unabhängige 
(neben  den  Variabein  selbst  und  constanten  Grössen)  vorkommen. 

Ist  jede  abhängige  Veränderliche  als  Function  nur  einer  Veränderlichen  be- 
trachtet, so  bezeichnet  man  die  Differentialgleichung  als  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zum  Unterschiede  von  partialen  Differentialgleichungen,  welche 
die  partialen  Differentialquotienten  von  Functionen  mehr  als  einer 
Variabein  enthalten. 

2.  Wenn  eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  Variabein  den  Differential- 
(juotienten  «ter  Ordnung  der  abhängigen  Variabein  und  keinen  höherer  Ordnung 
enthält,  so  wird  sie  als  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  bezeichnet. 

Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein,  die  weder  den  Differentialquotienten  . 
«ter  Ordnung  der  unabhängigen  Variabein  noch  höhere  Differentialquotienten 
enthält,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Werthe  der  Variabein  und  des  1., 
2.  3.,  .  .  .  bis  fiten  Differentialquotienten,  die  dieser  Gleichung,  sowie  der  durch 
einmalige  oder  wiederholte  Differentiation  daraus  hervorgehenden  Gleichungen 
genügen,  auch  einer  gegebenen  Differentialgleichung  //ter  Ordnung  Genüge  leisten, 
wird  als  ein  Integral  der  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  bezeichnet. 

3.  Wenn  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  jc,  y  so  beschaffen  ist,  dass  dieselben  Systeme  von 
Werthen  x,  y^  dy  :  dx  der  Differentialgleichung,  sowie  auch  dem  Integrale  und 
dem  aus  dem  Integrale  folgenden  Werthe  von  dy  :  dx  genügen,  so  bezeichnen  wir 
es  als  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Durch  die  Gleichung  Fix^  y^  y)  =  0  werden  drei  Veränderliche  x^  y^  y  mit 
einander  verknüpft;  betrachten  wir  x  und  y  als  rechtwinkelige  Punktcoordinaten, 
so  können  wie  die  Differentialgleichung  geometrisch  so  deuten,  dass  durch  die- 
selbe jedem  Punkte  x^  y  der  Ebene  eine  oder  mehr  als  eine  Richtung  y  zu- 
geordnet wird;  diese  Richtung  kann  durch  eine  Gerade  T  vertreten  werden,  die 
durch  den  Punkt  x^  y  so  gezogen  wird,  dass  tang{x^  T)  =y ;  dann  ist  also  durch 
die  Differentialgleichung  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  durch  den  Punkt  gehende 
Gerade  oder  eine  bestimmte  Anzahl  solcher  Geraden  zugeordnet. 

Ein  Integral  ^{^x^y^  =  0  der  Differentialgleichung  repräsentirt  eine  Curve, 
die  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  zu  diesem  Punkte  durch  die  Differential- 
gleichung zugeordneten  Geraden  berührt  wird.  Enthält  die  Gleichung  eine 
willkürliche  Constante  C,  so  gehört  zu  der  Gleichung  nicht  eine  individuelle 
Curve,  sondern  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  CxxrJttv,  (Sä  ^\\sa^^ÄW  >^^^Cskcv^ 


■»•-t"  i-.T-,  ' 
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indem  man  C  alle  Werthe  nach  einander  beilegt  Die  Constante  kann  dann 
immer  so  gewählt  werden,  dass  die  Curve  ^(^py,  C)  »  0  durch  einen  gc^benen 
Punkt  F^  geht;  man  hat  dann  nur  nöthig,  C  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 

♦(«o.J'o.  O  «=0; 
und  umgekehrt:  Soll  die  Gleichung  I^{x,y)sssO  das  allgemeine  Integral  einer 
Differentialgleichung  I.  O.  sein,  so  muss  ihr  durch  jeden  Werth  von  x  und  / 
genügt  werden  können,  sie  muss  also  eine  willkürliche  Constante  enthalten;  ist 
diese  so  gewählt,  dass  die  Curve  ^{x,y)  =  0  einen  bestimmten  Punkt  JP  enthält 
so  muss  alsdann  durch  die  besondere  Beschaffenheit  der  Function  O  ^e  Tangente 
der  Curve  ^(x,y)  «  0  in  i'  mit  einer  der  durch  die  Differentialgleichung  dem 
Punkte  P  zugeordneten  Geraden  zusammenfallen. 

Unter  einem  particulären  Integrale  versteht  man  ein  Integral  einer 
Differentialgleichung,  das  aus  einem  allgemeinen  hervorgeht,  indem  man  der 
willkürlichen  Constanten  einen  besonderen  Werth  ertheilt 

4.   Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,  wie  aus  einer  Gleichung 
1.  *(*,J',  O«o, 

die  eine  willkürliche  Constante  C  enthält,  eine  C  nicht  enthaltende  Diflbrential- 
gleichung  I.  O.  abgeleitet  werden  kann,  von  welcher  ^(x,y,  C)  das  allgemeiDe 
Integral  ist. 

Aus  <b(x,y,  C)  B=  0  erhalten  wir  durch  Differentiation 

Eliminiren  wir  nun  C  aus  1.  und  2.,  so  erhalten  wir  eine  Diflferentialgleidiung 

3.  J^{x,y,y)^0. 

Ist  nun  das  System  der  Gleichungen  1.  und  3.  mit  dem  S3rsteme  1.  und  i 

aequivalent  und  wird  C  so  bestimmt,  dass  1.  durch  einen  gegebenen  Punkte,/ 
erfüllt  wird,  so  sind  die  aus  3.  zugeordneten  Werthe  y'  übereinstimmend  mit  den 
aus  *J.  folgenden;  also  ist  1.  das  allgemeine  Integral  von  3. 
Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

A.  Aus  der  Gleichung 

4.  (y  —  C)*  =  2px 

folgt  durch  Differentiation 

iy-c)y=p. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  y  —  C  in  4.  ein,  so  erhält  man 
die  zu  4.  gehörige  Differentialgleichung 

B.  Die  Gleichung  ^»  —  2C>  —  C«  —  0*  ==  0  liefert 

Cy  =  x\ 
setzt  man  hieraus  C  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

{x^  —  ö>)y  2  _  ^xyy  —  jc»  =  0 , 

oder  >'  =  ^2  ^  ^a  Cr  +  V>'  -\-  x^  -  a^)  . 

C.  Die  Gleichung 

5.  (x  —  2Cy-hk^Cy^  =  C^ 

stellt  für   positive  C  eine  Gruppe  von  Ellipsen  dar,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Abscissenachse  liegen;  die  auf  der  JfAchse  liegende  Ellipsenachse  ist  gleich  der 
Abscisse  des  Ellipsenmittelpunktes;   die  andern  beiden  Scheitel  liegen  auf  der    ' 
Parabel  yj^  =  k^  \\  (Ut  negative  C  ergeben  sich  Hyperbeln. 
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Aus  5.  ergiebt  sich 
6.  X  —  2C  -h  k^Cyy'  =  0. 

Führt  man  zunächst  den  hieraus  folgenden  Werth 

:c  —  2C  =  —  k^Cyy' 
in  5.  ein,  so  folgt 

k^Cy^y"^  -h  >&V*  =  ^• 
Vergleicht  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  C  mit  dem  aus  6.  sich 
ergebenden,  so  entsteht  die  zu  5.  gehörige  Differentialgleichung 


oder  auf  ^  reducirt 


y      ,         2^»>2  —  X 
•^  X    "^  k*xy* 


D.  Die  Gleichung 

7.  2^  —  aCj'-h  C»  =  0 

repräsentirt  eine  Reihe  von  Geraden,  für  welche  das  Quadrat  des  Abschnittes 
auf  der  -Y-Achse  zum  Cubus  des  Abschnittes  auf  der  K- Achse  das  constante 
Verhältniss  =  — -  27  : 4  hat.     Aus  7.  folgt 

2  =  3cy, 

und  hieraus  und  aus  7.  die  Differentialgleichung 

27 

E.  Aus  dem  allgemeinen  Integrale 

rf  B=  /  (y^»  -  xy  -y  +  2ä)  -  -^  Are  fang  ^  [^  j/l-l  +  1  j  =  C 

folgt  durch  Differentiation 

dff  i/at*  —  xy  -¥  ^x 

^^  x{^x  —  y  -fr^x^  —  xy)* 

a<p  1 


^y  Ix  —  y  -^  yx^  —  xy • 

Daher  ist  die  zugehörige  Differentialgleichung 


y  =  2  -h 


f  X 


5.  Die  Aufgabe:  Zu  einer  gegebenen  Differentialgleichung  das 
allgemeine  Integral  zu  finden  (eine  Differentialgleichung  zu  integriren)  ist 
im  Allgemeinen  durch  die  bisher  bekannten  Functionen  (Integrale  von  Functionen 
mit  inbegriffen)  nicht  lösbar.  Im  Allgemeinen  werden  durch  Differential- 
gleichungen neue  Functionen  definirt.  Es  besteht  dann  die  Aufgabe,  aus 
der  Differentialgleichung  die  Eigenschaften  der  durch  sie  definirten  Function 
möglichst  erschöpfend  abzuleiten,  und  ein  Verfahren  anzugeben,  durch  welches 
die  Function  annäherungsweise  gefunden  werden  kann. 

Wir  wollen  ein  solches  Annähemngsverfahren  zunächst  fiir  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  angeben.     Um  ein  Integral  der  Gleichung 

1.  y  =/(^,y 

zu  erhalten,  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  /q  aus  in  der  Richtung 
y^  =/(xQ,yQ)  um  eine  kleine  Strecke  bis  zu  dem  Punkte  P^,  dessen  Coordinaten 
jtj  =  Xq  -h  11x0,  y^  ^y^  -\-  Aj^Q  sind,  wobei  also 
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Hierauf  gehen  wir  von  P^  bis  zu  dem  Punkte  /|,  für  den  4^3  ss  jr^  -f-  ^x^, 
y^==yi  4-  Aj^i,  wobei 

und  so  fort,  so  dass  wir  von  jedem  Punkte  F,-  bis  zum  nächsten  JPm-i  in  der 
Richtung  weiter  gehen,  für  welche 

^yi  =  yi-^i  —  yi  =  A^h  yd  •  A*/»  ^«/  =  ^m-i  —  •«#• 

Gehen  die  Abscissenverändenmgen  ^x^,  ^Xy,  tkx^  .  .  •  zur  Grenze  Null 
über,  so  geht  das  Polygon  F^F^F^  .  ,  .  in  eine  Curve  über,  und  diese  Curve 
ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  y  =s/(x,y). 

G.    Wenn   zwei   allgemeine  Integrale   einer  Differentialgleichung 

I.  O.  nach  den  willkürlichen  Constanten  aufgelöst  die  Gleichungen 

ergeben 

1.  F  =  C,     /=z  c, 

so  ist /"  eine  Function  von/,  d.  h.  wenn  man  aus  der  Gleichung y(4F,^)=/ 

die  Variable  y  (oder  x)  berechnet,  indem  man  das  rechts  stehende  /  als  neue 

Variable  betrachtet,  und  diesen  Werth  in  F  substituirt,  -  so  enthält  F'  dann  nur 

die  Variable  /,  nicht  auch  x  (oder  y) . 

Durch  Differentiation  folgt  aus  1 . 

ex  cy    -^  '      dx  €y   -^ 

In  beiden  Gleichungen  kommt  keine  willkürliche  Constante  mehr  vor,  aus 
beiden  muss  sich  also  für  alle  Werthe  von  x  und  y  derselbe  Werth  für  y  er- 
geben ;  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist  das  Verschwinden 

der  Determinante 

dF_     dF 

dx      Ify 

dx       dy 

Drückt  man  y  in  der  angegebenen  Weise  durch  x  und/  aus  und  setzt  dies 
in  F  ein,  so  erhalte  man  ?.    Diese  Function  kann  nur/  und  x  enthalten;  man  hat 

cx         ox         cy     Cx 
Bei  dem  letzten  Diflferentialquotienten  ist  y  als  Function  von  x  und  /gedacht 
und  vorausgesetzt,   dass  sich  /  nicht  ändert;   daher  bestimmt  sich   derselbe  aus 
der  Gleichung 

X -  dx  -Jf  -A  dy  ^  0, 
Ox  cy    ^ 

Wird  der  hieraus  folgende  Werth  in  3.  eingesetzt,  so  ergiebt  sich 

di        cF        dF     df     cf 


2. 


=  0. 


cx         dx         cy       dx  '  dy 

^  /^  J/  _  aj^  a/\   ^ 

\  cx    cy        dy     dx)  '  dy ' 


Da  nun  /  nicht  frei  von  y  sein  kann,  so  folgt  aus  4.  und  2. 

cx 
also  enthält  %  die  Variable  x  nicht,  w.  z.  b.  w.*). 

*)  Statt  dieses  Beweises  hütte  auf  den  Satz  Diff.  Rechn.  §  4,  No.  5  ver\inesen  werden 
können ;  wir  haben  es  vorgezogen,  einen  seihständigen  Beweis  ftir  den  einfachsten  Fall  jenes 
nllgcnicinen  Satzes  zu  geben  und  bemerken,  dass  der  Gedankengang  disses  Beweises  sich  auch 
auf  den  allgemeinen  Satz  anwenden  Ihsst.     VergL  u.  A.  Baltzer,  Detenninanten,  §  12. 
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Aus  der  Gleichung  g(/)  =  C  folgt  /=  ^,  worin  c  eine  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet.  Daher  ist  das  allgemeine  Integral  F  =^  C  von  f  ="  c  nicht 
wesentlich  verschieden.  Wir  geben  dieser  Thatsache  durch  den  Satz  Ausdruck: 
Eine  Differentialgleichung  I.  O.  hat  nur  ein  allgemeines  Integral. 

7.  Es  sQ\f{x,y,  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
I.  O.  Die  Werthe  ^er  Constanten  C  für  diejenigen  Integralcurven,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  x,  y  gehen,   erhält  man  durch  Auflösung  der  Gleichung 

Ax.y.C)  =  0, 

wenn  man  darin  x  und  y  als  gegeben  betrachtet.  So  viele  verschiedene  Auf- 
lösungen diese  Gleichung  hat,  eben  so  viele  verschiedene  Integralcurven  gehen 
durch  P,  Diese  Curven  haben  im  Allgemeinen  in  P  keine  gemeinsame  Tangente. 
Die  n  Geraden,  welche  diese  Curven  in  P  berühren,  sind  die  Geraden,  welche 
dem  Punkte  P  durch  die  gegebene  Differentialgleichung  zugeordnet  sind.  Hieraus 
folgt:  Wenn  der  Differentialquotient  j»'  eine  «-deutige  Function  von 
X  und  y  ist,  so  ist  auch  die  Constante  des  allgemeinen  Integrals 
«-deutig  durch  x  und^  bestimmt. 

Beispiele.     A.    Aus  der  Differentialgleichung 

dx        dy 

h  —  =  0 

X  y 

folgt  sofort  das  allgemeine  Integral 

/a:  4-  /y  =  f . 

Hier  erscheint  c  als  unendlich  vieldeutige  Function  von  x  und^.    Geht  man 

aber  beiderseits  zu  den  Logarithmanden  über  und  bezeichnet  ^  mit  C,  so  erhält 

man  für  das  allgemeine  Integral  die  neue  Gestalt 

xy  =  C, 

und  hierin  ist  C  eindeutig  durch  x  und  y  bestimmt. 

B.     Für  die  Differentialgleichung 

dx  dy 

—  -f-     ,— 1 =  0 

■/l  —  :«»         1/1  — >f« 

haben  wir  das  allgemeine  Integral 

arcsinx  -H  arcsiny  =  c . 
Hier   ist  ebenfalls  c  unendlich  vieldeutig.     Macht  man  von  dem  Additions- 
theoreme Gebrauch 

arcsinx  -j-  arcsiny  =  arcsin{xyi  — y^  -h  yYl  —  x^) 
und  ersetzt  sine  durch  7,  so  erhält  man 

xyi—y^  -hyVT^'x^  =7- 
Durch  Quadriren  ergiebt  sich,  wenn  man  7^  durch  C  ersetzt, 
x^  -hy^  —  2x^y^  -h  2xyy{l --x^){l  — /»)  =  C, 
und  hierin  ist  C  zweideutig,  ebenso  wie  y'  zweideutig  ist.     Hieraus  folgt  noch 
die  rationale  Gleichung 

C»  —  2{x^  -hy^  —  2x^y^)  C  4-  {x^  —y^)^  =  0 . 

8.  Wenn  durch  eine  Differentialgleichung  y  «-deutig  bestimmt  ist,  so  werden 
im  Allgemeinen  für  unzählig  viele  Punkte  zwei  von  den  « Werthen  zusammen- 
fallen; die  Curve  dieser  Punkte  wollen  wir  als  Verzweigungscurve  der 
Differentialgleichung  bezeichnen.  Ist  y  explicite  als  Function  von  x  und 
y  gegeben 

y  ==  ?{x»y)» 

so  kann  man  ohne  Weiteres  die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  ablesen. 
Ist  z.  B. 
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lntci^alrechnun£^. 


so  ist  die  Verzweigungscurve 

besteht  also  aus  den  beiden  Geraden,  welche  die  Winkel  der  Achsen  halbiren. 
Bezeichnen  gxt  g^t  .  -gm  die  verschiedenen  Werthe,    Welche  y''  für  einen 
gegebenen  Punkt  x^y  hat,  so  sind  dieselben  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

1.  /"- (/  _^,)(y  _^.)  .  .  .  Or'  _^.)  =.  0; 

dieselbe  gebe  ausgerechnet 

2.  /*■«/»  H-  ^,y--i  -+-  .  .  H-  An^\y'  +An  =  0. 

Zwei  Wurzeln  y  dieser  Gleichung  fallen  zusammen,  wenn  der  Verein  fw 

2.  und  der  folgenden  Gleichung  besteht 

dF 

3.  jy  =  «/'•-i  -h  («  —  1)^1/*-*  -f-  .  .  A-i  «  0 . 

Die  Bedingung  für  den  Verein  von  2.  und  3.  erhält  man  nach  Sylvester's 
Methode,  indem  man  2.  und  3.  der  Reihe  nach  mit  j^'«-*,  7'«— i,  .  .  «y,  1,  bw. 
y «  -i,  ^'«-2^  .  .  ,  y\\  multiplicirt,  und  aus  diesen  2«  —  1  Gleichungen  die  linear 
darin  vorkommenden  Grössen  y 2« -2^  y^-^  ...  j'',  1  in  bekannter  Weise  eOmi- 
nirt.    Man  erhält 


1 


i4--i    A. 


1 


'j    •   •   •   •   '»<•— l      '^n 
A^    ....  Aw-%     Am^i 


A, 


1    ^, 

«(« —  i)Ax     (ä  — 2)i42  ....  i^ü-i 


^f  •  k  •  w« 


=  0. 


1  («—1)^1  .  .  .  A^-,1 
l^ies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Verzweigungscurve. 
!).    Die  Constante  des  allgemeinen  Integrales  einer  Differentialgleichung  I.  0. 
sei   für  jeden  Punkt  der  Ebene  /i-deutig  bestimmt;    ihre  Werthe   für  4^n  Punkt 
Xf}'  seien  7^  7».,  .  .  7«.     Bildet  man  die  Gleichung 

(C-7,)(C-7,)  .  .  .  (C-7,)  =  0. 
so  sind  die  Coeflficienten  eindeutige  Functionen  von  x  und  y.    Es  giebt  unzählig 
viele  Punkte   der  Kbene,   lür  welche  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen- 
fallen; die  Curve  dieser  Punkte  nennen  wir  die  Verzweigungscurve  des  all- 
gemeinen Integrals. 

Die  Gleichung  fiir  C  ergebe 

(D  ^  (?'  -^  «lO-i  -+-  «gO'-z  -h  .  .  4-  a«  =  0; 
alsdann  erhält  man  die  Gleichung  dieser  Verzweigungscurve  in  Form  einer  ver- 
schwindenden Determinante,  wenn  man  C  nach  Svlvester's  Methode  aus 


0  =  0    und 


dC 


=  0. 


Diese  Curve  hüllt  entweder  die  Curven  O  ein  und  hat  in  jedem  ihrer  Punkte 
mit  einer  der  Curven  <!>  eine  gemeinsame  Tangente,  oder  sie  enthält  die  Doppel- 
punkte des  Curvensystems 

^{x,y,C)^0 
(Diflferentialrechn.  §  11,  No.  6). 

Hieraus  folgt  sofort:  Ist  die  Verzweigungscurve  des  allgemeinen 
Integrales  die  Einhüllende  der  Curven  0  =  0,  so  genügt  sie  in  allen 
ihren  Punkten  der  D\i^^i^tiU^\^V^\cV^Mi\^, 
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Ist  die  Verzweigungscurve  dagegen  die  Curve  der  Doppelpunkte  des  Curven- 
systems  <^  =  0,  so  genügt  sie  im  Allgemeinen  der  Differentialgleichung  nicht. 
Denn  im  Allgemeinen  ist  für  einen  Doppelpunkt  einer  Curve  <1)  =  0  der  aus  der 
Differentialgleichung  folgende  Werth  von  y'  nicht  unbestimmt,  wie  der  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  folgende,  sondern  bestimmt;  man  kann  nun  nicht  den 
Schluss  ziehen,  dass  dieser  Werth  mit  dem  aus  der  Gleichung  der  Verzweigungs- 
curve des  allgemeinen  Integrales  folgenden  übereinstimmt. 

Wenn  die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  des  allgemeinen  Integrales  der 
Differentialgleichung  genügt,  so  ist  im  Allgemeinen  für  die  Punkte  derselben  C 
nicht  constant;  sie  ist  alsdann  kein  particuläres  Integral,  sondern  wird  als  Sin- 
gular es  Integral  der  Differentialgleichung  bezeichnet. 

10.  Unabhängig  von  geometrischen  Betrachtungen  untersuchen  wir  nun  auf 
analytischem  Wege  die  Existenz  eines  singulären  Integrales,  d.  i.  einer  Gleichung, 
die  der  Differentialgleichung  genügt,  ohne  ein  particuläres  Integral  zu  sein. 

Es  sei/(:c,^,  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  10.; 
wir  machen  dabei  die  ausdrückliche  Voraussetzung,  dass  die  Function  /  die 
Grössen  x^  y  und  C  nur  in  eindeutigen  Verbindungen  enthält. 

Jede  beliebige  Gleichung  ^(x,y)  =  0  kann  auf  die  Form  f{x,y,  C)  =  0  ge- 
bracht werden,  wenn  man  C  nicht  als  Constante,  sondern  als  Function  von  x 
und  y  betrachtet,  gemäss  der  Gleichung 

f{x,y,C)^v^{x,y), 

Die  Frage    nach    einem    singulären  Integrale    können    wir   nun    so  stellen: 
Kann  C  als  Function  von  x  und  y  so  gewählt  werden,  dass  die  Gleichung 
1.  /(^»J',  0  =  0 

der  Differentialgleichung  genügt? 

Durch  Differentiation  folgt  aus  1. 

2-  fx'^iyy^TcSrx-^Tyy)-''^ 

Wenn  1.  der  Difierentialgleichung  genügt,  so  wird  2.  durch  einen  der  aus 
der  Differentialgleichung  folgenden  Werthe  von  y*  erfüllt,  sobald  man  C  in  2. 
durch  x  und  y  gemäss  der  Gleichung  1.  ersetzt.  Unter  dieser  Voraussetzung 
erfüllt  aber  jedes  der  Differentialgleichung  entsprechende  y  die  Gleichung 


Daher  reducirt  sich  2.  auf 


of  (dC       dC  ,\       ^ 

k[dx  +  dyy)  =  ^- 


Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  entweder 

dC       cC  ,       ^ 

oder  öT^  =  0  . 

Der  Bedingung  3.  entsprechen  solche  Aenderungen  von  x  und  y^  bei  denen 
C  constant  bleibt;  sie  führt  somit  zum  allgemeinen  Integrale.  Für  ein  Integral, 
das  in   dem  allgemeinen  nicht  enthalten   ist,   ergiebt  sich  daher  die  Bedingung 

4.  dC^^' 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  den  Gleichungen 

Ax,y,C)  ==  0,    |^=  0 


8a6  Inlcgriihtchnung. 

durch  einen  connianteu  Wcrili  von  C  yeiitigt  werden  kann;  in  diesem  Falle  Rllirt 
die  Kliinination  von  C  aus  beiden  Gleichungen  nicht  auf  ein  singuläres,  son- 
dern auf  ein  partikuläres  Integral. 

Kine  Ausnahme  hiervon  tritt  in  den  inhlrcichen  Fällen  ein,  wenn  fiir  alle 
Punkte  der  durch  Elimination  von  C  aus 

/{x,y,  C)  =  lind     ^|^=  0 
sich  ergebenden  Ciirve  (Ftlr  welche  wir  den  Namen  Verzweigiingscurve  auch  dann 
beibelialien  wollen,  wenn/ keine  algebraische  Function  von  Cist)  die  Gleichungen 
bestehen 

5^  =  0.^  =  0. 
ex  Cy 

Denn  dann  erRillen  die  Tangenten  derVerzweigungscnrve  «war  die  Gleichung i, 
es  läsM  sirli  aber  hieraus  nicht  schliessen,  dass  sie  der  Differentialgleichung  genügen. 

Man  hat  daher  nach  der  Elimination  von  C  aus/=0  und  c/:cC  =  ^ 
jedesm.a!  erst  nachzusehen,  ob  die  resultirenden  Ciirven,  bez.  welche  von  ihnen, 
der  Differentialgleichung  genügen. 

11.  Es  sei  y'  eine  w-dentige  Function  von  x  und  y,  alsdann  ist  auch  (No.  7) 
die  Conscante  des  allgemeinen  Integrales  «-deiitig  durch  x  und  y  bestimmt.  Wenn 
fllr  einen  Punkt  P  zwei  von  den  Werlhen  C  unendlich  wenig  verscliieden  sind, 
so  fallen  auch  die  Tangenten  an  diese  Curven  in  P  unendlich  nahe  zusammen. 
Dies  sind  aber  zwei  dem  Punkte  P  durch  die  Diff'erentialgleichung  zugeordnete 
Riclitunqen.  Wir  i.chliessen  daher:  Die  Verzweigungscurve  des  allge- 
meinen Integrales  ist  zugleich  Verzweigungscurve  der  Differential- 
gleichung. 

Hiervon  iTilt  eine  Ausnahme  ein,  wenn  ein  Theil  der  Verzweigiingscunt 
des  allgemeinen  Integrales  eine  Parallele  zur  K- Achse  ist;  denn  für  jeden  Punkt 
dieser  Geraden  ist/  =  ±  oo,  es  fallen  also  filr  diese  Punkte  nicht  nothwendig 
zwei  Werthe  von  y'  zusammen. 

12.  Ein  direkter  Nachweis  flir  den  Zusammenhang  der  beiden  Verzweigung»- 
curven  wird  zugleich  Auskunft  darüber  geben,  ob  die  Verzweigungscurve  der 
Differentialgleichung  aus  Curven  zusammengesetzt  sein  kann,  die  nicht  zugleich 
der  Verzweigungscurve  des  allgemeinen  Integrales  angehören.  Die  Differenrial- 
gleichung  wird  aus  dem  allgemeinen  Integrale 

1.  <i>{x,y,C)  =  0 

erhalten,  indem  man  C  aus  1.  und  aus 

ix  Cy    ^ 

etiminirt;  das  Resultat  dieser  Elimination  werde  mit  (4*)  bezeichnet.  Um  die 
Verzweigungscurve  der  Differentialgleichung  zu  erhalten,  hat  man  hierauf  y  aus 
den  (Gleichungen 


{*)  =  0  imd 


i  eliminiren.     Nun  ist 


«y  ■ 


ay  ~  zc' %y" 

Die  Gleichung  4.  zerfallt  in  die  beiden  Gleichungen 

SC  ~  "• 
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Die  Gleich'. '.ngen  1.  und  5.  ergeben  die  Verzweigungscurve  des  allgemeinen 
Integrals  Die  (ileichimg  6.  sagt  aus,  dass  die  durch  2.  definirte  Function  Cvon 
y^  nicht  abhängt;  sie  ist  daher  nicht  statthaft. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  in  folgenden  Satz  zu- 
sammen: Ist  F(Xyy,y^)  =  0  eine  Differentialgleichung  I.  O.  und 
^(p^^^y^  O  =  ^^  ^3-5  allgemeine  Integral  derselben  und  sind  jc,  y^  y\ 
bez.  jc,  y^  C  in  den  Functionen  F  und  <1>  nur  in  eindeutigen  Ver- 
bindungen ei  thalten,  so  kann  die  Resultante,  die  durch  Elimination 
von  C  aus 

<P  =  0     und     T-7^  =  0 

et 

hervorgeht,    1  öchstens    um    einen  Faktor,    der    eine  ganze   Function 

von  X  allein  ist,   von  der  Resultante  verschieden  sein,   welche  durch 

Elimination  von  y  aus  den  Gleichungen 

/^  =  0     und     t-F  =  0 

entsteht.  Wenn  die  erstere  Resultante  der  Differentialgleichung 
genügt,  so  ist  sie  das  singulare  Integral  der  Differentialgleichung, 
soweit  sie  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  C  aus  dem  all- 
gemeinen Integrale  hervorgeht. 

13.  Für  die  Ableitung  des  singulären  Integrales  liaben  wir  daher  folgende 
Wege : 

a)  Ist  das  allgemeine  Integral  auf  C  reducirt,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Werthe  fiir  C  zusammenfallen. 

b)  Sind  in  dem  Integrale  0(jp,^,  C)  =  0  die  Grössen  x^  y,  C  nur  in  ein- 
deutigen Verbindungen  enthalten,  so  eliminire  man  C  aus 

0  =  0,       und     ^  =  0 

c)  Ist  die  Differentialgleichung  auf  y  reducirt,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Werthe  von  y  zusammenfallen. 

d)  Sind  in  der  Differentialgleichung  /^(jc,^,y)  =  0  die  Grössen  x^  y^  y 

nur  in  eindeutigen  Verbindungen  enthalten,  so  eliminire  man  y  aus 

dF 

F  =  0      und     ^,  =  0  . 

Die  auf  einem  dieser  vier  Wege  erhaltenen  Gleichungen  hat  man  darauf  hin 
zu  prüfen,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügen;  soweit  diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  hat  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  gefunden;  dasselbe  ist 
singulär,  soweit  es  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  aus  dem  allge- 
meinen Integrale  abgeleitet  werden  kann.  Nach  Anwendung  der  Methoden  c) 
und  d)  hat  man  noch  nachzusehen,  ob  die  Gleichung  jc  =  7  flir  irgend  einen 
Constanten  Werth  7  der  Differentialgleichung  als  singuläres  oder  particuläres 
Integral  genügt.*) 

14.  Wir  betrachten  als  Beispiele  die  in  No.  4  aufgestellten  .Differential- 
gleichungen. 

A,     Die  Difl'erentialgleichung  No.  4,  6 


*)  Auch  ohne  Kcnntniss  des  allgemeinen  Integprales  kann  man    entscheiden,   ob   man    nach 
den    Methoden   c)   oder  d)  zu    einem    singulären    oder    particulHren  Integrale   gelaxv^  vs»^.. 
Vergl.    u.   A.   E.    PRUC,    Ueber    singulare  Lösungen    dci    D\ÄeietvX\«\^<ft\Ox«Äigeci  V  ^ .  '^x^^»  ^x 
Realschule  zu  Annaberg  1.  S.   1876. 


hat  das  allgemeine  Integral 
Man  erhält 


'  Cr  -  O*  -  2/*  = 


Die  Verzweig ungsciirven  sind:  fllr  die  DifFcrentialglei 
f—  C r  n  ■ 


+>>-<.>) 


Aua  beiden  Gleichungen  Tolgt  das  Integral 

jci  +yi  —a»   =  n; 
dasselbe  ist  singnlär,  da  fltr  die  Punkte  desselben  C  =  J',  also  variabel  ist 
C     Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 


für  das  allgemeii 

le  Integral 

1      -iyy^     -2j>x 

H'-«     ä     ^2^            0 

0           2           —iy 

Das  singuläi 

■e  Integral  ist  j;  =  0 . 

B.     Zu  der 

Piffercntiftlgleichung 

X           ,               /-j- 

^   —  ^i  _  a»  '■-^  "^  ^* 

gehört  das  allgei 

11  eine  Integral 

<I)  -.  SC  —  (4*— *sy)CH 
Die  Bedingungen  fllr  das  Zusammenfallen  zw 


X*  =  0. 

er  Wurzeln  y  bez.  C  sind 


j^ff^  (8A»x>>  -  4:.»  -  *V)  =  0. 

bez.  8A**^*  —  ix*  —  i*y*    =  0 . 

Die  letztere  Gleichung  ist  das  singulare  Integral.    Man  überzeugt  sich  lei< 
dass  es  der  Differentialgleichung  genügt.     Durch  Differentiation  folgt  nämlich 

■''    ""  *»>{4^  — *V)" 
Femer  folgt  aus  dem  singulären  Integrale 

i^yi  =  2x(2  +  l/3  ) ,      X  —  i'y*  =  —  ■ix  yT, 
X  —  i'y^  =  _  jT  (3  +  2  yf) . 
Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergiebt  sich 


Derselbe  Werth    folgt  aus   der   Differentialgleichung   fiir  die   Punkte,   wel 
dem  singulären  Integrale  genügen. 
D.     Die  Differentialgleichung 


hat  das  allgememe  Integra.^ 

4»  B.  C«  —  ^Cy  - 
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Die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  y  bez.  C, 

ist  das  singulare  Integral. 

E.  Die  Differentialgleichung 

y  =  2  +  |/i  -  ^ 

hat  das  allgemeine  Integral 

9  ^  

/(l/^ä-Zr^_^^2jc)-  ^  ^"'^  ^''''^  ^^Y\   ^  -  l  4-lj  =  C. 

Für  die  Verzweigungscurve* 

X  —  y  =^  ^ 

ist  y  =  1, 

während  für  die  Punkte  derselben  aus  der  Differentialgleichung  folgt 

y  =  2. 
Daher   ist   in   diesem  Falle  die  Verzweigungscurve  kein  Integral 
der  Differentialgleichung. 

F.  Hat  die  Differentialgleichung  die  Form 

y  =  TT  ^_  ^y\r 

wobei  F  und  ^  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  ist  ihre  Verzweigungs- 
curve 

^'^  =  0. 

Der  aus  dieser  Gleichung  folgende  Werth  von  y^  stimmt  im  Allgemeinen 
nicht  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung  unter  der  Bedingung  ^'  =  0  folgen- 
den Werthe 

y  =  F 

überein;  die  Verzweigungscurve  ist  daher  für  Differentialgleichungen  dieser  Form 
im  Allgemeinen   kein  Integral.     Das    vorige  Beispiel   bildet   hiervon  einen  be- 
sonderen   Fall.      Ausnahmen    bilden    u.    A.    alle    Differentialgleichungen,    deren 
allgemeines  Integral  die  Form  hat 
2.  /H-  /?    =  C, 

wobei  /  und  9  rationale  Functionen  sind 
Zu  2.  gehört  die  Differentialgleichung 

,  dx     ^  ^        ex 

dy  '  ^^        dy 
welche  auf  die  Form  1.  gedacht  wird,  indem  man  den  Nenner  rational  macht. 

§  24.    Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei 

Veränderlichen. 

1.    Wir   wenden   uns  nun  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  I.  O. 

Eine  allgemeine  Methode,  durch  welche  die  Herstellung  des  Integrals  in 
geschlossener  Form  geleistet  oder  auf  gewöhnliche  Integrationen  zurückgeführt 
werden  könnte,  giebt  es  nicht;  wir  müssen  uns  begnügen,  eine  Reihe  von  Fällen 
anzugeben,  in  welchen  die  Integration  ausgeführt  werden  kann,  und  schliesslich 
Methoden  zu  entwickeln,  nach  welchen  das  Integral  in  Form  einer  unendlichen 
Reihe  gewonnen  wird. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  Mdx  -V-  Niy  =  ^  vsX  scAotV  ^^S^xv^ätv^ 
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wenn  die  Variabein  getrennt  sind,  d.  i.  wenn  ^nur  eine  Function  voa  x, 
und  N  nur  eine  Function  von  y  ist;  schreiben  wir,  um  dies  zu  veranschaulichen, 
^(x)  und  ^{y)  für  Af  und  N,  so  haben  wir  die  Differentialgleichung 

f^{x)dx  -h  ^{y)äy  =  0, 
und  erhalten  hieraus  ohne  Weiteres 

f^(x)dx  -h  S^(j)dy  =  C. 

Willkürliche  Constanten  bei  den  Integralen  anzubringen  ist  in  diesem  Falle 
wegen  der  rechts  stehenden  Constanten  nicht  nöthig. 

Beispiel.    Aus  2(fl  -^  x)dx  -h  ^y^dy  s=  0 

folgt  das  allgemeine  Integral  {a  -f-  x)^  -+-  jp«  ■==  C. 

2.  Wenn  die  Variabein  nicht  getrennt  sind,  so  gelingt  es  zuweilen  durch 
Division  oder  Multiplication  mit  Functionen  der  Variabein  die 
Trennung  herbeizuführen.     So  ergiebt  sich  aus 

1.  JTi  Kl  dx  -h  Jr,  K,  dTjp  =  0 

durch  Division  mit  Xm  Y* 

X  Y 

-^dx  -^  ^dy  =  0. 

Sind  nun  X^,  X^  Functionen  von  x  allein,  und  Y^,  Y^  Functionen  von/ 
allein,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  I. 

Beispiele.    A.        xy^  dx  —  (a  —  x^{p — y)dy  =  0. 

Hieraus  folgt  J3^^*  —  (3;!  ""  j)  ^^  =  Ö! 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

ly  —  al{a  —  ^)  =  ^^^^ h  C. 

B.  (1  '\'y^)dx  -h  (n- jc>)<y  =  0 . 

dx  dy 

Diese  Gleichung  erciebt ^  -+-  ; — ^—z  =  0; 

°  1  -f.  jp»        1  4-  y*  ' 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arctangx  -f-  arctangy  =  C 

C.  1/1  —y^dx  4-  yi —Jc«  dy  =  ^, 

Hieraus  folct  ,  H =  0; 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arc  sinx  -\-  arc  siny  =  C 
Giebt  man  der  Differentialgleichung  die  Form 

y  =  -  t/LEZ. 

r     1  —  :p8  ' 

so  erkennt  man,   dass  die  singulären  Lösungen  in  der  Gleichung  enthalten  sind 

(1  —x^){\—y^)  =  0. 
Alle  vier  hierin  enthaltenen  Geraden  gentigen  der  Differentialgleichung;  da 
keine  durch   Specialisinmg  aus  dem  allgemeinen  Integrale  hervorgeht,    so  sind 
alle  singulare  Lösungen. 

3.  Eine  Reihe  von  einfachen  geometrischen  Aufgaben  führen  auf  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  in  denen  die  Variabein  getrennt  werden  können. 

A.    Die  Curven  vx  best!vavmeT\,  \i^\  Oi^w^w  Äx^^^^xsX^xvciXTcvTiX^^vwe  ^e^ebenc 
Function  <p(^)  der  Oid\tva\.e  \sl. 
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Aus  der  Bedingung  yy^  ==  (p(^) 

'^'^  A^)  =  ^  -^  ^- 

B.  Soll  die  Subnormale  eine  Function  ^(jr)  der  Abscisse  sein,   so  ist 
die  Differentialgleichung 

und  daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

y^  =  2fy{x)iix  -+-  C. 

C.  Wird  verlangt,  dass  die  Subtangente  eine  Function  <^{y)  der  Ordi- 
nate ist,  so  hat  man 


und  daher  das  allgemeine  Integral 

\(y)  dy 


p 


^=  X  -h  C. 


D.    Soll  die  Subtangente  eine  Function  <^(x)  der  Abscisse  sein,  so  ist 


also  /y  =  /  —^  -f-  C. 


X 

') 

E.    Soll  die  Tangente  eine  Function  der  Ordinate  sein,  so  ist 


^yTTT»  =  ,p(_y); 


y 

hieraus  folgt  .  y  = 


/= 


Das  allgemeine  Integral  ist 

yy^  -^y^  ^y  ^  X  -^  C. 

F.  Auf  ähnliche,  einfachste,  durch  Trennung  der  Variabein  sofort  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichungen  fuhren  die  Aufgaben:  Eine  Curve  zu  bestimmen, 
in  welcher  die  Polarsubtangente,  die  Polarsubnormale,  oder  der  Winkel  zwischen 
Tangente  und  Radius  vector  eine  gegebene  Function  des  Radius  vector  oder  des 
Polarwinkels  ist. 

G.  Soll  das  von  einem  Curvenbogen,  der  Abscissenachse  einer  festen  Ordi- 
nate und  der  Ordinate  eines  laufenden  Curvenpunkts  begrenzte  Segment  einer 
Curve  eine  gegebene  Function  (p(^)  der  Endordinate  sein,  so  hat  man  die 

Differentialgleichung 

ydx  =  ff\y)dy, 

woraus  folgt  I dy  =  jf  -+-  C 

Wird  verlangt,  dass  das  Segment  eine  gegebene  Function  der  Endabscisse 
sei,  so  fiihrt  die  Aufgabe  auf  keine  Differentialgleichung. 

4.    Wenn  in  der  Gleichung 

Mdx  4-  Ndy  =  0 
il/ und  iV^  ganze  homogene  Functionen  von  x  und  j'  vom  Grade  n  sind, 
so  gelingt  die  Trennung  der  Variabein  durch  die  Substitution  y  =  tx. 
Da  in  jedem  Gliede  von  M  und  N  die  Anzahl  dei  vsknaNa^Xtv^^Xöx^Yv  n  V5X.>  «sä 
fol^,    dass  nach   der  Substitution   M  und  N  \n  YiodMVVÄ  notw  y^   ^>^-  ^^«aÄxv 
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1 


"  -  -/r^^  -  ^- 


Functionen  von  z  übergehen.    Werden  dieselben  mit  M{%)  und  iV(s)  beieichnet, 

und  bemerkt  man,  dass 

dy  =  zdM  -H  xd%, 

so  erhält  man  für  z  und  x  die  DifTerentialgleichung 

M{z)dx  -*-  N{z){zdx  H-  xdz)  =  0. 

Nach  der  Trennung  der  Variabein  folgt  hieraus  das  allgemeine  Integral 

'*  — /  Mit)  -^\n{z)  ''*  "^  ^- 

Durch  die  Substitution  folgt  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung 

Umgekehrt:  Wenn  es  gelingt,  y  als  Function  \ony\x  darzustellcB; 
so  werden  die  Variabein  durch  die  Substitution  jp  :=  zx  getrennt,  denniik 

so  liefert  die  Substitution 

zdx  -H  xdz  =:  ^{z)dx; 
daher  ist  das  allgemeine  Integral 

?« 

Hierin  hat  man  nach  der  Integration  z  durch  y  :x  zn  ersetzen. 

Differentialgleichungen  dieser  Art  werden  als  homogene  Differential- 
gleichungen bezeichnet 

5.  Dieselbe  Substitution  führt  auch  bei  der  nicht  homogenen  Difierential- 
gleichung  zum  Ziele 

y  =  i  +  /W9(j). 

Denn  man  erhält 

xdz  =  /{x)  <^{z)  dx , 
und  daher  das  allgemeine  Integral 

r>.    Beispiele.    A.    Die  Curve  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Tangente  der 
Geraden  parallel  ist,  die  den  Winkel  des  Radius  vector  mit  der  Ordinatenachse 
halbirt.     Bezeichnet  ^  den  halben  Polarwinkel,  so  soll  sein 
r'  =  taniri^b''  4-  *)  =  ^  -*- ^^^^  =  l/l  ^  cos2^  ^  ^i  ^  cos^^  ^  l  -^  sin^ 

Daher  hat  man  die  Differentialgleichung 

Die  Substitution  y  =:  zx  liefert 

xz^  -h  s  =  z  -^  yz^  4-  1  , 
dz  dx 


Yz^  -h  l  X  * 

hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 

l{z  -\-  Yz^  -h  1)  =  /x  ^  C. 
Denkt  man  sich  C  als  Logarithmus  einer  andern  Constanten,  die  wieder  mit 
C  bezeichnet  werden  kann,  und  geht  dann  von  den  Logarithmen  zu  den  Logarith- 
manden über,  so  eAöAl  m^iTx 


§  24«    Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen.      833 

Substituirt  man  rückwärts  z  =^yiXf  so  ergiebt  sich 

Cx^  ^  y  -^  |/y»  H-  x^  . 

Hieraus  folgt  die  rationale  Gleichung 

C^x^  —  2C>  =  1  . 

Ersetzt  man  hier  C  durch  1  :  C,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral 

C«  -+-  2Cy  =  jc», 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  4,  7. 

B.  Die  Strecke  OS 2,  welche  eine  Curventangente  von  der  Ordinatenachse 
abschneidet,  ist  bekanntlich  y  —  xy']  ist  jjl  der  Winkel,  unter  welchem  diese 
Strecke  von  der  Projection  /*  des  Curvenpunkts,  auf  die  Abscissenachse  aus  ge- 
sehen wird,  so  ist  Aj«^jjl  =y:x  — y\  Wird  nun  die  Curve  verlangt,  deren  Tan- 
gente in  jP  normal  zu  I^S^  ist,  so  ergiebt  sich  für  dieselbe  die  Differential- 
gleichung 

Hieraus  folgt  fUr  y  eine  quadratische  Gleichung,  und  durch  Auflösung  der- 
selben 


2x    '    r    ^  ^  4x^' 

Die  Substitution  y  -=  zx  führt  zu 

dx  dz 


^         l/         z^        z 


oder,  wenn  rechts  der  Nenner  rational  gemacht  wird, 
Die  Integration  ergiebt 

Hieraus  folgt  schliesslich,  wenn  C  geeignet  geändert  wird: 

Aus  2.  folgt  die  Verzweigungscurve  für  y 
4.  4ji:2  H-j;2  =0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  y  =  — •  4a::j',  aus  2.  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  4.y  =  j' :  1x\  vergleicht  man  beide  Werthe,  so  erhält  man  8jip^  -t-j''^  =  0; 
da  diese  Gleichung  mit  4.  nicht  übereinstimmt,  so  ist  4.  kein  Integral  der  Differential- 
gleichung. 

7.    Um  die  Differentialgleichung 
1.  {ax  '\-  by  -^  c)dx  -f-  {a' x  H-  Vy  -+-  c^)dy  =  0 

in  eine  homogene  zu  verwandeln,  substituiren  wir 

Wir  erhalten 

a  X  '\'  by  -^  c   =au-^bv--\-a9L--^b^--^c, 

a'x  H-  b'y  4-  ^'  =  a'u  -+■  b^v  4-  a'a  -+-  ^'ß  -h  c' . 

Werden  nun  a  und  ß  aus  dem  Systeme  bestimmt 

flaH-^ß  =  —  ^, 

^-  a'a  4-  ^'ß  =  —  ^r', 

so  erhält  man  die  transformirte  homogene  Gleichung 

3.  (au  -+-  bv)du  4-  (a'tt  4-  ^'v^dv  =  Q  . 

Die  Gleichungen   2.   führen   auf  unendliche  YJetlVve   Noti  <i.  >mA  ^>  n^^wc^ 

ScHLOMtBusi,  HamOHieh  dm  Mub«mtik.    Bd.  U.  S"^ 


'^  "  ■ ' . ' "  z^*^' . .  -^.7~T^^^5W 
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aV  —  o'^  =s  0;  wird  </  s»  na  gesetzt,  so  ist  alsdann  V  «s  nbt  und  daher 
a^x  -H  Vy  =  n{^x  -f-  /^y). 

Setzt  man  jetzt  a:r  -h  ^j^  =»  s,  so  wird 

bdy  s=  </s  —  arf*, 
und  man  erhält  die  DifTerentialgleichung 

b{^  -^  c)dx  -h  {ng  H-  ^')  {dz  —  ä^/ä)  ==  0 , 
in  welcher  sich  die  Variabein  leicht  trennen  lassen*). 

8.  Als  lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bezeiduiet 
man  die  Gleichungen  von  der  Form 

wenn  darin  F  und  Q  Functionen  von  x  allein  sind.    Ist  Q  =:  0,  so  lassen  sdi 
die  Variabein  sofort  sondern,  und  man  erhält  das  allgemeine  Integral 
2.  /j^  =  —  jFdx  H-  C. 

Wir  wollen  nun  versuchen,  das  allgemeine  Int^[ral  der  Gleichung  1.  daduid) 
zu  erhalten,  dass  wir  in  2.  die  willkürliche  Constante  C  durch  eine  Funedoo 
von  x  ersetzen;  vielleicht  lässt  sich  diese  Function  so  bestimmen,  ^a«  der 
Differentialgleichung  1  genügt  wird. 

Ersetzen  wir  in  2.  C  durch  %  und  difierenziren,  so  ergiebt  sich 

y  =  —  />  -h  s>. 

Dieser  Werth  wird  in  1.  eingesetzt  und  liefert  für  z  die  Gleichung  liy^Q, 
oder,  wenn  y  hierin  gemäss  der  Gleichung 

8.  iy  =  —fPdx  -h  z 

durch  X  und  z  ersetzt  wuxi, 

jPdx 

4.  ^dz  ^si  Qe       dx. 

Hieraus  folgt  fUr  z  das  allgemeine  Integral 

-       fPäx 

r-  =  JQe       dx  H-  C, 

Daher  folgt  schliesslich  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differential- 
gleichung 

y  =  r-'^^'^lc  -f.  jQe^' d^  . 

9.  Beispiel.  Die  Curven  zu  bestimmen,  deren  Tangenten  von  der 
Ordinatenachse  das  geometrische  Mittel  der  Abscisse  und  einer  gegebenen  Strecke 
a  abschneiden. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

y  —  xy^  =  y^jp, 

Diese  Gleichung  ist  linear;  es  ist  /*  =  —  1  :  jc,  ^  =  —  Y^TTx,  und  da- 
her das  allgemeine  Integral 


oder 


=  /^(c-/v1r/^.). 


Nach  Ausführung  der  beiden  Integrationen  erhält  man 

^  =  Cjc  -f-  2  |/äjc. 

U).  Das  allgemeine  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung kaim  auch  auf  einem  andern  Wege  gefunden  werden,  den  wir  ebcnfidls 
angeben  wollen.    Man  \eis\xd\l,  die  Aufgabe  dadurch   auf  einfachere  zurücbo- 


♦)  BOOLE,  K  tteaüsc  ot\  d\««itvvV\Ä  ^c^^aJaoxÄ,  v  ^^-^  Vfi^Äaxv  aäjy\v\»^,  -^ 
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führen,  dass  man  y  durch  das  Produkt  uv  zweier  noch  unbestimmter  Functionen 
von  X  ersetzt.     Hierdurch  erhält  man  die  Gleichung 

1.  uv'  -f-  vu^  -f-  Puv  =  Q» 
Bestimmt  man  nun  u  aus  der  Gleichung 

2.  «'  H-  i'«  =  0, 

so  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung  übrig 

3.  uv'  =  Q. 

Da  es  bei  der  Integration  von  2.  nur  darauf  ankommt,  irgend  eine  dieser 
Gleichung  entsprechende  Function  von  x  zu  erhalten,  so  kann  man  der  will- 
kürlichen Constanten  des  allgemeinen  Integrals  von  2.  einen  solchen  besonderen 
Werth  geben,  dass  das  Integral  möglichst  einfach  wird.  Die  willkürliche  Con- 
stante  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  1.  tritt  erst  mit  der  Integration 
von  3.  ein. 

Die  Gleichung  2.  stimmt  mit  No.  8,  1  fllr  den  Fall  ^  =  0,  überein;  und 
die  Gleichung  3.  ist  von  der  Gleichung  No.  8,  4  nicht  verschieden,  wenn  man  y 
durch  u  und  z  durch  v  ersetzt. 

11.  Die  nichtlineare  Differentialgleichung 

worin  P  und  Q  wieder  Functionen  von  x  allein  sind,  lässt  sich  in  eine  lineare 
verwandeln;  setzt  man  nämlich /(j')  =  0,  so  \%i/\y)dy  =  dz  und  man  erhält 

z'  -\-  Pz  =  Q, 
Auf  diese  Gleichung  führt  z.  B.  die  folgende 

2.  y    ^   Py  =    Qym  . 

Dividirt  man  nämlich  durch  — y"*  \{m —  1),  so  erhält  man 

—  (;w  —  l)y-'^y  —  (;w  —  1)  Py-i'^-'^)  =  —  (/«  —  1)  ^  ; 
und  diese  Gleichung  stimmt  mit  1.  überein,  wenn  man  /{y)t  Pt  Q  durch  y~^'"  -i), 
—  {m  —  \)Pi  —  {m  —  l)Q  ersetzt. 

12.  Das  allgemeine  Integral  der  nicht  linearen  Gleichung*) 

lässt  sich  angeben,  wenn  man  ein  particuläres  Integral  >»  =  u  dieser  Gleichung 
kennt.     Setzt  man  nämlich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form  voraus 

y  =z  u  -^  V  t 
worin  v  eine  noch  zu  bestimmende  Function  bezeichnet,  so  hat  man  für  u  und  v 
die  Gleichung 

»'  -f-  z^'  H-  i'«  4-  /^  =  Qu^  -\-  "iQuv  -f-  Qv^  H-  K. 
Nach  der  Voraussetzung  ist 

u'  -^  Pu  =^  Qu^  -h  R, 
daher  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung 

v'  -+-  {P—2Qu)v  =  Qv^. 
Diese  Gleichung  fällt  unter  No.  11,  2  für  m  =  2. 
Beispiele.     A.     Der  Gleichung 

y    ^    Py    ^    Qy2    ^    l    ^    PX   —    QX^ 

wird  durch  das  particuläre  Integral  y  =  x  genügt.     Daher  ist  jetzt  u  =^  x,  und 

für  V  hat  man  die  Gleichung 

v'  4-  {P—^Qx)v  =  Qv^  . 

B.  ^'  -f.  Py  =  y  -+-  P\ 

wobei  i"  für  dP\  dx  gesetzt  ist. 
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Der  Gleichung  wird  durch  y^P  genügt;  daher  ist  das  allgemeine  lategnd 
y  =s  P-^Vt  wenn  v  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

ff  ^  Po  ^  Qv^. 

13.   Die  Gleichung 

1.  xy  —  ay  -^  by^  «  cx^  ^ 

ist  unter  der  Form  No.  12,  1  enthalten.    Setsen  wir  versuchsweise  y  «s  kx't  »> 

erhalten  wir 

n      ^  • 

Diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt,  wenn   

n  =  2ii,     k  =a  ycib. 

Im  Falle  nr=s2a  kann  also  nach  der  in  No.  18  angegebenen  Methode  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  gefunden  werden. 

Durch  geeignete  Substitutionen  kann  man  in  einer  Reihe  von  FUen 
Differentialgleichungen  von  der  Form  1.,  in  welchen  n  von  %a  verschieden  ist» 
auf  eine  Gleichung  derselben  Form  surUckfÜhreni  in  welcher  n  «k  S«  ist 

Setzt  man  nämlich  in  1. 

worin  y^  eine  neue  Variable  ist,  so  erhält  man 

2.  —  fli<  -h  bÄ^  -H  (n  — ä-h2*-^—  -H  *Tr^ ^Vx    «=  ^**- 

Wir  wählen  nun  A  so,  dass  — aA-^bA^  ss  0;  also  entweder  ^ss«:^ 
oder  -^  =  0. 

Die  Annahme  A^=^  a\b  ergiebt  die  Transformation 

a        x^ 

und  die  transformirte  Gleichung 

y\        y^      y^  -^^ 

Durch  Multiplication  mit  y^  :  oc^  ergiebt  sich  hieraus 
4.  xy^  —  (ä  H-  «)^j  H-  cy^  =  ^jic*  . 

Diese  Gleichung  geht  aus  1.  hervor,  wenn  man  dr,  by  c  der  Reihe  nach  durch 
(a  -f-  «),  ^,  ^  ersetzt. 

Wendet  man  nun  auf  4.  die  Substitution  an 


5.  J'  =  — : h  — , 


die  aus  3.  hervorgeht,  wenn  man  a  und  b  durch  a  -f-  «  und  c  ersetzt,  so  erhält  man 

^y\    —(«-+-  2f»)>^i  4-  by^  =  ^jic*; 
hierauf  wendet   man  wieder  die  der  Substitution  3.  entsprechende  an  u.  s.  f.; 
nach  k  Transformationen  erhält  man  die  Gleichung 

wenn  k  ungerade  ist:         xy^  —  (0  -H  kn)y<^  H-  cyf  =  bxf^\ 
wenn  k  gerade  ist:  xy^  —  («  -f-  kn)yy^  4-  ^jfj*  =  ex* . 

Kann  man  nun  die  ganze  Zahl  k  so  wählen,  dass  ff  «=  2(a  +  i^n),  ist  also 
(«  —  2<i) :  2«  eine  ganze  Zahl,  so  kann  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1. 
nach  den  gegebenen  Methoden  gefunden  werden. 

Die  andere  Annahme  -<4  =  0  fie?ert  die  Substitution  >  =  «*  :  jp^  und  die 
transformirte  Gleichung 

^      ^  y\        yv       :^\ 
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Multiplicirt  man  mit  y^  :x^,  so  entsteht 
6.  xy^'  —  («  —  a)y^  ■+•  cy^  =  bx'^, 

also  die  Gleichung  1.,  wenn  man  a,  b^  c  der  Reihe  nach  durch  n  —  a^  c^b  ersetzt 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  Substitution  ergiebt  sich  schliesslich 
wenn  k  ungerade  ist:        xy^*  —  {Jin  —  d)y^  h-  cy^  =  bx*'\ 
wenn  k  gerade  ist:  xy^  —  (kn  —  a)y^  -+■  by^  =  cx:^ , 

Hieraus  folgt,    dass   die  Gleichung   1.  integrabel  ist,    wenn  k  so  bestimmt 
werden  kann,  dass  2(^/i  —  0)  =  «,  wenn  also  (/i  -h  2«) :  2/i  eine  ganze  Zahl  ist. 
Wir  sehen  somit:     Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung   1.  kann 
gefunden  werden,  wenn  («  zt:  2dr) :  2«  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
Die  RiccATi'sche  Differentialgleichung 

y  -f-  by^  =  cx»^ 
kann    auf  die   Form  der   Gleichung    1.    gebracht   werden;    setzt   man    nämlich 
y  =i  z\x^  so  erhält  man  aus  7. 

xz^  —  «4-  bz^  =  cx^-^^. 
Die  RiccATi'sche  Gleichung  ist  somit  integrabel,  wenn  entweder  (/«  4-  4) :  (2  /«  +  4) 
oder  m :  (2m  -{-  4)  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 


14.    Die  Integration  der  Differentialgleichung 
1.  Mäx  -f-  Näy  =  0, 

gelingt  sofort,  wenn  die  linke  Seite  das  vollständige  Differential 

einer  Function  ^{x,y)  ist,  das  allgemeine  Integral  ist  alsdann 

9(f»y)  =  c. 

Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  man  erkennt,  ob  ein  Differentialausdruck 
Mdx  -h  Ndy  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wie  man  von  dem  vollständigen 
Differentiale  die  Function  9  ableitet. 

Ist  Mdx  4-  Ndy  das  vollständige  Differential  von  f^{x,y\  so  ist 

ox*  dy 

Hieraus  folgt  sofort  die  nothwendige  Bedingung 

dM       dN 
^'  dy    -^    dx' 

denn  beide  Seiten  der  Gleichung  sind  nach  1.  gleich  d^apidxcy.  Die  Be- 
dingung 2.  ist  aber  auch  hinreichend.  Hat  man  nämlich  eine  Function  ^,  welche 
der  Gleichung  genügt  M  =  d^:  dx,  so  ist 

dM  _    d^f^    __  dN 
dy         dxdy        dx  * 
also  können  N  und  Cf^  :  dy  nur  um  eine  Grösse  verschieden  sein,  die  x  nicht 
enthält,  mithin  eine  bestimmte  Function  von  y  allein  ist    Bezeichnet  man  dieselbe 
mit  Y,  und  setzt 

9  =  *  -^  fy^y. 

dM       d9  ,     dN       dfL 

so  ist  -5—  =  1—     und     "ö-  =  T^  >    w.  z.  b.  w. 

dx        dx  dy        dy 

Eine  Function  i|;  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  M ^=^C'^\dx  lm 

^  ^  jMdx, 
wo  bei  der  Integration  das  in  M  enthaltene  y  a\s  cotv&XädX.  t.m  \i^\x^0c»5Ä'^  >^\ 
es  genügt  einen  pArticularen  Werth  dieses  IntegcaVs  im  'M^mÄXi, 


X 
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Hiermit  ist  auch  die  zweite  Frage,  die  Bestimmong  der  FmictiCMi  ^  und  dt 
mit  die  Integration  der  Differentialgleichung  erledigt ' 

Beispiel,    (jc»  —  Axy  —  2y^)äx  H-  O'*  —  Axy  —  2x^)dy  =  0. 
Hier  ist 

also  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  ein  vollständiges  DiflerentiaL    Weiter  folgt 


+ 


(a?«  —  4:xy  —  2y*)dx  «  -« ^x^y  —  2jcy»  • 


Der  Vergleich  von  N  und 

^+ 

ä>  ""  "  ^*  44PJP 

liefert 

y  ^s  J^ —2!  SB  «f . 

daher  ist 

9  ■■  !*•  —  ix^y  —  2xy«  -h  4^^»  ==  C 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

15.  Jeder  Differentialausdruck  Mäx  +  jVdy  kann  durch  Multipli- 
cation  mit  einer  geeigneten  Function  vonjc  und^  in  ein  vollstftndiges 
Differential  verwandelt  werden. 

Die  Differentialgleichung 

1.  Afäx  4-  J^dy  «=  0 
habe  das  allgemeine  Integral 

/(x,y) «  c. 

Durch  Di£ferentiation  folgt  hieraus 

Sf  d/ 

2.  £ä^  +  /-dj>  =  0. 

Aus  1.  und  2.  folgen  übereinstimmende  Werthe  von  y',  es  ist  daher  identisch 

ox     oy 
Folglich  giebt  es  einen  Faktor  z/,  so  dass 

ex  cy  ' 

und  mithin 

df  cf 

vMdx  -f-  vNdy  ^  7^  dx  -^  w-  dy . 

Da  die  Auffindung  des  Faktors  v  sofort  zur  Kenntniss  des  allgemeinen  Inte- 
grals der  Gleichung  1.  filhrt,  so  bezeichnet  man  v  als  einen  integrirenden 
Faktor  der  Differentialgleichung  Afdx  -+-  Ndy  =  0. 

IG.    Ein  integrirender  Faktor  v  der  Gleichung  Mdx  -\-  Ndy  =  0  wird  durch 

die  Gleichung  definirt 

d{vM)  __  d{vN) 

dy  dx     ' 

Führt  man  die  Differentiationen  aus,  so  erhält  man  nach  geeigneter  Um- 
stellung 

»r^7^  .^^^^  (^^  dN\ 

cx  Cy  \Cy  ox  J 

Dies  ist  eine  partiale  Differentialgleichung;  die  Auflösung  derselben  ist  im    | 
Allgemeinen  ein  \^ö\^eTes  YioVAem,  ?\^  ^^'s»,  €\tä  \^SSS&.\«xs.ti9lg|[eichung  I.  O.  xo 
integriren.     Im  AWgemeViveTv  Vsl  da!cv«t  ^vi  \tv\ä\^^^ts.  ^^\  \2rffixs»Q&Qii^4^Qk£ssss^ 


§  24.    Integration  der  DifTercntialgleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen.      839 

I.  O.  durch  Aufsuchung  eines  integrirenden  Faktors  nicht  lösbar;  vielmehr  wird 
man  umgekehrt  die  partiale  Differentialgleichung  1.  fiir  im  Wesentlichen  gelöst 
erachten,  nachdem  man  ihren  Zusammenhang  mit  dem  allgemeinen  Integrale 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  I.  O.  erkannt  hat,  und  hierauf  werden 
wir  bei  Gelegenheit  der  partialen  Difterentialgleichungen  zurückkommen. 

Doch  bleibt  trotzdem  das  Studium  der  integrirenden  Faktoren  auch  fiir 
die  Integration  von  Differentialgleichungen  I.  O.  von  hoher  Bedeutung;  denn 
alle  Integrationsmethoden  lassen  sich  auf  die  eine  Methode,  einen  integrirenden 
Faktor  zu  bestimmen,  reduciren,  —  und  indem  man  umgekehrt  von  bestimmten 
Formen  integrirender  Faktoren  ausgeht,  kann  man  Gruppen  integrabler  Differential- 
gleichungen aufstellen.     Wir  werden  später  hierzu  Beispiele  geben. 

17.  Dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differentialgleichung  I.  O.  kann  man 
unzählig  viele  verschiedene  Formen  geben.  So  hat  z.  B.  Sx^dx  -h  2ydy  =i  0 
das  allgemeine  Integral  x^  -^  y^  =  C\  dasselbe  kann  aber  auch  durch 

{x'^  -\-y^y'  =  C,       l{x^  -{-y^)  =  C,       sin(x^  -+-;;2)  =  C  u.  s.  w. 
ersetzt    werden.     Diesen    verschiedenen  Formen    des  Integrals   entspringen  ver- 
schiedene Formen  des   integrirenden  Faktors;  wir  wollen  nun  nachweisen,  wie 
man  aus  einem  integrirenden  Faktor  die  allgemeine  Form  finden  kann,   unter 
der  jeder  integrirende  Faktor  derselben  Gleichung  enthalten  ist. 

Ist  V  ein  integrirender  Faktor  von 

1.  Mdx  -h  Ndy  =  0, 
so  ist 

2.  vMdx  -\-  vNdy  =  ^9, 

und  9  =  r  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Multipliciren  wir  2.  mit  einer  willkürlichen  Function  von  9,  so  erhalten  wir 

vF{^){Mdx  -h  Ndy)  =  ^^(9)^9 . 
Hierin  ist  die  rechte  Seite  das  vollständige  Differential  von 

also  ist  auch  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential,  mithin  ist  vF{tf)  ein 
integrirender  Faktor  von  1.  Wir  haben  daher:  Ist  v  ein  integrirender  Faktor 
der  Gleichung  Mdx -^  Ndy  =^  0 ,  und  9  =  r  das  allgemeine  Integral, 
so  ist  das  Product  aus  v  und  einer  willkürlichen  Function  von  9 
ebenfalls  ein  integrirender  Faktor. 

Es  sei  nun  ausser  v  auch  V  ein  integrirender  Faktor;  um  nachzuweisen, 
dass  V^=vF(r^)f  zeigen  wir,  dass  der  Quotient  V:v  eine  Function  von  9  ist. 
Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist  das  Verschwinden  der 
Determinante 

_,        d{Viv)    r9        d{V:v)    c^ 
cx        öy  cy        ox 

Differenzirt  man  rechts  die  Quotienten,  so  entsteht 

9«  (c^    cV       f9     cV\         ,,/^9     cv        ^9     ^z/\ 

\(}y     cx        cx     cy  J  \cy     cx        cx     CyJ 

Nach  der  Voraussetzung  ist 

und  daher 

^ach  No,  16,  1  ist  nun  ^ 


.~-'.  ''•^^L^r^.fy^*'  V.-i 
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,jv     ,jy     „(9M    dA\ 

„»ü        „dv  (dM     dlf\ 

daher  ergiebt  sich 

vR  ^0,      d.  i.  i?  BB  O9      w.  s.  b.  w. 

18.  Hat  man  zwei  integrirende  Faktoren  v  und  F  einer  Differentialgleiduiijg 
I.  O.  aufgefunden,  so  kann  man  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  angebo^ 
ohne  eine  Integration  anzuführen.  Denn  ist  9  s=  r  ein  allgemeines  Integral,  so 
ist  K=  vF{ff),  mithin  ist 

ebenfalls  ein  allgemeines  Integral ;  wenn  man  statt  F  irgend  eine  Function  ym 
F  setzt,  so  kann  man  von  dem  so  gefundenen  allgemeinen  Integrale  unter  Um- 
ständen zu  einfacheren  Formen  für  dasselbe  übeigehen. 

19.  Wir  schlagen  nun  den  in  No.  16  angedeuteten  Weg  ein  und  con- 
struiren  zu  integrirenden  Faktoren  von  gegebener  Form  die  zuge- 
hörigen Differentialgleichungen. 

Soll  der  integrirende  Faktor  v  eine  Function  F  einer  gegebenen  Function  f 
von  X  und^  sein,  so  muss  die  Gleichung  No.  14,  2  von  v  «=>  P(^  erfüllt  werdn. 
Man  erhält  aus  derselben 

Folglich  ist 

dM  _  dN 

dF  "g7        ^     ^ 

cx  cy 

Da  nun  links  ein  vollständiges  Differential  steht,  so  muss  auch  die  rechte 
Seite  ein  solches  sein;  also  muss 

ZM  _  dN 


ex  oy 


eine  Function  von  9  sein  Um  zu  erfahren,  ob  dies  der  Fall  ist,  kann  man  aus 
der  Gleichung  ^(.r,/)  =  <p  eine  der  Variabein  x  oder  j^  berechnen,  in  dem  man 
das  rechts  stehende  9  als  neue  Variable  einführt;  setzt  man  dann  diesen  Werth 
in  ^  ein,  so  muss  sich  ^  als  Function  von  9  allein  ergeben.  Dieser  Weg  ist 
dann  cm pfehlens werth,  wenn  x  oder  ^  aus  der  Gleichung  ^(x,y)  sich  leicht 
bestimmen  lassen.     In  anderen  Fällen  hat  man  die  Determinante  zu  bilden 

dx     cy        dy  '  dx* 
wenn  diese  identisch  verschwindet,  so  ist  ^  eine  Function  von  9. 

Umgekehrt:  Ist  ^  eine  Function  von  9  und  bestimmt  man  F  durch  die 
Gleichung  2.,  so  wird  die  Gleichung  1.  erfüllt,  also  ist  F(ff)  ein  integrirender 
Faktor  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Wir  schliessen  daher:  Die  noth- 
wendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  ein  integrirender 
Faktor  der  Differentialgleichung  ilfz/jc  H- jV^^  =  0  eine  Function  der 
gegebenen  Funcüoxv  ^{x^f)  '\s»X.,  \i^^vOc\\.  ^^\*\tw^  d.^.%^  ^^  eine  Function 
von  9  ist. 


^ 
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20.    Wir  gehen  nun  auf  einige  besonders  einfache  Fälle  ein. 
Setzen  wir  <p  ^  ^,  bez.  9  ^  y,  so  entseht 

cy           ^^       ,         .           dx  '~   dy 
+  =  ]v '     ^^^'  *i   ""  M • 

Soll  also  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x  allein  bez. 
von  j'  allein  sein,  so  muss 

(dM       cN\      ^^   ^        (dN       dM\     ., 

W  ^T-x)'^  ^^^'  ydi-jy)'^ 

eine  Function  von  x^  bez.  von^'  sein. 

A.     Bedeutet  X  eine  Function  von  x  allein,  so  ist  bei  der  Gleichung 
{X  -+-  Zaxy  -h  by*^)  dx  -h  (ax'^  4-  hxy)  äy  =  0 
'dM       dN\  _     ax  4-  by     __  1 


f 


dy         dx  J  *  x(ax  4-  by)        x 

also  ist  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x. 
Durch  Multiplication  mit  x  erhält  man 

xXäx  4-  ä(ax^y  4-  ^dx^y^)  =  0. 
Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 


ax^y  4-  ö*V  "^  f  ^^^x  =   C. 


B.     Bei  der  linearen  Gleichung 

y  -{-  jPy  —  Q  =  0 
ist  M  =  Fy  —  Q,     jV  =  1,     und  daher 


(dM       dN\      ,, 


folglich  ist  auch  hier  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x  allein.    Zur 
Bestimmung  des  Faktor  haben  wir  aus  2. 

-j  =  Pdx, 

JPdx 

also  ist  F  r=  e        , 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  bilden  wir  zunächst  (No.  14.) 

jMFdx  =  f{Fy  —  Q)e        dx  ^  ye         —  JQe       dx . 
Femer  ist 

Y  =:  NF  —   ~  \  MFdx  =  0 . 


"  hj' 


Daher  folgt  für  das  allgemeine  Integral 

ye        —  jQe        dx  =^  c 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  8. 

21.    Der  integrirende  Faktor  ist  eine  Function  des  Produkts  xy,  wenn 

dM  _  dN 
dy  dx 


^        Ny  ^  Mx 
eine  Function  von  xy  ist. 

Beispiel.  yF{xy)dx  4-  xG{xy)dy  =  0. 

Hier  ist         M  =  yF{xy),       N  =  xG(xy) ,      und  somit 

xy[F\xy)  -  g' {xy)\  4-  F^xy^  -  G^xy^ 

*'  -  ^y[G{xy)  -  F{xy)\ 


842  lategialwchnung'.i 

Bezeichnet  /  den  integrirenden  Faktor,  so  ist 

dl_       F{xy)-G\xy)  djxy) 

f F[^xy)--G{xyy^''y^-    xy    ' 

also  ist 

/=.  WxylFixy^^^-Gixy)]. 

Eine  Gleichung  von  der  Form 

^yF{xy)  dx  -h  xG(xy)  dy^O 
wird  daher  durch  den  Faktor  1  :xy[F(xy)  —  G(xy)]  integrabel. 

22.   Der  integrirende  Faktor  ist  eine  homogene  Function  nullten  Grades  von 
X  und  y,  d.  i.  eine  Function  von  y :  x,  wenn 

*•  ^  Mx-hJNy 

eine  Function  von  yix  ist 

Soll   der   integrirende  Faktor  eine   homogene  Function   «ten  Grades  seb^ 
also  von  der  Form  x^F(y :  x),  so  ergiebt  die  partiale  Differentialgleichung  No.  19, 1 

nNx^-iF  —  yx^-^NF  -  x^-^MF  «  x^F^^j^  —  ^^  , 


F      ^'(^-^^■^^^^. 


also  muss  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine  Function  von  y :  x  sein. 

Beispiel.    Ist  die  gegebene  Differentialgleichung  homogen  vom  «iten  Grade^ 
so  kann  man  sie  durch  Division  mit  x^  in  die  Form  bringen 


Hier  ist 


und  daher 


dy         X       *        dx  x^        ' 


Folglich  hat  eine  homogene  Differentialgleichung  einen  integrirenden  Faktor, 
der  homogen  und  nullten  Grades  ist. 

Setzt  man  in  2.  voraus,  dass  M  und  JV  Functionen  von  y  :  x  sind,  so  ergiebt 
sich  ^  ebenfalls  als  Function  von  j' :  ^,  unabhängig  von  «;  eine  homogene 
Differentialgleichung  lässt  also  homogene  integrirende  Faktoren 
jeden  Grades  zu. 

Berechnet  man  die  Function 

*  xM-^yN 

ftlr  den  Fall,  dass  der  integrirende  Faktor  homogen  vom  Grade  n  sein  soll,  so 

enthält  dieselbe  die  unbestimmte  Zahl  ;/;  unter  Umständen  gelingt  es,   die  Zahl 

n  so  zu  wählen,  dass  ^  homogen  wird.    Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Gleichung 

(2^3  _|.  ^x^y  4_^2  _^8)  fix  4.  (2j^3  4.  3jpy8  ^  x^  ^  x^)  dy  ^  Q\ 

man  findet  leicht,  dass  sie  einen  homogenen  integrirenden  Faktor  vom  Grade 
(-  2)  zulässt. 

23.    Um  6\t  GleicYwm^  lu  'm\Ä^x«v 


\ 
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1.  Qdx  4-  Rdy  -h  S{xdy  —ydx)  =  0, 

worin  Ö,  R  und  S  homogene  Functionen  sind,  und  zwar  Q  und  R  vom  Grade 
niy  S  vom  Grade  «,  bestimme  man  einen  homogenen  integrirenden  Faktor  vom 
Grade  —  n  —  2  fiir  die  Gleichung  Qdx  -\-  Rdy  =  0.  Giebt  man  der  Differential- 
gleichung die  Form 


Qdx  ->r  Rdy  —  Sx^d 


© = »■ 


so  erkennt  man  sofort,  dass  dieser  Faktor  die  linke  Seite  in  die  Summe  zweier 
vollständigen  Differentiale  verwandelt. 

In  die  Form  1.  lässt  sich  die  Gleichung 
{A  -h  Äx  -h  Ä'y){xdy  —ydx)  —  (^  n-  B'x  4-  ^'»  dy-h{C-{-  Cx  -h  C'y)  dx:=0 
durch  eine  geschickte  Substitution  bringen. 

Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man  eine  trausformirte  Gleichung  von  der  Form 

(aZ  -h  aW;)  (Ut)  -  ridi)  -  (H  -h  ^'r;)  dr^  -h  (c^  4-  r' r))  ^E  =  0 , 
wenn  a  und  ß  die  Bedingungen  erfüllen 

a{A  4-  A'a  4-  ^"ß)  —  (^  4-  ^a  -^  ^"ß)  =  0 
—  ß(^  4-  A'a  4-  ^"ß)  4-  (C  4-  Ca  4-  C"ß)  =  0 . 
Wir  schreiben  hierfür 

-^  4-  -^  a  4-  ^  ß  = =  ^ S . 

'  a  ß 

Setzen  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Ausdrücke   =  X,    so 

ergiebt  sich 

^  —  X  4-  ^'a  4-  ^"ß  =  0, 

B  4-(^'  — X)a  4-  B"^  =  0, 

C  4-  Ca  4-(C"  — X)ß  =  0. 

Der  Verein  dieser  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  der  Determinante 

bedingt 

^  —  X         A'  A"      ' 

B        ^'  —  X         B" 

C  C         C"  —  X 

Hat  man  eine  Wurzel  X  dieser  cubischen  Gleichung  gefunden,  so  ergeben 

sich  a  und  ß  z.  B.  aus 

^  —  X  4-  ^'a  4-  ^"ß  =  0     und    ^  4-  (^'  —  X)  a  -h  ^"ß  =  0 . 


=  0. 


24.  Die  bisher  integrirten  Differentialgleichungen  I.  O.  sind  vom  ersten 
Grade,  d.  h.  sie  enthalten  nur  die  erste  Potenz  von  j^'.  Wir  geben  nun  einige 
besondere  Regeln,  welche  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  von 
höherem  Grade  zu  beachten  sind. 

Zerfällt  die  Gleichung 
F{x,y,y')  =  A^y^  4-  A^y''*-'^  4-  A^'^-^  4-  .  .  4-  A-U''  4-  A  =  0, 
in  welcher  Aq,  A^,  ...  Ah  eindeutige  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  in 
ein  Produkt  von  Functionen  minderen  Grades  von  y\  deren  Coefficienten  ein- 
deutige Functionen  von  x  und  y  sind,  so  zerfällt  die  Differentialgleichung  in 
ebenso  viele  einzelne  Gleichungen,  die  dadurch  hervorgehen,  dass  man  die  ein- 
zelnen Faktoren  gleich  Null  setzt. 

Gelingt  es,  F(x,y,y')  in  rticksichtlich  y  lineare  Ftcktox^xv  xw  täA^^^ts. 


,f 
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und  sind  darin  /„  f^  >  >  *fk  ^^  System  coxyugirter  Wertfae  derselben  kiaägat 
Function/,  so  hat  man  die  Gleichung  su  integriren 

hierdurch  sind  die  ersten  k  Faktoren  erledigt  Bilden  fk^u  -  •  fi  ^ü>  SfEtes 
conjugirter  Werthe  einer  mehrdeutigen  Function  ^,  so  hat  man  femer  die  deidiav 
zu  integriren 

u.  s.  w.  Die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichong  besteht  aus  des 
allgemeinen  und  den  singulären  Integralen  der  Gleichungen 

y— /=0,     y— ^s=0,    u.  s.  w. 

25.  Statt  dieses  Weges,  eine  Differentialgleichung  L  O.  üten  Grades  zu  inte- 
griren, kann  man  auch  zum  Ziele  gelangen,  indem  man  die  Gleichung  F{^y^/)  st 

nach  y  auflöst;  es  ergebe  sich 

1.  y^/(x,y^. 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  und  erhalten 

^-  y      dx^  zy   dx ' 

In  dieser  letzten  Gleichung  kommen  nur  die  Grössen  x^  y\  dy :  dx  vor,  mid 

zwar   letztere    im   ersten   Grade.     Der  Verein  des  allgemeinen   Integrals  der 

Gleichung  2. 

9(*,y)  -  C, 

und  der  gegebenen  Gleichung  j^  sas/(jp,y)  ist  das  allgemeine  Integral  der  letzterab 

Wenn  es  möglich  ist,  so  eliminirt  many  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  und 

erhält  dann  das  allgemeine  Integral  in  der  bisher  üblichen  Form  4»(xy  jr,  C)  sQ. 

Man  kann  auch  aus  der  gegebenen  Gleichung  die  Variable  x  beredmea 

Ergiebt  sich 

3.  ^=/0,y), 

so  erhält  man  durch  Differentiation 

dy^   ^  dy  dx' 
Ersetzt  man  hier  dy :  dx  gemäss  der  Identität 

dy^_dy_  dx     dy  i 

dy         dx'  dy         dx  '  y  ' 
so  erhäH  man 

also  eine  Differentialgleichung  ftir  y,  y  und  dy  :  dy.  Das  allgemeine  Integral 
derselben  sei 

5.  ^(y,y)  =  C. 

Der  Verein  der  Gleichungen 

9{y^y)  =  C    und    X  ^/(y^y") 
ist  dann  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung;  durch  Elimination  von  y*  kam 
man  dieselbe  wieder  in  der  üblichen  Form  darstellen. 

26.  Ist  die  Differentialgleichung  linear  in  Bezug  auf  ;v  und  j^,  also 
von  der  Form 

so  kann  man  mit  gleicher  Leichtigkeit  auf  x  oder  y  reduciren;  es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  die  Herstellung  des  allgemeinen  Integrals  durch  Integra- 
tion einer  lineareiv  I>Vü^t^T^\A2L\\i>^\0cv>\Tk.%  '^xS.oX^v  Dl^  Differentiation 
von  1.  ergiebt  i^mÄcYv 
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.    dy'  dy^  dy' 

Setzt  man  hierin 

dx^-^  dy' 
und  ersetzt  y^  durch  das  einfachere  Zeichen  /,  so  erhält  man 

t^P  .  .,dp  ,dp 

"^  ^  P"^  i^-^  P^  -^  yP^  Ty^  ^^  dy' 
Hier  wollen  wir  /  als  die  unabhängige  und  y  als  die  abhängige  Variable 
betrachten;  wir  erhalten  alsdann  für  y  die  Gleichung 

dy  p^^  y^y' 

dp  "^  «p-+-/  +  -^        ?H-/+^* 
diese  Gleichung  ist  linear. 

Man  kann  auch  y  aus  L  und  2.  eliminiren;  dadurch  entsteht 

Wird  /  als  unabhängige  Variable  betrachtet,  so  ergiebt  sich  flir  *  die  lineare 

Differentialgleichung 

dx  yf  ,   y'«!*  +  -/  —  i,i( 

dp        +(9  +  /+)*"^       +(9+/+)       ~ 
Beispiel.    Bei  der  Differentialgleichung 

/*  -H  («  -H  1/)^-  =  j^i>» 
<P  =/.       '!'=(«  +  */).       'I.=ra^^'' 

9'=i.     +•  =  *,  X'  =  ^. 

Daher  erhält  man  für  x  die  Gleichung 

dx  ^  a 

dp  "  (2«-f-/)(2Ä-h2-l-/)'^  "*"  (2Ä-h;>)(2a-l-  2-1-/)  '^  ^* 

Nach  den  bekannten  Regeln  für  eine  lineare  Gleichung  ist  das  allgemeine 
Integral  hiervon 

—      /  -*-  2^      (r^  <g      \ 

■*  "■/ -h  2a -h  2  V  "^Z -+- 2«;  ' 
aus  dieser  und  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  hat  man  schliesslich  noch 
p  zu  eliminiren;  doch  ist  auch  ohne  Ausführung  der  Elimination  das  Problem 
durch  die  beiden  Gleichungen  6.  und  7.  vollständig  gelöst;  durch  diese  Gleichungen 
sind  die  beiden  Variabein  x  und  y  durch  dieselbe  Hülfsvariable  p  ausgedrückt. 
27.  Die  in  No.  24,  25  und  26  mitgetheilten  Methoden  bestehen  darin,  dass 
man  die  gegebene  Gleichung 

1.  ^{x.y.yl  =  0 

differenzirt;  aus  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung 

dF       dF   ,       dF    dy' 

und  aus  1 .  eliminirt  man  y ;  oder  man  eliminirt  x  und  ersetzt  dy  :  dx  durch 

y'dy'  :  dy . 

Wenn  es  sich  ereignet,  dass 

dF       d£   , 

dx"^  dy^ 
identisch  verschwindet,  dass  also 


6. 
ist 
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^-  -^  "  ~  a«  •  ajr ' 

so  zerfällt  die  Gleichung  8.  in  die  beiden  Gleichungen 

dF  ay 

Eliminirt  man  y  aus  1.  und  4.,  so  erhält  man  (§  23,  No.  8)  die  Ver- 
zweigungscurve  der  Diflferentialgleichungy  und  damit  das  singulare  Integral 
derselben.  Das  allgemeine  Integral  ergiebt  sich,  indem  man  aus  dem  allgemciiKB 
Integrale  von  5. 

y  =  c, 

und  aus  1.  y*  eliminirt;  man  erhält 

F(x,y,C)  =  0. 

Beispiel.  DieCurvezu  bestimmen,  von  deren  Tangenten  die  beiden 
Coordinatenachsen  eine  Strecke  von  constanter  Länge  tf  abschneiden. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ergiebt  sich  zu 

tfy' 
oder  xy  ^  y .  ,^  «  0 . 

Hier  ist 

dF_        ,        dF^_  dF    dF_ 

dx'^^  '       dy ^ '     ^^^     dx^'  dy ^  • 

Das  allgemeine  Integral  ist 

^  «C  ^ 

Cx  --y .  «  0 . 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden  mit  den  Achsenabschnitten  a :  |/l  -h  d 

und  —  aC:  yi  -{-  C^\  die  zwischen  den  Achsen  liegende  Strecke  derselben  ist  in 
der  Tliat  =  a.     Für  das  singulare  Integral  bilden  wir 

X .  =  0. 


Hieraus  folgt 


ay     •*      yr:^»» 


' = m* 


Dies  in  6.  eingesetzt,  ergiebt  nach  leichter  Reduction  die  Gleichung 

X^  -H  j;'  —  fl*  =r   0, 

das  singulare  Integral  der  Gleichung  6. 

28.   Das  vorige  Beis[)iel  ist  ein  besonderer  Fall  der  von  Clairaut  bearbeiteten 
und  nach  ihm  benannten  Gleichung 

1.  y-  xy'  =  /(/) . 

Für  das  allgemeine  Integral  ergiebt  sich  der  Verein  der  Gleichungen  1.  und 

2.  /  =  C, 
also  ist  das  allgemeine  Integral 

3.  ^  =  Ca:  -h  /(C)  . 

Das  singulare  Integral  entsteht  durch  Elimination  von  >^'  aus  1.  und 

in  Uebereinstimmung  m\\.  d^ttv  ^^svi\\ax^  ^«  YX\Tws\a.t\otv  von  C  aus  3.  und  ans 
der  aus  3.  durch  DiffeteTvtxa^oiv  tv^eV  C  \ÄTN<i\%^^\!ÄÄxw  ^:^€ff^cc<ss!ia|^. 
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29.  Die  Gleichung  , 

1.  y  -  2xy  =  y/{yy) 

liefert  mit  y  multiplicirt 

2.  y^^  ^yf'^^^yy'Ayy)' 

Substituirt  man  y^  =  z,  so  ist  2yy'  =  z\  und  es  ergiebt  sich 

z  -  xz'  ^  iz'/i^z'), 
also  eine  CLAiRAUT'sche  Gleichung.     Das  allgemeine  Integral  von  1.  ist  daher 
3.  y^  =  2Cx  4-   C/(0, 

das  singulare  folgt  durch  Elimination  von  y'  aus  1.  und  aus 

wie  man  leicht  erhält,   wenn  man  die  an  die  Stelle  von  No.  28,  4  hier  tretende 
Gleichung  durch  1.  reducirt. 

30.  Die  Aufgabe:  Die  Curve  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Normale 
eine  gegebene  Function  /  der  von  der  Normalen  auf  der  X-Achse 
abgeschnittenen  Strecke  ist,  führt  auf  die  Differentialgleichung 

/ührt  man  statt  y  eine  neue  abhängige  Variable  r  durch  die  Substitution  ein 

r«  =  jt>  -h  j/2, 
so  ist  rr'  =  a:  4-  yy\ 

y-yir^'-^)^     1+/^= :^v^—^ • 

Daher  ergiebt  sich  aus  1. 
2.  r»  -h  r«r'«  —  2^rr'  ==  [/(rr')]». 

Hieraus  folgt  die  neue  Differentialgleichung 

r  —  2Jcr'  =  /  .  ^=^-^ — --  y ; 

rr 

diese  ist  von  derselben  Form,  wie  No.  29,  1. 

31.  Denkt  man  sich  die  Gleichung 

1.  ?(^,jF,y)  =  0 

in  Bezug  auf  j»'  aufgelöst,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

2.  äy  —  y'äx  =  0, 

worin    man  y'  aus    1.    zu    substituiren    hat.     Man    kann    nun    versuchen,    einen 
integrirenden  Faktor  i^  als  Function  von  x,  y,  y'  so  zu  bestimmen,  dass 

3.  F'iäy^-yäx)  =  0 

unter  der  Voraussetzung   1.  ein  vollständiges  Differential  wird.     Das  allgemeine 
Integral  von  1.  wird  alsdann  durch  Elimination  von  y'  aus  1.  und  aus 

fF'{äy—yäx)  =  C 
erhalten,  wenn  man  miifF»  (äy — y^x)  eine  Function  bezeichnet,   deren  voll- 
ständiges Differential  F  •  (äy  —  y  äx)  ist. 

Ist  3.  ein  vollständiges  Differential,  so  sind  die  Bedingungen  erfüllt 

dF     cF  dy      ,  dF      ,  dF  dy      ^  dy 

ex       dy      dx       ^      dy       ^     dy      dy  dy 

Die  Differentialquotienten 

dy     dy_ 

dx  *     "^y 
sind  aus  1.  zu  berechnen.    Nun  ist  für  jede  Verschiebung  des  PwxvVx&s  x^  >^  «^- 
lang  einer  Integralcurve 


dF    dF    ,     dF  (dy     dy  \     iF 

Daher  folgt  aus  4. 

\_  dF        »y     £j  a^ 

F'  dx™  "  ^^ty^'dy'' 
Wenn  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  als  ein  Difierentialquotient  nach 
X  darstellen  lässt,  so  erhält  man 

32.  Giebt  man   dem   integrirenden  Faktor   die  Gestalt   G\y\   so  ist  das 
Kriterium  dafür,  dass 

1.  yi.dy-yUx) 

ein  vollständiges  Differential  ist, 

ai 

y\»x  "*"  dy'  dx) '*' ^  dx  '^  JJ '^  dy  "dy  ^  ^  • 

Da  nun  fllr  jede  unendlich  kleine  Verschiebung  des  Punktes  x,  j  auf  einer 

Integralcurve 

dG      dG      dO    dx      dG(d_y      ey    dx\ 

dy  ^  Jy  "^  Jx  '  dy '*' ey  \ßy  "•"  Bx  '  dy)  ' 
so  folgt  aus  8. 

"•  G'  äy  J^      y*  '  dx       ~y*\dx '  dy') ' 

Ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ein  Differentialquotient  nach  y,  so  kano 
man  integriren  und  erhält 

,  _  :AP.-m,^ 

33.  Wir  geben  hierzu  zwei  Beispiele. 

Die  Curve  zu  bestimmen,   bei   welcher   das  vom  Nullpunkte  auf 
die  Tangente  gefällte  Loth  eine  gegebene  Function  der  Normalen  ist 
Die  Differentialgleichung  der  Curve  ist 

Multiplicirt.man  beide  Seiten  mit  y  yj  -i-y*^,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
von  der  Form 

1.  ?  —  +(jK  yi  -f-y«)  -y{xy'  -jr)  =  0. 

Durch  partiale  Differentiation  folgt  hieraus 

^'  dx  ^^  ' 

3-  ^T?  =  +  •  _y.  —  xy  • 


ay-^    yTT 


y 


»s 


Durch  vollständige  Differentiation  folgt  aus  1. 


Mathematiques  pures  et  ap^ic^^^^.    ^.  ^^tvR,  v,  N\l.    v*%«  'i>\— 'VÄ>  v%äwl. 
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also  ist 


yTTy^  ""     1  H-y^  -^yy" 

Wird  dies  in  3.  eingesetzt,  so  erhält  man 


cy  -  l4.y2^-^y'• 

Hieraus  und  aus  2.  folgt  sofort 


»  -i- vy" 


■+■  yf) 


J{x-hyy)       1         ,         „1 

Da  nun  "^JT^  =  y  +  / -+- ^Z' •  y  . 


so  ist 


Hieraus  folgt 


1       fd^     dff\  d 

-T'-\fx'jy)--Ty^^^^yy^- 


G^        ' 


X  -^  yy 
Man  hat  nun  das  Integral  zu  bestimmen 


y\x-}-yy) 
Man  erhält  zunächst 


/: 


dy  —  ydx  _ 


yyix+yy)       J    x  + 


d{yy) 


yy 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

>'i/rTy^  =  «, 

so  folgt  hieraus 

/udu 
—77 r^. 
yyix-^yy) 

Da  nun 

y  1  4-  y* 

so  folgt  aus  1. 

yy\x-^yy)  =  «24-  «/(w). 

Daher  hat  man  schliesslich 

5.  c^ Kx+yy')-i-J- 


Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  y  aus  1.  und  5. 

34.  Die  Curve  zu  bestimmen,  bei  welcher  das  vom  Nullpunkte 
auf  die  Normale  gefällte  Loth  eine  gegebene  Function  des  Radius 
vector  ist. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

yl  -h-y* 

Hieraus  folgt 

dy      ^y^       iV:^"-^ ' 

^-^' ~(n-y«)^'  ^ 

SctaxumtUM»  Hmndbueh  der  iiatbrnnatik,    Bd.  11.  S'^ 


9(0  Integmlrechnung, 

Aus  1.  crgicbt  sich  femer  durch  DHFerentiation 

''^        y\  +y »  (1  +  yi)i 

Daher  ist 


Du  nun 

yy'.y"     ^ / ^       /       .  '^(j  -t-  jy) 

(!+/■)'    u+y')'    (i-^y*)'      ''' 

so   folgt 


Man  hat  daher  (I.in  Integral 
Siibtrahiri  ni.in  hiervon 


fxäy  —  viix  y 


1  erhält  i 


hält, 

■'(1  -^y») 


,  wie  man  sofort  erhält, 


Ixif  -  A- 

U  *y/) 


1  • 


SO  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichung 

xy'  —y  __  \/   r^ 

Daher  hat  man  schliesslich  für  das  allgemeine  Integral 


%b-   Integration  durch  unendliche  Reihen. 

Aus  der  Differentialgleichung  y'  ^  ^{x,  >>)  gewinnt  man  durch  Diffcrenti; 


1. 


"  Zx 


^  dx     '     ''  dy    ■ 

so  dass  also  y',  _/',  y'"  bekannte  Functionen  von  x  und  y  sind.     Diese  Wi 


•)  Weitete  Be"«p\e\e  RndcV  maT*  to  4«ti  cWrtcn  MALMSTEN'ichen  Aubi 
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kann  man  dazu  verwenden,^  in  eine  TAYLOR'sche  oder  MACLAURw'sclie  Reihe  zu  ent- 
wickeln.   Wird  einem  Anfangswerthe  Xq  eine  beliebige  Ordinate  j'y  zugeordnet,  so  ist 

JC  — ~~   X  (x  ——  X  ^  ^ 

2.  y  =  }'o  -^  9(«^0'>'o)  — -j — -   -^  ?i(-^o»  ^ü)  ■~iT2^  -h  .  .  . 
Setzt  man  insbesondere  Xq  =  0  und  schreibt  d  flir  ^q  ,  so  erhält  man 

3.  y  =^  d  -h  ?(0,  ^) .  f  4-  9,  (0,  /^)  j^2  ^  ?2  (0,  ^)  i-:^.-3  H-  •  • 

Nach  Berechnung  der  Coefficienten  9>t(^o»->'o)  ^^^  "^^'^  ^*^  Grenzen  iiir  die 
Convergenz  festzustellen. 

Die  Entwicklung  3.   wird  man  zumeist  mit  Vortheil  nach  der  Methode  der 

unbestimmten  Coefficienten  vornehmen;  man  setzt 

y  =  Aq  -h  ^iX  -h  A^x^  -h  .  .  .  . 

also  y  =z  A^    H-  2  •  -^^g  jr  -h  3  •  -^gjc^   -h  .  .  .  .  , 

substituirt  beide  Reihen  in  die  Differentialgleichung  und  bestimmt  die  A^  so,  dass 
dieselbe  identisch  erfüllt  wird.  Wenn  eine  der  Functionen  ?>i.(0,  b)  unendlich 
gross  ist,  so  ist  die  Entwicklung  nach  der  MACLAURiN'schen  Reihe  nicht  zulässig; 
in  diesem  Falle  wird  man  zur  TAVLOR'schen  Reihe  greifen  und  Xq  ,  y^  so  wählen, 
dass  alle  Functionen  9x(^o»>'o)  endlich  sind. 
Aus  der  Differentialgleichung 

^  X 

folgt  ^'  =  00  für  a:  =  0,  sobald  r^ix^y)  für  .x:  =  0  nicht  verschwindet.    Man  kann 

daher  das  Integral  dieser  Gleichung  nicht  nach  der  MACLAURiN'schen  Reihe  ent- 
wickeln.    Setzt  man  jc  =  1  -h  5,  so  erhält  man 

äy  _  9 (ljJ:JoO 

^5  ■"       1  4-  £     • 

Wenn  nun  9  fUr  ;r  =  1  nicht  unendlich  gross  ist,  so  kann  man  unter  Um- 
ständen y  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  5,  d.  i.  in  eine  TAVLOR'sche 
Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  1  entwickeln. 

30.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  man  nicht  das  allgemeine  Integral, 
sondern  nur  ein  particuläres  erhält,  wenn  man  nach  der  MACLAURiN'schen  Reihe 
entwickelt.     So  führt  z.  B.  die  Differentialgleichung 

•^  x^l-^x-^-y) 

bei  der  Annahme 

y  =z  Aq  -h  ^1^  -h  A^x^  4-  . 
auf  die  Gleichung 

(^1  H-2^gX-+- 3^3:^2 -|-..)[(^o  -+-  l)j;-H  (.4,  4-  \)x^  -h  A^x^  -H  A^x^  -f- . .] 

=  —  -r4o  — ■  (^1  4-  2)jc  —  A^x^  —  A^x^  —  -^4  jc*  —  .  .  .  . 

Hieraus  folgen  die  Werthe 

Aq  =  0,     A^  =  —   1>     A^  ^  A^  =   A^  ^  .  .  .  =  ü, 

also  ergiebt  sich  das  Integral 

y  =^  ^  X, 
das  nicht  das  allgemeine  sein  kann,   da  es  keine  willkürliche  Constante  enthält. 

Die  Herstellung  des  allgemeinen  Integrals  hat  keine  Schwierigkeit,  da  man  sich 

leicht  überzeugt,  dass  die  Differentialgleichung  einen  integrirenden  Faktor  hat, 

der  eine  Function  von  x  -h  y  ist. 

37.    Die  RiccATi'sche  Differentialgleichung  (No.  13). 

1.  y'  -h  dy^  =  rjc"' 

.,  wird,  indem  man  by  durch  y  ersetzt,  in  die  Gleichung  verwandelt 

2.  y  -^  y^  "=  7^*>      7  =  r^. 


;t ^  t^ 


S52  Integnürechnuiig* 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  Ifisst  sich  als  Quotient  zweier 
Potenz  reihen  herstellen.  Macht  man  nämlich  die  Annahme  y=  ^{')'f(*\ 
indem  man  unter  ^  und  9  zwei  Potenzreihen  versteht,  so  erhält  man  aus  2. 

Nimmt  man  ^  s  ^\  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  zu 

9"  =  79JC^. 
Hierin  ersetzen  wir  9  durch  Aq  -i-  A^x  -k-  A^x*  ^  ,  .  ,  und  erhalten 

1  .2-^,  H-  2'3A^x  -H  SAA^x^  4-  . . .  =  7  (-^q  •**•-»- A**"^*  "+•  -^t«***^' "*■  •)• 
Hieraus  folgen  die  Gleicliungen 

(m  -h  l)(m  -H  2)Am^2  —  tA^,    (m  -h  2)(«  -h  3)i4«H4i  =  -jA^ , 

(2w  4-  3)(2«  4-  4)^8«-M  =  7^-.+2i     (2«  4-  4)(2«  -+-  S)Auh*  =  T^^t, 


Setzen  wir  abkürzungsweise 
^^  ^  "^(«-hlK^-h  2) '**'"*'^'^(w-hl)(«-h2)(2«i-f-3)(2«H-4)***^  "*"••• 


(jw  4-  2)(«  4-3)  (/w  4-  2)(iW4-3)(2/w4-4)(2«-hö) 

so  ergiebt  sich 

f  ^  AqU  -^  A^V; 

daher  ist,  wenn  der  willkürliche  Quotient  A^  :Aq  mit  c  bezeichnet  wird,  das 
allgemeine  Integral  der  RiccATi'schen  Gleichung 

38.  Trajectorien.  Eine  Curvengleichung  9(^1*,  j^,  r)  =  0  enthalte  eine  will- 
kürliche Constante  c\  giebt  man  derselben  nach  einander  alle  möglichen  Werthe, 
so  wird  ein  System  von  unendlich  vielen  Curven  erzeugt  Eine  Curve,  welche 
alle  diese  Curven  unter  demselben  Winkel  schneidet,  wird  als  Trajectorie  des 
Curvensystems  bezeichnet.  Der  einfachste  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Trajectorie 
die  Curven  der  Schaar  orthogonal  schneidet,  eine  Orthogonalcurve  der 
Seh  aar  ist. 

Für  irgend  einen  Punkt  jc,  y  der  Curve 
1.  ^{x.y,  f )  =  0 

bestimmt  sich  die  Richtung  der  Tangente  aus  der  Gleichung 


"*d.x  +  p^dy  =  Q, 


cx 


daher  folgt  ftir  die  diesen  Punkt  enthaltende  Orthogonalcurve 

2  y'  ^b .h 

Eliminirt  man  c  aus  den  (Tleichimgen  1.  und  2.,  so  erhält  man  die 
Differentialgleichung  der  Orthogonalcurve;  wie  man  sieht,  ist  dieselbe  von  der 
ersten  Ordnung. 

;^9.    Für  eine  Orthogonalcurve  von 

y   =   Y^cw 

ergiebt  sich  zunächst 

1 


y  =  - 


m\x^ 


-i  • 
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Die  Elimination  von  7  aus  beiden  Gleichungen  führt  zu 

yy^  H jt  =  0 ; 

^•^  m 

hiervon  ist  das  allgemeine  Integral 

ijca  ^-  y2  =  c. 

m  -^ 

Ist  w  >  0,  so  sind  die  gegebenen  Curven  parabolisch  und  die  Orthogonal- 
curven  Ellipsen;  ist  /«  =  1,  so  sind  die  gegebenen  Curven  Strahlen  eines 
Büschels,  dass  den  Nullpunkt  zum  Träger  hat,  und  die  Orthogonalcurven  sind 
concentrische  Kreise;  ist  /«  <  ü,  so  sind  die  gegebenen  Curven  hyperbolisch  und 
haben  die  Achsen  zu  Asymptoten,  die  Orthogonalcurven  sind  Hyperbeln;  für 
//i  =  —  1  insbesondere  bilden  die  gegebenen  Curven  sowohl,  wie  die  Orthogonal- 
curven Büschel  von  gleichseitigen  coaxialen  Hyperbeln,  die  Achsen  des  einen 
Büschels  sind  die  gemeinsamen  Asymptoten  des  anderen. 

40.  Um  die  Orthogonalcurven  der  Kreise  eines  Büschels  zu  erhalten,  legen 
wir  die  Jf- Achse  durch  die  Centren,  die  K- Achse  in  die  Chordale  des  Büschels; 
die  Gleichungen  aller  Büschelkreise  sind  dann  von  der  Form 

9  »  {x^ay  -^y^  -^  b  -¥■  27JC  =  0 
wobei  7  von  Kreis  zu  Kreis  sich  ändert.     Für  eine  Orthogonalcurve  hat  man 
daher  zunächst 


cy     cx       X  —  Ä  -h  7 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  7 

^xy  dx  H-  (^'-^  —  x^  -^  b)dy  =  0  . 

Hier  ist  (i^_|^,j/  =  |, 

folglich  hat  die  Differentialgleichung  einen  integrirenden  Faktor,  der  eine 
Function  von  y  allein  ist;  er  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  äF:  F=  —  2äy  :y 
zu  /^  =  ^-2. 

Femer  bildet  man 

'M  ,  x^ 

-^  dx  =  -:r> 


■h 


y  y 

/X^  ^  y^  ^  b 
yy — ^^— . 

und  erhält  hieraus  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung,    wenn  die 
willkürliche  Constante  mit  2r  bezeichnet  wird, 

y 

oder  jc>  4- j^«  —  ^  —  2r>'  =  0 . 

Dies  bestätigt  den  in  der  analytischen  Planimetrie  entwickelten  Satz,  dass 
die  Orthogonalcurven  eines  Kreisbüschels  die  Kreise  eines  Büschels  sind,  deren 
Centren  auf  der  Chordale  des  gegebenen  Büschels  liegen  und  deren  Chordale 
mit  der  Centralen  desselben  zusammenfällt. 

41.    Die  Ellipsen 

1.  _  +  ^_i=o, 

fiir  welche,  wenn  h  eine  Constante  bezeichnet, 
2.  a»  —  ^«   =  Ä», 


sind  confocfll;  uro  die  HifTercnlialglcichung  ihrer  Orlhopiniilciirve 
hat  man  a  und  i  aus  I.  und  2.  und  aus  der  Gleichung 
,        2.     * 

zu  eliminiren;  man  erhält 

3.  ^j>y*  +  {*»  - >■»  -  A»)y  -xjf^O. 

Durch  EinfUhning  neuer  Voriabebi  kann  diese  Gleichung  vesentÜch  i 
facht  werden;  setzt  man  nämlich  x*  =  t,  y'  =  f,  so  erhält  man 
f/'*  +  (j  —  /—*>)  /'  —  /  ^  0 ,    oder 


Wird  diese  Gleichung  differenzirt  und  dt'  ;dt  =*  t'  •  dt' :  dt  geaetat,  so  feig! 
rf^  _      k*t'        dt' 
"  '  dt  ~  (/'  -H  l)»  '  df 
Diese  Gleichung  serßÜlt  in  die  drei 


(  h  y     dt' 


5. 

Die  erste  liefert  in  4.  substituirt  das  partictitäre  Integral  /  =i  0 .    Aus  da 
zweiten  und  aus  4.  eliminirt  man  /'  und  erhält 
6.  (A  ±  «)»  +  ^«  =  0 . 

und  diese  Gleichung  ist  nur  durch  die  beiden  Brennpunkte x  =  ±  A,  j  ^ti,  der 

Schaar  confocaler  Ellipsen  zu  befriedigen.    Die  dritte  der  Gleichungen  5.  fBtait  m 

/'  «-f . 

Wird  dies  in  4.  substituirt,  so  erhält  man 

'*  >       =    ]    +     f' 

das  ailscmeine  Integral  von  3.;  hieraus  folgt,  dass  die  Orthogonalcurven  confo- 
cale  Hyperbeln  sind,  was  auch  in  der  Differentialrechnung  nachgewiesen  worden 
ist.  /u  bemerken  ist  noch,  class  die  Gleichung  6.  der  Differentialgleichung  3. 
genützt  und  daher  das  singulare  Integral  derselben  ist 

g  «A.    Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  mit  zwei  Verfinderlicheii. 

1.    Kine  Function   f  von  x  und  y  enthalten  «  Constante  c^ ,  r,,  c^  .  .  .  c,. 
Die  Gleichung 

'■  •^{x,y,c^,c^,c^...e^  =  0 

wollen  wir  «mal  differenziren ;   dadurch   entstehen  nach  einander  m  Gleichungen 


vo: 

n  der  Form 

fai-^. y,y.y'y  i"! 

t.)  =  0, 

3. 

9>(^'^.y.y'.y"' 

c,...c.)  =  U, 

9-(-o'.y.y'.y".' 

.../■);    r,  ...c.)  =-  0. 

Kliminiren  ' 

ivir  Hie  ti  Grössen  e^ 

.  .  .  f„  aus  den  «  +  1  Gleichungen  1 

,  und 

SO  entsteht  eine  Resultante  von  der  Form 

•'■  ^{x,y,y,y',y", . .  .y*')  =  o. 

also  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnimg,  —  vorausgesetzt  dass  sich  die  Ctrn- 
stanten  nicht  hereils  .ins  I.  und  aus  den  ersten  ^Gleichungen  von  2.  eliminircD 
Inssen,  iu  welchem  Faile  die  resultirende  Differentialgleichung  nur  von  der  itat 
Oidnuni^  sein  wttrde.    Wit  schliessen  daher:   Wenn  eine  Gleichung  zwischen 
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den  Variabein  x  und  ^  «Constante  enthält,  so  genügen  die  mit  ihr 
vereinbaren  Werthsysteme  von  x,  y,  y\  y,  /"  ...  im  Allgemeinen 
einer  Differentialgleichung  « ter  Ordnung,  welche  diese  Constanten 
nicht  enthält. 

Denkt  man  sich  die  Differentialgleichung  3.  gegeben,  so  wird  derselben 
durch  die  Gleichung  1.  genügt  unabhängig  von  den  Werthen,  die  man  den  Con- 
stanten beilegen  mag;  wenn  es  sich  also  darum  handelt,  die  Differentialgleichung 
zu  integriren,  d.  i.  aus  ihr  eine  von  Differentialquotienten  freie  Beziehung 
zwischen  den  Variabein  abzuleiten,  so  haben  die  c  den  Charakter  von  willkür- 
lichen Constanten. 

Beispiele.     A.    Die  Gleichung 

y  =  ae^  -f-  be-"^ 
liefert  durch  zweimalige  Differentiation 

y  =  ae''  4-  ^^--«^; 
hieraus  folgt  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

Aus  der  allgemeineren  Gleichung 

y    =  df^w-r  -f.  be'^^ 

folgen  y  ==  mae"'^  -+-  nbe'*^  ^ 

und  y  =  m^ae'**^  H-  n^bc^^ , 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  ergeben 

y*  —  ny  -=-  (m  —  n)  ae*^ , 
aus  der  zweiten  und  dritten  folgt 

y  —  ny'  =  m[m — «)fl^*»-»^, 

daher  ergiebt  sich  die  von  den  Constanten  a  und  b  freie  Differentialgleichung 

y  —  («  -t-  fn)y  -h  tnny  ^  0. 

2.    Unter   dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differentialgleichung 

«ter  Ordnung 

1.  /(^,jK,y  .  .y-))  =  0 

versteht  man  eine  Gleichung  ^{x^  y)  =  0  von  der  Beschaffenheit,  dass  jedes 
VVerthsystem  x^y^y^  .  .  y«),  das  der  Differentialgleichung  genügt,  auch  die 
Gleichung  <p(jc,^)  ^  0,  sowie  die  durch  n  aufeinanderfolgende  Differentiationen 
daraus  folgenden  Gleichungen  erfüllt 

9H{p^»y.y\y\y'\  . .  ./*>)  =  0, 

und  umgekehrt. 

In  der  Differentialgleichung  1.  kann  man  jc,  y,  y\y\  .  .  y«-*)  ganz  willkür- 
liche Werthe  geben;  alsdann  ist  der  höchste  Differentialquotient  y«>  durch  die 
Gleichung  1.  bestimmt.    Es  müssen  daher  das  allgemeine  Integral  und  die  daraus 

abgeleiteten  Gleichungen 

?i  =  ö,  (pj  =  0,  (p3  =  0,  .  .  .  9(«-i)  =  0 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  jedes  willkürliche  für  die  Grössen  x^y^y\y^\ 
.  .  .  y«-!)  substituirte  Werth  System  erfüllt  werden  können.  Hieraus  folgt,  dass 
die  Function  9  n  unbestimmte  Constante  c^^  c^  .  .  Ch  enthalten  muss,  und  zwar 
in  solchen  Verbindungen,  dass  durch  geeignete  Wahl  dieser  Constanten  den  an- 
gegebenen Bedingungen  genügt  werden  kann.  Wir  erhalten  hieraus:  Das  all- 
gemeine Integral  einer  Differentialgleichung  /iter  Ordnung  enthält 
n  willkürliche  Constante. 


856  Intcgralrechniroi^. 

Wenn   eine  Gleichung  9  »  0  so    beschaffen    ist,   dass    alle   Weithe  von 

^f  y*  y  '  -  -  y^*^ »  die  den  Gleichungen 

^  =  0,    ^j  =  0,    9)  s=  0,  .  .  .  9«  -s  0 
genügen,  auch  die  Differentialgleichung  erfüllen,  7  aber  nicht  n  willkürliche  Con- 
stante  enthält,  so  wird  9  =  0  als  ein  particuläres  Integral  bezeichnet,  wem 
es  aus  dem  allgemeinen  Integrale  durch  Specialisirung  einiger  Constanten  benror- 
geht;  in  jedem  andern  Falle  wird  es  als  singuläres  Integral  bezeichnet 

3.  Eine  Gleichung  +(*».v,  v',/',  .  •  .  y*-^))  =  0  wird  als  ein  allgemeines 
erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  Jiter  Ordnung  bezeichnet^  wenn  jedes 
Werthsystem  x,  v,  y  >  -  -  y»\  welches  der  Differentialgleichung  genügt^  audi  Äc 
Gleichung  <|/  s=  0  und  die  durch  einmalige  Diffisrentiation  daraus  hervoigeheiMk 
4^1  =  0  erfüllt.  Aus  dem  Umstände,  dass  in  der  Differentialgleichung  die  Grosses 
^f  y*  y  •  •  -y^^^^  beliebig  gewählt  werden  können,  folgt,  dass  die  Function  f  diie 
willkürliche  Constante  enthalten  muss.  Ein  allgemines  erstes  Integral 
einer  Differentialgleichung  irter  Ordnung  enthält  eine  willkflrlicbe 
Constante.  Ausser  den  durch  Specialisirung  der  Constanten  aus  einem  allge- 
meinen ersten  Integrale  hervorgehenden  kann  es  noch  weitere  erste  Integnle 
^  =0  geben,  so  dass  alle  ^i  =  0  und  +j  =  0  befriedigenden  Werthe  von  Jt,/, . .  -f'^ 
auch  die  Differentialgleichung  erfüllen;  diese  werden  als  singulare  erste  Inte- 
grale bezeichnet 

Ein  allgemeines  erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  itter  Ordnong  hl 
eine  Differentialgleichung  (n  —  1)ter  Ordnung.  Ein  allgemeines  erstes  Integnl 
dieser  Gleichung  wird  als  ein  allgemeines  zweites  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  bezeichnet  u.  s.  f.;  ein  allgemeines  zweites  Integral  enthik 
somit  zwei,  ein  drittes  drei  Constante,  u.  s.  w.  Das  allgemeine  iste  Integral 
enthält  //  Constante  und  keinen  DifferentiaUiuotienten;  es  fällt  mit  dem  bereits 
defmirten  allgemeinen  Integrale  zusammen. 

Heispiele.     A.    Die  Differentialgleicl.ung 

y"  —  (///  -h  n)y  -H  w«  =  0 
hat  das  allgemeine  erste  Integral 

^  wsm  y  —  ny  —  (///  —  n)ae^^  =  0; 
denn  durch  Differentiation  ergiebt  sich 

+  ,  =  -^  -h  .  J,  y  4-  fy  f  =  f  -  ny  -  {pi-n)  mae»-^  =  ü, 

und  durch  Elimination  von  a  aus  ^  =  0  und  +1  =  0  folgt  die  Differential- 
gleichung. Dieselbe  hat  noch  ein  allgemeines  erstes  Integral,  das  sich  aus  No.  1. 
3  und  4  durch  Elimination  von  a  ergiebt,  nämlich 

y  —  my  —  («  —  m)  be'^  =  0 . 

Eliminirt  man  b  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  durch  Differentiation  aus 
ihr  hervorgehenden 

y  —  my  —  {n  —  m)nbe''''  =  0, 
so  erhält  man  ebenfalls  die  gegebene  Differentialgleichung. 

B.    Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
3.  y  —  xy  =  '(  Yx, 

in  wclcl'.er  7  als  willkürliche  Constante  gilt,  ist  ein  allgemeines  erstes  Integral 
der  l)ifferentialirlcichun«T  zweiter  Ordnung,  die  man  durch  Elimination  von  7  aus 
3.  und  aus  der  durch  Differentiation  abgeleiteten  Gleichung  erhält 

also  der  Gleichung  5.  '2jc^j"  —  xy*  -j-  y  =  0 . 
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Zu  3.  gehört  das  allsjemeine  Integral  (§  24,  No.  8) 

6.  y  =  ex  -\-  2^  }/x] 
diese  Gleichung  giebt  nach  x  diflferenzirt 

7.  y  =^  c  -h  ^. 

yx 

Eliminirt  man  7  aus  6.  und  7.,  so  folgt 
^.  2jicy  —  _v  =  ex , 

und  diese  Gleichung  ist  das  andere  allgemeine  erste  Integral  von  5. 

4.  Eliminirt  man  aus  dem  allgemeinen  Integrale  '^{x^y^  r,,  r^  .  .  r»)  =  0  einer 
Differentialgleicliung  «ter  Ordnung  und  aus  der  durch  einmalige  Differentiation 
abgeleiteten  Gkichung  9,  =  0  eine  Constante  so  erhält  man  eine  Differential- 
gleichung I.  O.  mit  («  —  1)  Constanten;  wie  man  sofort  sieht,  ist  dieselbe  ein 
allgemeines  («  -  -  l)tes  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Da  man  nun  jede  der 
//  Constanten  eliminiren  kann,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  n  allgemeine  {n —  l)te  In- 
tegrale erhält. 

Differenzirt  man  ein  solches  (« —  l)tes  Integral  und  eliminirt  man  aus  dem 
Resultate  und  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eine  weitere  Constante,  so  erhält 
man  ein  allgemeines  {n  —  2)tes  Integral  u.  s.  w. 

Eliminirt  man  zwei  Constante  aus 

'  =  «'  ^  =  «'  ^^  =  »' 

erhält  man  ebenfalls  ein  allgemeines  («  — 2)tes  Integral. 

Man  erkennt  leicht,  dass  es  nicht  zwei  verschiedene  {n  —  2)te  allgemeine 
Integrale  geben  kann,  die  dieselben  («  —  2)  willkürlichen  Constanten  enthalten. 
Denn  gesetzt 

und  #   'Lix,y,y\y'\c^yC^  .  .  Cn-i)  =  0 

wären  wesentlich  verschieden,  so  dass  also  eine  dieser  beiden  Gleichungen  nicht 
eine  nothwendige  Folge  der  andern  wäre.  Differenzirt  man  die  erste  Gleichung, 
so  erhält  man 

und  diese  (n  —  2)  Gleichungen  enthalten  die  Grössen  x,  y,y  .  .  ,  y''~^\  ^1 ,  c^,  c^ 
.  .  Cn-  Fügt  man  hierzu  noch  die  Gleichung  y  =  0,  so  kann  man  aus  diesen 
n  —  1  Gleichungen  die  Ck  eliminiren,  und  behält  eine  Gleichung  zwischen 
^*  y*  y  f  y\  •  .  y*"^^  übrig,  im  Widerspruche  damit,  dass  ein  allgemeines 
{n  —  2)tes  Integral  durch  jedes  System  von  x,  y,  y  .  .  .  y*-i)  muss  befriedigt 
werden  können. 

Man  erhält  somit  dasselbe  allgemeine  (« —  2)te  Integral  erstens,  indem 
man  c/  und  Ck  aus  9  =  0,  9'  =  0  und  9"  ==  0  eliminirt;  zweitens,  indem  man  a 
aus  9  =  0  und  9'  =  0  eliminirt,  die  Resultante  9,  =  0  differenzirt  und  c^  aus 
9,  =  0  und  9/  =  0  eliminirt;  drittens,  indem  man  Ck  aus  9  =  0  und  9'  =  0 
eliminirt,  die  Resultante  9>fc  =  0  differenzirt,  und  r,  aus  9*  =  0  und  ^k  =  0 
eliminirt. 

Aehnlich,  wie  den  Satz,  dass  es  nicht  zwei  verschiedene  allgemeine  («  —  2)te 
Integrale  mit  denselben  (n  —  2)  willkürlichen  Constanten  giebt,  beweist  man,  dass 
es  nicht  zwei  {n  —  k)te  Integrale  mit  denselben  («  —  k)  willkürlichen  Constanten 
geben  kann. 

Hieraus  schliessen  wir  weiter,  dass  es  soviele  {n  —  k)te  verschiedene  Integrale 
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giebt,  als  sich  die  *  willkdrücben  Constanten  des  «U^emeinen   Intef 
gnippiren  lassen;  es  gtcbt  daher 

«(«_  |)(«-2)...(n-*-t-l) 

1-2-3 * 

allgemeine  («  —  *)te  intcRrale. 

Wenn  man  aus  (Jen  allgemeinen  n  ersten  Integralen  die  Grössen  y,  y,  y 
.  .  y»-!)  eliminirt,  ao  erhält  man  eine  viin  Hiffcrcndalquotienten  frde  Gleichung 
zwischen  x,  y  und  n  willkürlichen  Con^taiucn,  also  das  allgemeine  Inicgrsl 
der  vorgelegten  DiSerentialgIcichiing  «ter  Ordnung. 

5.  Das  allgemeine  Integral  einer  I >ifrerentialgleichiing  «ter  Ordnung  \ise 
Sich  durch  Reihenentwicklung  nach  dem  TAVLORSchen  Satze  erhallen,  Wr 
denken  uns  die  Differential  gl  eich  »mg  auf  den  höchsten  nifferentiaiquotienten  jW 
algebraisch  redudrt  und  berechnen  ans 

'■  ^"^  -  ji  =/(*■>■/•/'.>■'"■  ■  ■  >^'-'') 

die  höheren  Differential()uoiienten;  indem  wir  liei  jeder  durch  Diffcrendaitiin 
eilialtenen  neuen  Gleichung  den  Wcrth  filrj-'''  aus  I.  substituiren,  erhallen  *if  alle 
höheren  Differentialquotienten  als  Functionen  von  ,v,  y,y\  .  •y^"^;  es  crgiebi  Mch 
zunächst 

'^+^y  ^»/        ^    ,         c/    „  g/ 

dx'+l  ""  Sx  "^  Hy  ^    '*'  c/ ^     H-..+  ^y,_„  -y 

-/.(^   -  ■  ■>"'). 
So  foitfahtend  findet  man 

rf**->v  rf"-t-ili. 

'■  J^rs-Aw  o'-'i.     ;,-;,=/.(-.■....>-) 

Nehmen  wir  nun  die  zu  einem  beliebigen  Ausgangs werthe  x^  gehörigen 
Werthe  der  abhängigen  Variabein  und  ihrer  Dificrentialquotienten  bis  zum 
(«  —  l)ien  willkürlich  an,  so  sind  yQ^--^^^  yo^"'*'^  ....  durch  die  Gleichungeo 
2.  und  3.  bestimmt  Werden  die  willkürlich  angenommenen  Werthe  der  Reihe 
nach  mit  d,  ^,  -j,  .  .  .  i:  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  schliesslich  die  gesuchte 
Entwicklung  ^ 

y-'  +  K'-')  +  iT2  <"'-'">'  +  ■  ■  +  i.a.a.'.c.-Tj '*-•>"' 
-'f^^('--)-- 

(>.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Regeln  für  die  Bestimmung  des  all- 
gemeinen Integrals  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
den  einfachsten  Fällen. 

A.     Isty  eine  Function  von  x  allein,  also 

'■  y  =/w. 

so  hat  man  sofort  ein  allgemeines  erstes  Integral 

2.  y  =  jAx)dx  +  c 

und  liierans  das  allgemeine  Integral 

3.  y  =  Jjx}'/(x)äx  -\-  Cx  +  C,. 

Das  andere  allgemeine  erste  Integral  folgt  durch  Elimination  von  C  aus  3. 
und  3.  zit  ... 

;</->  =  ^im<i^  -  }äxj/{,x)äx  -  C,  , 
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B.  Ist^"  eine  Function  von  y  allein,  also 

so  setze  man  y    =  y  -f-; 

dadurch  entstel  t  aus  4. 

und  hieraus  fo)  t  ein  allgemeines  erstes  Integral 

^.  y   =  '2j/<j)äy  -+-  C,     oder    y'  =  V2f/{y)äy'hC, 

Hier  lasser  sich  wieder  die  Variabein  sondern  und  man  erhält 

C.  Isty  eine  Function  von  y  allein,  so  hat  man 

7.  y  =  /o-') . 

Hieraus  ergiebt  sich 

r  äy' 

und  es  erübrigt  nun  noch  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung. Man  kann  indess  dieselbe  umgehen,  da  man  das  andere  allgemeine  erste 
Integral  bestimmen  kann. 

Setzt  man  in  7.  y"  =  y'^y'  '  dy^  so  erhält  man 

y  dy'  = /(j')  dy\ 
hieraus  ergiebt  sich 


~j  /(y') 


Das  allgemeine  Integral   von   7.   erhält  man  nun   durch   Elimination  von  y* 
aus  8.  und  9. 

D.  Enthält  die  Differentialgleichung  nur  y',y   und  x,  also  j»  nicht 
explicite,  ist  sie  also  von  der  Form 

10.  /o",y,^)  =  o, 

so  bemerke  man,  dass^"  =  dy  \  dx\  man  erkennt  nun,  dass  9.  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  y  und  x  ist.    Die  Integration  derselben  führt 
auf  eine  Gleichung  von  der  Form 
11.  ^Cy',^,  0  =  0; 

das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  das  all- 
gemeine Integral  von  10. 

E.  Enthält  die  Differentialgleichung  nur  y',y  und^',  also  nicht  x 
explicite,  so  hat  sie  die  Form 

12.  f{y'\y\y)  =  o. 

Ersetzt  man  hier  y^  durch  y' dy'  \  dy^  so  ergiebt  sich 


/(yf.y,^)  =  o. 


also  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  f  und  y.    Das  allgemeine 

Integral  derselben 

13.  ?0'',>',  C)  =  0 

ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und  x\  das  allgemeine 

Integral  von  13.  ist  auch  das  allgemeine  Integral  von  12. 

7.    Geometrische  Anwendungen.     Die  Aufgabe,   eine  Curve  durch  ihre 
Krümmungshalbmesser  zu  defmiren,  führt  auf  eine  Differentialgleichung  II.  O.y 
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sobald  der  Krümmungshalbmesser  als  Function  der  Coordinaten,  oder  ausserdem 
als  Function  der  1  angente,  Normale,  Subtangente  oder  Subnormale  gegeben  ist 

A.  Eine  Curve  so  zu  bestimmen,  dass  der  Krümmungshalbmesser 
in  jedem  Punkte  proportional  dem  Cubus  der  Normale  ist. 

Aus  den  bekannten  Formeln  für  den  Krümmungshalbmesser  p  und  die 
Normale  v 

p  =i/(Tr7«)»:/',     v=j;VTTy« 

folgt,  wenn  a  ein  constanter,  gegebener  Faktor  ist,  die  Differentialgleichung  des 
Problems 


y(\+y^y 


oder  einfacher 


y 


j~^-i-  =  avV(i  -t-y')^ 


v"  =  — —  • 


dy 
daher  ist  y'  dy^  =   ~d^  , 

y*  =  —  -9—9  -+-  c,    y  =  ^ — 

^  a^y^  -^  ay 

Hieraus  ergiebt  sich 


ya^y 

d.  i.  -^  ==  ^  i/o«  Cy»  —~1  H-  6\  . 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 

-  a^C^(x  —  C,y  -H  a^Cy^  —  1  =  0, 
so   erkennt  man,    dass  die  Aenderung  von   C^    nur  auf  eine    Verschiebung  der 
K-Achse   hinauskommt;   von   dem  Vorzeiclien   von  C  hängt  es  ab,    ob  die  Cune 
eine  Kllipse  oder  eine  Hyperbel  ist. 

B.  Die  Curve  zu  bestimmen,  für  welche  der  Krümmungshalbmesser 
proportional  der  Tangente  ist. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

y      —  y  y  ^  ^y  ' 

oder  V"  =  ^'  ^'"^^ . 

ay 

Wir  setzen  hierin  y"  =  y  dy'  :  dy  und  erhalten 

dy       __dy^. 

\'-\^y^  —  ay  ' 

daiier  ist  ein  erstes  allgemeines  Integral 

1 
arctangy  =  ICy^ . 

Hieraus  ergiebt  sich  scliliesslich 

/'        dy 

J  taNg[lCy^^ 

C.  Der  Krümmungshalbmesser  sei  proportional  der  Normalen. 
Ist  ;/  ein  constanter  Faktor,  so  hat  man  jetzt 

n  ^-i-^rM-  =  J'  1/1  -+-  y«  , 


oder  einfacher 


«;i  H-  y»)  =  yy". 
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Hier  setzen  wir  wieder  j"  ^=  y  dy  :  dy  und  erhalten 


ydy  dy 

=  n 


daher  ergiebt  sich  ein  erstes  allgemeines  Integral 


i/o+y>)  =  «/(j), 


woraus  folgt  /  = -^ , 

J  yyin  _  (72« 

Für  n  =  —  1  ergiebt  sich  ein  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Abscissen- 
achse  liegt;  fllr  «  =  1  eine  Kettenlinie;  flir  «  =  —  \  eine  Cycloide;  für 
n  =  ^  eine  Parabel. 

D.  Soll  der  Krümmungshalbmesser  eine  gegebene  Function  9  der 
Absc^sse  sein,  so  hat  man 

(n-y»)*=y'9(*)- 

Hieraus  folgt 

f     dy       ^  Cdx 

Die  Integration  links  kann  man  ausführen  und  erhält 


y        __  r  dx 


Wird  das  Integral  rechts  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

,_         X-hC 

^        1/1 -(AT -HO*' 
und  hieraus  folgt  schliesslich 


y  =  /     ^  - — -  dx  -f-  C.  ♦) . 


8.    Lineare  Differentialgleichungen.    Unter  einer  linearen  Differential- 
gleichung «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Gleichung  von  der  Form 
d»y  d^-^y  d'^^'^y  dy 

'•       ^  "^  ^' ^^^=^  "^  ^»  ^^  "^  •  •  • -^  ^"-' rfi  "^ -^^  = '*^' 

wobei  X^,  X^  ,  ,  ,  X„,  X  Functionen  von  x  allein  sind.     Die  Gleichung 

die  aus  1.  hervorgeht,  wenn  man  X  =  0  setzt,  wird  als  reducirte  lineare 
Differentialgleichung  bezeichnet.  Wir  betrachten  diese  zunächst.  Für  dieselben 
gilt  folgender  Satz: 

Wenn  eine  reducirte  lineareDifferentialgleichung  dieparticulären 
Integrale  hat 

y  =" yif  y  =  y^^  y  =yif  '  -y  =" ykf 

so  wird  ihr  auch  durch  die  Function  genügt 

3.  y  ==  c^y^  -f-  r^a  -h  Cj^y^  -H  .  .  .  -h  cjo^k, 

wobei  c^f  c^  .  ,  ,  Ck  willkürliche  Constante  sind. 

Denn  setzt  man  3.  in  1.  ein,  und  fasst  die  Glieder  zusammen,  die  mit  dem- 
selben c  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

*)  Weitere  Beispiele  findet  man  u.  A.  in  Schloemilch,  Compendium,  i.  Bd.,  Cap.  XVm. 
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H-  rjCVjH  -f-  A:,;',(«-t)  4-  .  .  .  -h  X„-\y\  -^  ^«^'a) 

-f- 

-h  r^(_>'^.('0  -+.  Ar,j;^(«-0  4-  .  .  .  -h  Xn-\y'k  -h  -^«J^/t)  =  0. 
Da   nun  jj ,  .  .  .  ^'^  der  Gleichung  1.  genügen,    so   verschwinden   links  alle 
Klammerausdrücke,  also  ist  die  Gleichung  identisch  erfüllt.     Kennt  man  «  par- 
ticuläre  Integrale  und  sind  nicht  zwei  oder  mehr  durch  eine  Identität 
von  der  Form  verbunden 

y^  »    ay^    f    l>y^  4-    cy^   -^  .  ,  , 
so  ist  y    =  Cy^y^   -+-  c^^  4-  r^j'j,  4-  .  .  .  -H  c^y^ 

das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung.  Denn  der 
gegebene  Werth  von  y  befriedigt  'die  Gleichung  und  enthält  n  willkürliche  Con- 
stante.     Tritt  hingegen  der  ausgeschlossene  Fall  ein,  ist  z.  B.  >',  ^  ay^  4-  by., 

so  hat  man 

y  =  {a-\-  c^)y^  4-  (^  4-  c^)yj^  4-  c^y^  4-  .  .  4-  c^yn, 
und  diese  Function  enthält  nur  (//  —  1)  willkürliche  Constante,  nämlich  {a  4-  c{^ 
(b  4-  ^2),  ^4,  r  -,  .  .  .  r„. 

9.  In  die  lineare  Differentialgleichung  mitconstanten  Coefficienten 

j^*)  4-  a^y^'^-'^)  4-  ^ij^*"^^  "^  •  •  "•"  ^ty  =  ^ 
substituiren  wir  versuchsweise  y  =  ^^•^,  und  erhalten 

(X«  4-  a^  X«-!  4-  <i2  X«  -2  -j-  .  .  .  4-  fl„)  ^)-r  =  0  . 
Diese  Gleichung   wird  identisch   erftillt,   sobald  man   für  X   eine  Wurzel  der 

Gleichung  nimmt 

X«  4-  öj  X«-!  4-  ajX''-2  4-  .  .  .  4-  ö«  =  0  . 

Hat  diese  Gleichung  n  verschiedene  Wurzeln  X,,   Xj  .  .  .  X,«,    so  erhält  nun 

n  verschiedene  particuläre  Integrale 


y  -  /'",       Y  -  e^'-',  . 

.  .  V  -  Ä-^; 

leine  Integral 

y  —  f,  <•*■''  +  <-j/»'  -+- 

•   •   •      1     ^  tt  ^           • 

Sind  unter  den  Wurzeln  X  conjugirt  complexe,  so  ersetzt  man  die  Exponentiai- 
functionen  durch  goniometrische.  Die  Methode  versagt,  wenn  die  Gleichunii 
für  X  zwei  oder  mehrere  gleiche  Wurzeln  hat;  wir  werden  später  sehen,  wie  man 
in  diesem  Falle  das  allgemeine  Integral  findet, 

10.  Der  Gleichung 

-^  JC  -^  X^  "  X*'  "^ 

lässt  sich   durch   die  Annahme  genügen  ^  =  j^i^ ;   man   erhält    durch    Substitution 
dieses  Werthes 

[[i(|j.—  1).  .(|i—  //  4-  l)4-r7i[i(|i—  1).  .(|x  — w4-2)4-  .  .  4-Ä„_ijjL4-  ö«].vi*-'=a 
hat  also  für  |i  eine  Wurzel  der  Gleichung  zu  nehmen 

|x(|x  —  1)  .  .  ([1  -  «  4-  1)  4-  ^,  |x(|i  —  1)  .  .  (|A  —  «  4-  2)  4-  .  .  -+-   r7„  -1  JA  4-  a,  =  O- 
Hat   diese    (Gleichung   ;/  verschiedene   Wurzeln   |Xj,  .   .   .    jjl„,     so    erhält  m^v. 
ji  particuläre  Integrale  und  aus  diesen  das  allgemeine 

y    =    Cy^X^\      4-    C^X^i     4-    C^X^i    4-    ...    4-    C„X\»^n    . 

11.  Kennt  man  ein  particuläres  Integral  einer  reducirten  linearen 
Differentialgleichung  «ter  Ordnung,  so  wird  das  allgemeine  Intei,MaI 
aus  einer  Differentialgleichung  {n —  l)ter  Ordnung  gefunden. 

Ist  y  =  Tt  das  ^eg^eXiewe;  \>^\\\cv\\^\^  XvvV^'^.x^,  ^^^  \^v  ^vxcl\  y  =  ryj  ein  Integral 
wenn  c  constant  ist;  es  We^V  t\>^v\  T\^\\'i,  lv\  vxxxV'^^^vx^V^xx,  n^^v^x -^^vO^^^-^is^^ 
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man  der  Gleichung  durch  einen  variabeln  Werth  von  c  genügen  kann.  Ersetzen 
wir  c  durch  z,  setzen  also  y  =  zri,  so  haben  wir  die  höheren  Diflferentialquotienten 
des  Produkts  zr^  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  zu  bilden 
und  diese  entwickelten  Werthe  in  die  Differerentialgleichung  einzusetzen.  Wir 
erhalten  dann  eine  Differentialgleichung,  welche  keinen  höheren  Differential- 
quotienten von  z  enthält  als  «C'O.     Die  Glieder,  welche  z  enthalten,  sind 

da  nun  t)  ein  particuläres  Integral  ist,  so  verschwindet  der  Klammerinhalt,  und 
die  Differentialgleichung  für  z  ist  somit  von  der  Form 

z(»)  -f-  ^^(«-»  -h  ö«(«-2)  -H  . . .  -+-  rs"  4-  6^^'  =  0. 

Setzt  man  hier 

äz  C 

—  =  V,     also    ^  =  /  '^^x , 

so  erhält  man  für  v  die  Gleichung 

zK«-i)  4-  Pt^H-l)  -f-  Qv^n-%)  ^  _  ^  Tv*  '\-  Uv  =  {), 
also  in  der  That  eine  Differentialgleichung  («  —  l)ter  Ordnung. 

Hat  man  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung,  so  wird  zu  den  {n  —  1) 
willkürlichen  Constanten  desselben  durch  die  Integration 

z  ■=.  jvdx 
noch  eine  hinzugefügt,  und  es  ist  daher 

y  -=  zr^ 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

12.  Dieser  Satz  führt  zunächst  dazu,  eine  reducirte  lineare  Differential- 
gleichung II.  O.  von  der  Form  No.  9  oder  No.  10  allgemein  zu  integriren, 
wenn  die  Gleichungen  für  X  und  ji  gleiche  Wurzeln  haben. 

Bei  der  Gleichung 
1.  y  —  lay'  -+-  öV  =  0 

ergiebt  die  Substitution  _>»  =  ^^  für  X  die  Gleichung 

X>  —  2flX  -H  fl>  =  0, 
also  zwei  zusammenfallende  Wurzeln  X  =  ö.     Macht    man  nun  in  1.  die  Sub- 
stitution 

y  =  ze***, 
so  erhält  man  ftir  z  die  Gleichung 

«"  =  0,     also    5  =  C,  Jtr  -f-  C 
Folglich  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

y  =  e^iC^x^  er- 
setzt man  femer  in  die  Gleichung 

y  ^  -xy  ^  -i^y  = '' 

y  =  ji^,  so  erhält  man  für  ji 

^2  _  (1  -ö)pL  -H  ^— ^^  =  0,     also     HL  =  — g— . 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  haben  wir  zu  setzen 

y  =1  zx  'i 
und  erhalten 

z*  'X     24-  «"  .  xT'  =  0,     oder    z'  4-  x«"  =  0  . 
Hieraus  folgt  v  =  C\x  und  z  =  C/^  4-  Cj ;  daher  ist 

y  =:  X  2    {Clx  4-  C^") 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 
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13.  Hat  bei  der  linearen  DifTerentialgleichung  ntcr  Ordnung  mit  constuten 
Coefficienten 

die  Gleichung  für  X 

/(X)  ■■  X«  -^  «jX— «  -h  tf,X--3  4-  .  .  -♦-  fl^  =  0, 
r  gleiche  Wurzeln  X  =  v,  so  liegt  es  nalie,  von  dem  für  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  erhaltenen  Resultate   ausgehend   zu   vermuthen,   dass   der  gegebenen 
Gleichung  durch  die  Annahme  genügt  werde 
1.  ^  =  r'{cx^  1  4-  c^x^-^  -h  .  .  4-  Cr-l), 

wobei  c,  Ci,  c^  .  .  Cr-x  willkürliche  Constante  sind. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vennuthung  nachzuweisen,  bemerken  ^"ir  zunächst, 
dass,  wenn  die  Function  /(X)  =  0  den  Faktor  (X  —  v^*  enthält,  alsdann  in  der 
Function /'(X)  =  0  der  Faktor  (X  —  Xf-^  enthalten  ist;  denn  aus  der  Voraus- 
setzung 

/(X)  =  (X  -  vy .  9(X) 
folgt  fQ)  =  r(X  -  vX-t  .  9(X)  +  (X  -  v)'  ^'(X) . 

Wenn  daher  v  eine  rfache  Wurzel  der  Gleichung 

/W  =  0 

ist,  so  sind  ftlr  X  =  v  auch  die  Gleichungen  erftUlt 

/'W  =  0,    /'(X)  =  0,    A-«(X)  «  0. 
Setzt  man 

so  erhält  man 

Subsdtuirt  diese  für  it  =  «,  «  —  1,  «  —  2,  ...  2,  1  gebildeten  Werthe  in 
die  Differentialgleichung  und  unterdrückt  den  Faktor  ^,  so  erhält  man 
0  =  9  .  (v«  -f-  «iv«  -1  -h  a,v"-2  -I-  .  .  .  .) 

'"  ■  iö  •■"  -  r  i ')  "•  •-  --  ("  7 ')  ••  -- + •  ] 

Die  Faktoren  von  9,  9',  9"  .  .  .  sind  der  Reihe  nach 

/M     />)    /_>) 

•^^^^'  1     '        1.2' 

verschwinden  daher  sämmtlich ;  folglich  ist  1 .  ein  Integral  der  Differentialgleichung. 
14.    Der  linearen  Gleichung  zweiter  Ordnung 

1.  y  4-  -y  -^  k^y=^0 

X 

suchen  wir  durch  eine  Potenzreihe  zu  genügen;  setzen  wir 

also  y  =  ^j  -H  2A^x  -^  *6A^x^  -+-..., 

y  =  2^,  -h  2  •  3^3^«:  -4-3.4.  A^x^  -^-  .  .  .  ^ 
so  erhalten  wir 

--*--f-  23^, -h  >^Mo  -h  (3.4^3-h^Mi)^-»-(4'^^4-+-^*^s)jr>4-... 

-V-  \n^ri  -V  V^  A„  -v  k'^  An  -^i^x«-*^  -V «a  0 . 

Hieraus  ergeben  sivcVv 
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^1=0,       ^,  =  —  Y72~~^  ^ö'       ^»  =  0,       A^  =  1  .2.  3.4  .j'^o  •  •  •  ' 

allgemein  ^2«  -1  =  0,     ^2«  =  ±  j— ^ ^      A^  . 

Daher  ist 

y  -  A^y       ]  .2.3-+- 1 .2.3.4.5      '  '  ')  "   k    '     X     ' 

Dieses  Integral  ist  particulär,  da  es  nur  eine  willkürliche  Constante  enthält. 

Substituirt  man  in  1. 

sinkx 

•^  X 

sö  erhält  man  für  z  die  (Meichung 

sinkx       „        ^    kcoskx 

.  ;2"  -h  2 ^'  =  0  , 

X  X 

Diese  Differentialgleichung  ergiebt 

'  _       ^1  __         Cj^otkx^ 

^    ■"  sin^kx'      ^  ~  k        "^  ^«• 

Ersetzt  man  hier  6*,   durch  —  kC^,  so  erhält  man  für  das  allgemeine  Integral 

von  1. 

C,  cos  kx  -h  Cj  sin  kx 

15.  Ersetzen  wir  in  der  Gleichung 

2.  y  —  (^*  -H  3)>'  =  0 

y  durch  die  Reihe  Aq  -h  A^x  -j-  A^x^  -h  ,  .  ,  ,   so  erhalten  wir  das  allgemeine 

Integral 

^    {.        3     ^         11      ,         23      ^  \ 

JK  =  ^0  \^H-  2  ^'  -^  24^*  -^  24Ö  "^    "^  •  •  -j 

-h  A^  yx  -{-  ^^x   -+-  2 .  4  "^^  "^  2 . 4 . 6  *^  -+- . . . j  . 

In  der  zweiten  eingeklammerten  Reihe  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefificienten 
zwar  nicht  allgemein  nachgewiesen,  nach  den  ersten  vier  Gliedern  scheint  es 
aber,  als  sei  diese  Reihe 

*  b  ^  1  (?)  ^  ni  (f  )'-^  rhi  (1)'-^  •  •]  =  ^'*''  • 

Um  diese  Vermuthung  zu  prüfen,  setzen  vnr 

y  =  xei-^^ 
in   die  gegebene  Differentialgleichung;  wir  finden  leicht,  dass  derselben  genügt 

wird;  mithin  haben  wir  ein  particuläres  Integral  gefunden.     Zur  Bestimmung  des 
allgemeinen  setzen  wir 

xA^'  .  z"  -H  2  ^  (^^"^*)  «'  =  0  . 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort 

=  C\  ^cf^e'^'dx, 

also  ist  das  allgemeine  Integral  von  2. 

16.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  einer  linearen  Differential- 
gleichung, die  nicht  reducirt  ist;  die  Integrationsmethode  wollen  wir 
zunächst  an  der  Differentialgleichung  II.  O.  zeigen. 

•)  ScHLOEJW/LCH,  Cbmpeodium,  Bd.  I,  §  1 14. 
SaaoKMOLCH,  Handbuch  dar  Mktbematik.     Bd.  II.  SS 


.'  ^  ^-^'' 

^=^^         .         ^ 
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Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

1.  y  H-  x^y  ^  X^  =  X 

zu  finden,  liegt  es  nahe,  zunächst  die  reducirte  Gleichung  su  integriren 

2.  f  +  XJ  -h  JTt^  «  0, 

und  dann'  zu  versuchen,  ob  man  der  Gleichung  1.  vielleicht  dadurch  genügen 

kann,  dass  man  in  dem  allgemeinen  Integrale  von  2. 

8.  ^  =  c^y^  4-  c^^ 

die  willkürlichen  Constanten  durch  passend  gewählte  Functionen  von  x  enetit 
Diese  Methode,  das  Integral  einer  Gleichung  aus  dem  Integral  einer  einfacheren 
herzustellen,  wird  als  Variation  der  Constanten  bezeichnet;  wir  haben  voo 
derselben  bereits  in  g  24  No.  8  und  g  25  No.  1 1  Gebrauch  gemacht 

Setzen  wir  nun  in  1. 
4.  ^  =  »i^,  +  u^^ , 

wobei  also  y^  und  j^^  bekannte  Functionen  sind,  welche  den  Gleichungen  genfigen 

^,"  -H  X,y^  ^  X^y,  «  0, 
so  erhalten  wir  zunächst 

"•        +  X,  (u^'y^  -h  «,>,)  H-  i(u,'y,'  +  u^'yi)  +  «,'>,  -H  «,'>,  =  JT. 

Die  erste  Zeile  verschwindet  nach  der  Voraussetzung.     Machen  wir  nun  ffir 
u^  und  u^  die  Annahme 

7.  »j>i  -f.  »,>,  —  0. 

so  folgt  zunächst  durch  Differentiation  dieser  Gleichung 

Durch  7.  und  8.  reducirt  sich  6.  auf 

9.  »,>i'  +  «,V  -  Jf. 

Aus  7.  und  9.  folgen  nun  fllr  «/  und  «,'  die  Werthe 

^y%  ..  r  Xy^ 


Daher  ergiebt  sich 

/Xy^dx  ,,  /•      Xy.dx  ^ 

y^yx-yxy^        '      *    ./j'i^'a  —  ^'»j'i        * 

Das  allgemeine  Integral  der  nicht  reducirten  linearen  Differentiil- 
gleichung  zweiter  Ordnung  ist  daher 

r      Xy^dx  r      Xy^dx  ^ 

Hieraus  ist  der  auch  direkt  leicht  er\^eisliche  Satz  ersichtlich:  Das  allge- 
meine Integral  einer  nicht  reducirten  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  wird  erhalten,  indem  man  zu  einem  particulären 
Integrale  das  allgemeint  Integral  der  entsprechenden  reducirten 
(ileichung  fügt. 

Bei  der  Verwendung  der  Formel  10.  wird  man  unter  Umständen  mit  Vortheil 
berücksichtigen,  dass 

y,y^  -yiy,' ""    '''^^i\y~J '    yo'.'-y^yx'  ^  "^'^^  äi\jrj' 

Beispiele.     A.    Die  reducirte  Gleichung 
hat  bekanntlich  d\e  paTiac\a\ÄxeT\  \tvX.^^\^^ 
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coskx  sinkx 

yx  = 

daher  hat  die  Gleichung 


y\  —     ^    >    y%  —    ^    y 


das  allgemeine  Integral 

y  ^  ___-   \c^^-^  \Xsmkxdx\  H \C^  4-  t  IXcoskxdxX  . 

B.    Für  die  Gleichung 

y    --y  ^^^'  =  0 

haben  wir  die  particulären  Integrale 

y\  ^  x^y    y^  -=  x^\ 

daher  ergiebt  sich  ftir 

das  allgemeine  Integral 

y  =  x^{C^  --JxXdx)  4-  x'^{C^  -hfx^Xdx) . 
17.    Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

1.  /")  -+-  X,j<—i)  H-  .  .  .  -^  X„^xy'  -H  AT^  =  A- 
zu  erhalten,  setzen  wir  voraus,  es  sei 

y  =  ^lyi  -^  ^%yi  -^  ^^y^  -^  •  •  ■+-  c„y„ 

das  allgemeine  Integral  der  reducirten  Gleichung 

und  suchen  nun  t^^,  i/j»  ^s>  •  •  •  ^»  ^^^  Functionen  von  x  so  zu  bestimmen,  dass 

2.  >'  =  «i>'i  -f-  u^y^  -h  .  .  .  -f-  «,j'„ 
das  allgemeine  Integral  von  1.  wird. 

Wenn  man  den  Werth  2.  und  die  daraus  folgenden  Werthe  y,  y,  y ',  ..y*) 
in  1.  substituirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  ftlr  die  n  unbestimmten  Functionen 
Hk\  um  dieselben  zu  bestimmen,  kann  man  daher  noch  {n  —  1)  Gleichungen 
beliebig  annehmen.  Wir  wählen  diese  Gleichungen  so,  dass  in  den  Werthen 
y»  y\  y*'  •  .y"~^^  keine  Difterentialquotienten  der  Uk  vorkommen;  alsdann  ent- 
hält die  Differentialgleichung  nur  die  ersten  Differentialquotienten  dieser  Functionen 
und  die  Bestimmung  derselben  wird  dadurch  thunlichst  erleichtert.  Aus  y  folgt 
zunächst 

y  =  «i>'i'  4-  .  .  -f-  Uny„'  -f-  «i>i   H-  .  .  .  4-  ««>«. 

Um  Differentialquotienten  der  u  in  y  zu  vermeiden,  setzen  wir 

y\^\    -^  y^^i   ■+-  •  •  -^  ynUn  =  0, 

und  erhalten  unter  dieser  Voraussetzung 

y    =    ^\y\      -^    ^%y^    -+-    .    .    -h    Unyn  . 

Ferner  setzen  wir 

y\^\    -»-  y%^^  -h  .  .  .  H-  ynU^  =  0, 
und  erhalten  dadurch 

y  =  «i^'i"  -^  ^%y%'  -+-...  4-  Unyn' ^ 
So  weiter  gehend,  erhalten  wir  schliesslich 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

y«)  ==  ttjj'/«)  -t-  «^jW  -+-...  4-  Unyn^""^ 

4- ^iC"*-^)«!'   4- j'2(''-^>«2'  4-  .  .  4-  3^»^»«-^^^. 
Setzt  man  nun  diese  Werthe  für  >»,  y,  y  .  .  "f^  \ti  Äfc  \V\a«t«vv<\3\^€\Os\>osv^ 
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ein  und  berücksichtigt,  dass  >i>  J^tt  •  •  •  ^i«  der  reducirten  Difierentialgleichang 
genügen,  so  erhält  man 

Für  die  Unbekannten  Uy,  u^  . . .  Um  haben  wir  somit  die  n  Gleichungen 


Diese  Gleichungen  sind  linear  Air  i^i',  »,'...  u^;  löst  man  sie  auf,  so  erhäh 
man  «/  «  /,,       «,'  «  /,,       i^,'  «  X,  .  .  .  i^^'  «  ^., 

wobei  Xi»  Xs  -  -  *  X«  bekannte  Functionen  von  x  sind.    Hieraus  folgt 

*i  — //i^*-*"  ^1'     «'s  »^/x»^*-«"  C*„...i^  =jfj,dx  -h  Ci; 
daher  ist  schliesslich  das  gesuchte  allgemeine  Integral 

^  =^1  /Xi^*  -^  •  •  ^ynh^dx  H-  Cjjr,  -♦-  C^,  -h  .  .  -+-  Co'.. 

Man  ersieht  hieraus  noch:  Das  allgemeine  Integral  einer  nicht 
reducirten  linearen  Differentialgleichung  wird  aus  einem  particulJLren 
Integrale  gefunden,  indem  man  zu  diesem  das  allgemeine  Integral 
der  entsprechenden  reducirten  Gleichung  fügt 

18.  Ueberblickt  man  die  soeben  vollendete  Rechnung,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  derselbe  Gedankengang  auch  dann  fördeilich  sein  wird;  wenn  man 
nicht  das  allgemeine  Integral  der  reducirten  Gleichung  kennt,  sondern  nur  eine 
beschränkte  Anzahl  von  particulären  Integralen.  Sind  r  particuläre  Integrale  jj. 
J^s  •  J'a  •  •  •  yr  bekannt,  zwischen  denen  keine  linearen  Indentitäten  bestehen,  so 
setzen  wir  das  allgemeine  Integral  der  nicht  reducirten  Gleichung 

y  =  "i>'i  -^  ^^y%  -H  .     .  H-  Uryr- 

Wir  bilden  nun  die  entsprechenden  Bedingungsgleichungen  für  die  «j  ¥rie 
im  vorigen  Falle;  da  wir  aber  nur  Ur  unbekannte  Functionen  haben,  so  dürfen 
wir  ausser  der  Differentialgleichung  nur  {r  —  1)  Gleichungen  ansetzen.  Die- 
selben seien 

y\  ^\  -^  y%^%  -^  '  '  ^  yx^r  ^  ^, 
y\  ^\  -^  y% "a'  -f-  . .  -h >'  «r'  =  0, 


Alsdann  ergiebt  sich 
sowie  femer 
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Führen    wir    diese  Werthe    in    die    Differentialgleichung    ein    und    beachten 
dabei,  dass  ^i,  y^*  •  -  y*-  ^^^  reducirten  Gleichung  genügen,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  von  der  Form 
3.  IP^Ui'  4-  IQkUk"  4-  ....  -h  2  F^«*(«-''-+-i)  =  X, 

worin   die  Pkt  Qk, Vk    bekannte    Functionen    von    x   sind.     Aus    den 

(r  —  1)  Bedingungsgleichungen  1.  können  wir  die  Verhältnisse  der  w/,  u^  - ,  Ur 
finden;  drücken  wir  «2'  •  •  •  ^r    durch  «/  aus,  so  erhalten  wir 
5.  «2'  =  Au^\     «./  =  Bu^*  .  .  ^  ,  Ur   =^  Nuy^ 

wo  nun  Af  By  .  .  iV  bekannt  sind.  Diese  Gleichungen  differenziren  wir  {n  —  r) 
mal  und  setzen  die  Resultate  in  4.  ein.  Dadurch  entsteht  eine  Differential- 
gleichung, die  nur  1/,   enthält  und  von  der  Form  ist 

worin  a,  ß,  .  .  .  v  bekannte  Functionen  von  x  sind. 

Dies  ist  eine  nichtreducirte  lineare  Differentialgleichimg  {n  —  r)ter  Ordnung 
für  den  Differentialquotienten  //'.  Wir  erhalten  somit:  Wenn  man  rparticu- 
läre  durch  keine  lineareldentität  verbundene  Integrale  der  Differential- 
gleichung kennt 

y«^  -+-  ATi/«-!)  -h  .  .  .  4-  Xny  =  0, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  dieser 
Gleichung  eine  reducirte  lineare  Differentialgleichung  («  — r)ter 
Ordnung  aufzulösen  und  dann  noch  ein  einfaches  Integral  zu  be- 
rechnen; zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  der  nicht  redu- 
cirten Gleichung 

y«)  4-  X,  /«-!)  -^  .  ,  ^  Xny  =  X, 
liat   man   die  Differentialgleichung  («  —  r)ter  Ordnung  zu  integriren, 
die  aus  der  des  reducirten  Problems  hervorgeht,   wenn  man  auf  der 
rechten  Seite  X  statt  0  setzt,  und  dann  ebenfalls  noch  ein  einfaches 
Integral  auszuführen. 

19.  Die  Methode,  an  Stelle  einer  gegebenen  Differentialgleichung  eine  ein- 
fachere aufzulösen,  und  aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung  das  der 
gegebenen  dadurch  abzuleiten,  dass  man  an  die  Stelle  einer  oder  mehrerer  Con- 
stanten geeignet  gewählte  Functionen  der  Variabein  setzt,  lässt  sich  auch  in 
andern  Fällen,  als  in  den  schon  bekannten,  mit  gutem  Erfolge  anwenden. 

Um  zu  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung 

1.  y  -h  xy  -h  yy^  =  o 

zu  gelangen,  in  welcher -Y  und  F  Functionen  von  ^  bez.  /  allein  sind,  betrachten 
wir  zunächst  die  einfachere  Gleichung 

2.  y  -^  xy  =  0, 

zw  der  wir  leicht  ein  erstes  Integral  finden 

3.  y  ==  Ce 

Wir  versuchen  nun,  z  als  Function  von  x  so  zu  bestimmen,  dass 

4.  y    =  ze 

ein  allgemeines   erstes  Integral  von   1.   wird.     Aus  4.  folgt  durch  Differentiation 

5.  y'=^  {^zX-^z')\ 
substituirt  man  4.  und  5.  in  ].,  so  ergiebt  sich 

-iXdx 

^'-h   Yz^e  ^  =0. 


Integra]  lechnu  ng. 

'  clmrh  y'ilz  :  dy,  so  erhält  man  i 


Hieraus  folgt 

äy  - 


I  4.  ein,  so  entsteht  zunächst 


In  dte^e^  Diffcrenüalgleichiiiig  I.  O.    kann   man  die   Variabein    trennen  ui 
erhall  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  (ileidiunp: 

//'■■"  ä,  -  cf,'-'"-,,.  +  c-, . 

iV.    An  Stelle  der  Gleichung 

I.  (1  —*»))'"  —  2.fy  +  xy*  =  0, 

worin  X  nur  a  cnihäll,  untersuchen  wir  Kiinäctisi  Hie  einfachere 
3.  (1  -a-s^y  -  ixy  =  (i; 

dte&e  hat  das  erste  Integral 


3. 

Setzen  wir  r 


1 


iSO  crh 

alten  wir 

H 

ieraiLS  folgt  das  allgemeine  Integral 

.>- V  (1 -«•)■*  ■ 

und  daher  schliesslich  das  allgemeine  Integral  von  1. 

21.    Die  soeben  behandelte  Gleichung  ist  ein  besonderer  Fall  von 

Ei 

in  allgemeines  erstes  Integral  von 

y  +  ^./  -  0 

>■'  =  Ct  - 

Sucht  man  mm  der  gegebenen  Gleichung  durch  das  erste  Integral  zu  genüg 

y'  =  *e 
erhält  man  zur  Bestimmung  von  t  die  Gleichung 

.■  +  ^•,,.,-'-"■"•■"-0. 

Hieraus  folgt,  sobald  «  von  +    1  verschieden  ist, 

-ii.r-*"o" 


dX   - 


Führt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  »  in  y'  ein,    so    erhttlt  i 
als  Function  von  x ,  vmd  ^ewnnt  j  durch  nochmalige  Integration. 
22-    Das  aUgememc  \T\V«gti^  ^"  «i\«\Ocv\m^ 
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worin  Vq  nr.d  V^  Functionen  von  y  allein  sind,  wird  aus  einem  allgemeinen 
ersten  Integrale  der  Gleichung  gefunden 

y"  -h  Fo/'  =  0. 

Ersetzt  man  y"  durch  /äy' :  äy^  so  erhält  man  hieraus 

f  =  -Y,dy 
und  hieraus 

Wir  suchen  nun  der  gegebenen  Gleichung  durch 

2.  y    ==  ze 

zu  genügen,  worin  z  eine  Function  von  y  allein  bedeute.  Bildet  man  unter  dieser 
Voraussetzung 

wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist,  so  erhält  man  aus  1. 

dz 

Hieraus  folgt 

3.  ^^  ^    Y,e^n-'^dy  =  0, 

worin  die  Variabein  gesondert  sind.  Hat  man  hieraus  z  als  Function  von  y  er- 
halten, so  giebt  2.  durch  eine  Integration  x  als  Function  von  y.  Die  beiden 
Constanten  treten  bei  der  Integration  der  Gleichungen  3.  und  2.  ein. 

23.    Mitunter  gelingt  es,  durch  Einfühnmg  von  ein  oder  zwei  neuen  Variabein 
eine  Differentialgleichung  in  eine  einfachere  überzuführen.     Die  Gleichung 
1.  y  =  a^x  —  b^y 

lässt  sich  als  nicht  reducirte  lineare  Gleichung  integriren;  noch  rascher  kommt 
man  zum  Ziele,  wenn  man  setzt 
a-x  —  b^y  =  /,     also     —  b^y''  =  /".     Dadurch  erhält  man  aus  1. 

/"  =  —  b^t\ 
das  allgemeine  Integral  hiervon  ist 

/  ==  C^cos  b X  4-  Cj sin  b x, 
daher  ist  das  allgemeine  Integral  von  1. 

a^x  —  b^y  =  C^cosbx  -4-  C^sinbx*) , 

§  26.    DifTerentialgleichungen  zwischen  mehr  als  zwei  Variabein. 

Bestimmte  Systeme. 

1.    Aus  der  Gleichung  zwischen  drei  Variabein 

1.  /(pcyy.z)  =  r, 

worin  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  folgt  durch  Differentiation 

df  df  df 

2.  ^  dx  -\-  ^  dy  -\-  y^  dz  =  0 . 

cx  cy    -^         cz 

Diese  Gleichung  hat  man  sich  durch  eine  der  verschwindenden  Grössen  dx^ 


•;.  Weitere  Ausführungen  siehe  Lacroix.    Traite  du  calcul  differential  et  du  calcul  integral, 
Paris  1800,  2.  vol.     Auf  die  Theorie  der  singulftren  Integrale  von  Gleichungen  KöK««  Oviswasj^ 
einzugehen,   müssen  wir  uns   versagen ;   man   vcigl.  L.\Ciio\x,  TT«k\ft,  a.  n^A-,  '^ö«  ^^"\»    '^^^'^^»^ 
A  Treatise  od  differeDtial  equations,  4.  ed.   1.  voL  Ch.  X. 
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dy,  dz  dividin  zu  denken,  so  dass  an  die  Stelle  verschwindender  Faktoren  Quo- 
tienten treten,  die  einen  bestimmten  Grenzwerth  haben. 
Ist  umgekehrt  eine  Gleichung  gegeben 

Pdx  4-  Qdy  4-  Rd%  =  0, 
worin  P,  Q,  R  Functionen  von  x,  y,  s  bezeichnen,  so  fragt  es  sich»  ob  dieselbe 
ein  Integral  von  der  Form 

hat,  und  wie  dieselbe  gefunden  werden  kann. 

2.  Sollen  alle  Werthsysleme  von  x,  y,  s,  welche  die  Difierentialgleichaiig 
erfüllen 

1.  Pdx  -h  Qdy  4-  lidg  =»  0 
der  Gleichung  genügen 

2.  A^»y*')  =  ^» 

so  muss  1.  mit  der  durch  Diflferentiation  aus  2.  genommenen 

€/  d/  cf 

J-  dx  -h  -/^  dy  -h  /-  dg  ^  0 
ex  ey    "^        dg 

übereinstimmen;  es  muss  daher  einen  Faktor  v  geben,  fttr  welchen 

d/  df  df 

Berechnet  man  d^/idx'cy  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung»  d^/iiyiz 
aus  der  zweiten  und  dritten,  c^/ :  cxcx  aus  der  dritten  und  ersten  und  setzt  die 
erhaltenen  Werthe  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  Bedingungsgleichungeii 


\cy        dxj  cy        ^  dx 

^\dz         dy } 

V  f  /  -  ^^) 

\  ex        c  z) 


cx  et         ^ 


Miiltiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  jR,  die  zweite  mit  P,  die  dritte  mit 
Q  und  addirt,  so  erhält  man  nach  geeigneter  Umstellung  folgende  v  nicht  ent- 
haltende Bedingung 

^fcQ       cÄ\         ^  (IR       cP\  „  (dP       cQ\ 

\cz         cy)         ^  \cx        €z)  \(jy        cx) 

Soll  also  die  Gleichung  Pdx  -1-  Qdy  4-  Rdz  =  0  durch  eine  einzige 
Gleichung  /(a*,^,  «)=  r  integrabel  sein,  so  müssen  die  Functionen 
7'  Qt  R  die  Gleichung  4.  identisch  erfüllen. 

3.  Die  Bedingung  ist  nicht  nur  nothwendig  sondern  auch  ausreichend. 
Wir  weisen  dies  nach,  indem  wir  zugleich  zeigen,  wie  das  Integral  der  vorgelegten 
Difterentialgleichung  gefunden  werden  kann. 

Die  Werthe  von  x  und  /,  die  der  (ileichung  No.  2,  1  bei  constantem  s  ge- 
nügen, erfüllen  die  Differentialgleichung 

1.  PJx  -h  Qdy  =  0; 
aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung 

2.  V{x,y)  =  c 

kann  man  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  erhalten,  indem  man  in  2.  die 
Constante  c  durch   eine   passend  gewählte  Function  von  z  ersetzt.     Nehmen  wir 
an,    V  =  rf{z)  sei  das  Integral  der  Gleichung 
S.  Fdx  ^  Qdy  -V  Rd*  -=^  ^ . 

Durch  Differentiation  ^o\^  av\^ 
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4.  V  -  ^{z)  =  0 

die  Gleichung 

cV 

dx 

Da  nun  V--c  da.s  allgemeine  Integral  von  1.  ist,  so  giebt  es  einen  Faktor  v 

von  der  BeschalYenheit,  dass 

r.        cV  ^        dV 

ox  ^  öy 

Multiplicirt  man  3.  mit  v  und  berücksicht  ß.,  so  folgt 

dV  cV 

i.  ^—  dx  -h  -?r-  dy  -h  vRdz  =  0. 

Der  Vergleich  von  5.  und  7.  ergiebt 

?«  dz 

Da  hier  rechts  eine  Function  von  z  allein  steht,  so  muss  dasselbe  auch 
links  der  Fall  sein. 

Durch  die  Gleichung  F=  f^{z)  ist  z  als  Function  von  V  definirt;  die  Be- 
dingung, dass  dV\cz  —  vR  eine  Function  von  z  allein  sei,  ist  daher  erfüllt, 
wenn  dieser  Ausdruck  in  Anbetracht  der  Variabein  x  und  v  eine  Function  von 
V  ist.     Die  ausreichende  Bedingung  hierzu  ist  bekanntlich 

dx     cy  \oz  )         dy     Cx  \cz  ) 

Von  dieser  Bedingung  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  sie  mit  No.  2,  4  identisch 
ist.     Durch  Ausführung  der  Differentiationen  folgt  zunächst  aus  9. 

'  ^  \dx  "dy  "  ~?,}  '  dx) 


10. 


dx    dycz         cy     dxrz 

^  (dV    dv  dV    cv\ 

R      I    — •      r.  -      -n •      ö     -    1=0. 

\Cx     Cy  oy      cx) 

dV  cV 

Aus  -TT-  =  vQ,  3—  =  vP      folgt 

oy  ^  cx  ^ 


^V  cQ        ^dv  f^y  cP  dv 


daher  ist 


cycz             cz  ^   dz         dxcz            dz  dz 

dV  d^V  dV     d^y          ^  (  ^cQ  dP\ 

OX  cycz  cy     dxcz              \      dz  ^  cz) 

(dV  dR  dV     dR\          „  ( ^cR  dR\ 


cV      CV  dV 


cx  \    ^y  ^^) 


cy 


c  X       cy  cy 

Da  V  integrirender  Faktor  der  Gleichung  1.  ist,  so  ist 

^  dx  \dx  dy )  ' 

Setzt  man  dies  in  10.  ein  und  unterdrückt  den  Faktor  v^,  so  erhält  man  in 
der  That  No.  2,  4. 

Um  nun  <p(5)  zu  erhalten,  hat  man  in  S.  links  die  Variabein  x  und  y  durch 
F  zu  verdrängen  und  F  durch  <p  zu  ersetzen;  man  erhält  dann  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  fiir  <p.  Durch  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung 
tritt  in  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  eine  willkürliche  Con- 
stante  ein. 

Beispiel       a^xdx  -^  b^^ydy  —  c^<j^x^  -V-  V^i^  —  \  d»  -«^  ^  * 


I 
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Hier  ist  »  =  2,       F=«  Ä*jt»  -h  d^y^\  daher  ist 

Dies  ist  eine  Function  von  ^  folglich  lässt  die  gegebene  Diffierentialg^eicliiiiii 
eine  einzelne  Integralgleichung  zu.    Man  hat  weiter 

Hieraus  folgt 

wenn  c,  eine  willkürliche  Constante  ist    Dies  ergiebt 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  sonach 

4.    Wenn  in  der  Gleichung 
1.  Fax  H-  Qäy  -h  J?4/J  =  0 

die  Functionen  Z',  Q,  J?  die  Bedingung 

-(f-*|)-e0-f-|f)-.*(f-|i)-. 

nicht  erfüllen,  wenn  es  also  keine  Flächenfamilie /(op,  jr,  s,  r)  =  0  giebt  deno^ 
dass  jede  unendlich  kleine  Verschiebung  eines  Punktes  Iftngs  irgend  einer  die« 
Flächen  der  Differentialgleichung  genUgt,  so  lassen  sich  doch  auf  jeder  beliet^pB 
Fläche  ^{x,y,s)  =  0  unzählige  Linien  so  ziehen,  dass  jede  unendlich  Udoe 
Verschiebung  eines  Punktes  längs  jeder  solchen  Curve  die  Dtfiermtialgleicluiig 
erfüllt. 

Aus  der  Gleichung  <f(x,y,  z)  =  0  möge  hervorgehen 

hieraus  folgt  für  jede  Verschiebung  entlang  der  Fläche  ^ 

3.  dz  =  ^/  dx  -^%^  dy. 

dx  cy     "^ 

Setzt   man  2.  und  3.  in   1.  ein,    so  bleibt  eine  Differentialgleichung  enier 
Ordnung  zwischen  x  und  y\  das  allgemeine  Integral  derselben  sei 

4.  +(^,>',  0  =  0, 

wobei  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet;  diese  Gleichung  ergiebt  eine 
Schaar  von  Cylinderflächen,  deren  Mantellinien  der  Z-Achse  parallel  sind;  der 
Schnitt  jedes  dieser  Cylinder  mit  der  Pläche  <p  =  0  befriedigt  die  Gleichung  l. 

Man  kann  nun  sagen,  die  Gleichung  1.  sei  durch  den  Verein  der  baden 
Gleichungen  2.  und  4.  integrirt. 

Man  kann  in  diesem  Falle  die  Integralgleichungen  auch  in  folgender  Wdse 

darstellen.     Ist 

y{x,y,z)  =  c 

das  Integral  von  Pdx  -h  Qdy  ^=^^  unter  Voraussetzung  eines  constanten  a,  so  ist 

5.  V(x,y,z)^f^{z), 

worin  z  eine  ganz  willküriiche  Function  von  z  bedeutet,  ein  Integral  der  gege- 
benen Differentialgleichung  für  alle  Werthe  der  Variabein  x^  y,  s,  welche 
der  Gleichung  genügen  (No.  3,  8) 

6.  Ti-^^-  di  =  ^^- 

•)  Weitere  Bcispielt  %\«b.t  Boout.,  K  Xi^%j:>&^  ^^^x  ^^-  ^KS^ 
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Somit  ist  die  Gleichung  durch  zwei  Gleichungen   (5.  und  6.)  integrirt,   die 
eine  willkürliche  Function  (9)  enthalten. 

5.  Um  die  Bedingungen  zu  erhalten,   unter  denen  die  Differentialgleichung 
zwischen  vier  \'nriabeln 

1.  Pdx  -h  Qdy  4-  Rdz  4-  Sät  ==  0 

durch  eine  einzige  Gleichung 

2.  /  =  ^(x,y,  z) 

integrirt  werden  kann,  leiten  wir  aus  1.  ab 

3.  tf /  =^  —  -^j.  ax  —    ^jT  ay  —    ^  äz  . 

Die  gesuchten  Bedingungen  ergeben  sich  zunächst  in  der  Form 

\cy  "^   iy  et)  "S  ~  \()x  "^  Cx  bt)  S  ' 
{d  dt   d\F  _^}b  öt   d\R 

\dz  "^  dz  et)  S  ""  \dx  ^  cx  dt)  S  ' 
}d  et    cjKQ         }  c  et    d\Ä 

\€z  '^  bz  et)  S  "■  \by  '^  cy  et)  S  ' 
Führt    man    die   Differentiationen    aus,    und  Ijezeichnet  partiale  Differential- 
qiiotienten   nach  .v,  j,  «,  /  durch   entsprechende  Indices,    so  erhält  man,    wenn 
man  die  partialen  Differentialquotienten  von  /  aus  3.  substituirt, 
4  S{Q^  -  />,.)  -h  />(5,  -  C/)  "H  Q(Pi  -  ^V)  =  0, 

5.  5(/\  -  /?,)  H-   />(Ä  -  5,)  4-  Ä(S,  -  Fi)  =  0, 

6.  S{Q,  -  R,)  4-  Q{Ri  -  S,)  4-  R{S,  -  <2/)  =  0 . 

Reducirt  man  1.  auf  das  Differential  einer  anderen  Variabein,  als  auf  dt,  so 
erhält  man  ausser  den  Gleichungen  4.,  5.,  (>.  noch  die  Gleichung 

7.  F(Q^.  -  R,)  -h  Q{R,  -  /^)  -h  /^(y',.  -  <?,)  =  0 . 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  diese  Gleichung  eine  Folge  der  Gleichungen  4., 
5.,  und  6.  enthält  also  keine  neue  Bedingung  für  /;  (^,  Ry  S, 

6.  Wenn  die  Bedingungen  No.  6,  4  bis  7  erfüllt  sind,  so  wird  der  Gleichung 

1.  Fdx  -h  Qdy  4-  i^^«  4-  Sdt  =  0 

durch  ein  einziges  Integral  genügt.  Nimmt  man  zunächst  /  als  constant  an,  so 
geht  die  Differentialgleichung  über  in 

2.  Pdx  4-  Qdy  4-  Rdz  =  0. 

Da  No.  5,  7  erfüllt  ist,  so  lässt  diese  Gleichung  ein  einziges  Integral  zu 

3.  /{Xyy,  z,  t)  =  <:. 

wobei  /  als  Parameter  auftritt,  sofern  es  in  F^  Q^  R  enthalten  ist,  und  c  die 
Integrationsconstante  bezeichnet.  Man  kann  nun  c  als  Function  der  Variabein  /  so 
bestimmen,  dass  3.  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt.    Denn  aus  3.  folgt 

de 

4.  /^dx  4-  /jdy  4-  /,dz  -^  /tdt  —  -j-  ///  =  0 . 

Da  nun  3.  das  Integral  von  2.  ist,  so  ist  flir  einen  bestimmten  Faktor  v 

5.  /.  =  vF,     fy  ^  vQ,      /.  =  vR\ 

ferner  ist  zufolge  1. 

Fdx  -h  Qdy  4-  Rdz  =  —  Sdt, 

Führt  man  dies  in  4.  ein,  so  erhält  man 

—  2/5  4-//  -   ^^  =  ü. 

Hieraus  folgt 

de 

jj^-^vS  4-/,. 
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6. 


Soll  nun  c  als  Function  von  /  allein  bestimmbar  sein,  so  muss  die  ledte 
Seite  dieser  Gleichung  eine  Function  von  /  und  c  allein  seiiit  sobald  man  indo- 
selben  %  gemäss  3.  durch  x,  y^  c,  t  ausgedrückt  substituiit.  Dies  tritt  em,  vom 
nach  der  Substitution  die  Differentialquotienten  der  rechten  Seite,  genommen  iiadi 
X  und  yt  verschwinden. 

Daher  hat  man,  wenn  man  den  £rfolg  der  Substitution  durch  die  Bochstdwi 
i,  \,  S  andeutet,  die  Bedingungen 

^(vS-fO-0, 

7.  |;(vS-f/)-0. 

Die  AusAlhrung  der  Differentiation  in  6.  ergiebt 

Nun  ist  zunächst 

«X  «  —  P.R. 

Führt  man  dies  in  8.  ein 'und  multiplidrt  mit  J?,  so  erhält  man 

Sißvx  —  A,)  -h  v{RS:c  —  PS^  —  RFi  -h  -PÄ»  =  0 . 
dvR       dvP    ^  , 

benutzt  man  dies,  so  erhält  man  schliesslich 

S{P,  -  Ä,)  -h  /X^/  -  5.)  H-  R{S,  -  />,)  X«  0, 

d.  i.  die  Gleichung  No.  5,  5.     Als  ausreichende  Bedingung  für  7.  erhält  im 

ebenso  die  Gleichung  No.  5,  6. 

Wenn  daher  die  Bedingungen  No.  '),  4.  bis  7  erfüllt  sind,  so  ermittd« 

man  das  Integral 

9.  /\x,  y,  z,i)^c 

der  Differentialgleichung 

Pdx  4-  QJy  H-  Rdz  =  0, 

und   bestimme    hierauf  c   als    F'unction    von   z   aus    der    Differential- 
gleichung I.  O. 

5jr  =  vS-0; 

führt  man  diese  Function  in  9.  ein,  so  ist  9.  das  Integral  der  Gleichung 

Päx  H-  Qäy  H-  Räz  -+-  Säi  =  0. 

7.  Bestimmte  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen.  Unter 
einem  bestimmten  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen  versteht  man  ein 
System  von  /i  Gleichungen  welche  («4-1)  Variable  und  Differentialquodenten 
von  n  derselben  in  Bezug  auf  eine  —  die  unabhängige  Variable  —  enthaltea  ■ 

Wir  werden  zeigen ,  wie  ein  solches  S)rstem  durch  Differentiation  und 
successive  Elimination  auf  ein  System  von  n  Differentialgteichungen  reducirt 
wird,  deren  jede  ausser  der  unabhängigen  Variabeln  nur  eine  abhängige  und 
ihre  Differentialquotienten  enthält. 

Sind  sämmtliche  (ileichungen  von  der  ersten  Ordnung,   so  können  «ie  auf 

die  Differentialquotienten 

dx^  dx^  dx^  dXn. 


dx  *        dx  *        dx    '  '  '    dx 
der  abhängigen  VariabeXtv  x^>3c^,x^..,x^  x^^xi^aax  ^^täw^\  brln^  man  diese 

Gleichungen  in  die  Y.oim 
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äx^  X^  dx^         X^  dxn         X„ 

~d^  ^   ~X  '       ~d^  ^  ~X'      '  '  ~di  ^  ~X' 
so  kann  man  sie  durch  die  Proportion  ersetzen 

!•  uX^  l  uX^  *  ^«^3  •    •    •    •    I  i*X   ^^    ^|I^aI^o«    .    .    .    I  JL  f 

WO  nun  keine  der  n  Variabein  vor  der  andern  bevorzugt  erscheint. 

Nach  Jacobi  werden  die  Integralgleichungen  dieses  Systems  auf  folgendem 
Wege  erhalten: 

Man  differenzire  die  Gleichung 

^'  ~d^  ^    X 

{n  —  1)  mal    nach    x   und    ersetze    nach    jeder    Dittcrentiation    die    DifTerential- 

quotienten    dxk  :  dx    durch    Xk  :  X\    alsdann    erhält    man    mit    2.    zusammen 

n  Gleichungen,  welche  die  n  Differentialquotienten 

dx^  d^x^  d^x^  d*x^ 

dx  '        dx^  *        dx^   '  '  '    dx** 
durch    die    Variabein  x^  x^,  ,  ,  .  x„    ausdrücken.     Eliminirt    man    hieraus    die 

Variabein    x^,  x^  .  .  .  x„f    so    bleibt    eine   Differentialgleichung   «ter  Ordnung, 

welche  nur  die  Variabein  x^  und  x  enthält, 

^V-^'-^''  ZT' ~d^  )' 

Die  n  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  seien 

p  (^   ^     ^  ^ll\  «.  r 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  (n  —  1)  Difierentialquotienten 
von  jc,  ausgedrückt  durch  x^  x^  ...  x^  ein,  so  erl^ält  man  n  Gleichungen  mit 
n  willkürlichen  Constanten  Cj,  Cj  .  .  C«,  die  Integralgleichungen  des  Problems. 

8.  Ehe  wir  die  Betrachtung  bestimmter  Systeme  fortsetzen,  ergänzen  wir, 
gestützt  auf  das  in  No.  7  Entwickelte,  die  in  No.  1  bis  6  enthaltenen  Untersuchungen, 
indem  wir  nachweisen: 

Wenn  die  Bedingungen   No.  5,  4  bis   7   nicht  erfüllt  sind,    so  wird 

der  Differentialgleichung 

Pdx  -h  Qdy  H-  Rdz  -h  Sdr  =^  0 

durch    den  Verein  zweier  Gleichungen  genügt,    welche  eine  willkür- 
liche Function  enthalten. 

Werden  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  No.  5,  4  bis  7  der  Reihe  nach  mit 
9i,  £,  ^,  ®  bezeichnet,  so  erkennt  man  die  Identität 
1-  —  /^  H-  CQ  H-  ^91  -^  -^5  —  0; 

daher  wird  der  gegebenen  Differentialgleichung  durch  die  Proportion  genügt 

•       dx\dy\dz\dt  ^  —  $  :  C  :  31 :  @  . 

Diese  Proportion  ist  gleichbedeutend  mit  dem  simultanen  Systeme 

dx_ ^ 

dy  dt 

dz__        dt 
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Die  itntcgnle  dieser  drei  (Üeichungen  seien 

8.  V  =  ^(/,  *,/',<-), 

wobei  a,  i,  c  die  Integrationsconstaiiten  beseiclmeit- 

Durch  8.  wird  die  gegebene  Gl«chung  integrirt;  diese  Lösmg  des  Pro 
ist  ober  nur  eine  particuUre;  wir  werden  zeigen,  wie  man  Ton  ihr  zur 
meinen  l^äumg  Übergehen  kann,  indem  man  statt  der  Constsnteti  tf ,  i,  f  gt 
gewühlte  Functionen  der  Variabein  setzt 

9.  Differentirt  man  No,  8,  S.  nach  allen  darin  enthnlienen  Grösse 
erhtflt  man 

äx  -B  ^  Jt  +  f^  i/a  -i-  ^i  di  -t-  f^  df , 

I.  4y  =-  ♦""  -*-  +.''"  +  ■W'^^  +  +-"''■. 

rf»  =  /( rf/  -t-  5t« '/"   -t-  ■//  ii/>  -*-  'i-  i/r . 

Führt  man  dies  in  die  gegebene  IlifTeremial^-leiiliiing  ein,  so  erhlh  m 
a.  iJ^i  +  Q^i  -i-  Xxi  +  S)a/  -t-   i,/,j  -^  prfA  -t-    iJr  =  0, 

wobei 

3.  p  -  y>*  -^    (?.^,   -f-   Xy,  . 

1  =  Ff,  -»-   Q^.    +   R,.  , 
Die  Gleichungen  Ne.  S,  3  genllgeii   unter  Vornusset/.tiii^    cnnstanler  a. 
den  Gleichui^n  No.  8,  S;  folglich  iti 

*•  T*  =-  —  ^ '        ■!"  =  ä  -        "/'=■£• 

A«  +  0+/  -H  Äx,  +  5  «  g  (-  /^  +,C0  +  JPM  +  SS)  =  i 

Die  Gleichling  2,  reducirt  sich  hiemacli  auf 
5.  arfff  +  %dh  +  i//|-  =  U. 

Ersetzt  man  in  P,  Q,  R  die  V.ifiabelii  x,  y,  z  gemäss  der  Gleichui 
No.  8,  3  durch  /,  a,  li,  c,  so  enthalten  a,  p,  7  nur  noch  die  Variable  /:  d 
Variable  kommt  in  a,  ß,  y  nur  in  einem  gemeinsamen  Faktor  vor. 

Wenn  in  P,  Q,  Jt,  S  die  Variabein  x,  y,  t  durch  /,  a.  b,  c  ersetzt  sind 
deuten  wir  dies  durch  die  Buchstaben   P,  Q,  R,  S  an.    Alsdann  ist 

«■  ^-"  =  Tt  (P?«  +  Q+- +  »■/■)■ 

+  (^, + 

+  (8.+ 
+  (A  + 
Die  Differentialgleichung 

Pdx  +  Ö'O'  +  ^''«  +  Sil  =  0 
wird  identisch  erfilllt,  wenn  die  Gleichungen  gelten 

*    =    ?.      ^    =    +.       3    =    Z, 

dx  :  äy  :  ät  :  dt  =  y  •  4"'  ■  '/'  ■  1  ■ 
Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y,  3  durch  /,  a,  ö,  c  ausdrückt 
in  die  Differentialgleichung  substituirt,  so  erhält  man  daher  die  Identität 
V't.  +  0.-1(1  +  Ry,,  =  —  S. 
Diese  G\eic\\ung  ti^OiA 


p    . 

+ 

-u. 

A», 

+  ./J+i 

-t- 

f.l.tl  f. 

G-?, 

+   QA: 

-t- 

e.x,)  ♦. 

Ä,,, 

■  +  *,+. 

+ 

AZ')  z. 
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^  g^f/  +  Q  g^  +  ^  ä^  =  -  S"  -  P-?'  -  Q-*'  -  R«X' 

=    —    Sa    —    <fi{Pjt<fa  +  -^<|»«  H-   Ö'X") 

Durch  Addition  von  6.  und  7.  folgt 

^-  =  -  S„  -h  <p„  [Pt  +  ^.  {P,  -  Q^)  +  x/  (-P«  -  ^0] 

+« [C/  -+-  -niQ.  -  R,)  -h  9/(öx  -  ^,)] 

Berücksichtigt  man  4.,  sowie  die  VVerthe  von  $,  Q,  ®,  so  erhält  man 
/>/  +  UP,  -  Q,)  +  y,(P,  -  Ä,)  =  If®/»,  -H  D(^,  -  Cx)  +  iH{P.  -  P.)] 

=  ^  (©/?  +  (5,  -  P;)  [P{P,  -  Q^)  +  Q{P.r  -  P,)\ 

+  P[{Rt  -  P,)  {Py  -  Q^)  +  (5,.  -  Q,)  {P.  -  R,)]) . 
Benutzt  man  hierin 

^(A  -  Q.)  -H  Q{R.  -  71)  =  S  -  y(Cx  --  Ry), 

nd  setzt  zur  Abkürzung 

{^y  -  Qx){Rt-  S,)  ^{P.^^  R^){Sy--  Qt)  ^  {Q,^  Ry){Pi^  S.r)  =  A, 
3  erhält  man 

Ebenso  folgt 

Rt  -H  9/(^.r  -  p;)  4-  ^./(^^  -  eo  =  ^*  -^  ^  ^ . 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  aus  8. 

Da  nun 

^obei  man  ebenso  wie  in  9.  nach  erfolgter  Differentiation  x^  y^  z  durch  /,  a,  by  c 
u  ersetzen  hat,  so  erhält  man  schliesslich 

a  a/  ■"  ®  • 
Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  /,  so  folgt 


/f^^ 


lierbei  ist  ^^(  die  von  /  freie  Integrationsconstante. 
In  derselben  Weise  ergiebt  sich 

Setzt  man  diese  Werthe  für  a,  ß,  7  in  die  Differentialgleichung  5,  und  unter- 
Irückt  den  gemeinschaftlichen  die  Variable  /  enthaltenden  Faktor,  so  bleibt  die 
Gleichung 

0.  %da  -h  ^db  -f-  ^dc  =  0, 

vrelche  nur  a,  ^,  c  enthält. 
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Diese  (ileichung  lässt  nicht  ein  einziges  Integral  zu;  denn  wenn  dies  der 
Fall  wäre,  so  könnte  man  a,  b,  c  aus  den  Gleichungen 

X  =  <p(/,  a,  b,  c) , 
y  =  \{t,  a,  b,  c) , 
z  =  •/(/,  a,  b,c), 
als  Functionen  von  x^  y,  2,  /  berechnen  und   in  das  Integral  substituiren;  man 
hätte  dann  die  gegebene  Differentialgleichung  durch  ein  einziges  Integral  integriit, 
entge«^en  der  Voraussetzung,  dass  die  Bedingungen  No.  5,  4  bis  7  nicht  erfüllt  sind 
Hat  man  10.  durch  zwei  Gleichungen  integrirt,  die  eine  willkürliche  Funcdoo 
enthalten,   und  substituirt  darin  ^,  b,  c  als  Functionen  der  Variabein,  so  erhalt 
man  die  Integralgleichungen  der  gegebenen  Differentialgleichung*). 

10.  Die  in  No.  7  entwickelte  allgemeine  Methode  kann  man  in  besonderen 
Fällen  durch  einfachere,  den  besonderen  Umständen  angepasste  Wege  ersetzen; 
es  gelingt  mitunter  die  Integration  einer  Differentialgleichung  ;iter  Ordnung  durch 
Integrationen  von  Gleichungen  niederer  Ordnung  zu  ersetzen. 

Die  Differentialgleichungen 

dx 

--   =  ax  -h  by  -h  CS  -^  ä, 

dy 

1.  ^  =  a^x  -h  b^y  -h  c^z  -f-  d^  , 

dz 

—  =  flr,^  -h  b^y  -f-  c^z  -h  d^ 

multipliciren  wir  der  Reihe  nach  mit  1,  w,  //  und  addiren;  wir  erhalten  dadurch 

dx  -\-  mdy  4-  ndz  .  ^  ^  ^ 

2.  J^- =  Ax  -i-  By  -h  Cz  -h  £>, 

worin  A  =  a  -\-  ma^  -i-  na^  ,       B  z=  b  -^  mb^  4-  nb^  , 

C  =  r  4-  Mc^  -+-  «^2  ,       D  =  d  -h  ffid^  -}-  nd^  . 
Wir  bestimmen  nun  ///  und  n  so,  dass 

A:B:C=  1  :///:// . 
Alsdann  giebt  es  eine  Zahl  X,  so  dass 
8.  A  =  \,       B  =  ßnX,       C  ==  nk. 

Der    Verein    dieser    drei    Gleichungen    wird    durch    das    Verscli winden   der 
Determinante  bedingt 


a  —  A  tfj  (i^ 


=  0. 


j       b         b^  —  X        b^ 
\      c  r,        Tj  —  X  ; 

Sind  X^,  Xj,  X.{  die  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung,  so  erhält  man  aus 
3.  drei   zusammengehörige   Werthepaare  ///,,  n^]    m^,  n^\  ///j,  «,.     Jedes  dieser 
Paare  tiihren  wir  in  2.  ein  und  erhalten  z.  B.  ftir  m^,  «, 
dx  -f-  m^dy  -h  Hydz 


dt 
Hieraus  folgt  sofort  die  Integralgleichung 


=  kAx  -^  m^y  -^  n^z  -\ -y *^-- I . 


/                                      d -^  friyd^  -{- n<dm\         ^  ^ 

\x  4-  m^y  4-  «1  2  4 -^ ^""^  I  =  ^1^  H-  C,  . 


♦)  Raabe,  Ueber  die  Integration  der  DifTercntialgleichungen  von  der  Fonn 

r/s  r^  JIdx  -{-  Kdy  4-  l-äp  4-   Mäq  4-  Ndr     u.  S.  w. 
Crkllk's  Journal,  Bd.  14,  pag.  123,   1825.    Die  allgemeine  Auflösung  des  Problems  gab  Pfa>t 
in  den  Denkscbriften  der  Berliner  Akademie  der  Wissenscbaften  aus  den  Jahren  1814  und  i8i5- 


§  26.    Differentialgleichungen  zwischen  mehr  als  zwei  Variabein.    Bestimmte  Systeme.     88 1 

Vertauscht  man  hier  Wj,  «j,  X^,  6\  mit  Wg,  «2»  ^s»  ^2»  ^^2.  w,,  «3,  X3,  C3, 
»o  erhält  man  die  drei  Integralgleichungen  des  Problems. 

Wenn  zwei  Wurzeln  X  gleich  sind,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
ille  Integralgleichungen;  man  kann  sich  in  diesem  Falle  der  allgemeinen  Methode 
bedienen. 

11.    Das  Problem,  die  Gleichungen  zu  integriren 

dx\dy\äz  =  {ax  -h  dy  -h  cz  -i-  ä)  :{a^x  -^  b^y  -^  c^z  -^  d^ 

\(a^x  4-  b^y  -h  c^z  -h  d^ , 
Lässt  sich  auf  das  soeben  behandelte  zurückführen.     Bezeichnet  man  die  rechts 
stehenden  Polynome  der  Reihe  nach  mit  J/,  J/j ,  M^  und  fügt  eine  neue  Variable 
f  hinzu,  welche  der  Proportion  genügt 

dx\dy\dz\dt  =  M\  M^\  M^\\  , 
so  hat  man  für  jt,  y^  z,  t  dieselben  Gleichungen,  wie  in  No.  10.     Hat  man  diese 
integrirt,   und  eliminirt  dann  aus  zwei  Paaren  der  drei  Integralgleichungen  die 
FTülfsvariable  /,  so  erhält  man  die  beiden  Integralgleichungen  des  Problems. 

Macht  man  in  den  Gleichungen 

d%_ dii dl 

al -{-  b-r\ -^  cl -f-  dx  ""  rtr,  5  H-  ^jY)  -f-  ^iC  -h  fl^jT  ^  a^l  -^  b^y\ -^  c^l  -i-  d.^z 
^'  dz 

die  Substitutionen 

Worin  x,  y,  z  neue  Variable  sind,  so  erhält  man  zunächst 

Tdx  -h  xd'z        idy  -\-  yd'z        -zdz  -h  zdx        dx 
_  ^  _  =  _  ^  _  ^ 

wobei     A  SS  ax  -\-  by  -^  cz  -{-  d y  B  =^  a^x  -h  b^y  -h  c^z  -h  d^  ^ 

C  =  a^x  -t-  b^y  -h  c^z  -+-  ^^  ,       D  ■=  a^x  -\-  b.^y  -\-  c^z  -^  d^  , 
Aus  den  vorigen  Gleichungen  erhält  man 

'zdx  idy  xdz 

A'-'xD  ^  B  —  yD  ^  C^  z^D ' 
und  hieraus  durch  Division  mit  t  das  System 

dx        ^        dy        dz 

A  --xD  ""  B  —yD  ""  C  —  zD ' 
Die  Integralgleichungen  dieses  Systems  werden  somit  erhalten,  indem  man 
öas  System  2.  integrirt  und  alsdann  ?,  y),  I  durch  ^t,  >'t,  zt  ersetzt,  und  x  zwischen 
zwei  unabhängigen  Paaren  der  drei  Integralgleichungen  von  2.  eliminirt. 

Auf  demselben  Wege  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  die  Differentialgleichungen 
ebenso  gebaut   sind,  wie  in  No.  6  und  7,  aber  mehr  Variable  enthalten. 
12.    Um  die  Gleichungen  zu  integriren*) 

^. ....>  =  ., 

^^  denen  /*,  P',  Q,  Q',  V,  V  nur  die  unabhängige  Variable  /  enthalten,  multipliciren 
^  die  zweite  mit  einer  noch  unbestimmten  Function  z  der  unabhängigen 
^ariabeln  und  addiren  dann  beide  Gleichungen;  dies  ergiebt 

♦)  Sturm,  Couts  d' Analyse,  No.  633;  Lacroix,  Traite,  Bd.  11.  v^^.  'i.^v 

Haadhurh  dar  AfACfaaisaa'k.    Bd.  II.  ^^ 
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Setzen  wir  nun    r  =  x  -k-  zy,  so  ist 

dx  dy        dr  dz 

Tt  '^  *Tt^  ~dt^  ^Tt' 
und  aus  1.  wird 

2-  Tt-y'^d't^  {P+zF)(r-zy)  -t-  (Ö  +  «O  =    V  +  zV . 

Bestimmen  wir  nun  z  so,  dass 

3.  ^  -h  {P^zF)z  -  Q  -  zQ'  ^  0, 
so  geht  die  Gleichung  2.  über  in 

4.  ^  -f-  {F^zF')r  —   F-  «r  =  0. 

Die  Gleichung  3.  enthält  nur  z  und  /  und  ist  erster  Ordnung.    Sind  z^  und 

«2  zwei  particuläre  Integrale  dieser  Gleichung,   so   setze  man  jedes  derselben  in 

4.   ein;    man   erhält  dann  zwei  lineare  Differentialgleichungen   I.  O.   für  r,  und 

gewinnt  daraus   zwei  Integrale  r  =  r^  und  r  =  r^,  jede  mit  einer  willkürlichen 

Constanten;  hieraus  ergeben  sich  schliesslich  die  Integralgleichungen  des  Problems 

X  -h  Ziy  =  r^  ,      X  -h  z^y  =  r^  . 
Beispiel. 

y  —  Ä  H-  3;^  =  /«. 
Die  Gleichung  für  z  ist 

s'  -h  2«  —  «>  --  1  =  0, 

und  ergiebt  das  allgemeine  Integral 

z  =  -.  -\-  1 . 

c  — / 

Kür  c  =  oG  und  r  =  0  erhält  man  die  particulären  Integrale 

/  —  1 

« j       *  »         -»2      "  y  » 

daher  erjjjeben  sich  flir  die  zugehörigen  r^   und  r^ 

r\    -h  4rj    =  /  -f-  /^ 
4/  -^  1 

Die  Integrale  dieser  Gleichungen  sind 

,',    =  e-^'[C\  -hj\/-i-f^)f^^df, 

T5eide  Integrale  lassen  sich  nach  früher  mitgetheilten  Regeln  (§  5,  No.  2)  leicht 
ausführen.        ^ 

Die  Kndgleichungen  des  Problems  sind 

A'  -f-   V  =  rj,     tx  -h  (/—  \)y  =  /rj, 
aus  welcher   man  nocli,   wenn  erwünscht,  jede  der  beiden  abhängigen  Variabein 
X  und  V  durch  /  allein  ausdrücken  kann. 


1.').  Simultane  Systeme  von  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung werden  durch  einen  selir  einfachen  Kunstgrifif  auf  Systeme  von  Gleichungen 
erster  Ordnunc:  reducirt. 

Um  die  höheren  Diflferentialquotienten  z.  B.  der  abhängigen  Variabein  x  in 
Be/uc:  auf  die  vvna\)\AaLTVg>^e  t  /w  Ws^\V\^^tv,  Cu^t  man  neue  Variable  Xj,  x^,  Xy. 
durch   die  G\eic\\vu\^en  viisV^^  O\0l\\\\w^  \\vevLv\  ' 
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dx  dxy         d^x  dx^        d^x 

*'  ~dt""  ^^'     ~di  ^  Yt^   ""  "^2'     ~dT  ^  li^  ^  ^^'  "  ' 

Statt  der  IDifferentialquotienten  x^\  jc'",  .  .  .  jc<«)  des  ursprünglichen  Systems 

hat  man  in  dem  neuen  Systeme,  das  aus  den  durch  die  Substitutionen  1.  modi- 
cirten  gegebenen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  1.  besteht,  die  Variabein 
x{,  x^,  .  .  Xn-\  und  deren  erste  Differentialquotienten.  In  gleicher  Weise  be- 
seitigt man  die  höheren  Diflferentialquotienten  der  übrigen  abhängigen  Variabein. 

Hierauf  integrirt  man  das  neue  System,  und  eliminirt  dann  die  neu  einge- 
führten Variabein. 

Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  zwischen  den  abhängigen  Variabein  x^  y 

und    der   unabhängigen    /,    und  sind   die  höchsten  Differentialquotienten   die   in 

beiden  Gleichungen  vorkommen 

d*^x  ,     d'^y 

Ivi^     ""^     li^' 
so  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege 

2  -h  (/w  —  1)  -h  («  —  1)  =  w  -f-  « 
Gleichungen  erster  Ordnung  zwischen  (w  -h  «H-  1)  Variabein;  hieraus  erhält  man 
{m  -t-  ri)  Integralgleichungen,  mit  zusammen  i^n  -f-  n)  willkürlichen  Constanten. 
Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  neu  eingeführten  Variabein,  deren  An- 
zahl {m-^n  —  2)  ist,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  zwischen  x^  y^  und  /, 
die  Lösungen  des  Problems. 

W^ie  immer,  wird  man  auch  hier  in  jedem  gegebenen  Falle  die  allgemeine 
Methode  zu  vermeiden  und  kürzere  Wege  zu  entdecken  suchen.  Man  wird  sich 
bemühen,  durch  geschickte  Combination  der  Differentialgleichungen  neue 
Gleichungen  zu  erhalten,  deren  Integrale  bekannt  sind. 

14.  Wir  geben  hierzu  ein  Beispiel  aus  der  theoretischen  Mechanik. 
Die  Theorie  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  oder  eines  Systems 
von  Massenpunkten  (z.  B.  eines  starren  Körpers)  ist  nur  ein  Theil  der  Theorie 
simultaner  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  und  umgekehrt  hat  die 
Theorie  von  Systemen  gewisser  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  durch 
das  Interesse,  welches  die  theoretische  Mechanik  an  ihnen  nahm,  wesentlich  an 
Ausbau  gewonnen.  Wir  ziehen  es  vor,  ohne  auf  die  Feststellung  der  mechanischen 
Begriffe  und  die  Begründung  der  Differentialgleichungen  an  dieser  Stelle  einzu- 
gehen, letzteren  ihre  mechanische  Einkleidung  vollständig  zu  belassen;  losgelöst 
von  derselben  würden  die  Untersuchungen  und  Resultate  an  Anschaulichkeit  sehr 
verlieren  und  zu  abstract  erscheinen. 

Wenn  ein  freibeweglicher  Massenpunkt  P^  dessen  Coordinaten  x^  y^  z  sind, 
von  einem  festen  Centrum  C?,  dem  Nullpunkte  des  Coordinatensystems,  angezogen 
oder  abgestossen  wird,  und  zwar  so,  dass  die  Anziehungskraft  nur  von  der  Ent- 
fernung 0P=^  r  abhängt,  und  wenn  dieselbe  beim  Abstände  r  die  Grösse /(r) 

hat,  so  gelten  für  die  Coordinaten  des  Punktes  die  Differentialgleichungen 

d^x  X 

1.  ;^=/M  — . 

^'  dt^        ^^^     r' 

d>Z  jr,    .       ^ 

Multiplicirt   man   diese    Gleichungen    der  Reihe  nach   mit  dx^    dy^    dz^  so 
erhält  man,  wenn  man  dx  :  dt,  dy  :  dt,  dz  :  dt,  die  G^seVkV\TvÖA^€\\Äic.Q\xvY^^\^v\&^ 
des  YuTikteSf  mit  x',  y\  z*  bezeichnet, 
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/     dx'         ,äy  ,äz'\  ^         f{r)  ,    ^ 

\f  Tt  -^ y  dt  -^  "^  ~di)^^^  r  (^^^ ^y'^y "^ ^'^^^ • 

Die  linke  Seite  ist  das  vollständige  Differential  von 

W^  4-/2  4-«'»); 

die  rechte  Seite  ist  ebenfalls  ein  vollständiges  Differential,  denn  man  hat 
r^  =  ^2  -h  ^2  -h  2^,     also     xdx  -h  ydy  -+-  zdz  =  rdr . 
Hieraus  erhält  man  folgendes  erste  Integral  des  Systems 

4.  (y«  4-/24.  ^'2)  ==  ^J/{r)dr  -h  h, 

wobei  //  die  willkürliche  Constante  ist. 

Bezeichnen  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  9,  ^,  /  die  Winkel,  dk 
sie  aup^enblicklich  mit  den  Achsen  bildet,  so  ist 

y  =  vcos^y    y  =  vcos^,    z'  =  vcos'/f    also    x'^  4-  y'^  H-  z*^  =  v^: 
daher  kann  man  4.  ersetzen  durch 

5.  V  =  2  jf{r)  dr  ->r  h. 
Nach  welchem  Gesetze  daher  auch   die  Einwirkung   des  Centrums  auf  den 

bewegten  Punkt  F  erfolgen,  und  in  welcher  Richtimg  und  mit  welcher  Anfangs- 
geschwindigkeit derselbe  seinen  Lauf  beginnen  mag,  immer  ist  die  Geschwindig-  J 
keit  nur  eine  Function  des  Radius  vector  r;  wenn  sich  der  Punkt  im  Laufe  der 
Bewegung  wiederholt  in  demselben  Abstände  von  O  befindet,  so  hat  er  in  allen 
diesen  Momenten  dieselbe  Geschwindigkeit. 

Man    kann    noch    auf  anderem    Wege    zu    ersten   Integralen    des    Systems 
gelangen.     Multiplicirt  man  1.  mit  y,  2.  mit  x  und  subtrahirt,  so  ergiebt  sich 
G  xy''  —  yx''  =  0  . 

Da  nun 

so  folgt  aus  ().  durch  Integration 

7.  xy  —  yx'  =  c\ 
ebenso  erhält  man  die  Integrale 

8.  yz'  —  zy'  =  r^  , 

.'.  ZX  XZ      — —    cq  »"" 

wobei  ly  rj,  ^2   willkürliclie  Constante  sind. 

Multii^licirt    man    die   Gleichungen    7.,  8.,  9.    der  Reihe    nach   2,   x^  y  und 
addirt,  so  erhält  man  links  identisch  Null;  daher  folgt  die  Gleichung 

c^x  -f-  c^y  -H  6*2  =  0. 

Dies  ergiebt:    Die  Bewegung  erfolgt  in  einer  Ebene,  die  durch  das 
A  n  z  i  e  h  u  n  g  s  c  e  n  t  r  u  m  g  e  li  t. 

Wälilt  man  diese  Ebene  zur  AT  K- Ebene,  so  bleiben  iür  das  Problem  nur  die 
beiden  Differentialgleichungen 

lü.  .x"  =/(/■).  ^,     /'=/(r).-^, 

wobei  r^   =  a:^   -+■>'*» 

und  die  beiden  ersten  Integrale 

11.  v^  =  ljf{r)dr  -f-  //, 

12.  xf  —  Vct'  =  c . 
Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  durch  Einfuhrung  von  Polarcoordinaten. 

Man  hat 

y  T=   rsin^>     j    ^=   r's'nvn^  -V  r  co^^;^  ^  r,^   . 
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Daher  ist 

xy^  —  yx^  =  r*  9' . 
Ist  df  der  verschwindend   kleine  Sector,  den  der  Radius  r  in   der  Zeit  di 
beschreibt,  so  ist  "Idf^^r^d^,  daher  folgt  aus  13. 

Die  vom  Radius  vector  des  Punktes  beschriebenen  Flächen  sind 
daher  den  hierbei  verflossenen  Zeiten  proportional. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

j/(r)  dr  =   U, 
und  führt  auch  in  11.  Polarcoordinaten  ein,  so  entsteht 
13.  /2  -h  r^fp'»  =  2£/-f-  //. 

Nach  12.  hat  man  /-»(p'»  =  ^^  :  r»,  daher  folgt  aus  12. 

r'»  =  26/  4-  >4  -  4; 
hieraus  ergiebt  sich 

und  aus  14.  und  12, 

.         cdt                       cdr                                  , 
15.     "^  =  7^"  =       -  y ^"^  ^    ^="^1 ,         .-;:^-H72- 


r2 


y^cz-^h^^^y 


Durch  diese  Gleichungen  ist  das  Problem  vollständig  gelöst;  insbesondere 
giebt  die  letzte  Gleichung  die  Bahn,  welche  der  Punkt  beschreibt;  die  Con- 
stanten //,  ^,'71  und  73  bestimmen  sich  in  jedem  gegebenen  Falle  aus  der 
Anfangslage,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anfangsrichtung  des  Punktes, 
Setzt  man  nämlich  fest,  dass  zur  Zeit  /  =  0  die  Grössen  r,  ^,  v  die  Werthe 
/•q,  <Poi  Vq  haben  sollen,  und  dass  zu  dieser  Zeit  die  Bahn  mit  dem  Radius  r^ 
den  Winkel  a  bilden  soll,  so  erhält  man  durch  Einführung  der  Werthe  r^  und 
Vq  in  11.  und  14.  die  Constanten  h  und  7^.  Berechnet  man  aus  der  Bahn- 
gleichung 15.  den  Winkel  1  der  Bahntangente  gegen  den  Radius  vector,  für 
welchen  man  hat 

^'• 
Ib.  tangfs  r=z  r\  j-, 

und  setzt  in  15.  und  16.  r  =  r^,  9  =  <p,j,  j  =  a,  sowie  den  vorher  gefundenen 
Werth  von  h,  so  erhält  man  c  und  7^  durch  die  Anfangszustände  ausgedrückt. 

§  27.    Partiale  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

1.  Unter  einer  partialen  Differentialgleichung  versteht  man  eine 
Gleichung  zwischen  unabhängigen  Variabein,  abhängigen  Variabein  und  den  par- 
tialen Diflferentialquotienten  der  letzteren.  Wir  beschränken  uns  auf  Gleichungen 
mit  einer  abhängigen  Variabein. 

2.  Wenn  eine  partiale  Differentialgleichung  nur  partiale  Differentialquotienten 
rücksichtlich    einer    unabhängigen  Veränderlichen    enthält,    so    bietet   sie   nichts 
wesentlich  Neues;  sie  ist  zu  integriren,  als  ob  die  übrigen  Variabein  Constante 
wären;  die  Integradonsconstanten  sind  durch  willkürliche  Functiouet^.  dex  vikiTv^xv 
unabhän^^en  Vanaheln  zu  ersetzen. 
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•  Beispiele.     A. 

dz 
Die  Gleichung  Sax^  -+■  ^byz  ^  =  c 

liefert  ax^  ■+■  byz^  =  ex  -^  /  {y)  , 

wobei  die  Function  /  unbestimmt  bleibt. 

o^z  dz 

Setzt  man  hier  z  =  ^'*^,  so  erhält  man  die  Gleichung 

m^  —  ^ym  4-  2  j^>  =  0 , 

welche  die  Wurzeln  m^  ^^-y  und  m^  •=■  2y  hat;  das  Integral  ist  daher 

»  =  Ay) '  ^-^-^  -+-  Hy)  •  ^^-^'•'; 

es  enthält  zwei  willkürliche  Functionen  /  und  ^. 

3.  Ehe  wir  an  die  Integration  partialer  Gleichungen  der  ersten  Ordnimg 
herantreten,  werfen  wir  einen  Blick  auf  ihre  Erzeugung.  Betrachten  wir  zunächst 
den  einfachsten  Fall,  eine  Gleichung  zwischen  drei  Variabein,  jc,  y,  z,  von  denen 
wir  X  und  y  als  unabhängige  Variable  ansehen. 

Eine  partiale  Differentialgleichung  I.  O.  entsteht  durch  Elimi- 
nation zweier  willkürlichen  Constanten  a,  b  aus  einer  Gleichanf 
/{^i yy  z*  ^t  ^)  =  0  und  ihren  partialen  Ableitungen. 

Eliminirt  man  a  und  b  aus  den  Gleichungen 

f{Xyy,  «,  a,  ^)  =  0, 

df        df     dz  df        df     ex 


dx  ^  cz     dx  "  ^  '    dy  ^  dz     dy 
so    erhält    man    in    der  That    eine  Gleichung,    die  ausser    den   Variabein  aucfc 

cz  :  ex  und  cz  :  dy  enthält. 

Enthält  eine  Gleichung /=  0  drei  Constante,  die  durch  eine  Gleichung 
^{a,  />,  c)  =  0  verbunden  sind,  so  erhält  man  eine  partiale  Differentialgleichuog, 
indem  man  a ,  b,  c  aus  den  Gleichungen 

(  f        ff     rz  '^f        ^f     dz 

-^  ex         ( z      ex  cy         cz     ex  '   * 

eliminirt. 

Beispiele:  A.    Eine  Ebene,   die   einer  gegebenen  Richtung  a,  3,  7  paralld 

ist,   hat  die  Gleichimg 

f  ^  Ax  ^  By  ^  Cz  —   1   =  0, 

wobei  die  Constanten  A,  B,  C  die  Bedingung  erfüllen 

g  ^  AcosoL  -f-  Bcos'^  -+-  Ccos^  =  0  . 

Um  che  zugehörige  partiale  Differentialgleichung  zu  erhalten,  hat  man  A,  ß,C 

aus  i\(in  Gleichungen  zu  eliminiren 


Ax       -h  By       -h  Cz  —  \ 

=  0, 

A  cos  OL  ~h  Bcos'^  -t-  Ccos'\ 

=  0, 

A                           -\-  Cp 

0, 

B          -\-   Cq 

=  0, 

cz                   cz 

^         ex'       ^        cy 

wenn  zur  Abkürzung 


gesetzt  wird. 

Die  Elimination  ergiebt  die  Gleichung 

cosd  '  p  -f-   cos^  '  q  —  cos^  =  0  . 

H.    Eine  P2bene,  die  einen  gegebenen  Punkt  /,  m,  n  enthält,   hat  die  Gleichuni: 

f  ^  Ax  ^   By  -^  Cz  —   \   =  {^  , 

wobei  für  die  CowsVawVew  A,  B,  C  ^\^  ^\^\Ocvvvwi^  l^^steht 

^r  s  AI   ^    Bm  ^   Cn  —  \  =  '^  . 
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Die  Elimination  erfolgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  aus 

A  -h  Cp  =  0,      B  -h  C^  =  0, 
Da  /  —  ^  =  A(x  —  /)-»-  ^(y  —  /w)  -H  C(0  —  «)  =  0 , 

so  hat  man,  um  die  resultirende  Gleichung  zu  gewinnen,  nur  in  der  Schluss- 
gleichung des  vorigen  Beispiels  cosa,  cos^,  cos^  der  Reihe  nach  durch  x  —  /, 
y  —  m,  z  —  n  zu  ersetzen;  man  erhält 

(x  -  l)  p  -^  (y  —  m)  q  —  {z  —  n)  =  0 . 

C.  Für  Ebenen,  die  eine  Kugel  berühren,  deren  Halbmesser  e  ist,  und  dessen 
Centnim  die  Coordinaten  a,  b^  c  hat,  erhält  man  das  System 

Ax  -\-  By  ^  Cz  --  \  ^  ^,       A  -h  Cp  =  0,       B  ^  Cq  =  0; 
Aa  ^  Bb  ^  Cc  —  \  ^  e  ^ A^  -h  i»  -h  C»  . 
Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  folgt 
C  =  \\{z  —  xp  —  yq),     A  =^  —  p  :  {z  —  xp  ^  yq),     B  ^  —  q\(z  —  xp  ^  yz). 
Setzt  man  dies  in  die  letzte  ein,  so  entsteht 

{x  —  ä)p,-^  (j^t)q--(z  —  c)  =  e  y/l  -h p^  -h  q^  . 

D.  Die  Gleichung  einer  Kugel 

{x^a)^  -h{y~  by  -h  (IV^  c)^  =  r« 


1. 

enthält  vier  Constante  0,  b,  c,  r.    Liegt  das  Centrum  auf  einer  gegebenen  Geraden, 

so  sind  a,  b^  c  durch  zwei  lineare  Gleichungen  verbunden 
2.  a  =■  mc  -\-  n  t      ^  ==  jjl^  -h  v . 

Durch  Differentiation  der  Kugelgleichung  folgt 

^'  y^b-^(z-c)q^^. 

Setzt  man  hier  für  a  und  b  die  Werthe  aus  3.  ein  und  vergleicht  die 
resultirenden  Werthe  für  f,  so  erhält  man  schliesslich 

(|jLÄ  —  J'-Hv)/  —  (jnz  —  X  -^r  n)  q  -V-  jjl(jc  —  v)  —  m  {y  —  v)  =  0. 

4.  Eine  partiale  Differentialgleichung  I.  O.  entsteht  ferner,  wenn 
man  aus  einer  Gleichung  F\x^  y^  z,  9(^)]  =  0,  —  worin  F  und  ^  bekannte 
Functionen  sind  und  <p  eine  willkürliche  Function  von  ^  bezeichnet,  —  sowie 
aus  ihren  partialen  Ableitungen  die  willkürliche  Function  9  eliminirt. 

Durch  Differentiation  erhält  man 


dF       dF 


dx 
cF 
-dy 


dF 


oder  besser  geordnet 

dx 

dy 


df^ 


d^ 
d^ 
d^ 


d^    d^        / 

d^'d^'^y 


0^ 

dx 


dJF^  dF_ 

dz  df^ 

d^  d^ 

dz  d(^ 


d^ 
d^ 
d^ 
~d^ 


d^ 

Wz 

dz 


dF  dF    ^(p  (d^       d^ 


Oz 

dJF^ 

dz 


d(f     df^\dx 
dF    dff  (d^ 


0, 


0 


d^      d^  \dy 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  dF\d^,  so  erhält  man 

dFd^  ' 


{dJF  d^  dJF_  d^ 
\dx  dz  dz  dx) 
dFd^ 


rdFdjf^       d_Fd^\ 
\  dz  dy         dy  dz)  ^ 


oder  in  Determinantenform 


dx  dy 


1. 


/ 

y 

d^ 

di|> 

dx 

dy 

dF 

dF 

dx 

dy 

dFd6 

dy  dx 

—  1 

d^ 


dz 
dF 


=  0. 


d%  \ 
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I  n  ttgraln-dmuni;. 


Es, ist  bemeikensweitli,  dajn  diese  Gleichung  in%ezüig  »if>  andfTHieartar 

5.  Die  wUlkUrliche  FunctioM  kann  auch  in  anderer  Verbindung  auftreten. 
Aus  der  Gleichung 

*(/.*)  =  0. 
worin  f  und  g  bekannte  Functionen  von  x,  y  und  s  sind,   wahrend  ^  eine  «iL- 
kflrliche  Function  ist,  folgt 

Die  Elimination  von  O  ergiebt  die  t)artiale  DifTerentialgleii 

P       ?     ~1 

»/     8/     £/ 
2.  f«     ^     ^      —  Q. 

^t     Hg     ^g 

Ix     ^     ^  ^       ......  . 

Setzt   man    die    gegebene    Function  g    einer    wilftilrlichcn    Fnnclion  •  d«    \ 
gegebenen/  gleich,  so  dass  also^'  —  7(/),  s»  kommt  man  zu  dem  vorigen  FiDe 
zurück;  denn  aus  ♦{/,^)s=0  folRt,  dass  j  eine  willkilrliche  Function  von/iA 

6.  Partiale  Differentialgleichung  der  Cylinderflächen.  Sindo.!!.) 
die  Richtungswinkel  der  Mantellioien,  so  ist  die  (Gleichung  des  Cylinders  von  da 
Fonn  (Differentialrechn.  g  6,  S) 

♦(jcf«T  —  aeosK,   ^«ai  —  j<r«fl)  «■  0,  A'^l 

Setzt  man  in  No.  5,  3. 

/^  X£M^  —  teotv.,      g  ^ij/easf  —  sMfß, 
so  erhält  man 

1  I  '    «    -'    I 

■      Cffsi       0        —  irora  |  ^  föja  ■  /    +  reiß  -  y  —  casf  =  0 . 

7.  Partiale  Differentialgleichung  der  Kegelflächen,  Es  seien/,«,! 
.  die  Courdinaten  der  Kegelspitze,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  K^^elgleichnag 

(Differentialrechnung  §  6,  3) 


I 


«(.»- 

-  /) 

(>- 

«0 

^(x~Ofi  +  (j>~m)y-is-n)=0. 


K,  Partiale  Differentialgleichung  der  Rotationsnächen.  Wir  nehmen 
der  F.infachheit  wegen  an,  dass  die  Achse  der  Fläche  durch  den  Nullpunkt  des 
Coordinaten Systems  geht  Construirt  man  um  den  Nullpunkt  Kugeln,  und  norm»] 
zur  Rotationsachse  Ebenen,  und  setzt  irgend  eine  Abhängigkeit  zwischen  dem 
Kugelradius  a  und  dem  Misiamift  6  e.™«  Novmalebene  zur  Achse  vom  Nullpunkte 
voraus ,   so  erfüWen  die  ^cmevwTÄ.TOe,Tv  V>Mi»xt  Äsv  "«oi^iäm. 
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Ebenen  eine  Rotationsfläche.  Die  Gleichung  einer  Kugel  um  den  Nullpunkt 
ist  ;c*  -h  ^'^  4-  Ä*  =  Ä*,  und  die  Gleichung  einer  Normalebene  zur  Achse 
^  cos  OL  -H  ycos^  -f-  zcos^  =  b,  wenn  a,  p,  7  die  Richtungswinkel  der  Achse  sind; 
daher  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  Rotationsfläche 

^{x^  '¥y^  H-  «*,    xcosoL  -^ycos^  H-  zcosi)  =  0. 
Wir  haben  daher  in  No.  5,  2. 

/  «I  jpi  -h  >'*  -f-  «*,      g  ^  xcosoi  -h  ycos^  H-  zcos^ 
zu  setzen  und  erhalten 

/         ^      -1 

X         y  z       =  0 . 

COSd      COS^      COS"^ 

9.  Wenn  eine  Gleichung  /(x,  y,  z,  a,  b)  =  0  zwei  willkürliche  Cpnstante 
enthält,  und  wenn  diese  Gleichung  im  Verein  mit 

durch  Elimination  von  a  und  b  auf  die  Gleichung 

F(x,  y,  z,  p,^)  =  0 
ftihrt,  so  wird/=0  als  vollständiges  Integral  der  partialen  Differential- 
gleichung I.  O.  F=  0  bezeichnet 

Wir  wollen  nun  zunächst  sehen,  ob  älmlich  wie  die  singulären  Integrale 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  so  auch  neue  Lösungen  der  Gleichung 
/^  -=  0  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die  Constanten  a  und  b  durch  passend 
gewählte  Functionen  von  x  und  y  ersetzt. 

Wir   denken    uns    für    diese  Untersuchung   das    vollständige  Integral    auf  z 
reducirt,  also  von  der  Borm 
1.  z  =  /(x,y,  a,  b). 

Sind  a  und  b  variabel,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

^  ^'  dx  ~^  ~da  '  dx  '^  db  '  dx' 

^        dy        da  '  dy        db     dy  ' 
Sollen    diese    Gleichungen    mit   denen    übereinstimmen,    die   aus    1.    unter 
Voraussetzung   constanter  a  und  b  hervorgehen,    so  müssen  a  und  b  den  Be- 
dingungen genügen 


3. 


da  dx  '^  db  dx  "  ^' 
df  da        df  db 
da  dy        db  dy 


Hieraus  erhält  man 


ca  cb 

,    .                                          ^        ca  db         da  db 
wobei  Z>  BS  5—  5 ö—  ö—  . 

ex  oy         cy  öx 

Um  den  Gleichungen  3.  zu  genügen,  hat  man  zu  setzen:  entweder 

^^  __^^  _^b  __db  ^ 

ex        cy         ex        ey 
oder 

6.  />  =  0, 

wobei  die  Gleichungen  3.  sich  auf  eine  reduciien,  die  m\\.  ^.  x\x  col£^avNa^\^  >s^\  'Ä^^ 


8. 


890  iBtegralyedmidig. 

Die  Annahme  5.  führt  auf  constante  Weithe  von  a  und  b^  also  auf  das  voll- 
ständige Integral  zurück. 

Wenn  die  Bedingung  D  =^0  erfüllt  ist,  so  ist  ^  eine  Function  von  a;  setm 
wir  d  =  ^(a),  so  ist 

dd         „,    da        db  ,..da 

daher  gehen  beide  Gleichungen  8.  in  die  Gleichung  über 

in  welcher  ^  durch  ^(a)  zu  ersetzen  ist 

Die  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  8.  und  1.  kann  nur  in  sehen» 
Fällen  ohne  eine  bestimmte  Annahme  über  die  lyrillkürliche  Function  9  erfolgen. 

Das  Integral  der  partialen  Differentialgleichung,  welches  aus  den 
Verein  der  Gleichungen  1.,  ö  »^(a)  und  8.  besteht,  und  welches  dorck 
das  Auftreten  einer  willkürlichen  Function  f  chacakterisirt  ist,  heisst 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung. 

Durch  Elimination  von  a  und  b  aus  den  Gleichungen  1.  und  7.  oliXlt 
ein  singuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

Beispiel.    Nach  No.  6  hat  die  Gleichung 

9.  COSOL  •  p  -+-  ^Äf  P  •  ^  —  C^SJ  SB  0 

das  vollständige  Integral 

10.  -4*  -t-  J>  4-  Cs  —  1  =»  0 , 
wobei  die  Constanten  A,  ß,  C  durch  die  Gleichung  verlHinden  sind 

11.  A cos  OL  -1-  Bc0s^  -4-  Ccosi  »0. 

Durch  Elimination  von  C  aus  10.  und  II.  entsteht 

12.  {Ax  -h  By)  cos  7  —  {A  cos  ^  -{-  B  cos  ^)  z  —  cos^  =  0  , 

Ax  -h  By  —  l 

also  ist  B  =  -3 s 7:  •  cost . 

Acosfi  -\-  B  cos^ 

Setzt  man  hier 

L_ =  a  ^  =  b 

A  cosoi  -h  B  cos^  '        Acosa  -h  B  cos^  * 

so  erhält  man 

B  1  —  bcosfi 

A  cos  OL  -h  Bcos^  cos  ß       ' 

und  daher 

1  ,1  —  bcosa 

Ä  =  —  a  -h  ox  -^ 


cos-^  cos^       -^  ' 

Für  die  Gleichung  8.  erhält  man  hier 

xcos^  — y  cos  OL    , ,  . 

—  1  -h — /■ f'  (ä)  =  0  . 

cos^  ^      ' 

Denkt  man  sich  ftir  ^  irgend  eine  Function  gesetzt  und  die  Gleichung  nach 

a  aufgelöst,  so  erhält  man  jedenfalls  a  in  der  Form 

a  =  ^{xcos^  —  y  cosa) , 
wo  nun  ^  ebenso  willkürlich  ist  wie  9;  setzt  man  dies  in  ^(a)  ein,  so  erfolgt 
flir  b 

b  =  -f{xcos^  —  y  cosa), 
wobei  aber  y  durch  '^  \>ts^TcvTcvX,  Vsx..    "^^vifc  Wetthe  für  a  und  b  setsen  wir  in 
das  vollständige  IntegiaX  uxvd  «VaÄXfcxv 
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z  1  y 

Die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  sind  zusammen  eine  willkürliche 
Function  von  (x  cos^ — ycosfi)\  daher  hat  man 
1 3.  z  cos^  —  y  cos^  =  f{x  cos^  —  y  cosri) , 

wobei  /  eine  willkilrliclie  Function  bezeichnet     Aus 

X  cos^  —  y  cos  OL  is  [(x  cosf  —  z  cosql)  cos^  -H  (z  cos^  — y  cosi)  cosfi] 

erkennt  man,  dass  man  13  ersetzen  kann  durch 

O  {x  cos-;  —  z  cosa,  z  cos^  —  y  cos^)  =  0  , 

wobei  0  eine  willkürliche  Function  ist,  in  Uebereinstimmung  mit  No.  6. 

Da  in  unserm  Beispiele 

dz 

da  =  ^'''^^ 

so  kann  es  kein  singuläres  Integral  geben. 

10.  Wenn  eine  Gleichung  z  =  g{x,y)  die  partiale  Differential- 
gleichung I.  O.  F{x^y,  Zf  p,  q)  =  {)  befriedigt,  und  nicht  durch  besondere 
Werthe  für  a  und  b  aus  einem  vollständigen  Integrale  z  ^=/{x,y,  a^  b) 
hervorgeht,  so  gehört  diese  Gleichung  zu  dem  vollständigen  Integrale 
entweder  als  allgemeines  oder  als  singuläres  Integral. 

Denn  wenn  man  /(x^y,  a,  b)  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  a 
und  b  in  gix^y)  verwandeln,  kann,  so  kann  man  doch  jedenfalls  für  a  und  b 
solclie  Functionen  von  x  und  y  setzen,  dass  f{x,  v,  a,  b)  ss  g{Xf  y)  wird. 

Aus  den  Untersuchungen  in  No.  5.  folgt  hieraus  sofort,  dass^(jc,j')  entweder 
ein  zu  /  gehöriges  allgemeines  oder  singuläres  Integral  ist. 

Ein  vollständiges  Integral,  das  dazu  gehörige  allgemeine  sowie  das  zugehörige 
singulare  Integral  bilden  also  ein  vollständiges  Lösungs-System  einer  partialen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein. 

11.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  der  linearen  partialen 
Differentialgleichungen  I.  O.;  und  zwar  zunächst  zu  Gleichungen  mit  zwei 
unabhängigen  Variabein.  Unter  einer  linearen  Gleichung  versteht  man  eine 
solche,  in  welcher  die  partialen  Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabein 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  bei  drei  Variabein  also  eine  Gleichung 
von  der  Form 

wobei  Ff  Q,  R  constant  oder  Functionen  von  a*,  /,  z  sind. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  hängt  aufs  Engste  mit  der  Integration  de 

Systems  zusammen 

dx        dy        dz 

'^'  "? ""  e  ""  ^  * 

Hat  man  nämlich  ein  Integral  /(jc,  y^  £)  ^  a  dieses  Systems  gefunden,  wobei 
a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  so  ist  für  alle  Werthe,  die  dieser 
Gleichung  genügen 

3.  ~  dx  -^-^^  dy  ->f%-  dz  =  ^, 

ex  oy    -^         dz 

Da  nun  /  ein  Integral  von  2.  ist,  so  erfüllen  die  Xy  y,  z,  dx,  dy,  dz,  die  der 
Gleichung  3.    genügen,    auch    die  Gleichungen    2.,    man  kann  daher  in  3.  die 
Differentiale  dx,  dy,  dz  der  Reihe  nach  durch  die  Functionen  /\  Q,  R^  «wä^^^x 
denen  sie  nach  2.  proportionsA  sind;  folglich  V\at  maci 


Da  nun 

»«  ^ V  .  a^        f '  =  _  ^-^  :  ^ 

.  so  kann  man  4.  enetEca  durch 

■^^^  +  C^-  -  *  =  0. 

Hieraus  folgt,  dus  /{«,  j-,  j)  =:  «  ein  |)articui!(res  Integral  von  1    isL 
Dieselbe  Schluss weise  kann  atich  rilckwärts  durchlaufen  werden :    Ist/(s,j,^ 
s  a  ein  Integral  der  Glächung  /"Ji   *■  Qy  —  X  =  0,  so  ist  es  auch  ein  Intcgnl 
des  Systems  2. 

Sind /(x,/,  «)  —  «  und  f(j:,^,  «)  =  ^  xwei  Integrale  des  Sysieois  £, 
so  ist  das  aligemeine  Integral  der  Uleichimg  1. 

<!>(/.  f)  =  0. 
wobei  *  eine  willkürliche  Function  bezeichnet 

Um  dies  eu  beweisen,  h.iben  wir  xu  zeigen,  dass  <!■  der  DifTerenUalgleichuif 
genügt 

I  d^  r,<b  S4> 

5-  '     />  —  +  C  ^^     +  *  ~  =  0 , 

ex        ^   ey  et  ' 

die  an  die  Stelle  von   1,  triti,  wenn  s  durcli  die  Gleichung  «t»  =  0  ab  uneni- 
wickelte  Function  von  /  und  ^  bestimmt  ist.    Nun  ist 

fc*        bQ>    h/       ö*     dg 

ex         ?/  *  dx        dg    ex' 

fc*         c*     b/        8*     hg 

sy^  d7  "Sy  ~^  ^g  '  d^ ' 

9«  _  e*    d/      fnp   dg 

Yz  -  c/'cB  -^  -tg-'ix' 

folglich  hat  man 

%f\     Cx         "^  dy  et)         cg\     ox         ^  cy  csj 

Da  nun  nach  der  VoraussetKung  die  beiden  rechts  stehenden  eingeklammerten 
Polynome  verschwinden,   so  tbigi,   dass  in  der  That  die  Gleichung  5.  erfüllt  in. 
Wir  haben  somit  folgende  Regel:     Um  die  Gleichung  zu  integriren 
Pp  +  Qq  =  R, 
bilde  man  das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
dx        dy         dz 
T  ^  Q  ~  'S' 
sind/{jc,^,  m}  =  a  und  j(j;,_j',  «)  =  ^iwei  Integrale  dieses  Systems,  so  ist 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

12.    Sind /(:r,  y,  «)  =  «,  g{x,y,i)  =  i,    und  h(x,y,  *)=  c   particuläre 
Integrale  von 

Pp  +   Qq  =  R, 
so  ist  A  eine  Function  von  /  und  g. 

Nach  der  Voraussetzung  gelten  die  Gleichungen 


f  Ä-,+  Q 


^, 
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daher  verschwindet  die  Determinante  derselben 


1. 


dA 

dh 

dh 

dx 

dy 

dz 

¥ 

df 

df 

dx 

dy 

dz 

dg 

dg 

dg 

dx 

dy 

dz 

=  0, 


folglich  ist  //  eine  Function  von  /  und  g  (Differentialrechnung  §  4,  No.  5). 

Die  Gleichung  h{/,  g)=-  c  fallt  unter  <>(/,  g)  =  0;  es  ist  also  jede  Lösung 
der  partialen  linearen  Differentialgleichung  in  der  Form  <I>(/,^)  =  0 
enthalten. 

13.   Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

A.  Um  die  Gleichung  zu  integriren 

cosfi  •  p  -h  cos^  •  q  —  cos-i  =  0 
bilde  man  das  System 

dx  :  dy  \  dz  =  cosfii  cos^  :  cos^ . 
Zwei  Integralgleichungen  desselben  sind 

xcos"^  —  ZC0SOL  =  c^ ,    ycos'(  —  zcos^  =  r,; 
daher  ist  das  allgemeine  Integral  der  partialen  Gleichung 

<t>(xcos-^  —  zcosQL     ycos-i  —  zcos^)  =  0 . 

B.  (jc  —  /)/  -h  (^  —  m)q  —  (5  —  «)  ==  0  . 
Hierzu  gehört  das  System 

dx  :  dy  :  dz  =  {x  -—  i)  :  {y  —  m)  :  {z  —  n) , 
mit  den  Integralgleichungen 


x  —  / 


1  » 


y  —  m 

z  —  n 


z  —  n 
Das  allgemeine  Integral  ist  daher 

'x  —  /     y  —  m 


2  • 


»C- 


z 


=)=»■ 


Aus  den  Identitäten 
x  —  / 


n 


nx  —  Iz 


z  —  n  z  —  n  z  —  n 

folgt,  da  SS  man  dafür  auch  schreiben  kann 

ny  — 


y  —  m  ny  —  tnz 

n- »I  =    ^ 


«  —  Ä 


^  (nx  —  Iz       ny  —  viz\ 

Ol ,     — 1=0, 

\   z  —  n  z  —  n   J 


in  Uebereinstimmung  mit  No.  7. 
C.     Integration  von 


P 

q       -1 

X 

y      * 

cosa 

COS^      COS'f 

Das  Hülfssystem  ist  hier 

dx 

dy 

=  0. 


dz 


ycos'i  —  zcos^        zcosn  —  xcosi        xcos^  — ycosfi  * 
Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Werth  dieser  dt^\  V^xVÄtocesÄ  \ss^  d\^  ^«2k 
erhüJt  msLU 


Sf4  Itili-BralrechnunE, 

dy  —  (acwa — xeost)äi, 
dl   =  (xf«3-j«ia)rf/. 
MultipHdit  mui  diese  Gleichungen  zunächst  nacheinuider  i 
mit  cffSn,  f«p,  CM1,  und  addirt,  so  erhall  man 

xdx  +  ydy  +  srfi  =  0 ,       (osa  ■  dx  ■+■  cos^  ■  dy  -|-  cmi  •  dt  =  Q; 
hieraus  folgen  die  beiden  Integrale  des  Systenüi 

X*  +  y*  -t-  s*  =  '"i  ■    x^ost  +  yfuf^  -+■  «fffi-f  =  Cj . 
Das  allgemeine  Integral  der  jiartlalen  Differentialgleichung  ist  daher 

*(*•  -+  y»   -t-  s'  .     xft'ii  4-  jfMfi 
14.   Um  die  lineare   partiale  DirrerentJalgleichung    mit  me 


'  drei  Variabein  zu  integri 
t.  X.   ^— 


■^.  i 


hnlichen  Differe; 
dx^  =  X:  X^  :  X, 
Sind  die  Integralgleichungen  dieses  Systems 
/,{x.x, X.)  =  c,. 


bilde  man  dai  System  von  ge' 
S.  dx  :  dfx,  :  dxj  i     .  . 


so  ist  das  allgemeine  Integral  der  partialen  DiTfercntialglcich 

4-  *(/,./,./, /.)  =  0. 

Beweis.    Durch  Differentiation  gewinnt  man  aus  ;i. 


dx. 


yi 


dx. 


hx 


Setzt  man  flir  ^x,,  . 
.Y  ein,  so  entsteht 


G. 


,  dXn,  dx  nach  2.  die  proportionalen  Werthe  Xy  . 


'  ga;, 


'8*, 


■  e«  " 


Um  nun  zu  sehen,  ob  4-  die  Gleichung  I.  integrirt,  ziehen  wir  aus  4.  die  Weitbe 
ox  ^*     3* 

cxk  dxi'  dx' 

und  setzen  sie  in  1.  ein;  dadurch  entsteht 


soll  1.  durch  4.  integrirt  werden,  so  muss  diese  Gleichung  identisch  sein, 
ist  nach  4. 

*■  »**  ^  2/,  ■  ?^  "^  i/, '  e*i  "^  ■  ■  "^  8/.  ■  «**  • 

Setzt  man  dies  in  7.  ein,  so  entsteht 


YiwX^' 


X,   . 


?A 


^m 


-■  0. 


Da  nun  links  nach  4.  der  Klammerinhalt  für  jeden  Werth  «  =  1,  2,  3, . . ,  ■ 
verschwindet,  so  ist  diese  Gleichung  identisch  erfUllt,  w,  z.  b.  w. 

Wir  wollen  die  Km^W^tm^?,  ewft'i.  ■ft^\«jw\'4  MtAsA'asE*:^-,  ^s,  ■^as&s^,  darauf 
hinzuweisen,  dass  jeäes  mWgtabXe  "ä-jÄftTO 
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dx  •  dx*  •  uXn  •  •  •  •  •  dXfi  ^^^  yL  •  ^1  ■  "^ 9  •  •  •  •  ^tt 
sogleich  eine  integrable  lineare  partiale  Differentialgleichung  liefert. 


15.  Integrationnicht  linearer  partialer  Differentialgleichungen  I.  O. 

Die  Differentialgleichung  sei 
1.  J^{x,y,  z,p,q)  =  0. 

Die  Grösse  p  ist  eine  Function  von  :v  und  ^;  sie  kann  indess  auch  als 
Function  von  x^  y  und  z  aufgefasst  werden,  wobei  z  als  unbekannte  Function 
von  X  und  y  zu  betrachten  ist;  q  wird  durc'.i  1.  als  Function  von  x,  y,  z,  p 
deünirt. 

Sucht  man  nun  unter  diesen  Voraussetzungen  p  und  q  als  Functionen  von 
x^  y^  z,  so  zu  bestimmen,  dass 

wobei  durch  die  Klammern  angedeutet  wird,  dass  die  DifFerentialquotienten  unter 

der  Voraussetzung  gebildet  sind,  dass  z  durch  x  und  y  ersetzt  ist,   so  wird  der 

Ausdruck 

dz  =  päx  -+-  qdy 

integrabel  und  liefert  durch  Integration  z  als  Function  von  x  und  y.     Nun  ist 


3. 


\dy)  "  dy'^  dzdy  "  dy  '^  ^  dz' 

{^J\  ^^±  ^'^±  .  ^Ki^±  ^^p  X 

\dx)  ^  dx^  dzP  ^  dp\dx'^  diP)' 
Setzt  man  dies  in  2.  ein,  so  entsteht 

dq 


oz^ 


*•  ""  a/  ajc  "^  a^  "^  V  "■  op  ^)  cz  -  dx 

Ersetzt  man  hierin  q  aus  1.  durch  /,  so  enthält  diese  Gleichung  nur  x,  y^ 
z,  p,  ist  also  eine  lineare  partiale  Differentialgleichung  für  p  als  abhängige  und 
X,  y,  z  als  unabhängige  Variable.  Gelingt  es,  ein  particuläres  Integral  herzu- 
stellen, durch  welches  p  von  x,  y,  z  abhängig  gemacht  wird  und  das  eine  will- 
kürliche Constante  a  enthält,  so  hat  man  dies  in  l.  einzusetzen,  und  erhält  dann 
aus  1.  q  durch  x,  y,  z,  a  ausgedrückt.  Beide  Werthe  hat  man  in  «  =/^jc  -f-  qdy 
einzusetzen  und  dann  zu  integriren.  Das  Integral  enthält  ausser  a  noch  eine 
willkürliche  Constante,  ist  also  ein  vollständiges  Integral;  in  bekannter  Weise 
kann  man  dann  das  zugehörige  allgemeine  und  das  singulare  Integral  herstellen. 

16.    Beispiele.     A.     Aus  der  Gleichung 

/)^  —  «  =  0 

folgt  ^  "^  7' 

daher  ist 

dp  "  p^'      ^        ^p^  '^  p   '      €x        dz  P  "  ^' 
Die  partiale  Differentialgleichung  für  /  ergiebt  sich  zu 

z      dp        dp        2  z     dp 
p^  'dx'^  dy  '^  y'dl  "^  ^' 
Dieselbe  hat  die  particuläre  Lösung 

p  =  y  -h  a. 
Substituirt  man  dies  in  die  Differentialgleichung,  so  folgt 

z 


Wenn '  fnu    dt«e   Werthe   filr  /   und  q 
efhUt  mui 


=  pdx  -^  qdy    einsctj 

.  "■->■■ 


wobei  /(j")   I 
•Wenli  von  1 


.  =  C1-  +  «)-' 

mbeBtimrote   Km 


1  y   heiciclinel.     Fuhrt 


so  Clgiebt  »ich 


/'C»! 


J<J) 


«■n  durcb  Integration  hervorgellt 
Dm  TOllsliiidige  Integral  der  partialen  Dilferentiftigleichunjr  ist  daher 

•  =  Lf  +  oK»-!-'); 

t  aügeineilw  Integral  geht  dureh  Klimination  von  a  aus  den  Gleichungen  hi 
'  -  (^  +  ,r)(.r  +  ,j«]) 
*  +  »l«)  +  U'  +  «)»'('■)•=" . 
itin  f  ein«  willkürliche  Function  bezeichneL 
B.  p!'^  +  iy  ~y  PI  —  »  =  U . 

Hienuia  folgt 


1  = 
8, 


px       0£ 3:7  +  » 

/'      ip~        [?  +  />)■■ 


Die  pardale  Differentialgleichung  Hlr  /  ist 

'y-t-'     it_    .¥  ^ L  —    M  _  o 

l.y  +  p)'  ■  ei  +  dy  ^  (.y  +  p)'  '  8.  "  " ' 

Derselben  wird  durch  die  Annahme  p=^  a  genllgt;  hieraus  folgt 

q  =  (.-fl*):{,  +  «), 
und  aus  beiden  Werthen 

äs  ^  adx  +      dy . 

Nach  dieser  Gleichung  ist 

dl 

g^  =  fl,     also    M  ^  ax  +/{y). 

wobei  /  eine  nocli  unbeEtimmte  Function   bezeichnet.     Aus  diesem  Werthe 
s  ergiebt  sich 


und  daher  zur  Bestimmung  von  / 


also  f  =  biy  +  a). 

Daher  ergebt  äc\^  das  \Q\\v,\ä.t\Svj,ft  \(*ft'gw^ 

%  ■=.  ax  -V  bj  -V  ak  . 
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Das  allgemeine  Integral  besteht  aus  den  beiden  Gleichungen 

5  =  ö^r  4-  (y  -f-  a)  <^{a) , 

X  -H-  <p(ä)  -^  {y  -¥  a)  ff\a)  =  0 , 
worin  <p  willkürlich  ist. 

Für  ein  singuläres  Integral  hat  man  die  Gleichungen 

X  -h  d  =  0,     y  -^  a  ==  0; 
werden  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  a  und  d  in  das  vollständige  Integral 
eingesetzt,  so  erhält  man  das  singulare  Integral 

z  ^  ^  xy, 
das,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt. 

Das  singulare  Integral  stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar;  das  voll- 
ständige für  bestimmte  Werthe  von  a  und  d  eine  Tangentenebene  dieser  Fläche ; 
das  allgemeine  irgend  eine  abwickelbare  Fläche,  die  der  singulären  Lösung  um- 
geschrieben ist,  deren  Tangentenebenen  also  eine  Auswahl  aus  den  dem  voll- 
ständigen Integrale  entspringenden  bilden. 

17.  Die  Integration  einer  nicht  linearen  Differentialgleichung  mit  drei 
Variabein  kann  auch  mit  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
von  der  Form 

1.  J^dx  -^  Qäy  H-  jRdz  -h  Säp  =  0 
in  Zusammenhang  gebracht  werden. 

Der  gegebenen   Differentialgleichung  entnimmt  man  den  Werth  von  ^  und 

subsdtuirt  ihn  in 

2.  äz  =  päx  -h  ^äy , 

Die  Gleichung  2.  geht  hierdurch  in  eine  Gleichung  von  der  Form  1.  über. 

Man  integrirt  dieselbe  durch  zwei  Gleichungen,  die  eine  willkürliche  Function 

enthalten  und  eliminirt  dann  p  aus  diesen  Gleichungen. 

Beispiel.     Die  Differentialgleichung 

/^  —  «  =  0 

giebt  p^dx  -{-  zdy  —  pdz  =  0. 

Daher  ist,  wenn  man  in  §  26,  No.  8  /  durch  p  ersetzt, 

F  =^  p^,        Q    ^  z,         R    ^  p.        5=0, 

/>^=0,  ö^=0,         ^^=0,        5^=0, 

P^  =  0 ,  ö^'  =  0 ,         ^^  =  0  ,        5y  =  0 , 

/>,  =  0,        ex=i,       ^,=0,       5,  =  0, 

Hieraus  ergiebt  sich 

g}  =  —  Ä  ,      Ü  =  /»  ,      91  =  2/« ,      ®  =  /»  . 

Das  System  simultaner  Gleichungen  §  2(»,  No.  8,  2  ist  daher 

dx        dy         dz         dp 

Y  "^  p^  ^  2pz  ^  p^  ' 

Die  Integralgleichungen  hierzu  sind 

z  ==  ap^  ,       X  =^  ap  -i-  d ,      y  ^=.  p  ^  c , 

Aus  denselben  folgt 

a  =  0 ,       ß  =  /^       T  =  «/^  . 
Unterdrückt  man  den  Faktor  ^2,  so  erhält  man  daher  fÜrö,  h^  c  die  Differential- 
gleichung (§  26,  No.  9,  10) 

dh  H-  ade  =  0. 

Diese  wird  durch  das  System  integrirt 

^  -h  ar  =  ^(a)  , 

ScKumajca,  UtaObiadtk  dw  MaifcwMitik.    Bd.  II.  V\ 


} 

m 
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Ersetzt  man  liierin  a,  ^,  c  durch  die  Variabein,  so  erhält  man 

2z  f  z\ 

x  +  zy  ^j  ^  t(^J' 

Durch  Elimination  von  p  aus  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  partialen  Differentialgleichung. 

Denselben  (Gedankengang  kann  man  befolgen,  um  eine  nichtlineare  pardalc 
Differentialgleichung  mit  mehr  als  drei  Variabein  zu  integriren.  Man  wird  vot 
einer  partialen  Differentialgleichung  mit  /{unabhängigen  Variabein  .Tj,  Xj,  .  .  j, 
und  der  abhängigen  x  auf  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  geführt 

dx  ==  p<^dx^  -h  p^dx.^  -h  p^dx^  -H  .  .   -h  pndxn , 
wobei    pi  ^  dx  :  ex, ,     und  für  einen  dieser  Differentialquotienten  sein  aus  der 
Dift'erentialgleichung  folgender  Werth  zu  substituiren  ist*). 

§  28.    Partiale  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

1.    In  der  Differentialgleichung 

d^z     c^z 


...         ' 

substituiren  wir 

\dxdy 

;         rx>  •  ly^   -  " 

dz 

dx 

dz 

Hierdurch  geht  diesel 

he  über  in 

2. 

dp 

dy 

dp         dp     cq 

dy        dx    dy 

Da  nun 

3. 

so  erliält  man  anstatt  2. 

cp      ig 

dy        dx ' 

4. 

__ , 

r/>         cp     cq 

.      —  r  -  •  ..     ^  () . 

cx     ry         cx     Cy 

Hieraus   folgt   (Differentialrechnung  §  4,   No.  5),    dass   q   eine   Function  von 
/  ist;   und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall  ist,  ist  3.  und  daher  auch   1.  erfüllr. 
Wir  setzen  daher 
5.  ^  =  9(/)  , 

wobei   ^    eine    willkürliche   Function   bezeichnet.     Durch   Differentiation  nach  .1 
erhält  man  hieraus 

Ix-'^^^^d'x^ 
folglich  nach  3. 

0.  i^  =  (p'(/)  ^. 

cy         T  \j  /  ^^ 

Dies  ist  eine  lineare  partiale  Differentialgleichung  1.  O.  für  /.  Der  Vert^leicb 
mit  i:J  27,  No.   11.  ergiebt 

^'=  ?'(/),     <2  =  -  1,     ^  =  0. 

Folglich  ist  das  System  gewohnlicher  Differentialgleichungen  zu  inte<mren 

dx  4-  cp'  (/)  dy  =  0,       dp  =  0. 

*)  Kine  Zusainmenstellunf;  der  Integrationsmctlioden  für  partiale  Differentialgleichungen  L  0. 
aiit  ausfühTlicUcn  \.\leTAlu\\\tvc\vN^c\scT\  ^w\\vö\\  ^.^^'s,%\v^>!\,  T\\^w\<t.  d^s>  equations  aux  derivees  par- 
tielles du  premieT  oTdte.     Vax\s,  \^TV 
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Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  das  Integral 
und  mit  Hülfe  dessen*  aus  der  ersten 
wobei  a  und  b  willkürliche  Constante  bezeichnen.    Das  Integral  von  (I.  ist  daher 

7.  ^ -H  ?'(/)•;'  = +(/>), 

wobei  ^  eine  willkürliche  Function  ist.     Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung 

i{p)dp  =  dq, 
so  erhält  man 

8.  xdp  -^  ydq  =  ^{p)dp. 

Da  nun 

d{xp  -^  yq  —  z)  =  xdp  -H  pdx  -h  ydq  -h  ^^7  —   —    dx  —  -^-  dy  ^ 

=  xdp  -h  >'</^, 
so  folgt  aus  8.  durch  Integration 

9.  xp  -^r  yq  —  z  r=.  f^{p)dp. 
Setzt  man 

fy{p)dp  -  x(^). 
wobei  y  ebenso  willkürlich  ist,  wie  ^,  so  erhält  man  das  Integral  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  durch  Elimination   von  p  und  q  aus  den  drei  Gleichungen 

10.  xp  -^  yq  —  z  =  x(/) ' 

X  -f-  (p'(/)j;  =  x'(/). 

Das  Integral  enthält  zwei  willkürliche  Functionen. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  das  Integral  eine  abwickelbare  Fläche 
darstellt.     Denn  aus  der  Gleichung  der  Tangentenebene 

folgen  die  Coordinaten  von  T 

p  q 

u  =  — : — -^ .       V  = 


xp  -\-  yq  —  z'  xp  -^  yq  —  z* 

1 


7V   = 


Xp  -{-  yq  —-  z 


Daher  ist 


UV'  1 

/  =  — ,       q  =  —  t       xp  -^  yq  —  «  =  — 


Setzt  man  dies  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  10.,  so  erhält  man  für  die 
Ebenencoordinaten  der  eine  Integralfiäche  berührenden  Tangentenebenen  die 
beiden  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 


11. 

7Ü 


12. 


w        ^  \w) 

U  ^  \7o)  ' 


Die  Tangentenebenen  der  den  willkürlichen  Functionen  ^  und  y  zugehörigen 
Integralfläche  berühren  daher  die  beiden  Flächen  11.  und  12.;  hierdurch  ist  die 
Integralfläche  als  abwickelbare  Fläche  charakterisirt  (Analyt.  Geom.  des  Raumes, 
§  10,  No.  1  u.  f.). 

2.    Um    u   als  Function   der   unabhängigen  VmaJa^Vcv   x  >ä:cA  t  s'Ok   tx^.  \ä.- 
sümmen,  claas 


¥    r 


■  ?4i, 


2.  o  _  /■(«.) 

wobei  F  eine  willktirliclie,  w  eine  nocli  iii  bestimmende  Function  ' 

beieichneL     Subsdtuirt  man  2.  in  1.  so  erbtül  man 


F\-L 


Dieser  Gleichung  wird  unabhängig  von  der  willkürlichen  Function  F  g 
wenn  man  w  so  bestimmt,  dass 


e/» 


^  0. 


Aus  3.  folgt 

W    ^   ji/  +    V, 

wobei  fi  und  i  die  Variable  a'  entlialten  können. 
Setzt  man  dies  in  4.  ein,  so  erhält  man 

[!."/    +    v"   =    II, 

woraus  folgt 

also  ist 

ji,  =   dA-  H-   ^,      V  =  TT   +   3. 
wobei  a,  p,  y,  5  Conslanle  bezeichnen.     Hiernach  ei^ebt  sich 

Substituirt  man  dies  in  5.,  so  erhält  man 

ax  +  p  =  ±  ^(«/-Ht). 
Da  diese  Gleichung  -unabhängig  von  x  und  /  erfüllt  sein  soll,  so  folgt 

«  =  0,     ß  =  ±  OT- 
Man  erhält  daher 

M'  =  3  (x  ±  fl/)  +  e . 

Man  kann  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Function  F  den  Faktor  J 
das  Glied  E  in  m  unterdrücken.     Bedenkt  man  femer,  dass,  wenn 

u  ■=■  u-^  und  »  =  »1 
particuläre  Lösungen  von  1.  sind,  alsdann  auch  1.  durch 

gentigt   wird,   so   erkennt   man,    dass   das   allgemeine   Integral    der   gegebi 
Differentialgleichung  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird 
»  =  ^(*  +  «/)  +  G(,^al). 

Man  kann  die  willkürlichen  Functionen  F  und  G  immer  so  bestimmen, 
für  /  ^  0  die  Functionen  u  und  dff.ii  sich  in  gegebene  Functionen  v- 
verwandeln.**) 

Verlangt  man,  dass 

•)  In  der  mathematbchen  Physik  wird  geieigl ,  dass  dies  die  DifTercntialglcichuT 
welche  die  GesMll  einer  schwingenden  elaslischun  Linie  be&limmt,  wobei  j  die  Absdsse, 
Ordinate  eines  PutiVw  Aei  Lto\c  imd  t  die  Zeit  bcieichnel. 

••)  d.  i.  so,  AftBs  RiT  den  Krf™?,  >\«  ■acweisH.t  ««  'iqto,  i.«  "ssHiimsSea  Linie  so« 
AnfangSgeschwindigVettw.  Ä«  ta«  Y^iTÄtte  %eeÄ,i^e  ^«ü«:  >«S^^ 


§  28.     Partiale  Diflferentialglcichungen  zweiter  Ordnung.  901 

du 

so  kann  man  zunächst  i/q  so  bestimmen,  dass  es  der  ersteren,   und  u^  so,  dass 
es  der  anderen  dieser  beiden  Bedingungen  genügt,  und  dass 

-^  =  0 ,     «1=0,     für  /  =  ü  . 
Man  sieht  sofort,  dass  man  für  Uq  zu  nehmen  hat 

Denn  es  ist 

für  /  =  0  hat  man  daher 

Ebenso  erkennt  man  sogleich,   dass  die  flir  «j    gegebenen  Bedingungen  von 
der  Function  erftült  werden 

x+at 


"^-Yaj 


FQ)  dl . 


x  —  iU 

Durch  Addition  von  Uq  und  «j   erhält  man  das  allgemeine,  den  gegebenen 
Bedingungen  genügende  Integral 

x-k-at 

«  =  \[Ax  +  at)+/{x-at)]  +  l~JF{\)d\, 

X — at 

4.  Die  Differentialgleichung 

geht  aus  der  soeben  integrirten  hervor,   wenn   man  in  der  letzteren  /,  x^  a  der 
Reihe  nach  durch  .r,  y^  i  ersetzt;  das  allgemeine  Integral  derselben  ist  daher 

u  =  F(x  -h  iy)  -4-  G(x  —  iy^  . 

5.  In  die  Differentialgleichung 

substituiren  wir  versuchsweise 

wir  erhalten  (Ür  a  und  ß  die  Bedingung 

ß  =  Ä»a». 
Daher  hat  1.  das  particuläre  Integral 

Ersetzen  wir  hierin  a  durch  ±:  /a,  so  entstehen  die  beiden  Lösungen 

Man  erhält  hieraus  neue  Lösungen,  wenn  man  diese  Grössen  mit  beliebigen 
Faktoren  multiplicirt  und  addirt.  Nimmt  man  die  Faktoren  \e-''^  und  \e"'^\ 
so  erhält  man 

g-a^f^icosaix  —  X). 

Ertheilt  man  hierin  a  und  X  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe,  multi- 


♦)  Von  dieser  Gleichung  hängt  die  TempetatUT  u  det  Vmt^U  €vt«&  Yäv^vs.  ^ö>  ^««sv 
YorsLUSgesetzt  wird,  dass  dieselbe  sich  nur  parallel  der  X-  X.c\i&ft  ^ixAÄt\.\  t  \^V  ^^  Tää- 
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plicirt   jedes    so    entstehende  particiiläre  Integral   mit  einer   von  x  und 
liängigen  Grösse  [l   und   addirt    alle  diese   doppelt    unendlich   vielen   Pi 
so  ist  diese  Summe  ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung.    U 
unendlich  grosse  Summe  zu  vermeiden,  nehmen  wir  p.  unendlich  klein,  un< 

Alsdann  geht  die  Summe  in  ein  Doppelintegral  über,  und  man  erhä 


oo    oc 


2.  u  =  aJ  je-^'^^icosT.  (X  —  X)^  (X)  //a  ^X . 

0     — oo 

Für  die  untere  Grenze  der  Integration  nach  a  ist  0  und  nicht  —  oo 
worden,  weil  die  zu  integrirende  Function  eine  gerade  Function  fiir  a  ist 
zeichnet  eine  willkürliche  Constante. 

5.    Man  kann  die  willkürliche  Function  ^  (X)  so  bestimmen,  dass  u  fii 
sich  in  eine  gegebene  Function  verwandelt.     Nach  §  11  No.   15,  4  ist 


oo     oo 


1.  F{X)    =    ^    /      \    JF{\)C0S7.{x  —  X)  dri  d\  . 


0 

Setzt  man  in  No.  4,  2  /  =  0,  w  =  F(x)  so  erhält  man 

eo    oc 

F{x)  =  A  f  Jco5fi{x—\)^{\)dfid\, 

0      — oo 

Dies  wird  mit  1.  identisch,  wenn 

Die  Function  u,  welche  der  Differentialgleichung  genügt 

du  „^^« 

Tt  ^  ^'  c^^' 

und  die  sich  fiir  /  =  0  auf  die  Function  reducirt 

//  =  F{x), 
ist  daher 

oo    eo 

//    =         /    /  ^-'*-'''^  cosn.  {x  —  X)  .  F{\)  .  dl  dl  *) . 

0        -oo 

*)  Weiteres    findet    man    in    Rikmann's    Vorlesungen    über    partielle   Differentiali^ltn^ 
und  deren  Anwendung   auf  pliysikalische  Kragen,    hrsg.    \on    Hattkndorf,    Braun^chwcig 


V 


Ausgleichungsrechnung 

bearbeitet  von 

Dr.  Richard  Heger, 

Gymnasiallehrer  u.  a.  o.  Hon  .•Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


§  l.    Einleitung. 

1.  Zu  zwei  gegebenen  realen  Zahlen  a  und  b  kann  man  die  Zahl  \l  suchen, 
die  a  und  b  möglichst  nahe  liegt.  Als  Lösung  dieser  Aufgabe  betrachten 
wir  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  b 

1.  jx  =  \{a  +  b), 

weil  dasselbe  um  Differenzen  von  gleichem  absoluten  Werthe  von  a  und  b  ab- 
weicht. Ebenso  wird  das  arithmetische  Mittel  \l  von  n  gegebenen  Zahlen  ö^, 
<i2  .  .  .  an  allgemein  als  die  Zahl  betrachtet,  die  den  Zahlen  a^,  a^  .  ,  ,  an 
möglichst  nahe  liegt,  denn  bei  der  Gleichung 

2.  ji.  =  -  («1  -»-  «2  -H  .  .  -H  fl«) 

sind  die  gegebenen  Zahlen  gleichmässig  betheiligt  und  für  den  Fall  «  =  2  kommt 
man  auf  1.  zurück. 

Sollen  die  gegebenen  Zahlen  einen  verschieden  grossen  Einfluss  auf 
die  Zahl  |x  haben,  so  kann  man  denselben  derart  abschätzen,  dass  man  sich  in 
den  Zahlpunkten  Aj,  ö^,  «g  .  .  .  der  Reihe  nach  /j,  /j»  /a  •  •  •  Zahlpunkte  von 
gleichem  Einflüsse  vereinigt  denkt;  alsdann  erhält  man 

^  />!  H-/2 -I-/3 -h... 

Wirken  an  einem  Hebel  gleiche  Gewichte  in  den  Abständen  «j,  a^,  ^^3  •  .  . 
vom  Unterstützungspunkte,  so  können  dieselben  durch  ein  Gewicht  von  «facher 
Grösse  ersetzt  werden,  das  am  Hebelarme  2.  wirkt.  Sind  die  Gewichte  ungleich 
P\f  p2t  Pz  '  '  '  t  so  werden  sie  durch  ein  Gewicht  ersetzt,  das  ihrer  Summe 
gleich  ist  und  den  Hebelarm  3.  hat 

In  Rücksicht  auf  diese  mechanische  Anwendung  bezeichnet  man  die  Faktoren 
Pi*  p2>  Pz  '  '  '  *^s  ^'^  Gewichte  der  Zahlen  ö,,  a^^  ög  .  .  . 

2.  Um  die  Gerade 

y  =^  ax  -{-  b 

zu  bestimmen,  die  n  willkürlich  gegebenen  Punkten  /\,  P^^  , . .  /'„möglichst 
nahe  liegt,   bilden  wir  die  Differenzen  Xp  X^  der  zu  den  Abscissen  jCj,  ^c,  .  .  . 
der  gegebenen  Punkte  gehörigen  Ordinaten  der  Geraden  und  der Ordinaten^  1,^2  •  •  • 
Die  Forderung,   dass  die  Gerade  den  Punkten  möglichst  tva.hft  Ivas^"^  'sä:?^.^ 
wird  ihren  mathematischen  Ausdruck  daiin  findetv,  das&  e^\v^\ie8^Ci'CBxcX^^^ö5v^^'^^  "JP 


2  •  8X.  =  ^'  =  "'''  -^  *  -^ 


r  • 
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der  Differenzen  X|,  X|  .  .  ,  die  zur  Abschätzung  der  Abweichung  der  Gcnda 
von  7'},  7',  . . .  dient,  einen  möglichst  kleinen  Werth  erreichen  soll.  Wenn,  «ie 
wir  zunächst  voraussetzeUi  die  Punkte  alle  dasselbe  Gewicht  haben,  so  wird  ftr  F 
eine  symmetrische  Function  der  X  zu  wählen  sein.  Nehmen  wir  femer  des 
Grundsatz  an,  dass  nur  der  absolute  Werth,  nicht  das  Vorzeichen  der  X  ent- 
scheidend sein  soll,  so  darf  F  nur  gerade  Potenzen  der  X  enthalten. 
Die  Bedingungen  für  das  Minimum  von 

/•(Xj,  X,  .  .  .),         XrtmaXr-^S—  J^r 

sind 

^  =  0,      ;^-0,     d.i. 

Wir  stellen  nun  noch  die  Forderung,  dass  die  Coeffidenten  m  und  t  dmdi 
die  Gleichungen  1.  linear  bestimmt  sein  sollen. 

Hieraus  fo}gt,  dass  dF'.dXr  eine  lineare  Function  der  Xr  sein  muss. 

Wir  erhalten  daher  für  F  eine  symmetrische  quadratische  Function  der  X^ 
die  nur  die  Quadrate  der  Xr  enthält    Da  ein  gemeinsamer  Faktor  oder  ein  v« 
den  Xr  unabhängiges  Glied  ohne  Einfluss  auf  den  Eintritt  eines  Minimums  ai4 
so  ergiebt  sich  für  /^  die  Function 
2.-  /•  —  Xj«  -♦-  X^  -h  X/  -♦-  .  .  -H  X««. 

Bezeichnen  wir  Xr  als  die  Abweichung  der  Geraden  vom  Punkte  /V»  m 
liegt  hiernach  diejenige  Gerade  den  Punkten /\,  /'^  .  .  .  J\  möglickst 
nahe,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  von  des 
Punkten  7\,  /\  .  .  ein  Minimum  wird. 

Aus  2.  folgt 

1     dF 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

/i   -4-  /,  -<-•••  -*-    /"    "  l>] ' 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  <?  und  ^  die  Gleichungen 

3.  [xx]  ö  -H  [:«:]  ^  =  [xy] , 

4.  [x]  ö   -h   «^     =  [j^]. 

Aus  4.  folgt,  dass  die  durch  3.  und  4.  bestimmte  Gerade  den  Punkt  enthält, 
der  die  Coordinaten  hat 

dies  ist  der  Schwerpunkt  der  gegebenen  Punkte. 

3.  Zur  Bestimmung  der  Ebene  T',  welche  n  gegebenen  Punkten 
/*j,  /^,  .  .  Fh  möglichst  nahe  liegt,  genügen  die  zur  Lösung  der  vorigen 
Aufgabe  getroffenen  Bestimmungen.  Die  Ebene  T  wird  durch  die  Forderung 
definirt 

i^  i=  Xj»  -»-  Xj»  -h  .  .  -h  X«2  =  Minimum, 

Xr   ^   aXr  -{-    byr    -^    C    —    Zrt 

wenn  7*  die  Gleichung  hat 

a  r=  ax  -V  b>j  -V  c. 
Hieraus  fo\gen  d\e  0\evc\v>3Lxv^«o. 
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\\r\dF    dir      'Vi 

2^äx;""87  =  i^  =  "- 

Zur  Bestimmung  von  a,  d,  c  hat  man  daher  das  lineare  System 

\x3c\  a  H-  {xy\  b  -^{£\c  ^  \xz\ , 

\xy\  a  -h  \yy\  b  -\-\y\c  ^  \y%\ , 

[^]  ö  -h   [y]  ^  -4-    /ir    =    \z\ . 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  Tden  Schwerpunkt  von  P^^  P^^  ,  .  Pn  enthält. 

4.    Die  lineare  Function 
1-  «lÄ*!   -4-  ögJfj  -H  Ä3:x:3  -H  .  .  .  H-  ö«,-i^,«-i  -*-  am 

kann  für  die  gegebenen  Werthsysteme 

■^1 51       ^2J»      «^3  2    •    • 


n  ">  tn 
im  Allgemeinen  nicht  die  gegebenen  Werthe 

3.  ^'i,  y^y  yz^  '  '  '  yn 

annehmen.  Die  Function  1.,  welche  für  das  System  2.  solche  Werthe  annimmt, 
die  den  Zahlen  3.  möglichst  nahe  liegen,  kann  durch  geeignete  Erweiterung  der 
in  No.  2  durchgeführten  Betrachtungen  ohne  neue  Annahmen  bestimmt  werden; 
nämlich  aus  der  Forderung 

Xj*  -h  Xg^  -f-  Xj,^  -H  .  .  .  H-  X*„  =  Minimumr 

Aus  4.  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Coeflicienten  a^fa^f.,am 
4as  lineare  System 

[x^x^]a^  -4-  [xiX^]a^  -f-  .  .  .  4-  [x^x„-\]am-l  -H  [x^]a„,  =  [^iJ'i], 

[arjÄg]  a^  -+■  [x^x^]  Ä,  -»-  .  .  .  -h  [jr,^,«_i]  a«,-i  -h  [a:/]  <!„,  =  [^2>'i]» 

5 

Zufolge  der  letzten  dieser  Gleichungen  wird  die  Gleichung 
fl,  j^i  -+-  a^x^  4-  .  .  -»-  am-iXm-i  -h  a^  =  y 
befriedigt,  wenn  man  statt  x^,  x^,  x^t  .  .  .  y  die  Werthe 

~(^ll    -+-^12-^  •  .)»         -(^12   -1-^,2   4-  ...),..    .  -CTi    -^>'2   H--  •). 

d.  i.  die  arithmetischen  Mittel  der  für  die  x^,  x^,  •  •  •  ^  gegebenen  Zahlen  setzt. 

5.    Durch  {m  -h  1)  Punkte  ist  eine  Curve  C  von  der  Gleichung 

y  =  <^o  -^  a^x  -h  a^x^  -f-  .  .  4-  a^x^ 
unzweideutig  bestimmt.     Sind  n  Punkte  gegeben  und  ist  «  >  ;w  4-  1 ,  so  kann 
man  nach  der  Curve  C  fragen,   welcher  die  gegebenen  Punkte  möglichst  nahe 
liegen. 

Da  die  Curvengleichung  die  zu  bestimmenden  CoTv^XaLTvXÄtv  a^,  a^>  .  «  .  a^ 
Vwear  enthält,  so  wird  man  die  bisher  angeNvandt^  MäÖcvoöä  «wä:^  ^>aS^  ^^"^  ^^^" 
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liegenden  Fall   ausdehnen,   und  die  Curve  als  Lösung  der   Aufgabe  betrachten, 
fiir  welche 

Xj*  -h  Xj*  -h  Xj*  -H  .  .  4-  X*«  ^  Minimum, 

Setzt  man  die  Differentialquotienten  von  1.  in  Bezug  auf  äq,   a^^  a^,  .  .  a^ 
gleich  Null,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  a^  das  System 

^*^o  -^  W  ^1  -»-  [•^'*]  öj  -H  .  .  -h  [.«^]  Om  =  [y]f 
[x]  a^  -f-  [^>]  Hl  -h  [Jf^]  ^a  -h  .  .  -h  [^+^]  a^  =  [o:^] , 

I^""]  ^0  ^-  [^'*"*"^]  ^1  -I-  [^■^'-^l  «,  +  ..-»-    [x!^]  a^    =  [x^ji] . 
f).    Die  periodische  Curve  C 

y  =  Uq  -h  a^  cos X  -h  a^cos2x  -♦-  .  .  -h  amcosmx 
-h  b^sinx  -h   ^a  5/»  2jc  4-  .  .  -h  b^sinmx 
ist  durch  2w  -H  1  Punkte  bestimmt. 

Sind  Ä  Punkte  gegeben  («  >  2/«  -h  l)  und  bestimmt  man  eine  diesen  Punkten 
möglichst  gut  sich  anschliessende  Curve  C  wieder  durch  die  Bedingung 

Xj^   -h  Xj*  -h  X,^  H-  .  .  -h  X^„  =  Minimum, 
\r  ^  a^  -\-  a^cos  Xr  -\-  .  .  -H  ^1  sinxr  ...  —  yr  > 
so  erhält  man  für  die  Coefficienten  <Iq,  ö,,  .  .  .  ^i,  .  .  .  die  Gleichungen 
\cospx\a^  -}-  \cosx cosp:}^a^  -f-  \cos^x cospo^a^  -+-..-+-  \cosmx cospx\a,^ 

=  \ycospx\ , 


1. 


=  {ysinpx], 
/>  =  0,   1 ,  2,  o,  .  .  .  w . 
Diese  (ileichungen   lassen   in   einem  besonderen  Falle  eine  einfache  Ix)sung 
zu.     Sind  nämlich  die  .v  so  gewählt,  dass 

^;_,_i  =  r^,       9  =  27:  :  /i, 
so  erhalten  die  Gleichungen  Coefficienten  von  der  Form 

[cospx  cosqx\  =  1  ~\-cospr^  cosq'^-^  cos^lp^  cos^q^-^  .  .  -\-cos{n —  Y)pr^cos{n—  1;^^^ 
'rospx  sinqx]  =  cospr^  sinq^  -h  iOs2p^  sin2q<^  -h  .  .  -\-  cos{n  —  \)p^  sin{n  —  1)^'^, 
[sinpx  sinqx^  =  sinp'^  sing^  -H  sin'ip'^  sin'lq'^  -(-  .  .  -h  siti{n  —  l)prpsin{n  —  1)^? 

In  diesen  Reihen  setzen  wir 
iosj.  ios'}  =  )^\cos{i.  —  ß)  -I-  cos{j.  -h  \^)] ,     sin  OL  stft^  =  ^  [<'^j(a  —  ß)  —  C(?s{fi  -f  ?'., 

cos  OL  sin '}  =  ^[5/>/(a  -4-  fl)  —  sin{i  —  p)J  , 
und  erhalten 

1 "   i  1 "~j 

[cospx  cosqx]  =  2  2'^''''^ *^  —  '/)  ?  -^  2" 2^^^'^  (/  -+"  y)  ?  , 

1  "~\  1  l.~l 

2.  [rd;j/.r  sinqx]  =  ^  ^-^/V/^i/  -h  ^)  ?  -  ^  2^^'"^  (/^  —  ^/)  ?  » 

1  "  ~i  1  *'l~\ 

[sinpx  sinq.x]  =  ^^^osk{p  -q)^  —  \j^^osk  {p  -^  q)  r^  . 

Setzt  man  in 

(1   —  Z"):(\    —  S)    =     ]     -h    2    -h    2^    -f-    2'^    H-    .    .     -f-    2»»-  1 

für  2  die  r.um\)\e\c  V.aVvX 


§  2.     Beobachtungsfehler.  9^7 

SO  ist,  wenti  die  ganzen  Zahlen  /  und  q  nicht  gleich  sind,    1  —  z  von  Null  ver- 
schieden und  z"  =  1;  daher  ist 

1  4-  «  -h  «2  -I-  .  .  -f.  ;ji»-i  =  0. 

Die  Sonderung  des  Realen  und  Imaginären  giebt 
II -\  «—1 

3-  ^^cosk^p  dz  ^)  <p  ==  0,      ^f/V/'^C/  dl  ^)  (p  =  0 . 

0  1 

Für  den  Fall  p  ^=^  q  erhält  man  aus  2.  unter  Rücksicht  auf  3. 
4.  \cos' px\  =  ^« ,       [5/«*/Jc]  =  ^«  . 

Mit  Hülfe  von  2.,  3.,  4.  ergeben  die  Gleichungen  1.  die  Auflösungen 

1  2  2 

^0  =  -\y\ »      «*  =  -  b  ^^^  ^^] '       ^k^-\y  sin  kx]*) 

0.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Quadratsummen),  die  wir  in 
den  Abschnitten  No.  2  bis  5  angewandt  haben,  lässt  sich  auch  in  den  Fällen 
No.  1  verwenden.  Wird  zu  den  gegebenen  Zahlen  a^,  ^2  *  *  *  ^«  ^^"^  ^^^^  V-  so 
bestimmt,  dass 

\f  -h  X^*  H-  .  .  -I-  X^«  =  Minimum^ 

Xr  ^  fi.  —   rt'^, 
so  folgt  zur  Bestimmung  von  |x  die  Gleichung 

(ji  —  a^  -f-  (jx  —  öj)  4-  (fi  -  Ö3)  -h  .  .  4-  (p.  —  an)  =  0 , 
aus  welcher  man  erhält 

M-  =  ^  v^i  "*"  ^a  "^  ^3  "*"•••  "^  ^'•)* 

wir 

§  2.    Beobachtungsfehler. 

1.  Bei  keiner  Messung  kann  man  mit  Sicherheit  behaupten,  dass  das  durch 
Jjie  gewonnene  Resultat  vollkommen  genau  sei.  Auch  das  sorgfältigst  gearbeitete 
Instrument  hat  Fehler;  auch  der  vortrefflichste  Beobachter,  dessen  Sinne  und 
Urtheil  auf's  Beste  beanlagt  und  geschult  sind,  gelangt  an  Grenzen,  an  welchen 
sein  Urtheil  anfängt,  unsicher  zu  werden. 

Die  Fehler  einer  Messung  theilt  man  ein  in  constante  und  in  zufällige 
Fehler.  Unter  constanten  Fehlem  versteht  man  Fehler,  die  durch  solche  Ab- 
weichungen vom  idealen  Baue  des  Instruments  herrühren,  welche  während  einer 
hinlänglich  grossen  Zeit  sich  nicht  merklich  ändern,  sowie  die  von  der  Individuali- 
tät des  Beobachters  abhängigen  Fehler,  sofern  sie  sich  immer  in  einem  bestimmten 
Sinne  geltend  machen.  Alle  übrigen  Fehler,  die  von  den  wechselnden  äusseren 
Umständen  (Handhabung,  gegenseitiger  Lage  der  Theile  des  Instruments,  Tem- 
peratur der  I.uft,  Bestrahlung  durch  die  Sonne  u.  s.  w.)  in  einer  Weise  abhängen, 
dass  sich  die  Bestimmung  ihres  Einflusses  der  Beurtheilung  entzieht,  werden  als 
zufallige  bezeichnet. 

Die  constanten  Instrumentfehler,  sowie  die  constanten  Fehler  des  Beobachters 
müssen  zunächst  möglichst  scharf  bestimmt  werden;  dies  erfolgt  durch  Messungen, 
die  genaue  Prüfungen  der  Resultate  zulassen;  diese  Messungen  werden  unter 
möglichst  günstigen  Umständen  und  mit  der  grössten  Sorgfalt  ausgeführt,  so  dass 
man  sicher  sein  kann,  dass  dabei  die  zufalligen  Fehler  auf  ein  Minimum  herab- 


*)  Weitere  Ausführungen,  auch  in  Bezug  auf  Curven  von  gegebenem  Charakter,  die  zwischen 
gegebenen  Abscissen  einer  gegebenen  Curve  möglichst  nahe  liegen,  sowie  historische  und  kritlscK«. 
Bemerkungen  Über  die  verschiedenen  Methoden,  die  \usgle\c\\\xii^TC^TvuTi^  i>i  \ä^K«Arä>  ^»xA»^. 
man  Imi Heske,  Die  Methode  der  kleinsten  QuÄdtalc.   \tiÄU^T«\"^v5S»«ttiÄoTw.  \jcv^v^>Äfc%^ 
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gedrückt  sind.  Die  zufälligen  Instrumentfehler,  sowie  die  zufalligen  Fehler  des 
Beobachters  fassen  wir  unter  der  Bezeichnung  zufällige  Messungsfehler 
zusammen. 

Wir  nehmen  in  allen  folgenden  Betrachtungen  an,  dass  die  bestimmbaren 
ronstanten  Fehler  ermittelt  und  die  Beobachtungsresultate  dementsprechend  ver- 
bessert worden  sind ;  so  dass  nur  noch  die  Ausgleichung  der  zufalligen  Messungs- 
fehler erübrigt. 

2.  Hat  man  eine  Grösse  direkt  wiederholt  gemessen,  oder  hat  man  zur  Be- 
stimmung mehrerer  Unbekannten  mehr  Gleichungen  durch  Messung  bestimmt, 
als  zur  Ermittelung  der  Unbekannten  nöthig  sind,  so  werden  die  für  eine  Un- 
bekannte direkt  erhaltenen  Werthe,  bez.  die  für  mehrere  Unbekannte  aus  ver- 
schiedenen Combinationen  der  Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  zufolge  der 
zufalligen  Messungsfehler  nicht  vollständig  übereinstimmen;  es  kommt  nun 
darauf  an,  für  die  Unbekannten  solche  Werthe  zu  ermitteln,  die  den 
Messungsresultaten  sich  möglichst  gut  anschliessen. 

Die  Berechnung  dieser  Werthe  führt  den  Namen  Ausgleichungsrechnungi 

Dieselben  Gründe,  welche  uns  bei  den  Aufgaben  des  vorigen  Paragraphen 
auf  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  geführt  haben,  sind  auch 
für  die  Ausgleichungsrechnung  maassgebend*);  wir  stellen  daher  als  Prindp  der 
Ausgleichungsrechnung  den  Satz  auf:  Die  ausgeglichenen  Werthe  der  Un- 
bekannten sind  so  zu  wählen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Ab- 
weichungen im  Minimum  wird,  wobei  wir  unter  Abweichung  den  Unterschied 
des  Werthes  einer  Function,  den  sie  für  die  durch  die  Ausgleichung  gefundenen 
Werthe  der  Unbekannten  annimmt,  und  des  durch  Beobachtung  gefundenen  Be- 
trags der  P'unction  verstehen. 

§  3.    Ausgleichung  direkter  Beobachtungen. 

1.  Hat  man  durch  //  direkte  Messunp^en  für  dieselbe  unbekannte  Grösse  die 
mit  den  zufälligen  Fehlern  behafteten  Bestimmungen  x^,  x^,  x.^,  .  .  .  erhalten, 
und  hat  man  keine  Veranlassung,  diesen  Beobachtungen  ungleiche  Gewichte  zuzu- 
erkennen, so  ist  der  ausgeglichene  Werth  der  Unbekannten  (§  1,  1) 

X    =      -  (^J^j    -h  ^j   -h  ^3    H-   .  .  .   H-  Xn)  . 

Die  Abweichungen  sind 

Unter  der  mittleren  Abweichung  X  versteht  man  die  Zahl,  deren 
Quadrat  das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Abweichungen  ist 
Hiemach  ist 

Die  mittelbare  Abweichung  dient  dazu,  die  Uebereinstimmung  der  Beob- 
achtungen  atj,  otj,  .  .  abzuschätzen;  je  kleiner  X  bei  verschiedenen  Beobachtung*- 
reihen  für  dieselbe  Unbekannte  sich  ergiebt,  um  so  grössere  Uebereinstimniuif 
zeigen  die  Beobachtungen  der  betreffenden  Reihe. 

2.    Beispiel. 

Für  die  geographische  Breite  der  Ofener  Sternwarte  fand  Littrüw  folgoA 
10  Resultate**) 


*)  Diese  Begründung  der  Ausgleichungsrechnung  gab  Henkk,  a.  a.  O. 
**)  LiAGRE,  Calcul  des  piobibWvlcs  t\.  \.Vv4ouc  des  erreurs,  Bruxelles  1852.  pag.  204. 
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No. 


Xk 


h     I  X>* 


1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 


47°  29'  11",5 
12",2 
12",8 
11",2 
11",7 

12",3 
11",5 
11",9 
12",4 
12",5 


-h  0,5 

0,25 

—  0,2 

0,04 

—  0,8 

0,64 

■4-- 0,8 

0,64 

-h  0,3 

0,09 

—  0,3 

0,09 

-h  0,0 

0,25 

-h  0,1 

0,01 

-0,4 

0,16 

—  0,5 

0,25 

X  =  47°  29'  12",0 

Da  die  xjt  nur  in  den  Sekunden-Einern  abweichen,  so  genügt  es,  zur  Be- 
rechnung von  X  die  Einer  und  Zehntel  zu  addiren  (die  Summe  beträgt  20)  und 
den  zehnten  Theil  der  Summe  zu  47°  29'  10"  zu  addiren. 

Aus  der  letzten  Columne  folgt 

[X9]  =  2,42 . 

Daher  ist  X  =  >/2,42  :  10  =  =t  0,49 . 

3.  Wenn  man  Grund  hat,  einzelne  Beobachtungen  einer  Reihe  für  wesent- 
lich zuverlässiger  (oder  minder  zuverlässig)  zu  halten  als  die  anderen,  so  drückt 
man  diesen  Unterschied  dadurch  aus,  dass  man  den  Beobachtungen  ungleiche 
Gewichte  beilegt. 

.  .  der  Reihe  nach  die  Ge- 


Haben  die  Beobachtungen  x^,  x^,  x 


s» 


wichte  /j,  /j,  ^3,  .  .  . ,  so  ist  der  ausgeglichene  Werth 


X  = 


/l*I  -l-/»*«  -•-/3'*S 

+ 

1        • 

/l   +Pi  +Pi  +  • 

•        • 

• 

/,X,»+/,X,»-|-/,X3» 

-f-    . 

•        • 

Die  aus  der  Gleichung 

X»  = 

P\  -^ Pi  -+-/8  -♦-••• 
bestimmte  Zahl  bezeichnet  man  in  diesem  Falle  als  die  mittlere  Abweichung 

der  Gewichtseinheit. 

4.    Beispiel. 

Bei  einem  Repetitionstheodoliten  ist  ausser  dem  Femrohre  auch  der  horizon- 
tale Theilkreis  um  eine  verticale  Achse  drehbar;  man  kann  daher  das  Femrohr 
für  sich  allein  um  die  Verticale  drehen,  während  der  Theilkreis  feststeht,  kann 
aber  auch  den  Theilkreis  in  fester  Verbindung  mit  dem  Femrohre  drehen.  Um 
den  Winkel  zwischen  den  Verticalebenen  zweier  Objecte  A  und  B  zu  bestimmen, 
richtet  man  das  Femrohr  auf  A  und  liest  die  Stellung  des  Nonius  ab ;  dreht  dann 
auf  Bf  verbindet  das  Femrohr  mit  dem  Theilkreise  und  dreht  beide  zusammen 
zurück,  bis  ersteres  auf  A  gerichtet  ist  u.  s.  f.  Nachdem  die  Drehung  des  Fem- 
rohrs von  A  nach  B  genügend  oft  wiederholt  worden  ist,  liest  man  die  Stellung 
des  Nonius  ab  und  addirt  zur  Ablesung  die  Anzahl  ganzer  Umdrehungen,  die 
der  Nonius  während  der  Beobachtungen  auf  dem  horizontalen  Theilkreise  zurück- 
gelegt hat.  Zieht  man  von  der  so  gewonnenen  Zahl  die  erste  Stellung  des 
Nonius  ab  und  dividirt  die  Differenz  durch  die  Zahl  />,  welche  angiebt,  wie  oft 
das  Femrohr  von  A  nach  B  gedreht  worden  ist,  so  erhält  man  den  gesuchten 
Winkel.  Durch  eine  grössere  Anzahl  von  Repet\t\ot\ew  ^\\m\xv\T\.  xsvmx  ^^^\.  \^tvl  ^^tv 
E'wßuss  des  Tbeilungsfehlers  des  Instruments,  so  dass  tvmt  wo^  dfc\  ^V5\^>x'at»  ^«^ 
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Visurfehler  übrig  bleibt;  man  kann  einen  durch  p  Repetitionen  gemessenen 
Winkel  als  das  arithmetische  Mittel  aus  p  Einzelmessungen  betrachten  und  setzt 
daher  das  Gewicht  desselben  der  Zahl  /  proportional. 

Man  hat  einen  Winkel  14  mal  durch  Repetidon  gemessen  und  betrachtet 
die  Repetitionszahlen  /  als  die  Gewichte  der  Beobachtungen;  die  Zahlen  /,  die 
Messungsresultate,  den  ausgeglichenen  Werth  des  Winkels,  die  damit  Lerechneten 
^>ti  ^k^  und  pk^k^  sind  in  folgender  Tafel  zusammengestellt;  die  mit  pkXk  iÜHrr- 
schriebene  Columne  enthält  der  Kürze  wegen  nur  die  Secunden  von  Xk  mit  ft 
multiplicirt. 

No.l  pk  !  Xk  •      pkXk     ' 


X* 


X» 


/aX«, 


1 

5 

1 7"  60'  45",(K) 

225,00 

—   5,22 

27,248 

1 36,24 

2 

4 

31,25 

125,00 

-h   8,53 

72,761 

291,04 

:\ 

5 

42,50 

212,50 

2,72 

7,398 

36,99  . 

4 

3 

45,00 

1 35,00 

—   5,22 

27,248 

81,74 

5 

3 

37,50 

112,50 

-h   2,28 

5,198 

15,59 

(> 

3 

38,33 

1 1 5,00 

H-    1,45 

2,103 

6,31 

3 

27,50 

82,50 

-1-12,28 

150,798 

452,39 

8 

3 

43,33 

130,00 

3,55 

12,603 

37,81 

i) 

4 

40,63 

162,50 

—   0,85 

0,723 

2,89 

10 

2 

36,25 

72,50 

-h   3,53 

12,461 

24,92 

11 

3 

42,50 

127,50 

—   2,72 

7,398 

22,19 

12 

3 

39,17 

117,50 

-h   0,61 

0,372 

1,12 

13 

2 

45,00 

90.00 

—   5,22 

27,248 

54,49 

14      3 

40,83 

122,50 

-    1,05 

1,103 

3.31 

46  I  I  1830,00  I  1167,03 

Die  letzte  Zeile  cntliält  die  Summen 

Aus  derselben  ergiebt  sich 

4o 
X  =  =h  5",037  . 
.").  Man  habe  durch  direkte  Messungen  und  Ausgleichung  fiir  k  Zahlen  die 
ausgeglichenen  Werthe  ^Y,,  A'j,,  ^3,  ...  und  die  zugehörigen  mittleren  Ab- 
weichungen Ap  Aj,  A3,  .  .  .  erhalten;  setzt  man  eine  Grösse  X  mit  Hülfe  der 
A'j,  ATg,  .  .  und  gegebener  Coefficienten  a^,  a^,  .  .  .  \n  der  Weise  linear  z:- 
sammen 

X  =  ^1 -Yj    -+-  (i^X^  -h  (i^X^   -+-..., 
so   fragt  es   sich,   wie   gross  die   mittlere  Abweichung  d  dieser  linearen 
Function  ist,   wenn    man   unter  einer  einzelnen  Abweichung   den   Unterechied 
der  mit  Hülfe  der  ausgeglichenen  Werthe  hergestellten  Zahl  X  und  der  mit  Hulte 
irgend     einer     Combination     der     Beobachtungswerthe    hergestellten    bezeichnet 


Ist  X 


19»     ^^23'     ^'3T» 


.  eine   Combination   einzelner   Abweicbunven   der  .V.. 
X,^ ,  A'.^ ,  .  .  . ,  so  ist  die  dazu  gehörige  einzelne  Abweichung  der  linearen  Fum  tior 


Hieraus  folgt 


^n 


=    Ct\  >ia 


-h    il^W;^    •+-    ^3^'3T    ^- 


-=  «r^.^  «r»^^^-^  «n.?,^  . . 
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Wir  ersetzen  hierin  Xu,  X23,  .  .  .  der  Reihe  nach  durch  jede  Combination 
der  einzelnen  Abweichungen  und  nehmen  das  arithmetische  Mittel  aller  so  ent- 
stehenden Werthe  A  ?,    . 

Sind  n^,  n^,  n^  .  ,  .  Beobachtungen  zur  Bestimmung  von  -Y^,  A'j,  X^  ,  ,  . 
gemacht  worden,  so  ist  die  Anzahl  aller  Combinationen 

fn  =  ^1^)^^  ...  /Ix- • 

Für  das  arithmetische  Mittel  A*  hat  man 


•    .   •   • 


«1         1«  «8  "    ^'^ 

Aus  dem  Begriffe  des  arithmetischen  Mittels  folgt,  dass  die  algebraische 
Summe  der  Abweichungen  aller  einzelnen  Beobachtungen  vom  Mittel  verschwindet, 
also  ist 

Berücksichtigt  man  noch,  dass 

^\\^  «lA^     2X^2.=  «,A,a  .  .  .  , 
so  ergiebt  sich  schliesslich 

A»  =  öj^Ai^  -»-  Äj^Aj«  -+-  03»  A3»  H-  .  .  . 

6.  Ist  A"  keine  lineare  Function  der  Xk,  so  kann  man  unter  den  Voraus- 
setzungen, dass  der  TAVLOR'sche  Satz  auf  X  für  die  Werthe  der  X^,  welche 
innerhalb  der  durch  Beobachtung  gewonnenen  Zahlen  liegen,  anwendbar  ist,  und 
dass  man  nur  die  erste  Potenz  der  Abweichungen  zu  berücksichtigen  braucht, 
setzen 

wobei 

dx 

^'  ~  dXi ' 
wenn  man  in  diesen  Differentialquotienten  für  -Y^^,  -Y, ,   .  .  die  ausgeglichenen 
Werthe  setzt. 

7.  Beispiel.  Man  hat  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Seiten  BC  =  a  und 
die  Winkel  CBA  =  ß  und  BCA  =  7  bestimmt;  diese  Werthe  seien  mit  den 
mittleren  Abweichungen  A«,  A3,  Ay  behaftet.  Für  den  dritten  Winkel  a,  den 
Halbmesser  r  des  eingeschriebenen  Kreises  und  die  beiden  andern  Seiten  b  und 
c  hat  man 

•      a  =  180°  —  P  -  T, 

r  =  -=r—. — ,     b  =  2rx/>fB,     c  =  ^rsin-t . 
Die  mittlere  Abweichung  von  a  ist 

Aa  =  v^v"TV. 

Da  man  hat 

er  1  dr  a  cos  OL 

da        2  sin  OL*      da  2sin^0L* 

so  ist 

Ar  =  n   '9    Vsin^oL- \a^ -h  a^cos'^a' Aa^  . 
25/«*  a  ^ 

Ferner  ergeben  sich 

A^  =  2  yiin^  ß  •  Ar*  4-  r«  cos^^  •  \^« , 

.W  =  2  yjm » t  •  Ar*  -V-  r*  cos^  -\  •  ^^^  • 
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g  4.     Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen. 
I.    FttT  die  g^(;l)enen  Coeffidenten 

-I.       ^..       '. 

'»>       *i .       f 


habe  man  die  Wenhc 
der  HneaTcn  Func[ion< 


-  Ky  - 

-  i>,y  - 


a„x  +  A,j    -(-*■««-»-.... 
beobachtet;   allen  Beobaclilungen    sei  dasselbe  Gevicht  zuerksn 
Die  Amahl  der  Unbekannten  x,  y,  i.  .  .  sei  kleiner  als  m.     Die  ausgcglicha 
Weitbe  der  Unbekannten  erhall  man  durch  die  Bedingung  (§  1,  No.  4), 

\^   +  X|*  4-  X,'  +  .  .  -I-  X,*  ^  Minimum 

Kr     ^    (»r-*     +     Ky     +     £.•»■*-.■     ■     Ur 

aus  dem  linearen  Systeme 

[aa]x  +  [ab\y  +  [ac]z  +   ...  =  [««]. 

.j  [ab\x  -t-  [i^i,-  +  {Ö€\s  +  .  .  .  =  [*«], 

[a^lx  +  {bc\y  +  [ff]i  +  .  .  .  =  \eu]. 


Diese  Gleichungen  werden  nach  Gauss  als  die  Nonnalgleichungct 
zeichnet.    In  der  Determinante 


M    [a»l    M    (»^.... 

1»«|     IM]    1«.)    [id\  .... 

\ac\     \b,\    \,c-\     \cd\  .... 

[aä]    [M]    [tJ]    \dd\  .... 

haben  symmetrisch  zur  Haupldiagonale  stehende  Gliedet  denselben  Coeflicienl 
Bezeichnet  man  den  Coeflticienten  des  jiten  Gliedes  der  (ten  Zeile  mit  a,t. 
folgen  aus  1.  die  ausgeglichenen  Werthe 


M'«1».I 


K...), 


2.    Mit  Hülfe  der  soeben  berechneten  Werthe  erhalt  man  fiir  die  Abweich 
er  Beobachtung 

V  =   OrX  +   Ky   +    Cr!   +    .    .    .  . —    «r  ■ 

Für  die  mittlere  Abweichung  hat  man 


»■     : 


(»,"   +*,'  +  »,■+..+  ».'). 


Ersetzt  man  itt  Asti  \fiaw\%CTv  ^o.  \.  ^  «\t  u,  ^iöw^  <£»^b 
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SO  ändern  sich  die  x,  y^  z^  ,  ,  .  nicht;  denn  die  ausgeglichenen  Werthe  erfüllen 
die  Gleichungen 

a^x  4-  l^^y  -+-  c^z  -^  :  .  .  =  u^\ 

a^x  -H  b^y  H-  c^z  -f-  .  .  .  =  u^. 


anX    -^    bny    -h    ^„2f    -4-    .   .  .    =    Un\ 

folglich  sind  x,  y,  z,  .  .  .  die  Werthe,  welche  sich  aus  diesem  Systeme  durch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergeben,  also  die  Werthe,  welche  aus  No.  1,  2 
hervorgehen,  wenn  man  darin  die  Ur  durch  die  Ur   ersetzt. 

Um  die  Schärfe  der  Bestimmung  jeder  einzelnen  Unbekannten  abzuschätzen, 
kann  man  an  jeder  Beobachtung  Ur  eine  Correction  anbringen,  die  dem  abso- 
luten Werthe  nach  der  mittleren  Abweichung  X  gleich  ist,  und  die  zu  diesen 
corrigirten  u  gehörigen  corrigirten  x,  y,  z  .  .  nach  No.  1,  2  berechnen.  Da  man 
keine  Veranlassung  hat,  positive  Correctionen  vor  den  negativen  auszuzeichnen, 
so  wird  man  alle  möglichen  Vorzeichencombinationen  flir  X  wählen,  und  aus  den 
resultirenden  Correctionen  der  Unbekannten  mittlere  Abweichungen  Xr,  X^  .  .  . 
berechnen. 

In  der  Gleichung 

ist  Ur    das  Mittel  aus  »,'  H-  X    und    Ur  —  X;  zur  Bestimmung  von  X.r  kann  man 

daher  die  Gleichung  flir  ^2^  §  3,  No.  5  benutzen     Setzt  man  in  derselben 

i\  j   =    A  2  =   A  3   =  .  .  =  X , 
so  erhält  man 

Setzt  man 

2.  ^/*l  1     ■+■    ^/*12    "+■    •  •  •    =    ^tf 

multiplicirt  die  hieraus  flir  /  =  1,  2,  3,  .  .  .  hervorgehenden  Gleichungen  der  Reihe 

nach  mit  A^j  A^^  A^t  .  .  .,  und  addirt,  so  erhält  man 

3.  [aA]oL^^  -h  [^^«12  -(-...  =  [AA\, 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  2.  mit  at  und  addirt,  so  entsteht 

[öa]«!!   -h  [Ä^]a,2  H-  .  .  .  =  [aA], 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Determinante  D]  daher  folgt 

[aA]  =  Z>. 
Multiplicirt  man  dagegen  2.  mit  di,  bez.  c,,  ^/,  .  .  . ,  so  erhält  man 

[ab]a^^   -h  [bb]a^^  -h  ...  =  [dA], 
[ac]oii^   -h  [bc]ai2  "*~  •••  =  [^^]> 


Die    linken    Seiten    dieser    Gleichungen    verschwinden    identisch.      Folglich 

ergiebt  sich  aus  3. 

[AA]  =  />-aii. 

Daher  hat  man  schliesslich 

OL.  . 

X.r^  =  ^^  •    /S  »     "'^^  ebenso 
X  »  =  X2  .  "^»2 


^'  X  2  —  X2  .  ^^ 
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Je  schärfer  die  Bestimmung  einer  Unbekannten,  je  kleiner  also  die  auf  sie 
gemäss  dieser  Gleichungen  entfallende  mittlere  Abweichung  ist,  ein  um  so 
grösseres  Gewicht  hat  man  derselben  beizulegen. 

Wir  bezeichnen  das  Reciprocum  vom  Quadrate  der  mittlerenAb- 
weichung  direkt  als  Gewicht  der  Unbekannten  und  haben  daher,  wenn 
die  Gewichte  mit  /^ »/>»/«»••  •  bezeichnet  werden , 

1         1  1 


6.  p^:py\p^  =  .  .  .  ,  =1 

*ii     *»8     *8a 

3.   Numerische  Aufstellungund  Auflösungder  Normalgleichungen. 

Zur  Berechnung  der  Coefiicienten  der  Normalgleichungen  bedient  man  sidi 
mit  Vortheil  hinlänglicli  ausführlicher  Quadrattafeln.  Aus  denselben  entnimmt 
man  zunächst  direkt  die  Glieder  der  Summen 

[aa]t  [bb]f  [cc]^  .... 

Um  auch  die  übrigen  Summen 

[ab]f  [ac]f  [bc\t  .... 
zu  erlialten,  kann  man  von  einer  der  Gleichungen  Gebrauch  machen 

ab  =  \[{a-^by  -  {a-by], 
ab  =  ^[{a-\-by  —  tf»  —  b^], 
ab  =  ^[a^  -h  ^»  —  {a^by]. 

Wenn  man  die  Normalgleichungen  auflösen  und  zugleich  die  Gewichte  der 
einzelnen  Unbekannten  bestimmen  will,  so  wird  man  am  zweckmässigsten  dis 
folgende  Verfahren  zur  Auflösung  eines  allgemeinen  linearen  Systems  einschlagen. 
Das  System  sei 

(II  .  1)a:,  -h  (12  •  1).V2  -4-  (13  •  1)a'3  4-  ...  -f-  (l/i-  \)  x,,  =  (l«.l), 
021  .  \)x^  -h  (22  '  \)x^  -^  (23  •  1)a'3  H-  ...  H-  (2«-  \)  x„  =  (2k  •  1), 
(31  .  \)x^  -H  (32  •  \)x^  +  (33  •  1)a'3  H-  .  .  .   -h  (3«  •  1)  :v«  =  (3«  •  1), 

{fi\  '  \)xi  -h  («2  -1)^2  "•"  ('^^  •  0*'^*3  -h  .  .  .  -+-  {nn  •  l)xn  =  (nu  •  T). 

Hierin  sind  die  Coefficienten  der  Einfachheit  wegen  durch  in  Klamman 
geschlossene  Ziffernzusammenstellungen  angedeutet;  (/^  •  1)  bedeutet  den  CoefB- 
cienten  von  x^.  in  der  /ten  Gleichung  des  I.  Systems;  letztere  Unterscheidui^ 
ist  nothwendig,  weil  noch  mehrere  Systeme  behufs  der  Auflösung  des  gegebenen 
aufgestellt  werden;  (///  •  1)  bedeutet  die  rechte  Seite  der  /-ten  Gleichung  des 
1.  Systems. 

Aus  der  Klemententafel 

(11  •  1)     (12  .  1)  (13  .  1)  ...  (1«.  1)  (1«.  1), 

(21  .  1)     (22  •  I)  (23  .  1)  ...  (2«  .  1)  l^u  .  1)  , 

1.                           (31  .  1)     (32  .  1)  (33  .  1)  .  .  .  (3»  .  1)  (3i/  •  1)  , 


(//l-l)     («2-1)     («3- 1)  ...(««•  1)     (nu  '  l) 

berechnen  wir  eine  neue  Tafel, 

(22  .2)     (23  -2)  .  .  .  (2«.  2)     (2« -2), 
(32  •  2)     (33  .  2)  .  .  .  (3//  •  2)     [su  •  2)  , 

bei  welcher 


§  4-     Ausgleichung  vennittelnder  Beobachtungen. 
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3. 


{ik-l)  =  (/>t.l)_|iili).(U.l), 
(/«.2)  =  (««.1)  -  S4|^-(l«-l). 


(11.1) 

Während  wir  die  (tk  •  2)  vollständig  berechnen,  wollen  wir  die  {iu  •  2)  als 
lineare  Functionen  der  {iu  •  l)  dargestellt  lassen.  Die  Tafel  2.  gehört  zu  dem 
Systeme,  welches  durch  Elimination  von  x^  aus  der  ersten  Gleichung  in  Ver- 
bindung mit  der  zweiten,  dritten,  u.  s.  w.  Gleichung  hervorgeht. 

In  derselben  Weise,  wie  man  von  1.  zu  2.  übergeht,  gelangt  man  von  2.  zu 
einer  neuen  Coefficiententafel  3.,  von  dieser  zu  einer  vierten  Tafel  u.  s.  w.    Wie 
man  sofort  sieht,   erhält  man  durch  genügend  häufige  Wiederholung  dieses  Ver- 
fahrens schliesslich  die  Gleichung 
4.  {nn  •  n)  Xn  -=  (nu  •  n)  . 

Hierbei  ist  die  rechte  Seite  eine  lineare  Function  der  {/u  •  1),  in  welcher 
{nu  '  1)  den  Coefficienten  1.  hat.  Vergleicht  man  die  aus  4.  hervorgehende  Auf- 
lösung 

(nu-  1) 


mit 


x„  = 


Xn    == 


(nn  '  n) 

OLnn  •  (nu  -  1) 


£> 


wobei  D  die  Determinante  des  System^  1.  und  a„„  den  Coefficienten  von  (nn  •  1) 
in  dieser  Determinante  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

6.  (nn  •  «)  =  —  . 


^HH 


Dividirt  man  die  Glieder  der  ersten  Zeile  der  Determinante 

(11  .  1)(12.  1)  .  .  .  .  (!«•  1) 
(21  .  1)(22.  1)  .  .  .  .  (2«-l) 


(«1  •  1)(«2-  1)  .  .  .  .  (nn-  1) 

durch  (11  •  1),  multiplicirt  dann  die  Zeile  der  Reihe  nach  mit 

(21.  1),     (31  .1),  ....  («1  .  1) 

und  subtrahirt  diese  Zeilen  von  Produkten  der  Reihe  nach  von  der  2.,  3.,  .  .«ten 

Zeile,  so  erhält  man 

(22.  2)  (23 -2)  ...  (2«.  2) 

£>  (32  .  2)  (33  .  2)  .  .  .  (3«  •  2) 

(11.1) 


(«2.  2)  («3.  2)  ...(««.  2) 

Dividirt    man   hier   wieder  die  Elemente    der  ersten  Zeile  mit  dem  ersten 

Elemente,  multiplicirt  dann  mit  den  Anfangselementen  der  2.,  3.,  ...  Zeile  und 

subtrahirt  diese  Produkte  nach  einander  von  den  Elementen  der  2.,  3.,  .  .  .  Zeile, 

so  entsteht 

(33  .  3)  (34  •  3)  .  .  . 

(43  .  3)  (44  .  3)  .  .  . 


Z> 


(11  .1)(22  .2) 
Wenn    man    dieses    Verfahren    genügend    oft    wiederholt,    so    erhält    man 


schliesslich 


(11  .  1)(22  .  2)(33  .  3) .  .  .  («  —  1,  n  —  \  .  n  —  V^ 


=  {^n  •  n^\ 


also  ist 


^"^ 


9i6  Ausgleichungsrechnung. 

7.  Z)  =  (11  .  1)  (22  .  2)  (33  •  3)  ...  (nn  •  n)  , 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  6. 

S.  a«„  =  (11  .  1)  (22  .  2)  (33  .  3)  .  .  .  («  —  1,  «  —  1  -  «  —  1)  . 

Ohne  von  dem  numerischen  Werthe  der  (Ju  •  1)  Gebrauch  zu  machen,  sob- 
stituirt  man  5.  in  die  erste  Gleichung  des  (« — l)ten  Systems;  diese  Gleichun« 
enthält  ausser  Xn  noch  x„-\\  nach  der  Substitution  erhält  man  Xn^\  als  lineare 
Function  der  {tu  •  1). 

In  die  erste  Gleichung  des  («  —  2)ten  Systems  setzt  man  nun  die  aufge- 
fundenen Werthe  von  x^  und  Xn-\  u.  s.  f.,  bis  man  endlich  alle  x  als  lineare 
Functionen  der  {tu  •  1)  ausgedrückt  hat. 

Multiplicirt  man  die  Coefficienten,  welche  {tu  •  1)  in  diesen  Functionen  haben, 
mit  der  unter  7.  gefundenen  Determinante  Z>,  so  erhält  man  die  Coefficienten  %h 
welche  die  Elemente  {ik  -  \)  \n  D  haben. 

Handelt  es  sich  um  die  Auflösung  von  Normalgleichungen,  so  sind  die 
Coefficienten  der  {iu  •  /)  den  (lewichten  p,  der  Unbekannten  proportoinal;  die 
in  No.  2  definirten  Gewichte  werden  aus  den  Coefficienten  der  {tu  •  t)  durch 
Division  durch  das  Quadrat  der  mittleren  Abweichung  X  erhalten. 

Setzt  man  schliesslich  für  die  (///  •  1)  die  Werthe  in  die  für  Xk  gefundenen 
Ausdrücke,  so  hat  man  die  Auflösung  des  gegebenen  Systems  beendet. 

Kommt  es  nur  auf  diese  Auflösung  ^n,  und  nicht  auf  die  Bestimmung  der 
itkt  so  kann  bereits  vom  Beginne  der  Rechnung  an  von  den  numerischen  Wertiwi 
der  {iu  •  1)  Gebrauch  machen. 

4.    Wenn    die  Beobachtungen  ungleiche   Gewichte   haben, /p/|, 

p^   .  .  .  pnj  so  hat  man  die  Summe 

/u  einem  Minimum  zu  machen.    Aus  dieser  Bedingung  ergeben  sich  die  Norma'.- 
gleic  lum j^cn  für  den  Fall  ungleicher  Ciewichte  zu 

[paa]  X  -H  [pah]y  -+-  \pcic] ;:  -f-  .  •  =  [/^'^]  , 
[pni]  X  -h  [pi>  i\y  -^[pcc]z-^  ,  ,  =  [pu  c]  , 


wobei  z.  B. 

[pac]  =  p^a^c^   H- /2^i»^2   + /s^s^a 
Hat    man    diese   Gleichungen    nach   No.  3.   aufgelöst   und    mit   Hülfe  diese 
Auflösungen  die  Abweichungen  der  einzelnen  Beobachtungen  bestimmt,  so  erlüli 
man  aus  der  Gleichung 

die  mittlere  Abweirluing  X  der  Gewiclitseinheit. 

Um  die  mittleren  Abweicliungen  X,,  X,,  .  .  .  der  ausgeglichenen  Werthe  de? 
Unl)ekannten  zu  erhalten,  hat  man  den  vorliegenden  Fall  dadurch  mit  dem  Falle 
gleiclier  Gewichte  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  dass  man  annimmt,  mar. 
liabe  anstatt  lauter  verschiedener  Bestimmungen  Gruppen  von  der  Reihe  nad 
/i'  /i'  Ps  '  '  '  identischen  Bestimmungen  erhalten.  Alsdann  kann  man  sofoit 
die  (ileicbun^en  'Ko.  '1,  \  \:>^tv\\V/äxv ,  \\\^^>k\  \wä.xv  Cvir  D  die  Determinante  des 
Systems   1.    und   a\Y   i^  dw  ev^t'v\\c^^x^^^w  vivt^  a^xv  \N\';^.'^w.'A^xsi.^^^  ^>Ky^^  ^^t^o 

minante  sct/A. 


\ 
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5.    Beispiel. 

Zwischen  den  vom  Punkte  M  ausgehenden  Strahlen  MA^  MB^  MQ  MD^ 
wurden  folgende  Winkel  gemessen 
w^  =  A,B  =  48°  17'  1",4  mit  dem  Gewichte  p^  =  30 ; 


w^  =  A,C  ^  dG  52  16,8 
w,  =  A,£>  =152  54  6,8 
«^4  =  B,C  =  48  35  14,3 
w^  =  B,Z>=\OA  37  7,8 
w.  =  C,I>  =  56     1  48,9 


0 


ff 


f* 


tf 


ft 


tt 


»I 


ft 


tf 


>i 


tt 


n 


tt 


tf 


ff 


ff 


»> 


>> 


» 


II 


p2  =  20; 
/s  =  26; 
/4  =  25 ; 

/,  =  28; 
/>e  =  44 . 


Werden  die  drei  ersten  Winkel  mit  ?,  t),  I  bezeichnet,  ^' 
so    sind    die   sechs    beobachteten    Grössen    durch    sechs 
lineare  Gleichungen 

dkl  4-  hri  ■+■  CkZ  =  wjk 
verbunden,  wobei  ak,  hf  Ck  die  Werthe  haben 


1. 


No. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

ak 

1 

0 

0 

—  1 

1 

0 

bk 

0 

1 

0 

1 

0 

—  1 

Ck 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

\ 


(M.  &78  ) 


t  —   ^3    =   ^, 


Nimmt  man  als  Unbekannte  die  Differenzen 
5  —  Wj  =  jc ,       T)  —  7£/3  =  _;;, 
so  erhalt  man  Gleichungen  von  der  Form 

akX  -h  bky  -h  CkZ  =  Ukf 
wobei  die  ük^  bk^  Ck  die  Werthe  1.  haben,  während  die  Uk  sind 

«1  =  «'s  =  «3  =  0; 

«4  =  H-  1,  1 ;      «5  =  —  2,  4 ;      «6  =  4-  1,  1 . 
Die  zur  Aufstellung  der  Normalgleichungen  nöthigen  Zahlen  sind 
No.|    a       b        c  u     \pcia  pab    pac  pbb  pbc  pcc    pau       pbu       pcu 


1 

-M      . 

• 

• 

2 

.      H-1 

• 

• 

3 

•                « 

+1 

• 

4 

—1  4-1 

• 

-1,1 

5 

—1   . 

-1-1 

-1-2,4 

6 

.  —1 

-f-i 

-1,1 

30 


20 


26 
25    —25      .       25        .       .  27,5 

28      .       —28     .         .      28    —67,2 

44    —44  44 


■27,5 

48,4 


67,2 
—48,4 


Summen  ||  83  —25   —28  89    —44  98    —39,7 

Daher  sind  die  Normalgleichungen 

83a:  —  25;^  —  28^  =  —  39,7 

—  25a;  -h  89j  —  44^  =         20,9 

—  28^  —  44^  4-  98«  =         18,8 . 

Die  Auflösungen  dieses  Systems  sind 

^  =  _  0",34 ,      y  =  0",24 ,       z  =  0",20  . 

Die  ausgeglichenen  Werthe  der  sechs  Winkel  sind  daher 

A,B  =  48°17'r',06, 
^,  C  =  96  52  17,04, 
^,  Z>=152  54  7,00, 
J?,  C  =  48  35  15,98, 

B,  D  =104  31     5,^\  , 

C,  jD  =  56     \  4^,%  . 


20,9        18,8 


9i8  Auts^idningtrecluiiiiig. 

Die  Summe  [/XX]  ist  222,44;  fUr  das  Verhftltniss  der  Gewichte  ergeben  Mh 

die  abgerundeten  2^ahlen 

px^pfip»^  55  :  50.:  55 , 
also  sind  die  Gewichte  nahezu  gleich  gross.^ 

6.   Einige   Schriftsteller  empfehlen   zur  Erleichterung  der  Berechnung  der 
Coefhcienten  der  Normalgleichungen  das  gegebene  auszugleichende  System 

1.  a^x  -f-  b^  H-  c^M  -H  .  .  SB  «^  y 


durch  das  folgende  zu  ersetzen 


^\  ^1  ^1  t 

—  x-i ^y  -f-  -i  jr  -f-  .  .  «  1, 

1^1  1^1  »I 


2.  a^  b^  c 


^f  ^%  ^f 


Haben  die  Beobachtimgen  die  Gewichte  ^,,  Z^, ...  Z«»  so  ist  die  Bediogmii 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  dem  Systeme  2. 

P^  (~*  -»-...  —  11  -H/j  1"^*  -H.«.  —  l)  -!-...=  Aßmimmm, 


3. 


Hierflir  kann  man  setzen 


AtimimmMi. 


Die  Bedingung  für  die  Ausgleichung  des  gegebenen  Systems  1.  ist 

4.  /i(^i«*  H-  •  •  —  <*i)*  "^/f  {fl%^  H-  . .  —  ])•  +  ..  =  MMmum. 

Vergleicht  man  3.  und  4.,  so  erkennt  man,  dass  die  Ersetzung  des  Systetps  I. 
durch  das  System  2.  gleichbedeutend  damit  ist,  den  Beobachtungen  anstatt  der 
gegebenen  Gewichte 

P\t  P^t  /s»    '   '   •  Ph 

die  Gewichte  zAizuschreiben 

Al      tl.      ^J.  ll- 

Hieraus  folgt,  dass  es  nicht  statthaft  ist,  das  System  1.  durch  2. 
zu  ersetzen;  sowie,  dass  es  überhaupt  nicht  statthaft  ist,  die  durch 
die  Beobachtungen  gegebenen  Gleichungen  mit  ungleichen  Zahlen 
zu  multipliciren. 

Wenn  man  indess  bedenkt,  dass  die  Bestimmung  der  Gewichte  niemals  eine 
scharfe  ist,  sondern  immer  nur  auf  mehr  oder  minder  unsicheren  Abschätzungen 
berulu,  so  kann  man,  wenn  man  im  Interesse  einer  Abkürzung  der  Zahlenrechnung 
es  für  sehr  wünschenswerth  ])<a]ten  sollte,  die  gegebenen  Gleichungen  1.  unbe- 
denklich mit  Zahlen  multipliciren,  deren  Verhältnisse  nicht  viel  von  der  Einheit 
abweichen;  insbesondere  kann  man  2.  für  l.  setzen,  wenn  die  ujkiu/  für  jedes i 
und  /  nahezu  =  1  ist.  Die  auf  diesem  Wege  berechneten  ausgeglichenen  Werthe 
werden  dann  nur  sehr  wenig  von  dem  durch  Verwendung  des  Systems  1.  ge- 
wonnenen abweichen. 

7.    Wenn  Functionen 

deren  Werthe 


♦)  Mkykr,  VoT\e5unßeT\\\\j«V4«\Ä*cV't\T^\c\^€v\*x^<^xv>x^ 
pag.  305. 
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^If   ^2»   ^Zi   .... 

man  beobachtet  hat,  nicht  linear  sind,  so  wähle  aus  den  Gleichungen 

^i{x,y,  «,...)  =  Ui 
so  viele  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind  und  löse  dieses  System  in  geeigneter 
Weise  auf.  Es  wird  dabei  genügen,  solche  Annäherungswerthe  für  die  Unbe- 
kannten zu  erhalten,  für  welche  die  Abweichungen  der  berechneten  u,  von  den 
beobachteten  nicht  mehr  betragen  wie  die  bei  der  Ausgleichung  zu  erwartende 
Abweichung  dieser  Grössen.  Die  so  für  jc,  j',  «,  .  .  gefundenen  Zahlen  können  als 
die  angenähert  richtigen  Werthe  gelten. 

An  denselben  hat  man  geeignete  Correctionen  5,  v)i  C  .  •  •  anzubringen,  um 
die  ausgeglichenen  Lösungen  x\  y\  z\  ,  .  .  zu  erhalten.  Unter  den  Voraus- 
setzungen, dass  innerhalb  des  Betrages  dieser  Correctionen  der  TAYLOR'sche 
Lehrsatz  auf  alle  Functionen  9  anwendbar  ist,  und  dass  die  5,  v)i  C,  •  •  •  so  klein 
sind,  dass  man  nur  die  erste  Potenz  dieser  Correctionen  zu  berücksichtigen  hat, 
ersetzt  man  jede  Function  9  durch 


?  =  9{^»y>  «I  •  •)  H-  ^ 


X 


5 


Hierin  hat  man  rechts  für  x^  y,  z, 
Hierdurch  erhält  man  für  i,  t),  C,  , 


dy     '       d8 
die  Annäherungswerthe  zu  setzen, 
die  linearen  Gleichungen 


^9i  t    .    ^?i  ^ 

^92 


^?i 


dx 


dy 

5    -^     dy    "^-^ 


oz 
dz 


J  -H  .  .  =  «1  —  9 


1  » 


-  C  H-  ..  =  «»  —  9a  , 


aus  denen  man  zur  Bestimmung  der  5i  t),  C  .  .  .  die  Normalgleichungen  ableitet 

8.    Beispiel. 

Um  die  Lage  des  Punktes  K  gegen  die  Basis  ^C  zu  bestimmen,  misst  man 
die  Strecken  AB  und  BQ  sowie  die  Winkel  FCK,  PBK,  PAK. 

Setzt  man 
tangPCK=u^,    tangPBK^u^,    tangPAK=^u^, 
KPl^AC,    AC^d^,   AB  =  d^,   AP^x,   PK^y, 
so  hat  man  zwischen  den  gesuchten  und  den  beob- 
achteten Grössen  die  Gleichungen 


«3  = 


y  A  B       C     P 

^  •  (M.  579.) 

also  eine  überzählige  Gleichung. 

Sind  x\  y  Näherungswerthe  der  Unbekannten,  so  erhält  man  für  die  daran 
anzubringenden  Correctionen  5,  rj  die  Gleichungen 

y      ,^    1         ..       y 


y 


x'^^  •  1  =  «1  -  ^nrd[ 

,    1  y 


y  E    1  y 

nachdem  man  alle  neun  Coefficienten  dieses  Svstettvs  \>«tc3KORX  \vä,  \€-*ä.  xsasN. 
die  Normalgleicbungen  ab. 


920  AusgleichuiigHrecbniiiig. 


§  5.    Ausgleichung  direkter  und  vermittelnder  Beobachtungen  mit 

Bedingungsgleichnngen. 

1.  Hat  man  durch  einfache  Messung  für  die  Winkel  x,  y^  s  eines  ebem 
Dreiecks  die  Werthe  6,  v),  C  gefiinden,  so  wird  die  Summe  S  +  i)  +  C  nicht  geua 
180^  betragen.  Die  Verbesserungen,  welche  man  an  den  gemessenen  Weitheo 
anbringen  muss,  um  die  genaue  Winkelsumme  herzustellen,  bestimmen  sidt  nad 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  folgender  Weise. 

Sind  X,  y,  z  die  verbesserten  Wnkel,  so  sind  x  —  i»   y  —  "Qt    «— C& 
Abweichungen.    Die  Summe  der  Quadrate  derselben  mnss  ein  Minimum  wenki  • 
unter  der  Bedingung 

/  —  jp  .4- j' -f-  «  —  18(f  «  0. 
Daher  hat  man  (DiiTerentialrechng.,  g  14,  No.  14)  das  Minimum  der  Fnnctioi 

/•  —  (jr  -  E)«  H-  O  -  i,)t  -h  («  -  0»  +  2^/ 
zu  bestimmen.    Hierzu  ergeben  sich  die  Gleichungen 

X  —  i  -^  k  =  0, 

*  —  :  4-  iJ  —  0, 

jp  +  j»  -f-  «  -=  18(f. 

Subtrahirt  man  die  letzte  von  der  Summe  der  andern,  so  folgt 

Hieraus  folgen  die  gesuchten  Winkel 

'   *-  6  ~i(E-Ml-HC-18(f), 

1.  y  =  11- 1(6  +  1) -«-C-18(f),  . 

«  =  C  -  i(6H-iiH-C— 18(f). 

Der  Ueberschiiss  der  gemessenen  Winkelsumme  über  der  theoretischen  ist 
dalier  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilen  und  jeder  der  gemessenen  Winkel  um 
diesen  Theil  zu  vermindern. 

Kleinere  Dreiecke  auf  der  Krdoberfläche  kann  man  als  ebene  und  ihre 
Winkelsumme  daher  als  nicht  verschieden  von  180*^  betrachten.  Bei  grösseren 
Dreiecken,  wie  sie  bei  Landesvermessungen  vorkommen,  bestimmt  man  den 
sphärischen  Excess  e  in  Secnnden  mit  hinlänglicher  (irenauigkeit,  indem  man  den 
Flächeninhalt  A  nach  den  Formeln  fiir  ebene  Dreiecke  ermittelt,  und  alsdann 
von  der  Formel  Gebrauch  macht 

F 

Hierin  ist  /^  der  Halbmesser  der  Kugel,  ftir  mittlere  geographische  Breiten 
und  für  Meter  ist  daher 

/og/^  =  8,«0484. 

Bei  der  Ausgleichung  der  Winkel  eines  spärischen  Dreiecks  hat  man  in  I. 
statt  ISO""  zu  setzen  180'^  H-  s. 

2.    Hat  man  ftir  jeden  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  «  Messungen 

Xii  X^f  •  •  •  y*i »       Vi»  ^2»  •  •  •  P« »       3i»  ^2»  •  •  •  S*« 
gemacht,  die  gleiches  Gewicht  haben,  so  werden  die  ausgeglichenen  Winkel  aus 
den  Bedingungen  erhalten 


m 


1 

Hieraus  folgen  dve  0\e\c\\\m^^v\ 
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jf  —  E  4-  -^  =  0, 
«  —  C  -h  ->^  =  ü, 

m 
X  -{-  y  ^  z  ^  180°, 
wobei  mit  £,  t),  J  die  arithmetischen  Mittel  der  für  x,  j,  z  beobachteten  Winkel 
bezeichnet  wcwden  sind.     Dieses  System  hat  dieselben  Lösungen,  wie  das  ent- 
sprechende System  in  1.,  wenn  in  1.  k  durch  k:m  ersetzt  wird. 

3.  Hat  man  für  x^  j,  z  der  Reihe  nach  w,  «,  r  Beobachtungen  gemacht, 
alle  von  demselben  Gewichte,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen 
Werthe  die  Bedingung 


«M 


2  (*  -  hY  +  2  0  -  '')*  +  2  (^  -  «')*  +  2^(*  -H  J'  +  «  -  180°)  =  Min. 

1  1  1 

Bezeichnet  man  wieder  mit  5,  i^i  !  die  arithmetischen  Mittel  der  für  jc,  j',  s 

durch  Messung  gefundenen  Winkel  und  niit  ni,  n,  v  die  Reciproken  von  w,  «,  r, 

so  folgen  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen  Werthe  die  Gleichungen 

X  —  \  -H  in>&  =  0, 

j'  —  T)  +  n^  =  0, 

«  —  C  -h  r>t  =  0, 

a;  -H  j  -H  «  =    180°. 

Aus  denselben  erhält  man,  wenn  man 

m  -f-  n  -f-  r  =  ö     und      5  H-  T|  -f-  C  —  180^^  =  d 
setzt,  die  Lösungen 

4.    Sind  ^,  ^,  z  nicht  Winkel  eines  Dreiecks,    sondern  Seiten  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  so  gilt  fiir  dieselben  die  Bedingung 
1.  ;«:2  —  ;/»  —  Ä»  =  0. 

Die  arithmetischen  Mittel  5,  t),  I  kann  man  als  Annäherungen  betrachten, 
so  dass  man  nur  die  erste  Potenz  der  Correctionen  zu  beachten  braucht;  für 
dieselben  folgt  aus  1. 

25  •  X  —  2t)  .  ji  ~  2: .  V  =  —  5>  -h  T)^  -h  C^  . 

Die  Unbekannten  X,  jjl,  v  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung 


Ni  H 


-h  2!&(25X  —  2t)h.  —  2;v  -^  E«  —  Tj»  -  C«)  ^  j//;,. 

Man  erhält  die  Gleichungen 

X   -h  2nt  •>&?  =  0, 

[1  —  2  tt  •  ^T)  =  0 , 

V  —  2r  •>&{;  =  0, 

25X  —  2t)jji  —  2Cv  =  —  5^   4-  t)>  +  C«  . 
Hieraus  folgt 

4>t(nt?2  H-nT)>  -h  rC«)  =.  5^  —  t)«  —  C«. 
Setzt  man 

5»  __  ^f  _  £2  =  2^,    mt«  -V  wV  -V-  t^^  -=  ^  . 

so  ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werthe 


921  •   AuBgteichungfrecfamiiig. 

5.  Nach  diesen  Beispielen  wenden  wir  uns  zu  einem  allgemeineren  Falk. 
Sind  fUr  die  Unbekannten  x^,  x^,  x,  durch  direkte  Beobachtung  die  Weitiie 
Si  >  ^9»  ^si  •  •  •  mit  den  Gewichten  /i  i  /s*  /i  •  *  *  gefunden  worden  und  werda 
die  X  durch  ^  lineare  Bedingungen  verbunden 

/i  ■■  ^11*1  ~^"  ^fi*s  ~^"  ^ai*i  ■*■•••  —  ^i  '^  ®» 

1.  y^  ■■  ''if^i  -H  ^tt^t  "H  *it^s  -f-  .  .  .  —  ^  ÄS  Of 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

2.  /i*t-/f 6, +  [*«»]  -0, 


Die   unbekannten  Grössen  Ai,  k^,  ,  .  .  bezeichnet   man    nach   Gauss  ah  i 
Correlaten. 

Aus  2.  berechnet  man  die  Grössen  x^,  x^  . , .  und  setzt  dieselben  in  1.  di^  ■'■ 
Dadurch  erhält  man  g  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  CorielateD.  Nad 
Auflösung  dieses  Systems  erhält  man  aus  S.  die  Unbekannten. 

6.  Sind  einige  unter  den  Bedingungsgleichungen  ^  sss  Q,  ^  se  0,  .  .  .  nidt 
linear,  so  betrachtet  man  die  beobachteten  Werthe  der  Unbekannten  als  An- 
näherungen und  bestimmt  deren  Verbesserungen;  unter  der  Voraussetzung,  dass 
nur  erste  Potenzen  der  Verbesserungen  zu  berücksichtigen  sind  und  dass  inner- 
lialb  der  Werthe  der  Verbesserungen  die  Functionen  und  ihre  ersten  Differential- 
(luoticnten  endlich  und  stetig  sind,  ersetzt  man  ^  durch 

worin  die  Unbekannten  x^,  x^,  ,  .  .  durch  die  beobachteten  Werthe  zu  ersetzen 
sind.  Hierdurch  kommt  man  auf  den  Fall  linearer  Bedingungsgleichungen 
zurück  (Vergl.  das  Beispiel  in  No.  4). 

7.  Beispiel. 
A.     Zur   Bestimmung   der   Fläche    eines  Dreiecks  hat    man    dessen   Seiten 

^'f  y't  s\  sowie  die  zugehörigen  Höhen  u\  v\  vf  gemessen,  und  die  Werthe  erhalten 

X,  y,  z,  u,  V,  w. 
Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  durch  die  beiden  Gleichungen  verbunden 

x'u'  —  y«/'  =  0, 
x'u'  —  Vw'=  0. 
Bezeichnet  man  die  Kn  x,  y  ,  ,  ,  anzubringenden  Verbesserungen  mit 

h  9»  a» «»  »»  w» 
so  hat  man  fiir  dieselben  die  aus  1.  folgenden  Gleichungen 

/  mm  uj:  -^  XU  —  v)^  —  yio  -h  XU  —  yp  =  0 . 

^^  aa  ttX   -V    XVX  —  W\  —    ZXü  -h  XU  —   MW  =s    0  . 

Zur  Bestimmung  det  Corc^cXvycv^Tv,  ^om^  ^^\  ^"oix^^ärxv  k  ^  näsA  4^^  folgen 
aus  der  Bedingung 
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y*  +  9^  -h  a*  -^  "*  -(-  to»  +  m*  +  ^kj  -H  2^j^  =  Minimum, 

die  Gleichungen 

y,  -\-  u{k^  -H  itj)  =  0, 

x^  --  vk^   =0, 

U  +  x{k^  -H  ^,)  =  0, 

»  —  J^i    =  0  , 
U)  —  zk^  =  0  . 
Die  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Wertlie  von  je,  9,  a»  ^^'  ^»  ***  ^^^^  "^^^ 
in  2.  ein;  dadurch  erhält  man 

(«2  ^  ^a  4. 2,3  ^_  y )  ^j   _,_  («a  ^  x^)  k^  ^  XU  —  yv, 

\u^  -h  x^)k^    4-  («^  H-  AT«  H-  w^  H-  2»)i2   =  a:;/  —  zw  . 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  berechnet  man  die  Correlaten  ^p  ^j*,  setzt 
die  für  dieselben  gefundenen  Werthe  in  3.  ein,  so  erhält  man  die  Correctionen 
jr,  p,  3,  n,  ü,  tt). 

Mit  Hülfe  derselben  ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werthe 

Die  aus  denselben  berechneten  Produkte 

x'u' f    y'v' f    z^w' 
stimmen  bis    auf  Grössen    erster  Ordnung   in  Bezug  auf  die  Correctionen  mit- 
einander überein. 

B,  In  einem  Dreiecke  hat  man  für  die  Seiten  x\  y\  s'  und  die  gegenüber 
liegenden  Winkel  u\  v\  w'  durch  direkte  Beobachtungen  von  gleichem  Gewichte 
die  Grössen  x,  y^  z,  u,  v^  w  gefunden. 

Zwischen  den  zu  bestimmenden  Grössen  bestehen  die  Gleichungen 

«^'  H-  »'  -f-  a/'  —  180°      =  0 , 

3.  x^cosv^  -^  y  cos  u^  —  z^  =  0, 

x'cosw*  -\-  z"  cosu^  — y  =  0, 

von  denen  nur  die   erste  linear  ist.     Bezeichnet  man  die  an  den  beobachteten 

Grössen  anzubringenden  kleinen  Verbesserungen  der  Reihe  nach  wieder  mit 

jf,  p,  j,  n,  a%  \\ 
und  setzt 

u -^  V -\- w  —  \%KS     =  ö, 
xcosv  -^  y  cos  u  —  z  =  b  ^ 
X  cosw  -\-  zcosu  —  y  =  c  , 
so  erhält  man  ftlr  die  Verbesserungen  die  Bedingungsgleichungen 

4.  ^  ^^  cosv  'X  —  X sinv  »ry  -^  cos  u  *  \)  —  y sin  u  >  \x  —  J  -h  ^  =  0  , 
^  BB  cosw  '  X  —  xsinw  '  Vß-h  cos  u  -  ^  —  z  sinu  '  n  —  t^  -\-  c  =  0  . 

Aus  der  Bedingung 

^2  -h  9>  -h  a»  -h  11»  -f-  to*  4-  lü^  4-  2>&,/-H  2k^ff  H-  2Jk^^  =  Min. 
folgen  die  Gleichungen 

X  -1-  k^cosv  4-  k^cosw  =  0, 

p  -\-  k^cosu  —  k^  =0, 
J  —  k^  -^  k^cosu  :=^  0  ^ 
u  -h  ^1   —  k^  ^ysinu  —  k^  » zsinu  =  0, 
ü  4-  ^1   —  k^'  xsinv  =  0, 
w  4-  ^1   —  ^,  •  xsinw  =  0 . 
Substituirt  man  die  aus  5.   folgenden  'WenVv^  dei  N^tXÄSSfcx^axv'^^^v'vö.  ^«>  ^^ 


Alisglvi  .■hungere  climmg. 

1  'akh.  drd   lineu«  Gleichungen    für  die  Correlatcik  i, ,  ^f  ^t  »^^  ^ 
Aaflöitmg  derselben  ans  t.  die  Unbekannten. 

8.  Htt  man  zur  Bestimmung  der  Uid>daumten 
w,  /,«,...  . 
die  Wdäie  • 

«,,  «,.»„...,  «. 
der  Functionen 

'Pi(*.J'.*.  -  •  •).   ■ 
TiC'.J'.*.  •  •  ■). 

^l»,y,a,  .  .  .) 
beobachtet,  und  bestehen  zwücben  d«  »  die-  Beängongagleicftniigäi 
/("i.  «1.  «i.  ...)"■  0, 

r(»i.  •*.•«.--■)- 0. 

*(«,.  «,.«,....)«  0. 

so  h^  man  suntchit  die  Beobacbtungen  .der  v  nach  den  bialier.Jfitgeihdlt 
ausiug^eichen  und  mk  Benutzung  dieser  auig^licheiMi  Weitiie  das  in  g  4  i 
gegebene  Veifahren  önnihalten. 

'9.  Sind  zur  Bestimmung  Act  Unbdutsnten 
x,y,M,... 
<Ue'Weithe 

«,,  »,,  »I M. 

der  linearen  Functionen 

«I*  +  *i/  +  'i*  -»-  •  ■  • 
I  «t*  +  *i^  +  ^,f  +  .  .  . 

a^x  +  Ä._>(  +  c^z  +  ,  ,  ." 
beobachtet  worden,  haben  diese  Beobachtungen  die  Gewichte 

Pi'  Pi.Pt /-     . 

und  bestehen  zwischen  den  Unbekannten  die  linearen  Gleicliungcn 

/,  .  a,jc  +  p,j  +  t;,,  +  .  .  .  =  0, 
2.  /,  —  «,*  +  3,^  -h  7i«  -*•  ■  ■  ■  =  0, 

so  liaben  die  Unbekannten  die  Werthe,  fUr  welche 

/,).,*  +ßt^f  +/,i,*  +  .  .  .  +  2*i/,  4-  2*,A  +  .  .  •  =  Minimum. 

X,  =  a,x  +  *,>+..  —  i*r . 
Aus  3.    folgen   ^  x,  y,  %,  .  . ,    und    ßlr  die   unbekannten  Cotrelaten 
Gleichungen 

\paa\x  +  \fab\y  +  [/«.]s  +  .  .  ^  \<.k\  =  \ua\, 
\pab\x  +  [^**]^  +  \pbc\,  +  .  .  +  [ßi]  =  [«*], 
[/ac]:»:  H-  \pbc\y  +  [/<■<:]«  +  .  .  +  hi]   =  [»r] , 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  Anzahl  der  Unbekam 
X,  y,  z,  .  ,  . ;  im  Verein  mit  den  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  mit 
der  Correlaten  k^,  ij,  .  .  .  Übereinstimmt,  genügen  sie  zur  Bestimmung  ; 
darin  vorkommenden  unbekannten  Grössen. 

10.  Sind  einige  der  Functionen  »,,  «|,  «,  .  .  .  f^,  fj,  .  .  .  nicht  lii 
so  wählt  man  aus  öe^v  ^ft(ÄiWiV.t.Mw%en  und  den  Bedingungsgleichunger 
viele  aus,  als  \JT\beV.aT\T4£  x,  y,  a,  .  -  isi  \«s!wctÄft«v  %\tA.  \R3Ma.  närd  d 
darauf  achten,  dass  die  "ats^iiRmuTi^  i«t  \itv\iötMvT&s».  \tÄ^gvö&^  ^fÄsost*-'^*»' 
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keiten  macht.  Man  berechnet  nun  x,  y,  z,  ,  .  aus  den  ausgewählten  Gleichungen 
durch  ein  geeignetes  Annäherungsverfahren  bis  zu  einem  genügenden  Genauigkeits- 
grade, und  reducirt  dann  mit  Hülfe  des  TAVLOR'schen  Satzes  die  durch  Beob- 
achtung gefundenen  Gleichungen  sowie  die  Bedingungsgleichungen  auf  lineare 
Gleichungen  für  die  an  den  berechneten  Näherungswerthen  anzubringenden 
Verbesserungen. 

11.  Die  in  den  vorstehenden  Abschnitten  mitgetheilte  Darstellung  der  Grund- 
linien der  Ausgleichungsrechnung  weicht  von  der  üblichen  Darstellungsweise 
insofern  ab,  als  die  meisten  Schriftsteller  nach  Gauss  und  Laplace  die  Aus- 
gleichungsrechnung mit  Wahrscheinlichkeilsbetrachtungen  verbinden. 

Statt  der  von  uns  zu  Grunde  gelegten  Forderung:  Die  Unbekannten  so 
zu  bestimmen,  dass  mit  den  Beobachtungen  eine  möglichst  gute 
Uebereinstimmung  erzielt  und  die  Ausgleichung  lediglich  durch 
Auflösung  linearer  Gleichungen  bewirkt  wird,  —  geht  man  alsdann  von 
der  Forderung  aus:  Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  zu 
bestimmen.  Um  derselben  zu  genügen,  muss  man  wissen,  wie  gross  die  Wahr- 
scheinlichkeit ist,  bei  einer  Beobachtung  einen  Fehler  von  gegebener  Grösse  zu 
machen,  oder  wenigstens,  wie  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  gegebener  Fehler  zu 
einander  verhalten. 

Eine  aus  allgemeinen  Betrachtungen  fliessende,  von  nicht  zu  bestreitenden 
und  auf  alle  vorkommenden  Fälle  passenden  Voraussetzungen  ausgehende  Er- 
ledigung dieser  Frage  ist  bis  jetzt  nicht  gegeben  worden  und  wird  wohl  nicht 
möglich  sein;  die  werth volle  Arbeit  Hagen's*)  geht  von  Voraussetzungen  über 
die  Zusammensetzung  von  Fehlem  aus  unzählig  vielen  unbemerkbar  kleinen 
Fehlem  aus,  die  kaum  jemals  genau  und  in  sehr  vielen  Fällen  nicht  einmal  an- 
genähert zutreffen. 

Den  entgegengesetzten  Weg  hat  Gauss,  der  Erfinder  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate**)  eingeschlagen.  Gauss  geht  von  der  Annahme  aus,  dass 
bei  direkten  Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit  das  arithmetische  Mittel 
unbestreitbar  der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  sei;  er  zeigt,  dass 
diese  Annahme  genügt,  um  das  Gesetz  der  Fehler^'ahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
und  findet  für  die  Wahrscheinlichkeit  wäx  einen  Fehler  vom  Betrage  x  zu  begehen, 
den  Ausdruck 

wax  =  —p=  '  e  ax  f 

wobei  h  eine  von  den  besonderen  Verhältnissen  der  Beobachtung  abhängige  von 
X  aber  unabhängige  Zahl  bezeichnet.  Die  Wahrscheinlichkeit  PVdx^,  dx^t  dx^^ . . . 
dass  bei  einer  Reihe  von  Beobachtungen  die  Fehler  ^|^,  ;C|,  ^3,  .  .  .  zusammen- 
treffen, ist  das  Produkt  der  fiir  das  Eintreffen  von  ^j,  ^3,  a;,,  .  .  .  einzeln 
geltenden  Wahrscheinlichkeiten,  also  ist 

Wdx^dx^dx^  .  .  .  =  A,  .  e'^''^''y^'''^-^''^-^'Ux^dx^dx^  .  .  . 

W  wird  ein  Minimum  wenn 

x^  H-  x^  -h  x^  -f-  .  .  .  =  Minimum, 

Hiergegen  kann  eingewendet  werden,  dass  man  von  Alters  her  zwar  das 

arithmetische  Mittel    an    die    Stelle    gleich  guter    von    einander    abweichender 


♦^  Hagen,  Grundzüge  der  WahrscheinlichkeitsiecYitvuii^^  "äwXysi  \%'V1* 
^)  Gauss,  Theorie  motus  corponim  coelesüuin,  Ham\>ut%  v^o^. 


'  9*^  Au'glficliungsrechnung, 

Messungen  dnraelbeD  GrOtse  gesetzt  hal.  gewiss  aber  ohne  je  dabei  daran  tv 
denken,  dan  man  daduicli  einen  wahrscheinlichsten  Wert!)  gewinnen  woUie. 
■ondem  wegm  der  Einfulilieit  der  Rechnung.  Man  liat  daher  kein  Recht,  vdd 
der  unbestritteneo  Anwendung  des  arithmetischen  Mittels  aus  einen  Schluu  auf 
das  Gesetz  der  Fehlerwahischt^inlichkcit  tu  machen. 

Zur  Bestiinmung  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  71-  hat  man  atich  folgenden 
Vfcg  eingescblagen. 

Unter  allen  Fehlem  ikt  gewiss  der  Fehler  x  =  l^  der  walir^cheinlidiMc  die 
Function  tp  htt  daher  fllr  a-  =  d  ein  Maximum, 

Man  darf  femer  annehmen,  dass  entgegen  gesetzt  gleiche  Fehler  gleich  «'ahr- 
scheinlich  lind;  hieraus  folgt,  dass  w<  eine  gerade  Function  ist.  Für  Fehlet,  dw 
veriiältnissmMsng  sehr  klein  sind,  ist  die  Walimclicinlichkeit  nahezu  =  I.  Vim 
einer  gewissen,  von  den  Hetinnderheiten  jeder  Bcobachtungsreihe  abhangi^rn 
Grösse  X  an  nimmt  die  Wahrwlicinlichkeit  rasrh  ah.  und  verscliwindet  lür  Fchte, 
die  eine  gewisse  Grenze  tttcrsch reiten. 

Die  Wahrschetnlichk^,  irgend  einen  Fehler  zu  beuchen,  ist 

Jwtix; 
da  es  nun  gewin  is^  irgend  einen  Fehkr  1,(1  mit  ciuj^erechnul)  411  machen,  w  folgt 

jwt/x  =  1  . 

Diese  Bedingungen  gtnflgen  noch  nicht,  um  die  unbekannte  Fimction  » 
vollständig  zu  dcfiniren.  Da  man  mehr  F.igcn schaffen  niclit  an/.iigeben  vcrmaj;, 
SO  ergreift  man  das  Auskunft smitiel,  l^ir  »'  unter  den  bekannten  Functionen.  welc>ie 
den  Bedingungen  genügen,  die  einfachste  auszuwählen.    Als  solche  empfiehlt  ach 

K»  n=  Ae~''  '  ; 
sie  hat  fiir  a:  =  0  das  Maximum  w  =  A;  sie  ist  eine  gerade  Function;  die  Curfc, 
deren  Abscissen  und  Ordinalen  x  und  w  sind,  hat  die  Wendepunkte 
.      /,  A 

und  nähert  sich  von  da  an  asymptotisch  sehr  rasch  der  Absei sse nach se.  Aus  der 
Bedingung 


JAr''''dx 

folgt 

'-''•t' 

Da  nun») 

bildet  man  nach  Cauchv 

Substituiit  ni«D  Vo\k 
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/ 


eo 


— 00 

SO  ergiebt  sich 

w  =  — pi  e  , 

Diese  inductive  Methode  zur  Bestimmung  von  w  verdient  vor  jeder  andern 
jedenfalls  den  Vorzug;  die  Willkür,  welche  bei  der  Bestimmung  von  w  waltet, 
tritt  bei  derselben  ganz  unverhtiUt  hervor. 

Gegen  alle  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  in   der  Ausgleichungsrechnung 
.  ist  der  jedenfalls  wesentliche  Einwand  zu  erheben,    dass  es  sich  bei   fast  allen 
Fällen  der  Ausgleichungsrechnung  nur  um  eine  verhältnißsmässig  kleine  Anzahl 
von  Beobachtungen  handelt,    und  dass  es  bedenklich    ist,  auf  eine  Gruppe  von 
:.    wenig  Fällen  Folgerungen    aus    den    fiir   grosse  Zahlen  geltenden  Sätzen  anzu- 
wenden. 


V  =  ffe'''^^rä<f^r. 


Da  nun 


0  0 


e    ^  •  rdr  =  —  ^e    ^    -{-  Const.j 


SO  ist 


oc 


ff-''^  -rdr  =  ^, 


und  daher 


"=!• 


Hieraus  folgt 


00 


—00 
Ersetzt  man  x  durch  hx^  so  ergiebt  sich 


)•■ 


—00 


00 
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bearbeitet  von 

Dr.  Richard  Heger 

Gymnasiallehrer  u.  a.  o.  Hon.-Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  7U  Dresden. 


§  1.    Lebenswahrscheinlichkeit. 

1.  Unter  allen  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Ereignissen  sehen  wir 
mit  Recht  diejenigen  als  von  einer  unübersehbaren  grössten  Mannigfaltigkeit  von 
Ursachen  bedingt  an,  die  das  Schicksal  der  Menschen  ausmachen,  insbesondere 
die,  welche  vom  menschlichen  Willen  direkt  abhängen.  Wir  begeben  uns  daher 
jedes  Urtheils  über  unser  eigenes  Schicksal  und  über  die  Zukunft  unserer  Mit- 
menschen, und  suchen  das  aus  diesem  Verzicht  fliessende  peinvolle  Gefühl  der 
Unsicherheit  zu  überwinden. 

Wenn  nun  auch  die  Zukuaft  des  Einzelnen  sich  unserem  Urtheile  entzieht, 
so  hat  sich  do{:h  ergeben,  dass  bei  hinlänglich  grossen  Bevölkerungsgruppen  in 
mehrfachen  Beziehungen  Regelmässigkeiten  vorhanden  sind,  die  einen  ziemlich 
sicheren  Schluss  in  die  nächste  oder  selbst  in  die  fernere  Zukunft  gestatten. 

Bei  einer  einzelnen  Eamilie  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Todesfalle  innerhalb 
bestimmter  Zeitabschnitte  scheinbar  ganz  regellos;  bei  einer  Gemeinde  von 
einigen  Tausend  Einwohnern  ist  diese  Zahl  schon  von  Jahr  zu  Jahr  nahezu  die- 
selbe, so  dass  gewisse,  von  dieser  Zahl  abhängende  Einrichtungen  mit  Sicherheit 
vorher  getroffen  werden  können;  in  einer  grösseren  Stadt  von  mehr  als  hundert- 
tausend Einwohnern  ist  bereits  die  Zahl  der  wöchentlichen  Todesfälle  nahezu 
constant,  oder  doch  insofern  gleichmässig,  dass  auf  dieselben  Kalenderwochen 
mehrerer  auf  einander  folgender  Jahre  dieselbe  Anzahl  von  Sterbefallen  kommt. 
Bei  grösseren  Bevölkerungsgruppen  (Provinzen,  Reichen),  zeigen  sich  nicht  bloss 
■die  Todesfalle  selbst  ihrer  Zahl  nach  unveränderlich,  sondern  es  sind  auch  die 
verschiedenen  häufiger  vorkommenden  Todesursachen  immer  in  nahezu  demselben 
Verhältnisse  an  den  Todesfällen  betheiligt;  ebenso  bleibt  bei  der  Zahl  der 
jährlichen  Todesfälle  der  Procentsatz  derer,  die  ein  bestimmtes  Alter  erreicht 
haben,  wesentlich  unverändert. 

Auch  bei  den  Ereignissen,  die  direkt  vom  Willen  abhängig  sind,  zeigt  sich 
eine  unverkennbare  Gleichmässigkeit.  So  kamen  im  Königreiche  Preussen*)  in 
den  Jahren  1821 — 1875  jährlich  auf  das  Tausend  der  Bevölkerung  durchschnittlich 
17,79  Eheschliessungen;  von  dieser  Durchschnittszahl  weichen  die  fünfzigjährigen 


•)  Preussische    Statistik.     (Amtliches    Quellenwerk).     Herausgegeben    in    zwanglosen 
Heften  vom  Kgl.  statistischen  Bureau  in  Berlin.     XLVUI.  A.   1879.  v'^«  "^'iS* 

SatLomuLCH,  HsMdhucb  ihr  Mathainatik.    Bd.  II.  V) 
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Durchschnitte  nur  um  ungefMhr  ±  1  ab;  ^e  grösste  Zifier  (1871—1875)  bdii(t 
18,06,  die  kleinste  (1851—55)  16,75. 

Auf  100000  zu  Anfang  eines  Jahres  Lebende  kamen  in  Preussen  im  Laufe 
des  nächsten  Jahres  in  dem  Zeiträume  1851—70  durchschnittlich  5  PeiscxieB 
durch  Selbstmord  um;  die  Durchschnittsziffer  wird  in  10  Jahren  dieses  Zeitnnm 
erreicht;  in  8  Jahren  beträgt  sie  4,  in  den  bdden  letzten  ß.  Vom  Jahre  1830 
bis  1853  war  <Uese  Ziffer  unverändert  in  jedem  Jahre  4*). 

Nach  QuETELET*s  mustergültigen  Untersuchen  wurden  in  Frankreich  von  di 
Million  Bewohnern  im  2^i^ume  1826—30  jährlich  durchschnittlich  135 
begangener  Verbrechen  venirtheilt,  1831—35  130,  1836—40  150,  1841—45  1401 
so  dass  selbst  in  diesen  von  Zufällen  ganz  besonders  abhängigen  EreignisMn  dae 
auffällige  Gleichmässigkeit  sich  ausspricht 

Seit  der  Erkenntniss  der  Gleichmässigkeit  solcher  Ereignisse  ist  erst  dne 
wissenschaftliche  Statistik  möglich,  ist  dieselbe  zugleich  eine  unentbehi&he 
Grundlage  fUr  jede  auf  das  Ganze  einer  Bevölkerungsgruppe  gerichtete  Thät^^ 
geworden. 

2.  Die  statistischen  Erhebungen  haben  insbesondere  gezeigt,   dass  das  Ver 
hältniss   der  Anzahl   derer,   die   das  i^te  Lebensjahr  erreichen,    zu  der  AmU 
derer,  die  im  I^ufe  des  i^ten  Lebensjahres  sterben,  im  Wesentlichen  nnr  ns  ■ 
der  Zahl  k  abhängt    Man  hat  diese  Verhältnisse  durch  mehrere  in  weit  an- 
einander liegenden  Zeiten  angestellte  Zählungen  bestimmt  und   nur  verhfflliiiB 
massig  sehr  geringe  Aenderungen  gefunden.   Man  hat  daher  das  Recht,  auf  eise . 
Reihe    von  Jahren    hin   für  die  auf  die  I^bensdauer  bezüglichen  Rechrnrnges  1 
diese  Verhältnisszahlen  als  nur  von  k  abhängige,  übrigens  aber  constante  Zahks 
anzusehen. 

Auf  Grund  dieser  Wahrnehmung  hat  man  Tafeln  construirt,  welche  angeben, 
wie  Viele  von  einer  gewissen  Anzahl  Geborener  das  1.,  2.,  3.,  .'.  .  Leben^ahr 
erfiillen.  Die  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  angeführte  Tafel  giebt  diese  Zahlen 
fiir  100000  männliche  und  flir  100000  weibliche  Lebendgeborene  für  das  Köirif- 
reich  Preussen  an.**) 

3.  Bezeichnet  a^  die  in  der  Tafel  enthaltene  Anzahl  der  Personen,  die  das 
>^te  Lebensjahr  erfiillen,  so  werden  von  dr^.  ^jährigen  Personen  a^  y  Jahre  alt 
oder  älter.  Daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit  Wt  das  eine  jcjährige  Person  das 
j'te  Lebensjahr  erfüllt, 

w  =   -=^. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vor  Erflillung  des  _yten  Jahres  stirbt,  ist 

ax  —  ay 

1  —  w  = . 

ax 

Von  üy  Personen,  die  das  Ende  des  j^ten  Lebensjahres  erreichen,  sterben 
Qy  —  a^  vor  Erflillung  des  «ten  Jahres.     Die  Wahrscheinlichkeit  daftir,  dass  eine 

*)  Prcussische  Statistik.     XLVin.  A.  Tai>ellc  XLVn. 

**)  Mit  von  Seiten  der  Direclion  des  Königlich  l^reussischen  statistischen  Bureaus  gttigrt 
gewährter  Erlaubniss  geben  wir  in  dieser  Tafel  einen  auszugsweisen  Abdruck  der  im  Jahrgang  1880 
der  Zeitschrift  des  Königlichen  statistischen  Bureaus  veröfTentlichten  Tafel  »Absterbeordnav 
Mortniitätstafel,  Tafel  der  Lebenserwartung  und  durchschnittliche  Lebensdauer  der  Bevfilkaav 
des  Preussischen  Staates.«  Nach  einer  an  den  Verfasser  ergangenen  brieflichen  Mittbeflü^ 
besteht  die  Alisicht,  die  Tafel  im  nächsten  Jahre  auf  Grund  des  Materials  aus  anderweiten  M 
Beobachtungsjahren,  sowie  der  durch  die  letzte  Volkszahlung  crmiUelten  Altersvertheflnag  d» 
Bevölkerung  neu  lu  \>eTcdkvT\fcii. 
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x'yährige  Person  das  ^'te  Lebensjahr  erfüllt,    aber  vor  Erftillung  des  zten  stirbt 
ist  daher 

w  =  -^- , 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  zwei  Personen  P  und  Q  die  heute  x  und 
y  Jahre  alt  sind,  noch  wenigstens  /  Jahre  lang  leben,  ist  das  Produkt  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  P  \t\  p  Jahren  noch  lebt,  mit  der,  dass  Q  noch  lebt, 
also  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


w^  = 


ax  üy 


7£/j 


Die  Wahrscheinlichkeit  daftir,  dass  P  noch  lebt,  Q  aber  verstorben  ist,  ist 

ax    \  ay  )' 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  beide  verstorben  sind,  ist 

».-(■- "^)  ('- "f*)  ■ 

4.  Halbirt  man  die  Anzahl  üx  der  das  xte  Jahr  vollendenden  Personen 
und  sucht  das  Lebensalter  5  auf,  welches  von  ^ax  Personen  erreicht  wird,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  a; jährigen  Person,  das  ?te  Lebensjahr  zu  vollenden, 
gleich  1  :2;  man  bezeichnet  daher  \  als  die  wahrscheinliche  Lebensdauer 
einer  gegenwärtig  x  Jahre  alten  Person. 
So  ist  z.  B.  für  eine  männliche  Person 

a^^  =  51372,       ^df3  5  =  25686. 
Die  letztere  Zahl  liegt  zwischen  den  beiden  zu  63  und  64  Jahren  gehörigen 

«6  3  =  26658,        «6  4  =  25378. 
Man  denkt  sich  nun  die  bei  den  0^3  Personen  im  Laufe  des  64.  Lebensjahres 
eintretenden  Todesfälle  auf  das  Jahr  gleichmässig  vertheilt;  unter  dieser  Voraus 
Setzung  würden 

^6  3  —  i^3r,  =  26658  —  25686  =  972 
Personen  vom  64.  Lebensjahre  noch  den  Bruchtheil 


^«8--i^3:>         972    ^ 
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verleben;    daher  ist  die  wahrscheinliche  Lebensdauer  einer  im  36.  Lebensjahre 

stehenden  Person 

63,76 . 

5.  Zum  Zwecke  einer  vereinfachten  Berechnung  der  Tafeln  für  Renten- 
versicherungen wurde  bereits  im  Jahre  1724  von  Moivre  der  Versuch  gemacht, 
eine  Formel  aufzustellen,  welche  die  Zahlen  ax  als  Function  des  Lebensalters 
angiebt;  gestützt  auf  die  älteste  von  Hallev  1693  entworfene  Sterblichkeitstafel 

schlug  MorvRE  die  Formel  vor 

<j,r  =  86  —  X  , 
durch  welche  die  Zahl  derer  angegeben  werden  sollte,  welche  von  86  gleichzeitig 
Geborenen  das  xtt  Lebensjahr  erfüllen. 

Weder  dieser  Versuch,  noch  eine  grössere  Anzahl  nachfolgende  Versuche 
können  als  gelungen  bezeichnet  werden. 

Von  einer  berechtigten  theoretischen  Grundlage  ausgehend,  kam  Gompertz 
zu  einer  Formel,  die  zwar  noch  nicht  die  Tabellen  genügend  deckte;  es  gelang 
aber  im  Anschlüsse  an  Gompertz's  Grundgedanken  Makeham  und  Lazarus,  das 
GoMPERTz'sche  Gesetz  so  zu  ergänzen,  dass  die  Sterblichkeitstafeln  mit  völlig 
genügender  Genauigkeit  dadurch  dargestellt  w«xlen. 


93*  Kenleii-,  Ldseni-  aoA  Audcocr-Vcnldienv^f. 

6.  Nach  GoiiPERTZ*)  denkt  man  sich  den  Widenfcaad  einer  groaien  AaaU 
gleichaltriger  menschlicher  Oiganismen  g^^  die  ZetstOning  mit  der  Zeit  der- 
gestalt abnehmend,  dass  er  im  Verlaufe  jedes  verschwindend  kleinen  Zeitelemcnies 
sich  auf  denselben  Bruchtheil  des  ursprünglichen  Betrags  vermindert.  Setst  mai 
den  anfiinglichen  Betrag  dieses  Widerstandes  w,  und  nimmt  an,  dass  dendbt 
bis  zum  Ende  des  ersten  Zeitelementes  auf  pw  (/  <  1)  heimbgesonken  ist,  so  ist 
er  am  Ende  des  8.,  8.|  4.,  .  .  .  siten  Zeitelementes 

wp ,    wp^ ,    wp^  »  .  .  .  •/" . 

Nimmt  man  an,  dass  eine  Zeiteinheit  (Jahr)  n  Elemente  enthalte,  und  das 
am  Ende  eines  Jahres  der  Widerstand  den  Betrag 

habe,  so  ist 

und  nach  x  Jahren  ist  der  Widerstand 

Das  Reciproke  der  Widerstandskraft  bezdchnet  Goiipkrtz  als  Todetknl^ 
und  nimmt  an,  dass  die  Anzahl  derer  von  a^r^jährigen  Personen»  die  im  nidHtti 
Zeitelemente  dx  sterben,  durch  das  Produkt  von  ix  mit  üx  und  der  Todesbii 
gewonnen  werde,  also  den  Betrag  habe 

üx 


WPyf 


dxm 


Ersetzt  man  hier  1  :  w  und  1  :  p^  bez.  durch  i  und  f ,  so  erhält  man 

^jt  *  hq*dx . 

Diese  Anzahl  ist  aber  auch,  wenn  man  die  Sterblichkeitsliste  für  venchwmdnl  1 
kleine  Intervalle  daigestellt  denkt,  entgegengesetzt  gleich  dem  Difierentiale  i^. 

Daher  hat  man  die  Differentialgleichung 

dax  =  —  <ijr  •  hq'dx . 
Aus  derselben  ergiebt  sich  sofort 

lax  =  —  r"  •  ^"^  "+"  Const 
und  daher 

1.  öj.  =  ^«  äV, 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

K  ^  e   iq . 

Bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  c,  K  und  q  verträgt  sich  das  GoMPERTz'sdie 
Gesetz  (1.)  sehr  gut  mit  den  vorhandenen  Sterblichkeitstafeln  ftif  die  Lebens- 
jahre 20  bis  60,  ergiebt  aber  stärkere  Abweichungen  für  die  Sterblichkeit  im 
früheren  und  im  späteren  Alter. 

7.  Um  diese  Abweichungen  zu  beseitigen,  nahm  Makeham  neben  der  von 
GoMPERTZ  eingeführten  vom  Alter  abhängigen  Todeskraft  noch  eine  während  des 
ganzen  allmählichen  Absterbens  des  Complexes  von  gleichaltrigen  Personen 
beständig  wirkende  an. 

Wird  dieselbe  mit  ß  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

—  da,  =  üx  \^dx  -h  j-  qA  dx , 

und  hieraus  folgt 

ax  =  cK^'^h', 
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wenn  man  ^~?  durch  h  ersetzt.  Dieses  Gesetz  ist  als  das  GoMPERTZ-MAKEHAM*sche 
Sterblichkeitsgesetz  bekannt.  Dasselbe  stellt  sehr  gut  die  Sterblichkeit  vom 
15.  Lebensjahre  an  aufwärts  dar. 

Um  auch  für  die  ersten  15  Lebensjahre  Uebereinstimmung  zwischen  dem 
Cresetze  und  den  Tabellen  zu  erzielen,  ergriff  Lazarus  (1867)  das  Auskunftsmittel, 
zu  der  veränderlichen  Todeskraft 

noch  andere  mit  abweichendem  Dignanden  zu  nehmen,  so  dass  die  Todeskraft 
dargestellt  wird  durch  die  Summe 

Es  erwies  sich  als  vollkommen  genügend,  diese  Reihe  auf  die  ersten  drei 

Glieder  zu  beschränken.  Wie  man  sieht,  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  man  e  /^, 
mit  H  bezeichnet 

Diese  letzte  Formel  stellt  bei  geschickter  Wahl  der  darin  enthaltenen  sechs 
Constanten  die  Zahlen  der  Sterblichkeitslisten  mit  durchaus  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit ftir  alle  Lebensalter  dar.*) 

§  2.    Zinseszins-  und  Rentenrechnung. 

1.  Ein  Kapital  vermehrt  sich  durch  Zinzeszins,  wenn  die  nach  einem 
bestimmten  Zeiträume  falligen  Zinsen  mit  dem  Kapitale  vereinigt  werden,  so  dass 
sie  im  nächsten  Zeitabschnitte  zu  gleichem  Zinsfusse  sich  verzinsen.  Wir  nehmen 
zunächst  an,  dass  die  Zinsen  alljährlich  kapitalisirt  werden. 

Ein  Kapital  c  bringt  in  einem  Jahre  zu  p\  die  Zinsen  r/:100,  wächst  also 
an  auf 


(^  +  ilö)  = 


c 
wenn  man  den  Discontfaktor 

^  100 
abkürzungsweise  mit  r  bezeichnet.     Das  Endkapital  er  des  ersten  Jahres  ist  das 
Anfangskapital  des  zweiten;  daher  ist  das  Endkapital  am  Ende  des  2.  Jahres 

er  »  r  ^=  cr^ , 
Mit  jedem  neuen  Verzinsungsjahre  tritt  ein  Faktor  r  hinzu ;  daher  wächst  das 
Kapital  c  durch  jährlichen  Zinseszins  in  n  Jahren  zu  p^  an  auf  das  Endkapital 
1.  k  ^  c  '  r»*. 

Wenn   das  Kapital    über  n  Jahre    hinaus   noch   sich  während  eines  echten 
Bnichtheils  /  eines  Jahres  verzinst,  so  wächst  es  auf  den  Betrag  an 

a.  >t  =  ^  .  r*  .  1 1  -^  7^1 ,       /  <  1 . 


{'^m)' 


Wie  man  sofort  sieht,  gelten  diese  Formeln  auch  dann,  wenn  die  Zinsen 
nicht  jährlich  kapitalisirt  werden,  sondern  wenn  andere,  kürzere  oder 
längere  Verzinsungsfristen  gelten;  nur  hat  man  dann  ftir  /  nicht  die  jährlichen 
Zinsen  auf  das  Hundert,  sondern  die  auf  die  Verzinsungsfrist  entfallenden  zu 
setzen    und   für   n   die   Anzahl    der   Verzinsungsfristen.     Wenn   also   z.   B.    die 


*)  ÄMTHOR,  Das  GoMPERTZ-MAKEHAM'sche  Sterblich keltsgcsets  und  seine  Anwendung  bei 
der  LebCDsyersicherungs-  und  Rentenrechnung.  Festschrift,  Herrn  Oberbürgermeister  Pfotenhaubr 
n,  8.  w.  gewidmet  vom  LehrercoUegium  der  Kreuzschule.    Dresden,  1874.    pag.  20. 
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Kapitalisirung  vierteljährlich  20  Jahre  lang  erfolgt,  und  das  Kapital  sich  za  5{ 
verzinst,  so  hat  man  in  den  Formeln  1.  und  2. 

r  =  1+  3^.       «  =  80 

ZU  setzen. 

In  dem  Faktor  1  -+-//:  100  hat  man  auch  in  diesem  Falle  für/  die  jährlichen 
Procente  zu  nehmen,  da  /  die  über  eine  ganze  Anzahl  von  Verzinsungsfristen 
hieraus  verzinste  Zeit  in  Bruchtheilen  eines  ganzen  Jahres  angiebt. 

2.  Die  Formel  No.  1,  2  löst  die  Aufgabe«  aus  dem  Anfangskapitale, 
dem  Zinsfusse  und  der  Zeit  das  Endkapital  zu  finden. 

Beispiel.    Verzinsen  sich  8500  Mark  durch  halbjährlichen  Zinseszins  zu  4} 

12  Jahre  8  Monate  lang,  so  ist 

c  =  8500,       r  =  1,02,      n  =  25, 

1  //  4 

'  =  6  '       ^  "^  TÖÖ  ='^  "^  6ÖÖ  =  ^'^^^  •  •  •  ' 
daher  ist 

k  =  8500  .  1,0225  .  1,00667  =  14038. 

Das  Anfangskapital  ergiebt  sich  zu 

3.  Sind  r,  k  und  n  gegeben  und  /  =  0,  so  findet  man  den  Discontfaktor 

und  hieraus  den  Zinsfuss. 

Ist  /  von  Null  verschieden,  so  liefert  die  Gleichung  1.  eine  erste  An- 
näherung /j   zur  Bestimmung  des  Zinsfusses.    Da  1 1  -h  -r^.  1  gegen  r«  nur  kleb 

ist,  so  wird  dieser  Faktor  ziemlicii  genau  erlialten,  wenn  man  p  durch /j  ersetzt 
Man  erhält  mit  Benutzung  dieses  Werthes  eine  zweite  Annäherung  p^  aus 

und  in  gleicher  Weise  weitere  Näherungswerthe 


^2 


Dabei  ist,  wie  man  sofort  sieht 

^2    <  /s    <  /l  » 


Hieraus  folgt,  dass  die  Näherungswerthe 

/p  p2>  /a»  /4'  •  •  • 
sich  einer  bestimmten  Grenze  nähern;  auf  so  viele  Decimalstellen  zwei  folgende 

Näherungswerthe  übereinstimmen,  auf  ebenso  viele  Stellen  stimmen  sie  mit  dem 
p^csucliten  Zinsfusse  /  überein. 

Beispiel.    Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,  zu  welchem  20000  Mark  bei  jährlichem 
Zinseszins  in  IH  JaV\T^Tv  4  Mowaitew  auf  43000  Mark  anwachsen? 
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Hier  ist  c  =  20000,     k  =  43000,     «  =  18,     /  =  i-     Man  erhält 

r,  =*V2n3ÖÖ  =  1,0435, 

1  -^  ^  =  1,0145,      r,  =  ri  :*VXÖl45  =  1,0426, 

1  -+-  j-^  =  1,0142,       r,  =  rj  :'yT;öl42  =  1,0426. 

Da  r^  und  r  .^  bis  auf  fünf  Ziffern  übereinstimmen,  so  folgt  mit  einer  Genauig- 
keit bis  auf  die  Hundertel 

/  =  4,26. 

4.  Zur  Bestimmung  der  Zeit  aus  r,  k  und  p  bildet  man  die  Gleichung 

nlogr  -+-  log\\  -h  j^j  =^  logk  —  logc. 
Da 

^  ^  100  ^      ' 

so  ergiebt  sich  n  aus  dieser  Gleichung  als  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

{log  k  —  logc):  iogr, 
der  Divisionsrest  ist 

und  liefert  den  Zeitrest  /. 

Beispiel.  In  wie  viel  Jahren  wächst  ein  Kapital  durch  jährlichen  Zinseszins 
zu  4^}  auf  den  3 fachen  Betrag  an? 

Aus    Ä?^(>&:^)  =  0,47712,    Ä?^r  =  0,01912    folgt 

logikic)  =  1\^  logr  -^  0,01824,     also     n  =  24. 

Da  nun  0,01824  =  log  1,0429, 

und  4,29  :  4,5  =  0,95, 

so  ergiebt  sich  als  Antwort  24,95  Jahre. 

5.  Bezeichnet  man  mit  /  die  Verzinsung  auf  Hundert  und  ein  Jahr,  und 
werden  die  Zinsen  am  Ende  jedes  ^»ten  Theiles  eines  Jahres  kapitalisirt,  so  ist 
nach  «Jahren  das  Endkapital 

Wächst  m  unendlich,  werden  also  die  Zinsen  continuirlich  kapitalisirt,  so 
erhält  man 

Von  der  Annahme  einer  continuirlichen  Kapitalisirung  macht  man  bei  einigen 
Aufgaben  mit  Vortheil  Gebrauch. 

6.  Wenn  man  sich  für  n  auf  eine  ganze  Anzahl  von  Jahren,  bez.  auf  eine 
ganze  Anzahl  solcher  Zeitabschnitte  beschränkt,  nach  deren  Verlauf  die  Zinsen 
kapitalisirt  werden,  so  giebt  die  Formel 

>&  =  ^  .  r« 
sowohl  den  Werth  an,  den  ein  Kapital  c  nach  Verlauf  von  n  Jahren  erreicht, 
als  den  Werth,  den  ein  vor  n  Jahren  ausgeliehenes  Kapital  haben  musste,  um 
bis  jetzt  zu  dem  Betrage  k  anzuwachsen,  wenn  nur  in  diesem  Falle  die  Zahl  n  — 
entsprechend  einer  Zeitbestimmung  in  der  Richtung  der  Vergangenheit  —  negativ 
gerechnet  wird. 

Soweit  es  sich  um  Kapitalien  handelt,  bei  denen  für  die  in  Frage  kommenden 
Zeitabschnitte  eine  Vermehrung  durch  Zinseszins  bei  gleichbleibendem  Zinsfusse 
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stattfindet,  hat  man  sich  den  Werth  eines  Kapitals  in  -stetiger  Verlndeniiig 
begriffen  zu  denken;  der  nach  Ablauf  einer  ganzen  positiven  oder  negitivcB 
Anzahl  von  Jahren  erreichte  Werth  einer  Summe,  die  heute  c  Maik  bebigt;  iit 

Diesen  Werth  k  bezeichnet  man  als  den  Zeitwerth  der  Summe  c,  und  zw 
als  den  Vorwerth  oder  Nachwerth,  je  nachdem  n  positiv  oder  negativ  irt. 

7.  Anstatt  eine  Zahlung  c  zu  einer  bestimmten  Zeit  zn  leisten, 
kann  man  an  einem  um  »(positive  oder  negative)  Jahre  davon  entfernten 
Zeitpunkte  den  für  diesen  Zeitpunkt  berechneten  Zeitwerth  von  c, 
d,  l  £  '  r^  zahlen;  handelt  es  sich  um  .einen  Vorwerth,  so  kann  der  Gläubiger 
vom  Schuldner  billigerweise  nicht  mehr  verlangen;  im  Falle  eines  NachveiAi 
muss  der  Gläubiger  so  viel  verlangen,  wenn  er  nicht  Schaden  haben  soll 

Aus  diesem  Grundsatze  ergiebt  sich  sofort  folgende  Regel  für  dieAeqnt- 
Valenz  von  Zahlungen: 

Eine  Reihe  Zahlungen,  die  zu  bestimmten  Zeiten  zu  leisten  sind, 
kann  durch  eine  andere  Reihe  von  Zahlungen,  die  zu  anderen  be- 
stimmten Zeiten  geleistet  werden,  ersetzt  werden,  wenn  nur  für  beide 
Reihen  von  Zahlungen  die  für  einen  beliebig  gewählten  Zeitpnnkt 
berechneten  Summen  der  Zeitwerthe  einander  gleich  sind. 

Hat  man  nach  /|,  /,,  /,,...  /r  Jahren  die  Sunmien  a,,  a^,  a,,  .  .  .  d^a 
bezahlen,  so  kann  man  dafür  nach  t|,  t^,  t,,  ...  t«  Jahren  die  Summen  a^,  tp 
O3, . . .  dl  zahlen,  wenn  die  für  das  Ende  des  rten  Jahres  berechneten  Zeitweithe 
gleich  sind 

Wenn  diese  Gleichung  für  irgend  einen  Werth  von  t  identisch  ist,  so  ist  ei 

auch  für  jeden  andern;  denn  wenn  man  t  durch  eine  andere  2^hl  9  ersetzt,  90 
ändern  sich  alle  Glieder  der  Gleichung  um  denselben  Faktor 


X.  Werden  mehrere  gleiche  Zahlungen  R  (Renten)  in  jährlichen  Zwischen- 
niumen  im  Ganzen  «mal  geleistet,  so  ist  deren  Werth  bei  Auszahlung  der  letzten 
Rente 

S  =  ^r*»-!  -h  ^r*-2  ^  .  .  .  4.  ^^  -jl  ^ , 

r  —  1 
Da     r  —   1   =  y>  :  100,     so  hat  man  schliesslich 

Dieselbe  Formel  ist  auch  dann  verwendbar,  wenn  die  Rente  nicht  jährlich 
ge/alilt  wird,  sobald  dabei  die  Zinsen  nicht  jährlich  kapitalisirt  werden,  sondern 
an  denselben  Terminen,  an  welchen  die  Renten  zahlbar  sind;  der  Zinsfuss  / 
hat  dann  eine  entsprechend  veränderte  Bedeutung. 

Werden  z.  B.  20  Renten  von  je  1500  Mark  in  vierteljährlichen  Abständen 
bezahlt,  und  die  Zinsen  zu  5#  vierteljährlich  ka])italisirt,  so  ist  der  Zeitwerth  aller 
Renten  bei  der  Auszahlung  der  20ten 

0.    Wird  ein  Kapital  C\Mlse)  zu  jährlichem  Zinseszins  zu  p^  angelegt,  tmd 
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von  demselben  in  jährliclien  Abständen^  beginnend  ein  Jahr  nach  Anlegung  der 
Mise,  eine  Rente  R  bezogen,  so  ist  der  Kassenbestand  K  unmittelbar  nach  der 
Auszahlung  der  «ten  Rente  vermehrt  um  den  Zeitwerth  aller  n  Renten  gleich 
dem  Zeitwerthe  der  Mise,  alles  berechnet  für  die  Auszahlung  der  letzten  Rente. 
Daher  hat  man  die  Gleichung 

C.  r'^  =   — - — (r«— 1)  -+-  AT. 
/ 

Je  nachdem  R    -  -p^t  ,      ist  K  =  C, 

<i  Cp  <z 

HK  In  letzterem  Falle  kann  eine  vollständige  Verzehrung  der  Mise  eintreten; 
aus  der  Bedingung  A'  =  0  ergiebt  sich  folgender,  als  Rentengleichung  be- 
zeichneter Zusammenhang  zwischen  C,  R,  p  und  /i 

Cr»  =  — - — (r«  —  1). 


Hieraus  folgt 

lOORf^         \\ 


die  Mise  C  = 


die  Rente  ^  ==  ^^^  :  (,  _  1)  . 

11.  Eine  gegebene  Mise  C  kann  durch  eine  gegebene  Rente  R  bei  gege- 
benem Zinsfusse  /  im  Allgemeinen  nicht  vollständig  aufgezehrt  werden;  die 
Auszahlung  von  Renten  wird  solange  erfolgen,  bis  ein  Kassenbestand  IC  übrig 
ist,  der  mit  den  einjährigen  Zinsen  zusammen  weniger  als  R  beträgt.  Man  hat 
alsdann  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  grösstmögliche  Anzahl  von  Renten,  sowie  den 
nach  Auszahlung  der  letzten  Rente  verbleibenden  Kassenrest  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  No.  9  ergiebt 

folglich  ist 

1.  n/^gr  +  /og(^l  -  ^)     =  %  (l  -  j2x)   '• 

Nach  der  Voraussetzung  ist 


Hieraus  folgt  die  Ungleichung 


r 


d.  i. 


100^    ^   lOOr'  ••   ^    100  4-  y>  • 

Hieraus  folgt 

_  ^p_  100  .  J_ 

lOOr   ^  100  -h  / '     a.  I.  >  ^  . 

Nach  Gleichung  1.  wird  daher  //  als  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

gefunden;  der  Divisionsrest  ist 

und  dient  zur  Bestimmung  des  Kassenrestes  AT. 

Beispiel.  Eine  Rentenanstalt  gewährt  für  eine  bei  Vollendung  des 
18.  Lebensjahres  eingezahlte  Summe  von  344,28  Mk.  vom  Ende  des  50.  Lebens- 
jahres  an   lebenslänglich   jährlich   100  Mk.  Rente;    auf  wie  viele  Jahre  ist  dec 


I 
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Genus5  der  Rente  berechnet  und  wie  gross  ist  nach  Verlauf  dieser  Zeit  der 
Kassenrest,  wenn  die  Gesellschaft  die  Verzinsung  su  4^  ansetzt? 

Die  Mise  betrügt 

844|28-1,04<^ 
Daher  ist 

_Ct_  „  844.28.1,0*»». 4 

lOOÄ  10000  ".«M«» . 

Hieraus  folgt 

Die  Division  durch  hgr  »  0,01703  eigiebt 

n  «  15,    hg  (l  -  1^)"^-  0.01571 , 

also-  K  «  8,68  •  i? :/  »  93 . 

12.   Um  /  zu  bestimmen,   ersetzt  man  in  der  Rentengleichang  /  dnidi 
100(r  —  1)  und  erhält 

woraus  die  Gleichung  iür  r  hervorgeht 

Cr*H-i  —  (C-*-  Ä)r"  -h  -*  =«  0 ,    oder 

In  diese  Gleichung  setzt  man  versuchsweise 

/  »        l;       2;       8;       4;       5, 

also  r  «  1,01;  1,03;  1,08;  1,04;  1,05;  .  . 

und  setzt  diese  Versuche  so  lange  fort,  bis  man  zu  zwei  auf  einander  folgendes  1 
Werthen  p^  und  /o  von  /  gelangt,  flir  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung  1,    | 
die  wir  abkürzungs weise  mit  y  bezeichnen  wollen,  entgegengesetzte  Werthe  erbalt 
Man  kann  r  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  eines  Punktes  betrachten.     Die  Cum 

schneidet  alsdann  die  Abscissenachse  in  einem  zwischen  rj  und  r^  gelegenen 
Pimkte.  Man  erhält  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  angenähert,  wenn  man  den 
zwischen  den  Abscissen  r^  und  r^  enthaltenen  Curvenbogen  mit  der  durch  seine 
Enden  bestimmten  Sehne  verwechselt.  Die  Abscisse  r,  des  Schnittpunkts  da 
Sehne  mit  Abscissenachse  erhält  man  aus  der  Proportion 


«  •  • 


A 


d.  i.     (r j  ^r^\(r^—  r,)  =  y^^ : jr, . 
Hieraus  folgt 

—  ^t  —  ^1 

wenn  y^    den   absoluten    Werth  von 
P^P^  bezeichnet. 

Hierauf  berechnet  man  die  zu  Tj 

gehörige  Ordinate  ^„  und  wiederhat 

dann  dasselbe  Verfahren,  indem  nao 

^-  ^^^'*  y^  mit  derjenigen  der  beiden  OnÜDSten 

P^P^  und  P*^P%   zusammen  nimmt,  welche  mit  y<^  nicht  dasselbe  Vorzeichen 

hat  u.  s.  w.  bis  man  durch  diese  fortgesetzte  Interpolation  zu  einem  Weithe  r  gelangt 

ist,  flir  welchen  der  i\ig|&Vvön%^\V^tüv  votvy  hinlänglich  genau  mit  Null  übereinstiount 
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Beispiel.     Für  C  =  280(K»,  R  =  3000,  n  =  12  erhält  man 

^=  0,10714; 

für  /  =  3;      4;      5; 

folgt  >'=-+-  0,00299;      -f-  0,00034;      —  0,00349. 

Ersetzt    man   in  der  fllr  r^  gegebenen   Interpolationsformel   r^  —  r,    durch 
0,01,  j^i  durch  0,00034,  ^'j  durch  0,00349,  so  erhält  man 

r,  =  1,0489. 

Der  zugehörige  Werth  von  >'  ist  -+-  0,00001,  also  mit  Null  hinlänglich  genau 

übereinstimmend.     Daher  ist 

/  =  4,89. 
13.  Wenn  die  am  Ende  jedes  Jahres  zahlbare  Rente  R  durch  m  gleich 
grosse  in  gleichen  Zwischenräumen  zahlbare  Renten  R'  ersetzt  werden  und  die 
erste  Zahlung  1  :  m  Jahr  nach  Einlegung  der  Mise  erfolgen  soll,  so  hat  man  R* 
so  zu  wählen,  dass  die  Summe  aller  Einzelzahlungen  R\  jede  vermehrt  um  die 
bis  zum  Jahresschlüsse  von  ihr  gebrachten  Zinsen,  gleich  der  jährlichen  Rente  R 
ist.     Man  hat  daher  die  Gleichung 

pR' 

=  mR'  ^-  f5ö^O-^-2^-..-^w— 1), 


=  ^'  ^w  -h  /  .  ^^  j  . 


BeispieL   Soll  die  Rente  R^  vierteljährlich  bezahlt  werden  und  ist  ^  =  5,  sd  ist 

R  =  ^^^R\    ^'  =  0,24540  •  R . 

14.  Für  manche  Aufgaben  aus  dem  Versicherungswesen  ist  die  Betrachtung 
einer  continuirlichen  Rente  unter  gleichzeitiger  Anwendung  continuirlicher 
Capitalisirung  der  Zinsen  von  Bedeutung.  Bei  continuirlicher  Verzinsung  (No.  5) 
wächst  die  Einheit  des  Kapitals  in  jcjahren  an  auf 

wenn  e^^^^  mit  v  bezeichnet  wird. 

Bezeichnet  p  die  Summe  aller  der  Beträge  (ohne  Rücksicht  auf  Zeitwerth), 
die  während  einer  Zeiteinheit  als  Rente  gewährt  werden,  so  ist  die  in  dem  Zeit- 
clemente  dy  erfolgte  Rentenzahlung 

und  daher  der  Werth  der  ih  jc Jahren  bezahlten  continuirlichen  Rente,  berechnet 
für  den  Zeitpunkt  der  Auszahlung  der  letzten  Rente 


-/ 


v'^dx  =  — -^  (if'  —  1) . 


0 

Die  Summe  R  der  Zeitwerthe  aller  im  Laufe  eines  Jahres  gezahlten  Renten, 
für  das  Ende  des  Jahres  berechnet,  entsteht  hieraus,  wenn  man  x  =  1  setzt; 
man  erhält 

Durch  Division  ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

v^  —  1 

o    ^=  R  • r-  . 

V  —  1 


940  Renten-i  Lebens-  nuA  Auwtcwir  Vriwiflif ning. 

Die  unmittelbar  vor  Beginn  der  Anssahlung  dieser  Rjente  dngeäihke'lllMC 

hat  sich  in  jr  Jahren  vermehrt  auf 

Cv. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  für  S  gegebenen  Werthe,  so  eifaSk  mm  dk 

Rentengleichung  für  den  Fall  der  continuirlichen  Rente 

»*—  1 

15.  Die  Zurückzahlung  (Tilgung,  Amortisation)  einer  Anleihe  € 
erfolgt  in  der  Regel  so,  dass  der  Schuldner  (Staat,  Gemeinde,  Actieifgndl- 
schaft  u.  s.  w.)  eine  bestimmte,  unveränderliche  Summe  H  alljSlulich  aaf  ¥» 
zinsung  und  Zurückzahlung  verwendet;  was  man  von  dieser  Somme  nicht  m 
Bezahlung  der  Zinsen  auf  den  noch  nicht  zurückgezahlten  Theil  der  AmVM 
braucht,  wird  zur  Zurückzahlung  eines  Theils  der  Schuld  verwendet. 

Der  Zusammenhang  zwischen  C,  H,  dem  Snsfosse  /  nnd  der  Daner  m  der 
Amortisation  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  man  die  Gesammtfaeit  da 
Gläubiger  als  einen  Rentengläubiger  ansehen  kann,  der  jähiiich  die  Sumoie  i 
so  lange  erhält,  bis  das  Kapital  C  aufgezehrt  ist  So  lange  nur  die  Zinsen  do 
Kapitals  an  die  Gläubiger  bezahlt  werden,  ändert  sich  die  Schuld  nicht;  diki 
ist  die  Schuld  C  die  Mise  für  die  Rente  X  und  man  hat 

Hat  num  ein  System  von  zusammengehörigen  Werthen  C^  R^  p  ond  «  » 
mittelt,  so  gilt  es  nun,  den  Tilgungsplan  zu  entwerfen;  in  demselben  irtss» 
gebien,  wie  viel  jährlich  zur  Verzinsung  des  Anleiherestes  und  wie  vid  m. 
Tilgung  zu  verwenden  ist.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  die  Schuld  in  Ab- 
schnitte (Staatsschuldscheinei  Prioritätsobligationen  u.  s.  w.)  zerlegt  ist,  von  deoa 
wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  sie  alle  auf  den  gleichen  Betrag  A 
lauten. 

Man  hat  bei  der  ersten  Tilgung  noch  die  Zinsen  der  ganzen  Anleihe  za 
bezahlen,  also  pC\  100,  und  kann  daher  zur  Tilgung  verwenden 

""         100' 
Ist  ^1  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

\^    loo;  •  "^ ' 

und  pi  der  Rest,  so  werden  q^  Schuldscheine  im  Gesammtbetrage  q^A  getilgt, 
und  der  Rest  pj  zm  p%  verzinslich  angelegt.  Am  Ende  des  zweiten  Jahres  hat 
man  die  Zinsen  auf 

C  —  qiA 
zu  bezahlen;  zur  Tilgung  ist  daher  verfügbar 

^  -  {C-q^A) 
und  ausserdem  noch  der  durch  die  Zinsen  eines  Jahres  vermehrte  Tilgungsrest  p,, 
also  zusammen 

R  —  {C—q^A)  -t-  pir. 
Man  tilgt  hiemach  am  Ende  des  2.  Jahres  so  viele  {q^  Schuldscheine,  als 
die  ganze  Zahl  des  Quotienten  beträgt 

\jt  -  (C-q^A)  -h  Hr]:A 
und  überträgt  den  Rest  v%  ^>^^^  ^^  tÄ.OcÄ\&  ^^\. 

Dieses  Verfahtetv  \st.  \>\ä  i>ax  No>\'&\2axvei\%tTs.'\*'^^  Ks^ss^^  v^>^K>ftjbff9bu^K^ 
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Den  Tilgungsresten,  die  jedes  Jahr  in  den  Händen  des  Schuldners  bleiben, 
hen  gleich  grosse,  noch  ungetilgte  Beträge  in  den  Händen  der  Gläubiger 
^cnüber;  die  flir  die  letzteren  zu  zahlenden  Zinsen  gleichen  sich  gegen  die  zu 
msten  des  Schuldners  verzinsten  Tilgungsreste  aus,  so  dass  durch  die  Tilgungs- 
»te  der  Abschluss  der  ganzen  Tilgung  nur  insoweit  beeinträchtigt  werden  kann, 
durch  die  von  Jahr  zu  Jahr  zu  berechneten  Zinsen  der  Tilgungsreste  eine  Un- 
nauigkeit  in  den  letzten  Stellen  hervorgerufen  werden  kann,  die  indess  als  un- 
sentlich  zu  betrachten  ist. 

Beispiel.  Eine  Anleihe  von  50000  Mark  soll  durch  10  gleiche  jährliche 
hlungen  zu  4J  verzinst  und  getilgt  werden;  wie  viel  ist  jährlich  hierfür  aufzu- 
;nden  und  wie  gestaltet  sich  der  Tilgungsplan,  wenn  die  Schuld  in  5(X)  Ab- 
hnitte  von  100  Mark  eingetheilt  ist? 

Aus  der  Gleichung 

100  V  r^) 

gt  R  =  G164,6  . 

Die  Zinsen  der  Anleihe  betragen  2000  Mk.;  aus  der  Differenz 

6164,6  —  2000  =  4164,6 
a^iebt  sich,  dass  41  (^j)  Schuldscheine  getilgt  und  64,6  Mk.(pi)  Tilgungsrest  auf 
s  nächste  Jahr  übertragen  werden.  —  Am  Ende  des  2.  Jahres  sind  zu  ver- 
isen  r>00  —  41  ==  459  Schuldscheine,  also  an  Zinsen  auszugeben  183fi,0  Mk.; 
.  pj  durch  die  Zinsen  eines  Jahres  auf  67,2  Mk.  anwächst,  so  verbleiben  zur 
Igung 

6164,6  -h  67,2  —  1836,0  =  4395,8. 

Folglich  werden  am  Schlüsse  des  zweiten  Jahres  43  Schuldscheine  getilgt 
id  95,8  Mk.  auf  das  nächste  Jahr  übertragen. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan.  In  der  Spalte 
apitalrest  ist  angegeben,  welches  Kapital  im  nächsten  Jahre  zu  verzinsen  ist. 

Ende  des 
Jahres 


Zinsen 


Tilgung     I    Kapiuilrest 
in  Stücken  zu  100  Mark 


Tilgungsrest 


1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


2000 

41 

1836 

43 

1664 

46 

1480 

46 

1296 

49 

1100 

51 

896 

52 

688 

55 

468 

57 

240 

60 

459 
416 
370 
324 
275 
224 
172 
117 
60 


64,6 
95,8 

0,2 
84,8 
56,8 
23,7 
93,3 
73,7 
73,2 

0,7 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
i 

8 

9 

10 


Der  schliessliche  Kapitalbestand  (0,7  Mk.)  lässt  sich  nur  dadurch  herabdrücken, 
ISS  man  die  Rechnung  mit  grösserer  Genauigkeit,  als  hier,  durchführt;  ist 
)er  praktisch  ganz  ohne  Bedeutung. 

1 6.    Den  in  der  ungleichmässigen  Gütervertheilung  wurzelnden  sozialen  Miss- 
änden  kann  man  unter  anderem  dadurch  entgegenarbeiteu,  dass  man  die  An- 
immlung   grosser,    milden   Zwecken   aller   Art   bestimmter  Kapitaliea  itv  d&'cv 
änden  von  Staats-  oder  Gemeindeverwaltungen  odet  voxv  %^«tcv€\xvxv^VLv%^xv^^^- 
nen   möglichst    befördert.     Je    mehr    es    d\e  SiaÄXst^^\eT>\x\%««v  ^\   «vxv^  ^^^^ 


'i'- 
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wesentlichen  Aufgaben  anseheni  die  NodiBtinde  in  den  anfentieii  Volkificiiktei 
durch  Ausdehnung  der  Haftpflicht  der  AibdtBeber,  daich  ESnftBiiimg  diSgt '' 
torischer  Kranken-  und  Invalidenversicherung  mfiglichit  ahaEOSchwidien,  u  ss ; 
mehr  werden  dann  die  der  Wohltfaittigkeit  zugewiesenen  Stütnngsgekler  xiir  Am 
gleichung  bei  Nothlagen  auch  in  den  übrigen  BevOlkerungsM^hichten»  zur  Uttbef- 
Stützung  von  Lernenden  aller  Art,  zur  Beihttlfe  in  Krankheitsfitllen,  cor  GewAing 
von  Asylen  für  vereinsamte  oder  der  sittlichen  Anleitung  bedürftige  Personen  o.  s.« 
verwendbar  sein. 

Die  Grundlagen  zur  Ansammlung  grosser  Kapitalien  zu  diesen  Zweckm 
müssen  nach  wie  vor  durch  Schenkungen  und  Vermichtniase  erfolgen. 

Es  können  leicht  Mittel  angegeben  werden,  durch  welche  solche 
Kapitalien,  ohne  wesentliche  Beeintrftchtigung  des  Zweckes,  sn  des 
sie  gestiftet  worden  sind,  zur  Kapitalvermehrung  benutzt  werdn 
können. 

Als  einfachstes  Mittel  empfiehlt  es  sich,  dass  flir  die  Verwaltungen  vai 
Stiftungen  folgende  Grundsätze  angenommen  werden: 

A.  Man  behält  sich  bei  der  Uebernahme  jedes  für  milde  Zwecke 
gestifteten  Kapitals  vor,  dessen  Zinsen  nicht  sofort  iai  Sinne  da 
Stiftung  zu  verwenden,  sondern  es  zuvor  während  einer  Reihe  vsa 
Jahren  durch  Zinseszins  sich  vermehren  zu  lassen. 

Es  würde  sich  empfehlen,  diese  Wartezeit  der  Kapitalien  im  AllgmeiMi 
vorher  zu  bestimmen,  etwa  so,  dass  man  5  oder  10  Jahre  wählt,  je  nacbdeai  ci 
mehr  oder  weniger  dringend  erwünscht  ist,  dass  die  Zinsen  des  Kapitals  Maaf^ 
gemäss  verwendet  werden. 

B.  Nach  Ablauf  der  Wartezeit  wird  nicht  der  ganze  Zinsertrsf 
des  Kapitals  stiftungsgemäss  verwendet,  sondern  nur  ein  bestimmter 
Bruchtheil  desselben,  etwa  zwei  Drittel;  das  letzte  Drittel  dient  xar 
Kapital  Vermehrung. 

C.  Der  zur  Kapitalvermehrung  dienende  Bruchtheil  der  Zinses 
wird  zunächst  für  eine  bestimmte  Reihe  von  Jahren  der  Stiftung 
zugewiesen,  aus  welcher  er  fliesst.  Die  Verwaltung  behält  sich  das 
Recht  vor,  nach  Ablauf  dieser  Zeit  den  genannten  Betrag  nach 
freiem  Ermessen  anderen  milden  Stiftungen  zuzuführen. 

Nimmt  man  an,  dass  Stiftungsgelder  nach  Abzug  der  Verwaltungskosten  eine 
Verzinsung  von  4,25^  zulassen,  so  wächst  ein  Kapital  C  in  5  bez.  in  10  Jahren 
an  auf 

Ä'  =  1,0425»  .  C,    bez.     1,042510  .  C, 
d.  i.  auf  den  1,23 fachen,  bez.  l,52fachen  Betrag. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  nach  5jähnger  Wartezeit  das  Kapital  berdts  im 
G.  Jahre  zu  |  •  4,25  =  2,83J  nur  um  den  10.  Theil  weniger  stiftungsgemäss  ve^ 
wendbare  Zinsen  bringt,  als  wenn  es  ohne  Wartezeit  sofort  die  vollen  Zinsen  a 
4,258  ^^  ^i^  Stiftung  abgeworfen  hätte;  nach  10 jähriger  Wartezeit  betragen  cBc 
Zinsen  im  11.  Jahre  zu  2,83^  ebensoviel  wie  die  des  ursprünglich  gestifteten 
Kapitals  zu  4,3^. 

Wird  der  dritte  Theil  des  jährlichen  Zinsbetrags  zur  Kapitalvermehrui^  ns- 
wendet,  so  wächst  das  Kapilal  durch  Zinseszins  zu  4,25  :  3  =  1,417^. 

Nach  Ablauf  von  »  +  5  bez.  n  +  10  Jahren  nach  der  Stiftung  erreidit  das 
Kapital  bei  5.  bez.  10 jähriger  Wartezeit  den  Betrag 

IM'Ä^^  •  \M^V>  •  C  ,   \i^x.    \fA^V^  ^  U0U17*  .  C. 
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Die  folgende  Tafel  enthält  für  einige  Werthe  von  n  die  Faktoren,  mit  denen 
man  C  multipliciren  muss,  um  den  Endwerth  nach  «jähriger  stiftungsgemässer 
Verwendung,  (d.  i.  «  -H  o  bez.  «  -h  10  Jahre  nachdem  das  Kapital  gestiftet 
wurde)  zu  erhalten: 

n  I     40    1    GO    I    80    !    100       120   1    180   ! 


5  Jahre  Wartezeit 
10  Jahre      „      „ 


2,229 
2,062 


2,804 
3,527 


^,795 
4,073 


5,02s 
6,192 


6,606 
8,203 


15,50 
19,08 


Wenn  man  es  nicht  räthlich  finden  sollte,  die  vorgeschlagene  auf  Kapital- 
vermehrung gerichtete  Verwaltung  von  Stiftungsgeldem  ganz  allgemein  einzu- 
führen, so  könnte  doch  durch  Gesetz  eine  solche  Verwaltungsart  als  zulässig 
erkannt  werden.  Man  könnte  dann  bestimmen,  dass  die  zur  Verwaltung  einer 
Stiftung  bestimmten  Behörden  nach  der  Uebemahme  derselben  bei  einer  Ober- 
behörde um  die  Erlaubniss  nachsuchen  können,  das  Kapital  während  einer  be- 
stimmten Zeit  —  vielleicht  60  bis  70  Jahre  lang  —  auf  Vermehrung  verwalten  und 
die  durch  die  Vermehrung  geschaffenen  Kapitalien  in  bestimmter  Weise  auch  fllr 
andere,  verwandte,  näher  anzugebende  Zwecke  verwenden  zu  dürfen;  nach  Ab- 
lauf dieser  Zeit  hätte  dann  die  Oberbehörde  Gelegenheit  zu  prüfen,  ob  eine 
Fortsetzung  der  vermehrenden  Verwaltung  in  dem  vorliegenden  Falle  angezeigt 
erscheint  oder  nicht. 

Dabei  wäre  als  Grundsatz  auszusprechen,  dass  man  das  Einverständniss  des 
Stifters  mit  der  vermehrenden  Verwaltung  voraussetzt,  wenn  nicht  ausdrücklicli 
das  Gegentheil  erklärt  wird;  hierdurch  dürften  alle  juristischen  Bedenken  ge- 
hoben sein. 

Bis  zur  gesetzlichen  Regelung  dieser  Angelegenheit  wäre  es  zu 
wünschen,  dass  Personen,  die  die  Absicht  haben  eine  Stiftung  zu 
errichten,  für  die  hier  gemachten  Vorschläge  erwärmt  werden,  so 
dass  sie  die  vermehrende  Verwaltung  für  die  zu  begründende  Stiftung 
ausdrücklich  zulassen*). 

§  3.    Berechnung  der  Prämien  für  Renten-,  Lebens-  und  Aussteuer- 

vcrsichening. 

1 .  Wenn  eine  Summe  R  nach  Verlauf  von  n  Jahren  unter  der  Voraussetzung 
zahlbar  ist,  dass  ein  F2reigniss  eingetreten  ist,  dessen  Eintritt  die  Wahrscheinlich- 
keit w  hat,  so  ist  der  heutige  Werth  der  Summe 

r* 
Denn   ist  z.  B.   jede  von  a^  heute  x  jährigen  Personen  verpflichtet,   nach 
n  Jahren,  im  Falle,  dass  die  Person  diesen  Zeitpunkt  erlebt,  R  zu  zahlen,  so 
wird  die  Summe  nur  von  «r+w  Personen  bezahlt;  der  auf  heute  berechnete  Zeit- 
werth  aller  wirklich  geleisteten  Zahlungen  beträgt  daher 

und  der  durchschnittlich  auf  eine  Person  entfallende  Betrag  ist 


R- 


1 


't: 


=    R  '  —-'W  f 


wenn  w  die  Wahrscheinlichkeit  bezeichnet,  dass  eine  heute  x  Jahre  alte  Person 
noch  //  Jahre  lebt. 


•)  Aehnliche  Vorsclilägc  macht  Mölunqer,  Das  cyclii^che  VerwaltungssytiUixi.   '^"to\s\\  V^"^. 
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2.  Hat  eine  heute  n  jährige  Person  lebenslänglich  eine  Jahresrente  vom 
Betrage  1  (Mark,  Gulden,  Franken)  zu  beziehen,  und  erfolgt  die  Zahlung  am 
Knde  jedes  Jahres,  so  ist  der  auf  heute  berechnete  Werth  der  lebenslänglichen 
Rente 

1.  j\  t    = •  ■ 


Diese  Reihe  hört  auf,  sobald  in  der  Sterblichkeitstafel  a„^r,  =  <>  ist. 
Wird   die  Rente  pracnumerando  gezahlt,   so   vermehrt    sich   die  Reihe  1. 
um  die  heute  zahll)are  Rente;  bezeichnet  man  die  praenumerando  zahlbare  Rente  mit 

M 

SO  hat  man  daher 

2.  i^  =  1  -h  ^1  . 

Wenn  eine  n  —  s  jährige  Person  heute  eine  Summe  C  bezahlt,  um  damit 
eine  nach  Vollendung  des  //ten  Lebensjahres  beginnende  lebenslängliche  jährliche 
Rente  1  zu  erwerben,  so  hat  man  durch  Vergleichung  der  auf  heute  bereclineten 
Zeitwerthe 

denn  der  heutige  Werth  der  1.,  2.,  8.,  .  .  .  Rente  ist 

Oft        1  ör„+i        1  ^«-1-3        1 


--  • 


Diese  Orüssen  erhält  man  aus  dem  1.,  2.,  3.,  .  .  .  (Jliede  der  Reihe  2.  durck 
Multiplication  mit  dem  Faktor 

^.  Kine  Person  macht  zu  verschiedenen  Zeiten  ungleiche  Einzahlungen,  um 
daduicli  eine  am  Knde  des  ;/ten  Lebensjahres  beginnende  jährliche  Kenic  n 
erwerben;  wie  gross  ist  dieselbe: 

Die  gesurlUe  Rente  wird  gefunden,  indem  man  nach  No.  2,  li  für  jede  ein- 
zehie  Einzahlung  die  Rente  berechnet  inid  alle  diese  Renten  ackliit.  Die  am 
Knde  des  (;/  —  ^"tten  Jalnes  geleistete  Kinzahlung  C  gewährt  die  jährliche  Keutc 
G\  wenn 

daher  hat  man 

G  =  """-'  ^rsC:  J. 

Sind  die  Kinzalilungen  C,  J^,  K,  .  .  .  am  Knde  der  Lcbensjabre  //  —  x,  // -  /. 
V  —  //,...  erfolgt,  so  ist  daher  die  dafür  erworbene  Rente 

G  —  {a„-sr'  C  -f-  ar,-irU:>  -+-  (i„-ur"E  -h  .  .)  :  ^/^  a,,. 

A.  Kine  ;/  —  j  jährige  Person  will  durch  r  gleiche  jährliche  Einzahlungen  /' 
[f  <  s),  die  am  heutigen  Tage  beginnen  sollen,  eine  jährliche  Leibrente  1  erwerben, 
die  nach  s  Jahren  zum  ersten  Male  ausgezahlt  werden  soll.  Wie  viel  beträi;t  7' 
(die   l*rämie): 

Wenn  anstatt  /'  die  Zahlung  1  jährlich  erfolgte,  so  würde  der  auf  heute  be- 
rechnete Wertli  der  Zahlungen  der  Unterschied  einer  heute  beginnenden  lebenv 
läni^liclien  Rente 

und   einer   nach  Vollendung  des   (;/  —  ^  -f-  r)ten  Jahres  beginnenden   sein.    Per 
heutige  WerÜA  der  \cUVctc\\  \sv 

/ 
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1  ans    '  r*  ' 

Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  P  die  Gleichung 

5.  Bei  den  in  No.  2,  3,  4,  angegebenen  Formeln  ist  vorausgesetzt  worden, 
dass  beim  Tode  einer  versicherten  Person  die  Erben  keinen  Anspruch  an  die 
Bank  machen,  sondern  die  Bank  der  Erbe  der  an  sie  geleisteten  Zahlungen  ist. 
Wenn  der  Versicherte  stirbt,  ehe  er  in  den  Rentengenuss  eingetreten  ist,  oder 
erst  kurze  Zeit  nach  Eintritt  in  denselben,  nachdem  er  also  auf  seine  Einzahlung 
hin  sehr  wenig  an  Rente  zurückerhalten  hat,  so  werden  die  Erben  offenbar 
benachtheiligt.  Man  hat  daher  solche  Versiclierungen  eingerichtet,  bei  denen 
beim  frühzeitigen  Tode  des  Versicherten  von  der  Bank  eine  entsprechende 
Zahlung  an  die  Rechtsnachfolger  geleistet  wird.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
sich  die  Bank  verpflichtet,  beim  Tode  des  Versicherten  die  baar  eingezahlten 
Prämien  (ohne  Zinsen)  zurück  zugewähren,  wenn  der  Versicherte  stirbt,  ehe  er 
in  den  Rentengenuss  eingetreten  ist;  wenn  er  bereits  einige  Renten  bezogen 
hatte,  so  soll  der  Unterschied  der  baar  gezahlten  Prämien  und  der  Renten 
zurückgewährt  werden. 

Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Zahlung 
C  auszurechnen,  die  eine  (//  —  j)  jährige  Person  zu  leisten  hat,  um  eine  vom 
Ende  des  «ten  Jahres  beginnende  Rente  9i  zu  erwerben. 

Wenn  die  Person  im  1,  2,  3,  .  .  .  Jten  Jahre  nach  Abschluss  des  Versicherungs- 
vertrags stirbt,  so  hat  die  Bank  die  volle  Einzahlung  C  zurückzugeben;  die  auf 
heute  berechneten  Zeitwerthe  aller  dieser  Zahlungen  sind 

[(■  -  "-St)  7  -  (■  -  -rr)  i  —  ('  -  £-;)  i]  ^- 

Wenn  die  Person  im  (n  -¥-  /)ten  Lebensjahre  stirbt,  so  zahlt  die  Bank  nur 
den  Betrag  C  vermindert  um  die  ersten  /  Renten,  also  C  —  /Oi  zurück.  Der  heutige 
Werth  dieser  Zahlung  ist 

Der  heutige  Werth  dieser  letzteren  Zahlungen  zusammen  genommen  ist 

Diese  Reihe  ist  nur  soweit  fortzusetzen,  als  die  Differenz  C  —  /M  positiv  ist, 
denn  die  Bank  zahlt  nur  so  lange  an  die  Erben,  als  die  baar  gezahlten  Renten 
zusammen  weniger  betragen,  als  die  Einlage  C.  Ist  daher  /  die  ganze  Zahl  des 
Quotienten  C :  9i  (so  dass  also  C :  ?H  aus  der  ganzen  Zahl  /  und  einem  echten 
Decimalbruche  besteht),  so  ist  die  gesammte  Leistung  77  der  Bank  an  die  Erben, 
reducirt  auf  den  heutigen  Tag, 

^=(>+^  +  i+-+ii7)<^ 

(ö«-f-Hl        1             ö«-x-f2         1       .      ^Jf/z-x+n         1        ,                      ,       ^«-f/  1     \  ^, 
•  —   -4- •   ~ö    -r '  ~v    ~T~    ....    -T"    •  — :."  I  C 
a„-s       r           uns       r^           (h,   s       r^                          a^-s     r'^' ) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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so  hat  man  daher  zur  Bestimmung  von  C  die  Gleichung 

r*      an-,     ^ 

0.  Zwei  Personen  A  und  B,  die  erste  m  Jahre  alt,  die  andere 
//  Jahre,  bezichen  vom  Ende  des  nächsten  Jahres  an  eine  Rente  1. 
die  so  lange  ausgezahlt  wird,  als  beide  Personen  am  Leben  sind; 
wie  gross  ist  der  heutige  Werth  dieser  Rente? 

nie  Wahrscheinlichkeit,  dass  beide  Personen  nach  /  Jahren  noch  leben,  ia 

—  •  --  - ; 

folglich  ist  der  gesuchte  Werth 

'  (Im        Cn        r  a„,         an       r^ 

Soll  die  Rente  praenumerando  gezahlt  werden,  so  ist  der  heutige  Werth 

///,  M  M,  U 

l^      =       1       -h      ^1    , 

da  zu  den  obigen  Zahlungen  noch  die  heute  fallige  Zahlung  1  addirt  werden  muss. 

Man  kann  das  Paar  A^  B  als  ein  Oanzes  ansehen  und  sich  eine  Sterblichkeits- 

tabellc  für  Paare,   deren  Theilnehmer  heute  m  und  n  Jahre  alt  sind,  entwerfen: 

wenn  dieselbe  mit  dem  Produkte 

afn^  n  =  ant  an 
beginnt,   so  wlirde,   falls  alle  B  am  Leben  blieben,   nach   /  Jahren  infolge  Ab- 
Sterbens  der  Personen  A  die  Anzahl  der  noch  lebenden  Paare 

aw\-i  an 
sein;  da  aber  von  a„  Personen  B  nur  noch  an+i  am  Leben  sind,  so  vermindöt 
sich  die  Anzahl  der  lebenden  Paare  in  demselben  Verhältnisse,   also  erhält  man 
für  die  Zahl  der  nach  /  Jahren  noch  lebenden  Paare 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  alle  in  Bezug  auf  Rentenversicherung  einer  einzelnen 
Person  geltenden  Formeln  auch  auf  Rentenversicherung  für  Paare  gilt,  wenr. 
man  nur  statt  der  Zahlen  a,i-\-s  die  Zahlen  a„.j^s,  n-\-s  setzt. 

7.  Ist  die  Rente  zahlbar,  solange  von  den  beiden  Personen  über- 
haupt   noch   eine   lebt,   also   bis   zum  'i'ode   der  zuletzt    sterbenden,   so  ist  in 

A'j  nn  Stelle  der  Zahlen  a„.^.s  *  <^/  die  Wahrscheinlichkeit  dafiir  einzutühren,  das- 
nach  y  Jahren  nocli  eine  der  beiden  Personen  am  Leben  ist.  Diese  Wahrschein- 
lichkeit ist 

afn-\-s       _      api-y-s  C[„t^x.  v 

Daher  ist  der  gesuchte  heutige  Werth  der  Rente 

Ist  die  Rente  zahlbar,  so  lange  B  lebt,  beginnt  aber  die  Zahlung 
erst,  wenn  A  gestorben  ist,  so  ist  a„+s  :  ^«  durch  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür  /u  ersetzen,  dass  />'  lebt  und  A  gestorben  ist,  also  durch 


\  <J„,    )  \  ll„    )    ~"       (7, 


i^ni   )  (hl 


Hieraus  ergiebt  sich  sofort  für  den  gesuchten  Werth 

S.    Drei    Personen  A,  B,   C  im  Alter  von  ;;/,  ;/,  /  Jahren  versichern 
heute    eine  RewVe   \,  /.a\\\\>^\  no\w  V.w^^  d^<?.  nächsten  Jahres  an.  so 
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lange  noch  alle  drei  Personen  am  Leben  sind,  also  bis  zum  Tode  der 
zuerst  sterbenden.     Um  den  heutigen  Werth  der  Rente  zu  finden,  hat  man 

in  Ä^  die  Lebenswahrscheinlichkeit  dr«^.,  :  «„  zu  ersetzen  durch  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  die  Gruppe  A,  B,  C  noch  vollzählig  ist,  also  durch 

O'tH-Jft      dn-k-s      ^fi-^s 

• • . 

Daher  ist  der  gesuchte  Werth 

'*'j5'^  äm-¥\      öii+l      Ö/+I        1       .      ö«+*      ^n-^s      a^+s        1        . 

*  a,„        a„        ap       r  a,n        an        ap      r» 

Derselbe  kann  ebenfalls  angesehen  werden  wie  eine  auf  das  Leben  einer  ein- 
fachen Person  versicherte  Rente,  wenn  nur  eine  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde 
gelegt  wird,  die  statt  der  Zahlen  dr„+x  die  Produkte 

enthält.  Man  kann  daher  auch  auf  diesen  Fall  die  übrigen  in  No.  2  bis  5  gegebenen 
Formeln  übeitragen.  Beginnt  die  Rente  erst,  nachdem  ^  und  ^  gestorben 
sind  und  dauert  bis  zum  Tode  von  C  (Rentenversicherung  für  Kinder  für 
den  Fall  ihrer  gänzlichen  Verwaisung),  so  hat  man  statt  der  Lebens  Wahrschein- 
lichkeit zu  benutzen 

Om  )\  a„  J    ap    ' 

Daher  ergiebt  sich 

/?!    —  ^j    —   -Ri    -f-   -Ri  . 

Soll  die  Rente  so  lange  gezahlt  werden,  als  B  und  C  leben,  aber 
erst  nach  dem  Ableben  von  A^  so  hat  man  statt  der  Lebenswahrschein- 
lichkeit zu  setzen 


Daher  erhält  man 


^m  )    a„        ap 


-/?!    —    -/?!     . 

Wird  die  Rente  so  lange  fortgezahlt,  bis  alle  drei  Personen  ge- 
storben sind,  so  benutzt  man  die  Wahrscheinlichkeit 


(^  ^  g^-Hx\  r  _  ö^H^\  /    ^  ap-^s\ 
a,„  )\  a„  J\  ap  ) 


1 
und  erhält 

m  n  p  fu,n  m,p  n,p  m, »,/ 

^1    -h    ^i    -h    -«vj    —    /lj    —   R^    —    ^j    -4-    Ri  . 

9.  Wird  die  Jahresrente  1  ratenweise  gezahlt,  nämlich  je  1  :/nach 
Ablaufvon  1  : /Jahren,  so  bedarf  man  zur  Berechnung  des  heutigen  Werthes 
einer  Sterblichkeitstafel,  die  nicht  von  Jahr  zu  Jahr  fortschreitet,  sondern  für  das 
Intervall  1  :  /  construirt  ist.  Eine  solche  Tafel  erhält  man  mit  einer  für  den 
vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Genauigkeit,  wenn  man  die  gegebenen  Tafeln 
durch  Interpolation  unter  der  Annahme  ergänzt,  dass  das  Absterben  im  Laufe 
eines  Jahres  gleichmässig  erfolgt. 

Von  öw  Personen,  die  das  mit  Lebensjahr  erfüllen,  sterben  im  Laufe  des 
nächsten  Jahres  a„f  —  ^„,^1  Personen,  im  /ten  Theile  des  Jahres  sterben  daher 

und  in  X  :  /  Jahren 

-T  (am  —  am-^l)  . 
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Die  Anzahl  derer,  die  das  Alter  »1  4-  X  :  /  erreichen,  ist 

«w  —  y  {am  —  am-hl)  =  -j • 

Die  Wahrscheinlichkeit  einer  njährigen  Person,  das  Alter  m-hX:tza 
erftUlen,  ist  folglich 

Da  wir  voraussetzen,  dass  die  Kapitalisinmg  der  Zinsen  nur  an  den  Jahfes- 
schliissen  erfolgt,  so  muss  eine  um  X  : /Jahre  vom  Jahresanfang  entfernte  Zahlung 
zunächst  durch  den  Faktor 


1 


•  y  "^  100/J 


auf  den  vorhergehenden  Jahresanfang  und  dann  in  bekannter  Weise  auf  den 
heutigen  Tag  zurtickdiscontirt  werden.  Der  heutige  Werth  der  an  die  m-{-i:t 
jährige  Person  zahlbaren  Rente  1  :  /  ist  daher 

1  (/—  X)a«,  -h  XöT^+l       1 


O+w/) 


/ff«  / 

^'•tH  —  M 


Die  Rechnung   nach    dieser   genauen  Formel  ist  wegen    des  veränderlidies 

Divisors  1  -h  r-r^  unbcciuem.     Eine  bequemere,  hinlänglich  genaue  Formel  wird 

erlialten,  wenn  man  die  zur  Zeit  ///  -h  X :  /  fallige  Ratenzahlung  durch  den  Faktor 

/  — X      p 
^      /         100 
auf  das  Ende  des  laufenden  Jahres  und  die  so  erhaltene  Summe  dann  rückwärts 
auf   den   lieutigcii   Tag  discontirt.     Dadurch    erhält  man   als    discontirten  Werth 
der  im  (/// -h  1)  tcn  Le])ensjahre  des  Rentners  zahlbaren  Renten 

1.  -   ^--     .  -Lyd  -4_^~-i  .  A  \  [(/-X)r7,,  4-  Xa^^^]. 

Zur   Hildung  der  Summe  hat  man   von   den  Formeln  Gebrauch   zu  machen 

i;(/-x)>  =  j./(/_i)C2/-i),   2(/-x)x=  \t{f^-\). 

Man  erliält,  wenn  man  die  Summe  mit  S  bezeichnet, 

/2  '  ^^  -      2/     1/  "^       300/     J  ""'"  "^     2/"  1/  "^  "äCKT/  J  """'^^ ' 
Aus   I.  und  2.  ergiebt  sich  der  heutige  Werth  einer  Rente   1  :  /,  die  an  eine 
//jährige  Person  nach  jedem  /ten  Theile  eines  Jahres  zahlbar  ist   und  nach  Ab- 
lauf von   1  :  /  Jahr  beginnt, 

^'  -  /-  ■  "2/    .'  ^  "  :mT~  \  '^  +  ~2r  L^  ^  "äöö/^J  '  ^^  • 

ti  ti 

Ersetzt  man  liier  ^/^  durch  Ä^  H-  1 ,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  Zusammen- 
rec'hnung 

^'  -  i'  "^  :!oooo;-  •  -?r-j  ^1  +  \^1  +  äoo '  ~~t~)  '  ~277'  • 

Man  kann  links  im  ersten  (lliede  ohnc^  merklichen  Fehler  den  vor  /^.  stehenden 
Faktor  durch    I   ersetzen;  im  zweiten  Gliede  kann  man   1  :  r  durch 


9 


•» 
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ersetzen,  das  Produkt  ausfuhren  und  darin  das  mit  /*  multiplicirte  Glied  unter- 
drücken.   Hierdurch  erhält  man 

*•  ^'  -  ^'  -^  ^^  ~  300  ■    /  j  •    2/   • 

Hieraus  kann  man  einen  Annäherungswerth  für  eine  continuirliche 

H 

Rente  i?  erhalten,  indem  man  /  =  00  setzt;  vom  genauen  Werthe  weicht  der  so 

berechnete  infolge  der  Annahme  gleich  massiger  Vertheilung  der  Sterbefalle  inner- 
halb eines  Jahres  ab;  femer  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  so  erhaltenen  Werthe 
die  Voraussetzung  enthalten  ist,  dass  die  Verzinsung  im  Laufe  eines  Jahres  nur 
einfach  (ohne  Zinseszins)  erfolgt.  Nimmt  man  neben  der  continuirlichen  Renten- 
zahlung auch  eine  continuirliche  Kapitalisirung  der  Zinsen  an,  so  erhält  man  einen 

H 

abweichenden  Werth,  für  welchen  man  indess  den  Werth  R  als  genügende  An- 

näherung  betrachten  kann.    Durch  die  Substitution  t  =^  00  ergiebt  sich 

«         «  1  /  /  \ 

Dieselbe  Formel  ist  auch  auf  die  Renten 

R,    R, 

sowie  auf  die  übrigen  in  No.  6  bis  9  betrachteten  Fälle  anwendbar,  da  alle  diese 

Renten  sich  als  Renten  Ry^  oder  y^R  ansehen  lassen,  denen  verschiedene  Sterb- 
^lichkeitstafeln  zu  Grunde  liegen. 

10.  Der  genaue  heutige  Werth  einer  an  eine  //jährige  Person  zahlbaren,  so- 
fort beginnenden,  stetigen  Rente  erfi^ebt  sich  (§  2,  14),  wenn  die  Summe  der  in 
einem  Jahre  baar  gezahlten  Beträge  1  ist,  und  stetige  Kapitalisirung  der  Zinsen 
stattfindet,  zu 


n  /*^   

00       J    r 

0 
femer  ist 


00  j  <t 


$H  ^U 

0 

00 


•  v^äx  f 


00         J       ^m  an  0/ 


0 


Um  diese  Integrale  berechnen  zu  können,  muss  an+x  als  Function  von  «  4-  jp 
bekannt  sein.  Legt  man  das  GoMPERXZ-MAKEHAM'sche  Gesetz  zu  Grunde  (§  1, 
No.  7),  so  hat  man 

~~Z —  ^^   ~» ^' 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

Hierdurch  verwandeln  sich  die  Formeln  1.,  2.  und  3.  in 


R  =  ^{  Bf  (hvY  dx , 
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0 

Zur  Berechnung  der  Renten 

hat  man  nicht  nöthig,  die  Rechnung  fllr  alle  einzelnen  Combinationen  im^mvesA 
m,  ßi,  p  zu  führen.  Bei  Benutzung  der  soeben  gegebenen  Fonneln  genfigt  c% 
die  Renten  für  Personen  gleichen  Alters  zu  berechnen.  Hat  man  nämlidi  Ar 
jedes  vorkommende  I^ebensjahr  s  die  Tafeln  der  Werthe 

berechnet,  so  bestimme  man  die  Zahl  s  aus  der  Gleichung 
7.  B.^  —  B^Bn,    bez.    J?,>  «  B^B^Bp ; 

alsdann  ist  offenbar 

R  =^  R,    bez.    R  mst  R. 

Ergiebt  sich  ftir  x  aus  einer  der  Gleichungen  7.  keine  ganze  Zahl,  so  hat 
man  den  zugehörigen  Werth  von 

/?    bez.    Jt 

durch  Interpolation  aus  der  flir  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  s  beiccbiMttD 
Rententafel  zu  bestimmen. 

11.  Wenn  man  nach  No.  10  die  Berechnung  der  stetigen  Renten  durdi- 
geführt  hat,  so  ergeben  sich  hinlänglich  gute  Annäherungs werthe  fiir  die  jährlichen 
Renten  aus  der  Gleichung  (No.  9,  5) 

Für  die  in  Raten  zahlbaren  Renten  hat  man  nach  No.  9,  4 

j?,  =  i?,  -H (i -  jjöo •  -T)~2r- 

Werden  die  Raten  praenumerando  gezahlt,  so  ist  der  Werth  der  Rente 

(R  =s  I^f  ^  — , 


12.  Einfache  Lebensversicherung  auf  den  Todesfall  mit  einmaliger 
Prämienzahlung.  Eine  /i jährige  Person  A  zahlt  bei  der  Versicherungsbank  ein 
Kapital  C  ein;  dafür  zahlt  die  Bank  beim  Tode  der  versicherten  Person  dne 
Summe  S  an  die  Hinterlassenen  aus. 

Es  wird  angenommen,  dass  die  versicherten  Summen  iS  für  alle  im  Laufe 
eines  Lebensjahres  Verstorbenen  am  Ende  dieses  Jahres  ausgezalilt  werden. 
Alsdann  hat  die  Bank  am  Ende  des  jcten  Jahres  (von  heute  an  gerechnet)  die 
Summe  5  unter  der  Voraussetzung  zu  zahlen,  dass  A  im  (n  ~h  .r)ten  Lebensjahre 
stirbt;  die  Wahrscheinlichkeit  hiervon  ist 

an 
Folglich  ist  dei  heutige  Werth  dieser  Zahlung 


i 
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.  — -  .  o  . 

an  r* 

Die  Gesammtleistung   der  Bank   im  Interesse    dieser  Versicherung   ist   die 

Summe  dieser  Glieder  von  jc  =  1  bis  zur  Grenze  der  Sterblichkeitstafel.    Daher 

hat  man  die  Gleichung 

""       \an  '  r 


On      r^         an      r^ 


Daher  ist 


an    '  r         an    '  r^         an    '  r'^        -  -     -J 
=  -^  (1^  •  7  -  a)  =  ^  [^  fei  -+-  1)  -  ^1]  • 


13.    Einfache  Lebensversicherung  mit  jährlicher  Prämienzahlung. 
Gewöhnlich  erfolgt  die  Lebensversicherung  nicht  durch  eine  einzige  Einzahlung, 

sondern  d«rch  jährliche  Zahlung  einer  bestimmten  Summe  P  (Prämie); 
die  erste  Zahlung  wird  sofort  beim  Abschlüsse  der  Versicherung  bezahlt. 

Der  heutige  Werth  aller  an  die  Bank  von  dem  Versicherten  zu  zahlenden 

«  n  H 

Prämien  ist  das  -P  fache  der  Rente  ^-^  =  -^j  -h  1.     Daher  hat  man,  wenn  C 
und  5  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  No.  12, 

/(i,  -h  1)  =  c, 

mithm 


14.  Lebensversicherung  für  zwei  verbundene  Leben.  Eine /«jährige 
Person  A  und  eine  /ijährige  Person  zahlen  an  die  Bank  ein  Kapital  C,  und 
verlangen  dafür  die  Auszahlung  einer  Summe  S,  zahlbar  nach  dem  Tode  der 
zuerst  sterbenden  Person  an  die  Ueberlebende. 

Nach  No.  6  bestehen  von  a„t  •  a«  Paaren  von  Personen  A^  B  nach  x  Jahren 
noch  a,n^x  •  ö«+.r  Paare.     Daher  lösen  sich  im  x  Jahre,  von  heute  an  gerechnet, 

am^x—\  an+x—i  —  a^-i-x  an~\-x 
Paare  auf;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Paar  A^  B  sich  im  Laufe  des  ^ten 

Jahres  auflöst,  ist  hiemach 

a,,f¥x—\  an-jfx—x  —  am\x  an-hx 
am  an 
Hieraus  folgt  der  heutige  Werth  der  Leistungen  der  Bank  zu 

am+.v—i  an-k-x—i  —  am-k-.v  an-k-x      1 


S' 


2 


a,H  an  r^ 


Man  erhält  daher  (vergl.  No.  12  und  13) 

(1  f  —  1  w,  «\ 

-r — ;^^«)- 

m^n 

Wird  eine  jährliche  gleiche  Prämie  P  bezahlt,  so  ist 

mr,  n 

1  i?, 


MT,  n 
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15.  Soll  das  versicherte  Kapital  erst  nach  dem  Tode  der  xaictit 
sterbenden  Person  ausgezahlt  werden  (Lebensvenicheniiig  Ton  Eken  ä 
Gunsten  ihrer  Kinder  Rlr  den  Fall  der  gänzlichen  Verwaisung  derselben),  m 
kommt  die  Wahrscheinlichkeit  in  Betracht,  dass  nach  jr  Jahren  beide  Penona 

gestorben  sind;  dieselbe  ist 

(■  -  "^)  ('  -T)  ■ 

Daher  ist  der  auf  heute  reducirte  Wertli  der  Leistungen  der  Bank 

Wird  eine  jährliche  Prämie  jP  bezahlt,  so  hat  die  Zahlung  so  langen 
dauern,  als  noch  eine  der  Personen  am  Leben  ist.  Die  WahrscheinUcfakeit  daftr, 
dass  nach  .vjahren  noch  eine  der  beiden  Personen  lebt,  ist 


Folglich  ist 


Der  lieutige  Werth  aller  Prämienzahlungen  JP  ist  daher 

i^V  ^  ö«  'fm    '    ati  )  rx' 

wobei  die  Summation  mit  dem  Werthe  x  =  0  beginnt   Für  diese  Summe  ergidit 
sich  sofort 

(Mf  M  MP,  M\ 

1  4-  i?,  -H  ^1  -  ^J ; 


folglirh  ist 


]  1  m  H  nt,m 


M  M  m,  H 


1  "h  ^1  4-  i?l  —  ^1 

1(>.  Ueberlebensversicherung,  Eine  Person  A  versichert  ein  Kapital 
S  zu  Ciunsten  einer  Person  B;  das  Kapital  soll  beim  Tode  von  A  sa\  B  ausg^ 
zahlt  werden,  wenn  B  A  überlebt;  stirbt  B  vor  A^  so  fallt  das  von  A  eingezahlte 
Kaj>ital,  bez.  die  bis  zum  Tode  von  B  eingezahlten  Prämien,  an  die  Bank. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  die  Versichenmg  der  Summe  5  durch 
eine  einmalige  Zahlung  C  erfolgt.  Wir  denken  uns  jedes  Jahr  in  /  gleiche  Theilc 
getheilt,  und  machen  die  Annahmen,  dass  das  Absterben  im  Verlaufe  eines 
Jahres  gleichmässig  erfolgt;  in  Bezug  auf  die  Person  A  wollen  wir  femer  an- 
nehmen ,  dass  das  Absterben  nicht  an  den  Enden  der  kleinen  Zeitabschnitte, 
sondern  im  Verlaufe  derselben  erfolgt;  bezüglich  des  Absterbens  der  B  setzen 
wir  umgekekrt  voraus,  dass  es  nur  am  Ende  der  Zeitabschnitte  erfolgt.  Nehmen 
wir  dann  /  =  oo,  so  weichen  beide  Voraussetzungen  von  der  Wahrheit  nicht 
ab.  Alle  Ausgaben,  die  die  Bank  im  Laufe  eines  Jahres  zu  machen  hat,  dis- 
contiren  wir  vorwärts  auf  das  Ende  des  nächsten  Jahres  und  dann  rückwärts  auf 
heute. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  von  heute  an  noch  x  -\-  \it  Jahre  lebt,  aber 
nach  JP  H-  (X  -h  1)/  Jahren  nicht  mehr  lebt,  ist 

/am 
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denn  von  0«  heute  lebenden  »jährigen  Personen  sterben  (a^^x  —  ^m+x+\)  '  ^  in 
jedem  /ten  Theile  ihres  {ßi-hx-\-  l)ten  Lebensjahres.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  B  nach  x  -^  X:  t  Jahren  noch  lebt,  ist 

(/  —  \)aM+x  H-  \a„^x+i 
tau 
Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen    beider  Ereignisse  ist  das 
Produkt  der  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten.    Die  auf  diesen  Zeitraum  bezügliche 
Leistung  der  Bank  ist  daher 


y  ^  100/ ) 


ia,n  tan  \  100/  )     r'^^  ' 

Die  discontirte  Leistung  der  Bank  in  Bezug  auf  das  (x  -^  l)te  Jahr  ergiebt 
sich  hieraus  zu 

Die  Summe   erstreckt  sich  über  alle  Werthe  von  X  von  1  bis  /.     Berechnet 
man  die  Summe  und  geht  dann  zur  Grenze  /  =.  «xj  über,  so  erhält  man 


t^2lj  "  1 2  "*"  30oj  ''"■^"  ^  V  2  "^  60oj 


Dieser  Werth  ist  in  L  einzusetzen  und  die  Summe  aller  so  erhaltenen  dis- 
contirten  Jahresleistungen  von  x  =  {)  an  zu  bilden.     Dies  ergiebt  die  Gleichung 

Ersetzt   man  R^  durch  ^R —  1,  so  erhält  man 

Wird  eine  jährliche  Prämie  F  entrichtet,  so  hat  die  Zahlung  der- 
selben so  lange  zu  erfolgen,  als  beide  Personen  am  Leben  sind;  daher  ist  der 
auf  heute  discontirte  Werth  aller  dieser  Zahlungen  (No.  13) 

w,  n 

F'^R. 

Hieraus  und  aus  3.  folgt 

^-    'V   L6ÖÖ^^~V2"^  3Ööj"i~'    »^^V2  ^^/l"^  i^-^ljj- 

In  vielen  Fällen  kann  man  sich  mit  der  Annähernng  begnügen,  die  aus 
dieser  Formel  hervorgeht,  wenn  man  die  mit  den  Faktoren  /  :  600  und  /  :  300 
versehenen  Glieder  weglässt.     Man  erhält  dann  einfacher 

Statt  der  praenumerando  zahlbaren  Renten  kann  man  postnumerando  zahl- 
bare einführen 

und  erhält 

17.   Aussteuerversicherung.     Hierunter   wollen   wir   alle  die  Arten  det 


.t 


*. 


954  Rente»*,  Lebci»-  und  AoMteuer-VcnicIienisc.   -  • 

Versicherung  begreifen,  bei  welchen  der  Verrichemde  in  den  eisten  I^woi- 
jahren  eines  Kbdes  ein  Kapital  einzahlt,  oder  die  Verpflichtung  su  einer  jäff- 
liehen  Prämienzahlung  eingeht,  während  die  Bank  sich  verpflichtet,  an  einem  b^ 
stimmten  Termine  ein  bestimmtes  Kapital  5  ausauzahlen,  vorausgesetzt,  dass  dis 
Kind  diesen  Termin  erlebt 

Man  hat  diese  Versicherungen  verschieden  eingerichtet;  die  Prämieniahliiag 
hört  entweder  mit  dem  Tode  des  Versichernden  auf,  oder  sie  ist  bis  zum  Jabic 
vor  der  Auszahlung  des  Kapitals  zu  entrichten;  beim  frühaeitigen  Tode  da 
Kindes  fallen  die  eingezahlten  Prämien  und  Kapitale  der  Bank  anhdm,  oder  ae 
werden  vollständig  (ohne  Zinsen)  oder  verkürzt  zurückbezahlt. 

Versicherungen  mit  Prämienrückgewähr  haben  im  Wesentlichen  nur  die Wiikiing 
von  Sparkassen;  sie  gewähren  vor  diesen  nur  den  Vortheil,  dass  sie  die  Ver- 
wendung der  versicherten  Crelder  zu  einem  anderen  Zwecke  ausschliessen;  fcr- 
binden  aber  damit  den  Nachtheil,  dass  die  eingezahlten  Beträge  die  Verwaltungs- 
kosten  und  den  Crewinn  der  Bank  mit  zu  tragen  haben. 

Diese  Art  der  Versicherung  kö  nnte  sehr  zweckmässig  im  Interesse 
der  Tausende  von  Eltern  und  Erziehern,  die  sich  ihrer  bedienca 
wollen,  durch  eine  sehr  einfache  Modification  an  Einlagebüchern  der 
öffentlichen  Sparkassen  ersetzt  werden. 

Man  treffe  die  Einrichtung,  dass  Eltern  und  Erzieher  Sparbücher  erweibci 
können,  die  sie  auf  den  Namen  eines  Kindes  ausstellen  lassen,  und  welche 
den  ausdrücklichen  Vermerk  enthalten,  dass  Auszahlungen  vor  einen 
bestimmten  Tage  nur  dann  erfolgen,  wenn  der  Tod  der  Person,  aif 
deren  Namen  das  Buch  lautet,  urkundlich  nachgewiesen  wird« 

Ein  Vater,  der  für  die  Aussteuer  seiner  Tochter  sparen  will«  würde  di 
solches  Buch  auf  den  Namen  der  Tochter  ausstellen  und  als  Anszahlungstemun 
z.  B.  den  Tag  eintragen  lassen,  an  welchem  die  Tochter  das  18.  Lebensjahr 
vollendet.  Alle  auf  das  Buch  gemachten  Einzahlungen  würden  alsdann  erst  an 
diesem  Tage  erhoben  werden  können,  ausgenommen,  wenn  die  Tochter  vorher  stirbt 

Diese  Art  der  Kinderversorgung  würde  sich  alsdann  von  der  bei  Ver- 
sicherungsanstalten mit  PrämienrUckgabe  nur  dadurch  nachtheilig  unterscheiden, 
dass  bei  letzterer  der  Zwang  regelmässiger  Prämienzahlung  besteht;  dagegen 
würde  man  den  erheblichen  Vortheil  haben,  zu  jeder  Zeit  noch  so  kleine  Be- 
träge einzahlen  zu  können;  unzweifelhaft  würde  die  vorgeschlagene  Einrichtung 
sehr  stark  verwendet  werden  und  viel  Nutzen  stiften. 

18.  Wir  betrachten  hier  nur  die  Form  Aussteuerversicherung,  welche  das 
eigentliche  Wesen  der  Versicherung  —  nämlich  eine  Sicherheit  auch  gegen  die 
ungünstigsten  Zufalle  zu  gewähren,  —  am  deutlichsten  zeigt  Wir  nehmen  an, 
eine  »ijährige  Person  A  (Vater)  versichert  zu  Gunsten  einer  »jährigen  Person  ß 
(Kind)  ein  Kapital  5,  zahlbar  nach  k  Jahren  in  dem  Falle,  dass  B  alsdaim  noch 
lebt;  die  Versichenmg  erfolgt  durch  jährliche  Prämien,  die  längstens  k  mal  ge- 
zahlt werden;  die  Prämienzahlung  hört  bereits  früher  auf,  wenn  w^rend  der 
nächsten  k  ^  \  Jahren  eine  der  beiden  Personen  stirbt;  (der  Vater  zahlt  also 
die  Prämie  so  lange  das  Kind  lebt  längstens  k  mal,  oder,  wenn  er  vorher  stirbt, 
bis  zu  seinem  Tode). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  //jährige  Person  das  Lebensalter  n  +  k 
erreicht,  ist 
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Daher  ist  die  auf  heute  discontirte  Leitung  der  Bank 

1     an+k     ^ 

r*       an 
Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  und  JS  nach  /  Jahren  noch  leben,  ist 

• , 

Daher  ist  der  auf  heute  discontirte  Werth  aller  Prämien 
k — 1  00  00 


*  ^^      <iman      '  r'  ""       '  Ä^     a„tan      '  r'  '  ^^ 

000 

Folglich  hat  man  für  P  die  Gleichung 


i^m-i-k-^i^n-i-k-^i 


a^a^  r*-*-« 


-^*.5. 


19.  Zur  Deckung  der  Verwaltungskosten  und  bei  Gesellschaften,  welche 
Actienuntemehmungen  sind,  zur  Erzielung  einer  Dividende,  setzt  man  die  jähr- 
lichen oder  einmaligen  Prämien  höher  an,  als  sie  sich  durch  die  obigen  Formebi 
ergeben,  in  welchen  auf  Verwaltung  und  Gewinn  keine  Rücksicht  genommen 
worden  ist.  Dabei  geht  man  von  dem  Grundsatze  aus,  den  Beitrag,  den  man 
von  jeder  einen  Versicherungsvertrag  abschliessenden  Person  zu  Kosten  und  Ge- 
winn fordert,  proportional  den  Leistungen  der  Bank  an  die  Person  zu  bestimmen. 

Setzt  man  fest,  dass  llir  Verwaltung  etc.  das  |x  fache  der  aus  den  Formeln 
folgenden  Leistung  zu  zahlen  ist  (|x  <  1)  und  bezeichnet  die  wirkliche  (ein- 
malige oder  jährliche)  Prämie  mit  5ß,  die  reine  (aus  den  Formeln  folgende) 
wieder  mit  /*,  so  ist  bei  allen  Versicherungen  ohne  Prämienrückgewähr 

ip  =  (1  -H  v^)P. 

Denn  wenn  der  auf  heute  discontirte  Werth  aller  theoretischen  Prämien- 
zahlungen mit  aP  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Ueberschuss,  den  die  Bank  macht 

a^  —  aP  ^  [L  '  aP  =  ji5, 
wenn  S  die  auf  heute  discontirte  Leistung  der  Bank  bezeichnet. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  bei  Versichenmgen  mit  Prämienrückgewähr. 
Die  Leistung  der  Bank  setzt  sich  hier  aus  zwei  Theilen  zusammen:  Ein  Theil 
drückt  den  heutigen  Werth  der  Prämienrückzahlungen,  der  andere  den  heutigen 
Werth  der  zu  leistenden  versicherten  Summen  (Kapitalien,  Rente)  aus.  Man  hat 
daher  für  die  Leistung  der  Bank  die  Formel 

dP  -h  cS. 

Bezeichnet  man  wieder  den  heutigen  Werth  der  einzuzahlenden  reinen  Prämie 

mit  aP,  so  ist 

aP  =:^  dP  -i-  cS . 

Wird  statt  der  reinen  Prämie  die  wirkliche  Prämie 

gJ  =  (l-Hv)/^ 

gefordert,  so  nimmt  die  Bank  a^P  mehr  ein,  als  nach  1.,  giebt  aber  dafür  auch 

SyP  mehr  aus;  zur  Deckung  der  Kosten  etc.  verbleibt  also  nur  der  Betrag 

v(a  -  d)P, 

Soll  dies  das  )x  fache  der  wirklichen   Leistung  der  Bank  sein,  so  hat  man 

die  Gleichung 

v(a  —  d)P  =  ji^(l  -h  yi)P  -h  iLcS, 

woraus  für  v  der  Werth  folgt 
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20.  Bei  der  Beurtheilung  des  augenblicklichen  Standes  einer  Ver- 
sicherungskasse hat  man  an  beachten:  a)  die  Veipflichtimgien,  welche  die 
Versicl^erten  gegen  die  Kasse  xu  erfüllen  haben;  b)  die  Verpflichtungen^  wekhe 
die  Kasse  gegen  die  Versicherten  zu  erfüllen  hat;  c)  den  Aufwand  für  die  Vef- 
waltUDg;  d)  das  Baarvennögen  der  Kasse. 

Die  Verpflichtungen,  welche  die  Versicherten  gegen  die  Kasse  zu  eifülkn 
haben,  bestehen  in  wirklichen  jährlichen  Prämien;  bei  Berechnung  derselben  hit 
man  das  heutige  Alter  zu  Grunde  zu  legen. 

Da  die  Beiträge  zu  den  Verwaltungskosten  proportional  den  Leistungen  der 
Bank  erhoben  werden,  so  lassen  sich  die  Posten  b)  und  c)  ztisammen^uses. 
Wird  das  p  fache  der  Leistungen  für  die  Verwaltung  berechnet  (die  obig^Zahl|i 
bezieht  sich  auf  Verwaltung  und  Gewinn),  so  hat  man  die  aus  den  Ve^ 
pflichtungen  gegen  die  Versicherten  folgenden  Leistungen  der  Bank  mit  (1  4-  f) 
zu  multiplidren. 

Der  Vergleich  der  Zahlen  a)  und  d)  mit  b)  und  c)  eigiebt  den  Gewina 
der  Bank. 

Einen  Theil  dieses  Gewinnes  wird  man  zur  Dotirung  eines  Reservefondi 
zur  Sicherstellung  der  Bank  gegen  unvorhergesehene  Verluste  verwenden,  illsb^ 
sondere  gegen  die,  welche  aus  ungünstigen  Abweichungen  der  SterbefUle  der  bd  der 
Bank  Versicherten  von  der  den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  SterblichkeilSp 
tafel  folgen. 

21.  Für  eine  einfache  Lebensversicherung  ist  die  Verpflichtung  der 
Bank,  wenn  der  Versicherte  heute  ^  Jahre  alt  ist,  einschliesslich  des  Aufwandes 
fiir  Verwaltung, 

o-HP)5(-i-^.A). 

Bei  jährlicher  Prämienzahlung  ^  beträgt  die  Verpflichtung  des  Versicherten 
gegen  die  Bank 

*(4-*-i)- 

Bei  Rentenversicherungen  bestehen  Verpflichtungen  gegen  die  Bank  bei  den 
Personen,  die  jährliche  Prämien  zahlen;  die  Personen,  welche  Rente  gegen  ein- 
malige Prämie  versichert  haben,  sowie  die,  welche  schon  in  den  Rentengeniiss 
eingetreten  sind  oder  mit  dem  Jahresschlüsse  in  denselben  eintreten  werden, 
haben  keine  Verpflichtung  gegen  die  Bank. 

Wir  müssen  darauf  verzichten,  die  Formeln  zur  Beurtheilung  der  Kassen- 
lage ausführlich  zu  entwickeln.  Nach  den  angegebenen  Grundsätzen  und  mit 
Hilfe  der  entwickelten  Formeln  lassen  sie  sich  ohne  Schwierigkeit  aufstellen. 
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Absterbeordnung  und  Tafel  der  Lebenserwartung  der  Bevölkerung 

des  preussischen  Staates, 

berechnet  aus  dem  Vergleiche  der  Anfangs  1867,  186«,  1872,  1875.  1876  und  1877 
preussischen  Staate    vorhandenen  Lebenden   und    der   daraus  in  denselben 

Jahren  Gestorbenen. 


im 


Alter. 

Absterbeordnung. 

Von  je  100000  Lebend- 
geborenen erlebten  das  neben*          < 
bezeichnete  Alter                       ; 

Lebenserwartung. 

Von  den  Ueberlebenden 

iüt  die  halbe  Aniahl  verstorben 

nach  .  .  .  Jahren 

m.                                   w. 

m.                                  w. 

l 

Jahr     .     . 

77  154 

80  115 

50,9 

54,2 

2 

71297 

74  333 

52,9 

56,1 

.3 

68  483 

71469 

53,3 

56,6 

4 

66  681 

69  639 

53,1 

56,8 

65  433 

68  338 

52,7 

55,9 

6 

64  503 

67  375 

52,2 

55,2 

7 

63  757 

66  600 

51,4 

54,6 

8 

63  158 

65  984 

50,8 

53,9 

0 

62  688 

65  493 

50,0 

53,0 

10 

62  304 

65  086 

49,1 

52,2 

11 

61975 

64  740 

48,4 

51,8 

12 

61690 

64  429 

47,4 

50,5 

13 

61  432 

64  139 

46,5 

49,6 

14 

61  192 

63  854 

45,6 

48,7 

15 

60  '948 

63  565 

44,7 

47,8 

16 

60  688 

63  266 

43,8 

47,0 

,       17 

60  383 

62  942 

43,0 

46,1 

18 

60  025 

62  606 

42,2 

45,2 

19 

59  625 

62  262 

41,s 

44,8 

20 

59  215 

61  899 

40,5 

43,5 

21 

tt 

58  733 

61  511 

39,7 

42,6 

22 

58  220 

61  106 

38,9 

41,8 

23 

tt 

57  683 

60  678 

38,1 

40,9 

24 

tf 

57  154 

60  217 

.      37,8 

40,1 

25 

» 

56  641 

59  731 

36,6 

39,8 

26 

ti 

56  138 

59  228 

35,7 

38,5 

27 

tf 

55  637 

58  715 

35,0 

37,7 

28 

tt 

55  128 

58  189 

34,2 

36,9 

29 

;i 

54  614 

57  631 

33,4 

36,1 

30 

tt 

54  077 

57  071 

32,6 

• 

35,8 

.J 


Aller 

Abstcrl>«ordming. 

V<«ie  lüOdW  L.bend- 
ESho'eixn  »rlttam  d«  Mb« 

I  .ebensenrutnng. 

m. 

»- 

m. 

•- 

81  Jalii     .    . 

58  547 

56  485 

31.1 

34,. 

Si     „ 

53  040 

55  928 

31,»- 

33,1 

83     „ 

53  503 

55  340 

30,1 

SS,. 

U     „ 

51847 

54  789 

29,1 

83,1 

SS     .. 

5137» 

44  130 

2M 

31,. 

8«     „ 

50  774 

53  304 

27,. 

«w 

87     » 

50170 

52  874 

27,« 

»9,7 

88     „ 

49  545 

53  280 

ae,t 

»»,■ 

89     „ 

48  897 

31  578 

35.1 

28,1 

40     » 

4S18C 

50  900 

25,. 

27,t 

41      ^ 

47  445 

50  231 

24,J 

SM 

43     .. 

46  781 

49615 

23,1 

25,8 

«     „ 

46047 

48  963 

33,8 

33,. 

44     „ 

45  803 

48  329 

22,0 

34,. 

4S     „ 

44  51 1 

47  677 

3l,t 

3S,< 

46     ., 

43  701 

47  034 

SO,. 

22,. 

47     . 

42938 

46  436 

19,. 

21,. 

48     „ 

42  131 

45  799 

19,1 

»1,» 

49     „ 

41370 

45  189 

18,« 

SO.. 

M     ., 

40  350 

44  401 

17,. 

19,1 

äl      ., 

39  403 

48  620 

17,1 

18,1 

52     „ 

38  577 

42  935 

16,1 

17,. 

53     „ 

37  640 

42  135 

15,« 

17,1 

54     „ 

36  667 

41298 

15,1 

16,1 

55     ,. 

■  35  649 

40  416 

14,5 

16.< 

5C     „ 

34  588 

39  495 

13,» 

14,9 

57     „ 

33  540 

38  564 

13,3 

14,1 

58     „ 

33  491 

37  600 

12,« 

I3,s 

59     „ 

31381 

36  556 

13.0 

13,. 

Wl     „ 

30  187 

35  373 

11,1 

12,1 

Cl      „ 

38  937 

34  121 

11,0 

11,1 

f.2     „ 

37  868 

38  046 

10,< 

11.« 

C3     „ 

20  658 

31801 

9,9 

10,< 

64      „ 

25  37« 

30  459 

(1,4 

9,9 

(15     „ 

24  051 

29  025 

a,. 

9,* 

t!(:     .. 

22  700 

27  557 

«.< 

8.1 

07     „ 

21360 

26123 

7,9 

8,1 

08     „ 

19  969 

24  612 

7,1 

7,. 

6»     .. 

18  557 

23017 

7.0 

7,8 

70     ,. 

17  137 

l 

21347 

\ 

6,8 

6,. 
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Alter 

A  b  ste  rbeordn  11  ng, 

V™i=  100000  I.<il.ei)d- 
bncichnete  Aller 

Lebenserwartung. 

VoD  den  UebcHebcndcn 
■Bch  ..  .JJmm 

1             w. 

n>. 

w. 

71  Jalir     .     . 

15  727 

19  653 

(;,2 

(1.4 

72 

14  4ni3 

18  239 

5,8 

Co 

73 

iai55 

ie627 

5.4 

5,e 

74 

11853 

15  055 

5,0 

5,a 

75 

10  5(54 

13  492 

4,c 

4,8 

7C 

»3U0 

U924 

4,3 

4,4 

77 

8  I2f, 

10  484 

4.0 

4.1 

7« 

7  0Ü4 

9  141 

3,« 

3.9 

7!) 

5H4ft 

7  734 

3.fl 

■i,» 

81) 

4  8M(i 

f.  452 

3,c 

3,7 

.sl 

4  037 

5  328 

3,« 

3.S 

«2 

3  40(1 

4  529 

3,0 

3.1 

Ki 

2  794 

3  730 

2,s 

2,» 

«4 

2  227 

2  979 

2,7 

2,8 

85 

1727 

2  3i(i 

2.S 

2,7 

HC, 

I  311 

1788 

2.» 

2.« 

87 

mo 

1402 

2,3 

2,r. 

88 

520 

107(> 
792 

1.'.' 
l.fl 

^:U^ 

;io 

3.JS 

5fiG 

2,.! 

x^ 

!)1 

253 

3S9 

2..% 

2,6 

!)2 

192 

304 

2.'J 

2,< 

m 

142 

225 

2.1 

2.« 

94 

101 

161 

2,1 

2.« 

\H> 

7:1 

120 

2,3 

2,> 

m 

51 

87 

2.1! 

2,9 

97 

38 

70 

2,!1 

2.« 

!W 

28 

5f. 

l.s 

2,0 

9!) 

21 

43 

l.ß 

1,' 

](H1 

15 

32 

l,c 

1,< 

.1 
I» 
ff 
ff 
ff 


ff 
ff 
ff 

ff 
»f 
ff 
ff 
». 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
t> 
». 


.♦ 


Druckfehler- Verzeichniss  des  IL  Bandes. 

Seite      I,  Zeile    3  u.  4  v.  u.  lies  /"  und  /"'  statt  OP'  und  0P'\ 
2,      „      I   V.  o.  lies  OP'  und   O/"'  st.  /"  und  P'\ 

69,  „      6  V.  u.     „    ^'  St.  ^,. 

70,  „     13  V.  u.     „    y**  St.  y^  . 
7I1       ti     14  V.  u.     „    ia*  St.  ai* . 

127,  „       29     V.     O.         „      /es     St./,    SBH. 

„      129,         „      17    V.    O.       „      a,3W2«s    St.    rtjjWjWj. 

„    168,  No.  4,  Gleichung  6.  lies  x ^  st.  x, . 

168,  No.  4,  Gleichung  7.     „    ^^  st.  B^ . 

169,  Zeile  12  V.  o.  lies  x^  st.  ;Cj . 
176,      „      7  V.  u.     „    2/,,(rt  St.  2/,,(;f). 
185,       „       8  V.  o.     „   /,  ^^-  'ix^x^  und  /,  =  2jr,  ar,  st.  /  =-  2x^  or,   und  /=^  '2 

193f  .f       »9    V.    O.        „       SfljjjJT^JTj*     St.     Stf^jjJTiXj«. 

241,       „       2  V.   o.  „     fj^\^    st  ^^^,. 

261,       „       2  V.  o.  „    ^7'  St.  by. 

263,    .  „      8  V.  u.  „    gu  St.  yu, 

280,      „      6  V.  o.  „    ^,   St.  ^. 

286,  H    17  V.  u.  „    einer  st.  eine. 

287,  „      9  V.  o.  „    Cylinder  St.  Kegel. 
321,      „      5  V.  u.  „    ^,,'  und  <p^j'  St.  ^,,   und  <p^ , . 
345  in  der  letzten  Gleichung  lies   T^  ^  st.    733. 
408,  Zeile     I   V.  o.  lies  ^,3   st.  ^33. 
420,       „     15  u.    17   V.  o.  lies  /'•-'"'^   St.  b'^  u'^ . 


537.       ••      4  "•   5  ^'  o.  lies  ac  -^    st.  a 


537. 

6 

V. 

0. 

lies 

;•  St.  /. 

692, 

1 

V. 

u. 

a  St.  a. 

729. 

9 

V. 

u. 

729. 

3 

V. 

u. 

**    Sl.    'W  1  . 

756, 

7 

V. 

0. 

^r    St.    ^*' . 

8od, 

8 

V. 

u. 

Z  St.  z. 

824, 

10 

V. 

u. 

durch  Elimination  von  st.  wenn  man 

829, 

II 

V. 

u. 

gel) rächt  st.  gedacht. 

857. 

16 

V. 

u. 

c      „  St.   r   . 
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